4 Limita a spojitost funkce

4.1 Zakladni pojmy

Definice. Funkcef jedné realné proménné(dale jenfunkce) je zobrazenjf : M — R, kde M
je podmnozinou mnoziny realnydisel.

Definice. Funkcef : J — R je rostouci na intervaluJ, jestlize pro kazdou dvojicty, z, €
J, 1 < xo, plati nerovnosyf(z;) < f(x2). Analogicky definujeme funkdilesajici (neklesajici
nerostouc) na intervaluJ.

Definice. Monotonni funkci (resp.ryze monoténni funkci) na intervaluJ rozumime funkci,
ktera je neklesajici nebo nerostouci (resp. rostouci nkdsajkci) na/.

Definice. Necht f je funkce.Rekneme, Ze funkcg je
e lich4, jestlize pro kazdé € Dy plati—z € Dy a f(—x) = —f(x),
e sudj jestlize pro kazdé € D; plati—x € Dy a f(—z) = f(x),

¢ periodicka s periodoua € R, a > 0, jestlize pro kazdé € D, platiz +a € Dy, x —a €

Dyaf(e+a)=fz—a) = f(x).
Definice. Necht f je funkce aM/ C Dy. Rekneme, Ze funkcg je

e shora omezenana M, jestlize existujeCislo K € R takové, ze pro vSechna € M je
flz) < K,

e zdola omezenana M, jestlize existujeCislo K € R takové, Ze pro vSechna € M je
flx) =2 K,

e omezendalM, jestlize existuj€islo K € R takové, Ze pro vSechnac M je|f(z)| < K,

e konstantnina M, jestlize pro vSechna,y € M plati f(x) = f(y).

4.2 Limita funkce

Definice. Necht ¢ € R as € R, ¢ > 0. Potom definujeme

e okoli bodu ¢ jako B(c,e) = (¢ —e,c + ¢),

e prstencové okoli boduc jako P(c,e) = (¢ —e,c+¢) \ {c}.
Okoli a prstencové okoli bodtoo (resp.—oo) definujeme takto:

P(+00,¢) = B(+00,¢) = (1/e, +00),
P(—00,¢) = B(—00,¢) = (—00,—1/¢).

Definice. Rekneme, Ze prvelk € R* je limitou funkce f v bodéc € R*, jestlize

VeeR,e>035 € R, 0 >0Vx € P(c,d) : f(z) € B(A,¢).



Véta 4.1(jednozné&nost limity). Funkcef ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.
Definice. Necht ¢ € R, ¢ € R, ¢ > 0. Potom definujeme

e praveé okoli boduc jako B (c,e) = [¢,c + ),

e levé okoli boduc jako B~ (¢, e) = (¢ — ¢, c],

e praveé prstencoveé okoli bodw jako P*(c,e) = (¢, c + ¢),

e levé prstencové okoli bodu: jako P~ (c,e) = (¢ — ¢, ¢).
Definice. Dale definujeme

e levé okoli bodu+oo jako B=(+00, ) = (1/¢, +0),

e prave okoli bodu —oo jako BT (-0, ) = (—o00, —1/e¢),

e levé prstencové okoli bodutoo jako P~ (+00,¢) = B~ (+00,€),

e praveé prstencoveé okoli bodu—oc jako P (—o0,e) = BT (-0, ¢).

Definice. Necht A € R*, ¢ € R U {—oc}. Rekneme, Ze funkc¢ méa v boc ¢ limitu zprava
rovnouA, jestlize

Ve € R,e > 035 € R, 0 > 0Vz € P(c,0) : f(x) € B(4,¢).
Analogicky definujeme pojerimity zleva v bode c € R U {+o0}.

Definice. Rekneme, Ze funkcg je spojita v bodé ¢ € R, jestlizelim f(z) = f(c).

Definice. Rekneme, Ze funkcgje v bod ¢ € R spojita zprava (respzleva), jestlize lim+ flz) =

(o) (resp.lim f(x) = f(c)).

4.3 ety o limitach
Véta4.2.Nechtc € R, A € R*. Paklim, .. f(z) = A, pravé kdy211m+f(:c) = lim f(z) = A.
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Véta 4.3. Necht funkcef ma vlastni limitu v bodé € R*. Pak existuj&d € R, 6 > 0 takové, z¢f
je naP(c,0) omezena.

Véta 4.4 (limita a aritmetické operaceNecht ¢ € R*. Necht lim, .. f(zx) = A € R* a
lim, .. g(x) = B € R*. Potom plati:

(i) lim,—.(f(z) +g(z)) = A+ B, pokud je vyrazd + B definovan,
(i) lim,_. f(x)g(z) = AB, pokud je vyrazA B definovan,
(iii) lim, .. f(x)/g(xz) = A/B, pokud je vyrazd/ B definovan.

Véta 4.5. Necht ¢ € R*. Necht'lim, .. g(z) = 0, lim,_.. f(zr) = A € R*a A > 0. Jestlize
existujen > 0 takové, Ze funkceje kladna naP(c, n), paklim,_..(f(z)/g(z)) = +oo.



Véta 4.6(o srovnani) Méjmec € R*.
(i) Necht
lim f(z) > lim g(x).
Pak existuje prstencové okdfic, §) takové, Ze plati
Vr € P(c,0) : f(z) > g(z).
(if) Necht existuje prstencove okdH(c, §) takove, Ze plati

Vo € P(c,d) : f(z) < g(x).

Necht existujilim, .. f(x) alim,_.. g(x). Potom plati

lim f(x) < lim g(z).
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(iii) (o dvou straznicich) Necht na néjakém prstencovénliak(c, §) plati
fz) < h(z) < g().

Necht'lim, .. f(z) = lim,_.. g(x). Potom existuje rovn@#m, .. h(x) a vSechny tfi limity jsou si

rovny.
Véta 4.7(limita sloZzené funkce)Necht ¢, D, A € R*, lim,_,. g(xz) = D, lim,_.p f(y) = Aaje
splnéna alespoi jedna z podminek

(P1) In e R,n > 0Vx € P(c,n): g(z) # D,
(P2) f je spojitavD.

Potomlim,. .. f(g(x)) = A.
Véta 4.8(Heine) Necht C' € R* a funkcef je definovana (alespon) na prstencovém okoli bodu
a € R*. Pak vyroky (i) a (ii) jsou ekvivalentni.

() limg_, f(z)=C
(i) Pro kazdou posloupnostr,, }2° , spliujici

o lim, ..z, = a,

e Vne N : z, #a,

plati lim,, ., f(x,) = C.
Veéta 4.9 (limita monotonni funkce) Necht' funkcef je monotonni nga, b), a,b € R*. Potom
existujilim, . f(x) alim, ., f(z).



4.4 Funkce spojité na intervalu

Definice. Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje neko@ennoho bodd).
Funkcef : J — R je spojita na intervalu J, jestlize plati:

e f je spojita zprava v levém krajnim bédntervalu/, pokud tento bod pétdo ./,
e [ je spojita zleva v pravém krajnim bédntervalu/, pokud tento bod pétdo J,
e [ je spojita v kazdém vrihim boc J.

Véta 4.10(Bolzano) Necht funkcef spojit na intervalya, b] a pfedpokladejme, Z&a) < f(b).
Potom pro kazdé' € (f(a), f(b)) existuje¢ € (a, b) takové, Ze platf(¢) = C.

Lemma4.11.Necht M C R a plati
Ve,ye MVzeR: z<z<y=z€ M.

Pak M je interval.

Véta 4.12(zobrazeni intervalu spojitou funkcilNecht' .J je nedegenerovany interval. Necht funk-
cef:J — R je spojithd naJ. Potom jef (/) interval.

Véta 4.13.Necht f spojita funkce na intervaliu, b]. Potom jef nala, b] omezena shora i zdola.

Definice. Necht M C R, z € M afunkcef je definovana alesgonal/ (tj. M C Dy). Rekneme,
Ze f nabyvéa v boé r maxima (resp.minima) na M, jestlize plati

VyeM: f(y) < fx) (respvyeM: f(y) = f(x)).

Bod x pak nazyvaméodem maxima(resp.minima) funkce f na mnozi@ M. Symbolmax,; f
(resp.miny, f) ozn&uje nej\etsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkoea mnozi@ M nabyvéa
(pokud takova hodnota existuje).

Definice. Necht M C R,z € M afunkcef je definovana alesponal (tj. M C Df).liekneme,
Ze funkcef mav boa

e lokélni maximum vzhledem k M, jestlize existujé > 0 takove, Ze pro kazdge P(x,d)N

M: f(y) < f(z),

e lokalni minimum vzhledem k M, jestlize existuje& > 0 takove, Ze pro kazd¢ € P(z,0)N

M= f(y) = f(x).

Véta 4.14. Necht f je spojita funkce na intervallu, b]. Potom funkcef nabyva naja,b] své
nejvétsi hodnoty (maxima) a své nejmensi hodnoty (minima)

Véta 4.15(o inverzni funkci) Necht f spojita a rostouci (klesajici) funkce na intervaluPotom
funkcef~! je spojita a rostouci (klesajici) na intervalf(.J).



