
4 Limita a spojitost funkce

4.1 Základní pojmy

Definice. Funkcef jedné reálné proměnné(dále jenfunkce) je zobrazeníf : M → R, kdeM
je podmnožinou množiny reálnýchčísel.

Definice. Funkcef : J → R je rostoucí na intervaluJ , jestliže pro každou dvojicix1, x2 ∈
J, x1 < x2, platí nerovnostf(x1) < f(x2). Analogicky definujeme funkciklesající (neklesající,
nerostoucí) na intervaluJ .

Definice. Monotónní funkcí (resp.ryze monotónní funkcí) na intervaluJ rozumíme funkci,
která je neklesající nebo nerostoucí (resp. rostoucí nebo klesající) naJ .

Definice. Necht’f je funkce.Řekneme, že funkcef je

• lichá, jestliže pro každéx ∈ Df platí−x ∈ Df af(−x) = −f(x),

• sudá, jestliže pro každéx ∈ Df platí−x ∈ Df af(−x) = f(x),

• periodická s periodoua ∈ R, a > 0, jestliže pro každéx ∈ Df platíx + a ∈ Df , x− a ∈
Df af(x + a) = f(x − a) = f(x).

Definice. Necht’f je funkce aM ⊂ Df . Řekneme, že funkcef je

• shora omezenána M , jestliže existujěcíslo K ∈ R takové, že pro všechnax ∈ M je
f(x) ≤ K,

• zdola omezenána M , jestliže existujěcíslo K ∈ R takové, že pro všechnax ∈ M je
f(x) ≥ K,

• omezenánaM , jestliže existujěcísloK ∈ R takové, že pro všechnax ∈ M je |f(x)| ≤ K,

• konstantní naM , jestliže pro všechnax, y ∈ M platíf(x) = f(y).

4.2 Limita funkce

Definice. Necht’ c ∈ R a ε ∈ R, ε > 0. Potom definujeme

• okolí bodu c jakoB(c, ε) = (c − ε, c + ε),

• prstencové okolí boduc jakoP (c, ε) = (c − ε, c + ε) \ {c}.

Okolí a prstencové okolí bodu+∞ (resp.−∞) definujeme takto:

P (+∞, ε) = B(+∞, ε) = (1/ε, +∞),

P (−∞, ε) = B(−∞, ε) = (−∞,−1/ε).

Definice. Řekneme, že prvekA ∈ R
⋆ je limitou funkce f v bodě c ∈ R

⋆, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃δ ∈ R, δ > 0 ∀x ∈ P (c, δ) : f(x) ∈ B(A, ε).



Věta 4.1(jednoznǎcnost limity). Funkcef má v daném bodě nejvýše jednu limitu.

Definice. Necht’ c ∈ R, ε ∈ R, ε > 0. Potom definujeme

• pravé okolí bodu c jakoB+(c, ε) = [c, c + ε),

• levé okolí boduc jakoB−(c, ε) = (c − ε, c],

• pravé prstencové okolí boduc jakoP+(c, ε) = (c, c + ε),

• levé prstencové okolí boduc jakoP−(c, ε) = (c − ε, c).

Definice. Dále definujeme

• levé okolí bodu+∞ jakoB−(+∞, ε) = (1/ε, +∞),

• pravé okolí bodu−∞ jakoB+(−∞, ε) = (−∞,−1/ε),

• levé prstencové okolí bodu+∞ jakoP−(+∞, ε) = B−(+∞, ε),

• pravé prstencové okolí bodu−∞ jakoP+(−∞, ε) = B+(−∞, ε).

Definice. Necht’ A ∈ R
⋆, c ∈ R ∪ {−∞}. Řekneme, že funkcef má v boďe c limitu zprava

rovnouA, jestliže

∀ε ∈ R, ε > 0∃δ ∈ R, δ > 0∀x ∈ P+(c, δ) : f(x) ∈ B(A, ε).

Analogicky definujeme pojemlimity zleva v boďe c ∈ R ∪ {+∞}.

Definice. Řekneme, že funkcef je spojitá v bodě c ∈ R, jestliželim
x→c

f(x) = f(c).

Definice. Řekneme, že funkcef je v boďec ∈ R spojitá zprava (resp.zleva), jestliže lim
x→c+

f(x) =

f(c) (resp. lim
x→c−

f(x) = f(c)).

4.3 Věty o limitách

Věta 4.2.Necht’c ∈ R, A ∈ R
⋆. Paklimx→c f(x) = A, právě kdyžlim

x→c+
f(x) = lim

x→c−
f(x) = A.

Věta 4.3.Necht’ funkcef má vlastní limitu v boděc ∈ R
⋆. Pak existujeδ ∈ R, δ > 0 takové, žef

je naP (c, δ) omezená.

Věta 4.4 (limita a aritmetické operace). Necht’ c ∈ R
⋆. Necht’ limx→c f(x) = A ∈ R

⋆ a
limx→c g(x) = B ∈ R

⋆. Potom platí:

(i) limx→c(f(x) + g(x)) = A + B, pokud je výrazA + B definován,

(ii) limx→c f(x)g(x) = AB, pokud je výrazAB definován,

(iii) limx→c f(x)/g(x) = A/B, pokud je výrazA/B definován.

Věta 4.5. Necht’ c ∈ R
⋆. Necht’ limx→c g(x) = 0, limx→c f(x) = A ∈ R

⋆ a A > 0. Jestliže
existujeη > 0 takové, že funkceg je kladná naP (c, η), paklimx→c(f(x)/g(x)) = +∞.



Věta 4.6(o srovnání). Mějmec ∈ R
⋆.

(i) Necht’
lim
x→c

f(x) > lim
x→c

g(x).

Pak existuje prstencové okolíP (c, δ) takové, že platí

∀x ∈ P (c, δ) : f(x) > g(x).

(ii) Necht’ existuje prstencové okolíP (c, δ) takové, že platí

∀x ∈ P (c, δ) : f(x) ≤ g(x).

Necht’ existujílimx→c f(x) a limx→c g(x). Potom platí

lim
x→c

f(x) ≤ lim
x→c

g(x).

(iii) (o dvou strážnících) Necht’ na nějakém prstencovém okolí P (c, δ) platí

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x).

Necht’ limx→c f(x) = limx→c g(x). Potom existuje rovněžlimx→c h(x) a všechny tři limity jsou si
rovny.

Věta 4.7(limita složené funkce). Necht’c,D,A ∈ R
⋆, limx→c g(x) = D, limy→D f(y) = A a je

splněna alespoň jedna z podmínek

(P1) ∃η ∈ R, η > 0∀x ∈ P (c, η) : g(x) 6= D,

(P2) f je spojitá vD.

Potomlimx→c f(g(x)) = A.

Věta 4.8(Heine). Necht’C ∈ R
⋆ a funkcef je definována (alespoň) na prstencovém okolí bodu

a ∈ R
⋆. Pak výroky (i) a (ii) jsou ekvivalentní.

(i) limx→a f(x) = C

(ii) Pro každou posloupnost{xn}
∞

n=1 splňující

• limn→∞ xn = a,

• ∀n ∈ N : xn 6= a,

platí limn→∞ f(xn) = C.

Věta 4.9(limita monotónní funkce). Necht’ funkcef je monotónní na(a, b), a, b ∈ R
⋆. Potom

existujílimx→a+ f(x) a limx→b− f(x).



4.4 Funkce spojité na intervalu

Definice. Necht’ J ⊂ R je nedegenerovaný interval (neboli obsahuje nekonečně mnoho bodů).
Funkcef : J → R je spojitá na intervalu J , jestliže platí:

• f je spojitá zprava v levém krajním bodě intervaluJ , pokud tento bod patří doJ ,

• f je spojitá zleva v pravém krajním bodě intervaluJ , pokud tento bod patří doJ ,

• f je spojitá v každém vnitřním boďeJ .

Věta 4.10(Bolzano). Necht’ funkcef spojitá na intervalu[a, b] a předpokládejme, žef(a) < f(b).
Potom pro každéC ∈ (f(a), f(b)) existujeξ ∈ (a, b) takové, že platíf(ξ) = C.

Lemma 4.11.Necht’M ⊂ R a platí

∀x, y ∈ M ∀z ∈ R : x < z < y ⇒ z ∈ M.

PakM je interval.

Věta 4.12(zobrazení intervalu spojitou funkcí). Necht’J je nedegenerovaný interval. Necht’ funk-
cef : J → R je spojitá naJ . Potom jef(J) interval.

Věta 4.13.Necht’f spojitá funkce na intervalu[a, b]. Potom jef na [a, b] omezená shora i zdola.

Definice. Necht’M ⊂ R, x ∈ M a funkcef je definována alespoň naM (tj. M ⊂ Df ). Řekneme,
žef nabývá v boďex maxima (resp.minima) na M , jestliže platí

∀y ∈ M : f(y) ≤ f(x) (resp.∀y ∈ M : f(y) ≥ f(x)).

Bod x pak nazývámebodem maxima(resp.minima) funkcef na množiňe M . SymbolmaxM f
(resp.minM f ) oznǎcuje nejv̌etší (resp. nejmenší) hodnotu, které funkcef na množiňeM nabývá
(pokud taková hodnota existuje).

Definice. Necht’M ⊂ R, x ∈ M a funkcef je definována alespoň naM (tj. M ⊂ Df ).Řekneme,
že funkcef má v boďex

• lokální maximum vzhledem kM , jestliže existujeδ > 0 takové, že pro každéy ∈ P (x, δ)∩
M : f(y) ≤ f(x),

• lokální minimum vzhledem k M , jestliže existujeδ > 0 takové, že pro každéy ∈ P (x, δ)∩
M : f(y) ≥ f(x).

Věta 4.14. Necht’ f je spojitá funkce na intervalu[a, b]. Potom funkcef nabývá na[a, b] své
největší hodnoty (maxima) a své nejmenší hodnoty (minima).

Věta 4.15(o inverzní funkci). Necht’f spojitá a rostoucí (klesající) funkce na intervaluJ . Potom
funkcef−1 je spojitá a rostoucí (klesající) na intervaluf(J).


