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6.1 Definice a zakladni vztahy

Definice
Necht f je realna funkce a a € R. Pak
m derivaci funkce f v bod é a budeme rozumét

f,(a):mf(amr)]—f(a);




6.1 Definice a zakladni vztahy

Definice
Necht f je realna funkce a a € R. Pak
m derivaci funkce f v bod é a budeme rozumét

f,(a):mf(amr)]—f(a);

m derivaci funkce f v bod é a zprava budeme rozumét

n fath) —f)

h—0+ h

analogicky definujeme derivaci funkce f vbodé a
zleva.



Necht funkce f ma v bodé a € R vlastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.
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6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.2 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vlastni derivace. Potom plati



6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.2 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vlastni derivace. Potom plati

() (f+9)(a)=f'(a) +g'(a),



6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.2 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vlastni derivace. Potom plati

() (f+9)(a)=f'(a) +g'(a),
(i (fg)'(a) = f'(a)g(a) +f(a)g'(a),
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vlastni derivace. Potom plati
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<[> () f(a)g(a) — f(a)g'(a)
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6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.2 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vlastni derivace. Potom plati

i) (f+9)(a)="F(a)+9g'(a)
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(iii) je-li g(a) # 0, pak
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6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.2 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R
vlastni derivace. Potom plati

0 (f+g)(a) =f(a)+9'(a),
(i) (fg)(a) =f'(a)g(a) +f(a)g'(a),
(iii) je-li g(a) # 0, pak

<f> (a) f'(a)g(a) —f(a)g'(a)




6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.3 (derivace slozené funkce)

Necht funkce f mé& vlastni derivaci v bodé y, € R, funkce
g ma vlastni derivaci v bodé X, € R ayg = g(Xo). Pak

(f o g)'(%0) = f'(Yo) - 9'(X0)-



6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.4 (derivace inverzni funkce)

Necht funkce f je naintervalu (a, b) spojita a ryze
monotonni. Bud' X, € (a,b) a oznacme yy = f(Xo).



6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.4 (derivace inverzni funkce)

Necht funkce f je naintervalu (a, b) spojita a ryze
monotonni. Bud' X, € (a,b) a oznacme yy = f(Xo).
(i) Pokud existuje (vlastni nebo nevlastni) f'(xo) # 0, mé&
funkce f ! derivaci v bodé y, a plati rovnost

—1y/ o 1
(F75)(yo) = m,

(kde klademe - = 0).



6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.4 (derivace inverzni funkce)

Necht funkce f je naintervalu (a, b) spojita a ryze
monotonni. Bud' X, € (a,b) a oznacme yy = f(Xo).
(i) Pokud existuje (vlastni nebo nevlastni) f'(xo) # 0, mé&
funkce f ! derivaci v bodé y, a plati rovnost

—1y/ o 1
(F75)(yo) = m,

(kde klademe - = 0).
(i) Je-lif'(xo) = 0 af je rostouci (resp. klesajici) na
(a,b), je (f~1)'(Yo) = +oo (resp. —oo).



6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.4 (derivace inverzni funkce)

Necht funkce f je naintervalu (a, b) spojita a ryze
monotonni. Bud' X, € (a,b) a oznacme yy = f(Xo).
(i) Pokud existuje (vlastni nebo nevlastni) f'(xo) # 0, mé&
funkce f ! derivaci v bodé y, a plati rovnost

—1y/ . 1
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(i) Je-lif'(xo) = 0 af je rostouci (resp. klesajici) na
(a,b), je (f~1)' (o) = +oo (resp. —oo).



6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.4 (derivace inverzni funkce)

Necht funkce f je naintervalu (a, b) spojita a ryze
monotonni. Bud' X, € (a,b) a oznacme yy = f(Xo).
(i) Pokud existuje (vlastni nebo nevlastni) f'(xo) # 0, mé&
funkce f ! derivaci v bodé y, a plati rovnost

—1y/ o 1
(F75)(yo) = m,

(kde klademe - = 0).
(i) Je-lif'(xo) = 0 af je rostouci (resp. klesajici) na
(a.b), je (f1)(yo) = +oo (resp. —o0).



6.1 Definice a zakladni vztahy

Véta 6.5 (nutnd podminka lokélniho extrému)

Budiz a € R bodem lokalniho maxima nebo lokalniho

minima funkce f. Potom f’(a) neexistuje nebo je rovna
nule.



Necht funkce f ma néasledujici vlastnosti:

«0>» «F»r « =)
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Necht funkce f ma néasledujici vlastnosti:
(i) je spojitd na intervalu [a, b],
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6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.6 (Rolleova)

Necht funkce f ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojitd na intervalu [a, b],
(i) mé& derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
otevieného intervalu (a, b),



6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.6 (Rolleova)

Necht funkce f ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojitd na intervalu [a, b],
(i) mé& derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
otevieného intervalu (a, b),
(ii) plati, ze f(a) = f(b).



6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.6 (Rolleova)

Necht funkce f ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojitd na intervalu [a, b],

(i) mé& derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
otevieného intervalu (a, b),

(ii) plati, ze f(a) = f(b).
Potom existuje ¢ € (a, b) takové, Ze plati f'() = 0.



6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.7 (Lagrangeova)

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b] a ma derivaci
(vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé intervalu (a, b).



6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.7 (Lagrangeova)

Necht funkce f je spojita na intervalu [a, b] a ma derivaci
(vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé intervalu (a, b).
Potom existuje ¢ € (a, b) takové, Ze plati

_ f(b)

fiig) = 1 -T8)



6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.8 (Cauchyova)

Necht funkce f, g jsou spojité na intervalu [a, b] a takové,
Ze f ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
intervalu (a,b) a g ma v kazdém bodé intervalu (a, b)
vlastni a nenulovou derivaci.



6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.8 (Cauchyova)

Necht funkce f, g jsou spojité na intervalu [a, b] a takové,
Ze f ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
intervalu (a,b) a g ma v kazdém bodé intervalu (a, b)
vlastni a nenulovou derivaci. Potom existuje ¢ € (a, b)
takové, Ze plati




6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.9 (vztah derivace a monotonie)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojita na J a v kazdém vnitfnim bodé J (mnozinu
vnitfnich bodUl intervalu J ozna¢me jako intJ) ma
derivaci.



6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.9 (vztah derivace a monotonie)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je
spojita na J a v kazdém vnitfnim bodé J (mnozinu
vnitfnich bodUl intervalu J ozna¢me jako intJ) ma
derivaci.
(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechna x € intJ, pak f je rostouci
naJd.
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naJd.

(i) Je-lif’'(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
naJd.



6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.9 (vztah derivace a monotonie)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je

spojita na J a v kazdém vnitfnim bodé J (mnozinu

vnitfnich bodUl intervalu J ozna¢me jako intJ) ma

derivaci.

(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechna x € intJ, pak f je rostouci
naJd.

(i) Je-lif’'(x) < 0 pro vSechna x € intJ, pak f je klesajici
naJd.

(iii) Je-li f’(x) > 0 pro vSechna x € intJ, pak f je
neklesajici na J.
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6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.9 (vztah derivace a monotonie)

Necht J C R je nedegenerovany interval. Necht f je

spojita na J a v kazdém vnitfnim bodé J (mnozinu

vnitfnich bodUl intervalu J ozna¢me jako intJ) ma

derivaci.
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6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.10 (I'Hospitalovo pravidlo)

(i) Necht a € RU {—o0}, limy_ 4 f(X) = limx_a; g(x) =0,
f a g maji na jistém pravém prstencovem okoli bodu a
vlastni derivaci a existuje Ilmx%l+ . Pak




6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.10 (I'Hospitalovo pravidlo)

(i) Necht a € RU {—o0}, limy_ 4 f(X) = limx_a; g(x) =0,
f a g maji na jistém pravém prstencovem okoli bodu a
vlastni derivaci a existuje Ilmx%l+ . Pak

i) P(X)
AL 900 T )

(i) Necht a € RU {—o0}, limy_a; [9(X)| = +o0o, f a g maji
na jistém pravém prstencovém okoli bodu a vlastni
derivaci a existuje lim,_a, ¢ Pak

)
P .5 RH )

x—atg(x)  x=a+g'(x)




Necht f je spojita zprava v bodé a € R a existuje
limy a4 f'(x). Potom existuje f (a) a plati rovnost

fi(a)= XILTJ (x).
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6.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 6.11
Necht f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje
limy a4 f'(x). Potom existuje f (a) a plati rovnost

fi(a) = lim f'(x).

X—a+

Definice

Necht n € N, a € R af ma vlastni n-tou derivaci na okoli
bodu a. Pak (n + 1)-ni derivaci funkce f v bodé a
budeme rozumét

(n) — f()
f(nH)(a):J]mE,f (a+hr: f (a)'



6.3 Konvexni a konkavni funkce

Definice
Necht f mé vlastni derivaci v bodé a € R. Oznacme

To={[x.y]eR* y =f(a)+f(a)(x —a)}.
Rekneme, Ze bod [x, f(x)] leZi pod te ¢nou T, jestlize
f(x) <f(a)+f'(a) (x —a).

Plati-li opaCna nerovnost, fekneme, Ze bod [x, f(x)] lezi
nad te cnou T,.



6.3 Konvexni a konkavni funkce

Definice
Necht f’(a) € R. Rekneme, Ze a je inflexnim bodem
funkce f, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze plati

(i) Yx € (a—4,a) : [x,f(x)] leZzi pod teCnou T,,

(i) ¥x € (a,a+9): [x,f(x)] lezi nad teCnou T,
nebo

(i) Yx € (a—d,a) : [x,f(x)] lezi nad teCnou T,,

(i) ¥x € (a,a+9): [x,f(x)] lezi pod teCnou T,.



Necht a € R je inflexni bod funkce f. Potom f”(a)
neexistuje nebo je rovna nule.
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6.3 Konvexni a konkavni funkce

Véta 6.12 (nutna podminka pro inflexi)

Necht a € R je inflexni bod funkce f. Potom f”(a)
neexistuje nebo je rovna nule.

Véta 6.13 (postacujici podminka pro inflexi)

Necht funkce f ma spojitou prvni derivaci na intervalu
(a,b) az € (a,b). Necht plati:

e VX € (a,z): f”’(x) >0,

e Vx € (z,b): f’(x) <O.
Potom z je inflexnim bodem funkce f.



6.3 Konvexni a konkavni funkce

Definice
Rekneme, Ze funkce f : | — R je konvexni na intervalu I,
jestlize
VX1, X2 € IVA €]0,1] :
fF(AX1 4+ (1 — A)x2) < AMf(xq) + (1 — Nf(x2).



6.3 Konvexni a konkavni funkce

Definice
Rekneme, Ze funkce f : | — R je konvexni na intervalu I,
jestlize
VX1, X2 € IVA €]0,1] :
fF(AX1 4+ (1 — A)x2) < AMf(xq) + (1 — Nf(x2).

Rekneme, Ze funkce f : | — R je ryze konvexni na
intervalu 1, jestlize

VX1, X2 € 1,X1 # X2 YA € (0,1) :
f(AX1 + (L — A)X2) < Mf(x1) + (1 — Nf(x2).



Funkce f je na intervalu | konvexni, pravé kdyz
VX1, X2, X3 € |, X1 < Xo < X3:

f(x2) —f(x1) _ f(x3) —flx2)
Xo — X1

X3 — X2

«O» «Fr « =>»

<
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Necht f je konvexni na intervalu J a necht a € intJ. Pak
existuji f} (a) e R, f’ (a) € R.
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6.3 Konvexni a konkavni funkce

Véta 6.15

Necht f je konvexni na intervalu J a necht a € intJ. Pak
existuji f{ (a) € R, f’ (a) € R.

Véta 6.16

Necht f je konvexni na otevieném intervalu J. Pak f je
spojita na J.



6.3 Konvexni a konkavni funkce

Véta 6.17
Necht f : (a,b) — R, a < b, a necht f’ je spojitd na (a, b).

(i) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).



6.3 Konvexni a konkavni funkce

Véta 6.17
Necht f : (a,b) — R, a < b, a necht f’ je spojitd na (a, b).
(i) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).

(ii) Jestlize f”(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkévni na (a, b).



6.3 Konvexni a konkavni funkce

Véta 6.17
Necht f : (a,b) — R, a < b, a necht f’ je spojitd na (a, b).
(i) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze

konvexni na (a, b).

(ii) Jestlize f”(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkévni na (a, b).

(iii) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je
konvexni na (a, b).



6.3 Konvexni a konkavni funkce

Véta 6.17
Necht f : (a,b) — R, a < b, a necht f’ je spojita na (a, b).
(i) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze

konvexni na (a, b).

(ii) Jestlize f”(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkévni na (a, b).

(iii) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je
konvexni na (a, b).

(iv) Jestlize f”(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je
konkavni na (a, b).



Necht f’(a) =0, f”(a) > 0 (resp. f”(a) < 0). Potom f ma v
a lokélni minimum (resp. lokalni maximum).
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Rekneme, Ze funkce x — ax + b, a,b € R, je
asymptotou funkce f v +oo (resp. v —o0), jestlize

XErﬂoo(f(x)—ax—b) =0, (resp. Xﬁrpw(f(x)—ax—b) =0).
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6.4 Pribéh funkce

Definice
Rekneme, Ze funkce x — ax + b, a,b € R, je
asymptotou funkce f v +oo (resp. v —o0), jestlize

lim (f(x)—ax—b) =0, (resp. lim (f(x)—ax—b)=0).

X—-+00 X——00

Véta 6.19

Funkce f ma v +co asymptotu x — ax + b, a,b € R,
prave kdyz
f(x)

im — =aeR, lim (f(x) —ax) =b e R.

X—+oo X X——+00



6.4 Pribéh funkce

VysSetteni priib éhu funkce

1. UrCime definicni obor a obor spoijitosti funkce.

2. Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

3. Dopocitame limity v "krajnich bodech definicniho
oboru”.

4. Spocteme prvni derivaci, urCime intervaly monotonie a
nalezneme lokalni a globalni extrémy. UrCime obor
hodnot.

5. Spocteme druhou derivaci a ur€ime intervaly, kde
funkce f je konvexni nebo konkavni. UrCime inflexni body.
6. VypocCteme asymptoty funkce.

7. NaCrtneme graf funkce.



