6 Derivace funkce

6.1 Definice a zakladni vztahy

Definice. Necht f je reélna funkce a € R. Pak

e derivaci funkce f v bodé a budeme rozurgt

iy Jlat+h)— fla),
f'(a) = lim T :

h—0

e derivaci funkce f v bodé a zprava budeme rozurét

f @) = i LOEN @,

h—0+ h ’

analogicky definujemderivaci funkce f v bodé a zleva
Véta 6.1. Necht funkcef ma v bodé: € R vlastni derivaci. Potom je funkcév bodéa spoijita.

Véta 6.2 (aritmetika derivaci) Pfedpokladejme, Ze funkgéa g maji v bodéa € R vlastni
derivace. Potom plati

0 (f+9)(a) = f'(a) +d'(a),
(i) (fg9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(iii) je-li g(a) # 0, pak

Y 2 = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
<9> (a)= 9%(a) '

Véta 6.3(derivace slozené funkcelNecht funkcef ma vlastni derivaci v bodg, € R, funkceg
ma vlastni derivaci v bodé, € R ay, = g(x). Pak

(fog)(wo) = f'(yo) - g'(w0).

Veéta 6.4(derivace inverzni funkceNecht funkcef je na intervalu(a, b) spojita a ryze monotonni.
Bud zy € (a,b) a 0znatmey, = f(x).

(i) Pokud existuje (vlastni nebo nevlastfifjz,) # 0, ma funkcef ! derivaci v bodéy, a plati
rovnost

(f7) (wo) = w0
(kde klademe- = 0).
(i) Je-li f'(xo) = 0 a f je rostouci (resp. klesajici) na, b), je (1) (yo) = +oo (resp.—oo).

Veéta 6.5(nutna podminka lokalniho extrémwBudiZza € R bodem lokalniho maxima nebo lokal-
niho minima funkcg. Potomf’(a) neexistuje nebo je rovna nule.



6.2 Veéty o stedni hodnoté
Véta 6.6(Rolleova) Necht funkcef ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojitd na intervalya, b],

(i) ma derivaci (vlastni i nevlastni) v kazdém bodé teaeho intervalua, b),

(i) plati, ze f(a) = f(b).
Potom existuj& € (a, b) takové, Ze platf’(£) = 0.

Véta 6.7 (Lagrangeova)Necht funkcef je spojita na intervalua, b] a ma derivaci (vlastni Ci
nevlastni) v kazdém bodé intervédlu b). Potom existuj& € (a, b) takove, Ze plati

f(b) — f(a)
! —
Véta 6.8(Cauchyova) Necht funkcef, g jsou spojité na intervallu, b] a takoveé, Z¢ ma derivaci

(vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé intervadub) a ¢ ma v kazdém bodeé intervalu, b) vlastni
a nenulovou derivaci. Potom existujes (a, b) takové, ze plati

&) _ () = f(a)

g€ gb)—gla)
Véta 6.9(vztah derivace a monotonieNecht J C R je nedegenerovany interval. Neclitje
spojitd naJ a v kazdém vnitfnim bod® (mnoZzinu vnitfnich bodU intervalii ozna¢me jaknt .J)
ma derivaci.

(i) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna € int J, pak f je rostouci naJ.
(i) Je-li f'(x) < 0 pro vSechna € int J, pak f je klesajici naJ.
(iii) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna € int J, pak f je neklesajici na/.
(iv) Je-li f/(x) < 0 pro vSechna € int J, pak f je nerostouci na/.

Véta 6.10('Hospitalovo pravidlo) (i) Nechta € RU{—o0}, lim, ¢ f(z) = lim, . g(z) =0,
f ag maji na jistém pravém prstencovém okoli baduastni derivaci a existujém, ., ()

g'(z)"
Pak )
lim /(@) = lim f'(z)

w—at g(x)  e—at g'(z)
(i) Nechta € RU {—o0}, lim, .. |g(x)| = +o0, f a g maji na jistém pravém prstencovém

okoli bodua viastni derivaci a existujiim, . 4. Pak

/
lim M = lim &
a—at g(z)  e—at g'(x)
Véta 6.11.Necht f je spojita zprava v bodé € R a existujdim, .. f'(x). Potom existujg’ (a)
a plati rovnost

fi(a) = lim f/(a).

T—a+

Definice. Necht n € N, a € R a f ma vlastnin-tou derivaci na okoli bodu. Pak(n + 1)-ni
derivaci funkce f v bodé a budeme rozur@t

n o fM(ath) = f"(a)
(@) = Jim h ‘



6.3 Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht' f ma vlastni derivaci v bagla € R. Ozn&me
T, ={[z,yl € R* y = f(a) + f'(a)(z — a)}.
Rekneme, Ze boft, f(x)] leZi pod t&nouT,, jestlize
f(x) < fa) + f'(a) - (x — a).
Plati-li op&na nerovnostekneme, ze bof, f(z)] lezi nad t&€nou7,,.

Definice. Necht f'(a) € R. Rekneme, Ze je inflexnim bodemfunkce f, jestlize existuje) > 0
takove, Ze plati

() Vz € (a—d,a) : [z, f(z)] leZi pod t€nouT,,

(i) Vz € (a,a+9): [z, f(x)] leZi nad té&nouT,
nebo

() Yz € (a—d,a) : [z, f(z)] lezi nad ténouT,,

(i) Vz € (a,a+9) : [z, f(x)] lezi pod t€nouT,.

Véta 6.12(nutnad podminka pro inflexi)Necht a € R je inflexni bod funkcg. Potom f”(a)
neexistuje nebo je rovna nule.

Véta 6.13(post&ujici podminka pro inflexi)Necht funkcef ma spojitou prvni derivaci na inter-
valu (a,b) az € (a,b). Necht plati:

o Vx € (a,2): f'(x)>0,
o Vz e (2,b): f'(x) <O.
Potomz je inflexnim bodem funkce
Definice. Rekneme, Ze funkcé : I — R je konvexni na intervalu I, jestlize
Vay, 2o € IVA € [0,1] :
fQzr+ (1= Nag) < Af(21) + (1= A) f(x2).
Rekneme, Ze funkcg : I — R je ryze konvexni na intervalu I, jestlize
Vay, 29 € I,xy £ 29 VA € (0,1) :
FOzr+ (1= Naxg) < Af(z1) + (1 = N) f(xe).
Lemma 6.14. Funkcef je na intervalul konvexni, prave kdyz

f(x2) — f(z1) < f(x3) — f($2).

To — 1 T3 — T2

V$1,$2,$3 6],1‘1 < Ty < T3 :



Véta 6.15. Necht f je konvexni na intervalw a nechta € int.J. Pak existujif’ (a) € R,
1 (a) € R.

Véta 6.16.Necht f je konvexni na otevieném intervaluPak f je spojita na/.
Véta 6.17.Necht f : (a,b) — R, a < b, a necht f’ je spojita na(a, b).

(i) Jestlizef”(x) > 0 pro kazdér € (a,b), pak f je ryze konvexni néu, b).

<
(iii) Jestlizef”(z) > 0 pro kazdér € (a,b), pak f je konvexni nda, b).

(z) (a,b)

(i) Jestlizef”(x) < 0 pro kazdér € (a,b), pakf je ryze konkavni néa, b).
(z) (a,b)
(z) (a,b)

(iv) Jestlizef”(z) < 0 pro kazdér € (a,b), pak f je konkavni nda, b).

6.4 Pribéh funkce

Véta 6.18.Necht f’(a) = 0, f"(a) > 0 (resp.f”(a) < 0). Potomf mé va lokalni minimum (resp.
lokalni maximum).

Definice. Rekneme, Ze funkce — az + b, a,b € R, je asymptotou funkce f v +oo (resp. v
—0), jestlize

lim (f(xz) —ax —5b) =0, (resp. lim (f(x)—ax —b)=0).

r—-+00 T——00

Véta 6.19.Funkcef ma v+oo asymptotur — ax + b, a,b € R, pravé kdyz

lim m:cLER, lim (f(x) —az) =beR.

r——+00 €T r—-+400

VySetreni priib éhu funkce

1. UrCime definEni obor a obor spojitosti funkce.

2. Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita

3. Dopcitame limity v "krajnich bodech defi@iniho oboru”.

4. Spdteme prvni derivaci, @fme intervaly monotonie a nalezneme lokalni a globalni ex-
trémy. UCime obor hodnot.

5. Sp@&teme druhou derivaci a ¢ime intervaly, kde funkcg je konvexni nebo konkavni.
UrCime inflexni body.

6. Vypaotteme asymptoty funkce.

7. Na&rtneme graf funkce.



