Reseni pisemné zkousky z Matematické analyzy la
ZS 2008-09, 2.2. 2009

Priklad 1 : Spoctéte limitu posloupnosti
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(15 bodi)

Reseni : Diky tvaru jmenovatele budeme zlomek
vn+1—3/y/n(n+1)
Ly =
Van +3 — 4n + 2
roz§ifovat vyrazem /4n + 3 + \/4n + 2. PfepiSeme citatele:

ViF 1= {Vam+1) = YT 1P - Yala T 17,
=A =:B

odkud vidime, ze déle je tifeba rozsitit zlomek Z, vyrazem
A’ + A'B+ A’B® + A’B® + AB* + A® =
= {/(n+1)B 4 ¢/ (n+1)2n(n+1)2 + ¥/ (n+1)9n2(n+1)4 +
+ ¢/ (n+1)6n3(n+1)6 + ¢/(n+1)3n4(n+1)8 + ¢/nd(n+1)10 =
= Y/(n+1)15 + Y (n+1)n + Y/ (n+1)Bn2 + Y/ (n+1)12n3 + ¢/ (n+1)1nd + ¢/ (n+1)10n5,
Po rozsiteni timto vyrazem dostaneme v Citateli

(n+1)3 — n(n+1)? = (n+1)2(n+1 — n) = (n+1)?,

a tedy
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(po vykraceni zlomku vyrazem n'%/6 = n5/2)
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S vyuzitim faktu, ze lim % = 0, aritmetiky limit a spojitosti k-té odmocniny tedy dostaneme, ze

lim ntl-y \/ﬁ(n+1>—limZ ——1'(\/1—1_\/1)—2
n—oo \An+3—An+2  nooo 6-1 3

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

e Uiprava jmenovatele .. ... ... .. 2 body
e Uprava Citatele ............. . 7 bodt
® dOPOCILANT ..o 6 bodi
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtvodnéni:
e uvedeni, ze lim % =0 e 1 bod
n—oo
® SPOJjitost OdMOCHIN .. ... 1 bod
e aritmetika limit ...... ... . e 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 2 : Spoctéte limitu funkce

log(1+x) 1
lim arcsin x
z—0 X ’
kde log z (= Inz) je pfirozeny logaritmus (logaritmus o zékladu e). (15 bodu)

Reseni : Nejprve provedeme vypocet, ktery poté okomentujeme (¢tenar tak dostava Sanci piijit
sdm na to, co se pii vypoctu déje):

log(14x) 1 lo . .
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Komentar: po rozsifeni zlomku funkei arcsin z jsme si uvédomili, Ze jde o vyraz typu ,,%“, ktery

budeme fesit pomoci I’'Hospitalova pravidla. Aby derivace ve jmenovateli byla co nejjednodussi,

provedli jsme tpravu na souéin funkei g; a go. Pro funkci go méme, nebot jde o limitu typu ,,g“,

T vH .. 1
m-—— =1 T =1,
z—0 arcsinz  z—0 Ve
kde =& znamend, zde i jinde v této tuloze, ,pokud existuje limita vpravo“. Limita lim, g g1(z)
je typu ,,%“, proto opét pouzijeme I’'Hospitalovo pravidlo, takZze misto limity lim, ¢ g1(z)g2(2)

dostaneme! lim,_.o h(z). Tato limita je opét typu ,,%“ a, pouceni pfedchozi situaci, opét ji nejprve

upravime, aby se lépe derivovalo, na sou¢in hi(z)hza(x). Funkce hq(z) je spojita v bodé 0, proto ihned
lim, o h1(z) = h1(0) = 1. Na limitu souéinu lim,_,g h1(z)h2(x) plati tedy stejnd avaha jako v (1),
v poznamce pod ¢arou. Limita lim, .o ho(z) je opét typu ,,%“, pouzijeme naposledy "'Hospitalovo
pravidlo (stejné tak ovSem miZzeme ho(x) rozsifit vyrazem 1 — 22+ 1+ x). Vyslednda funkce, r(z),
je pak jiz spojitd v bodé 0, mame tedy vysledek dosazenim x = 0 do r(z).

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

o PHospital CIslo 1 ...ttt e e e 5 bodi

o PHospital CISlo 2 ...t e 5 bodi

@ dOPOCEE oo 5 bodi
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenuté odtvodnéni:

e ovéreni, ze jde o 'Hospitala typu ,,8“ ........................................ 1 bod

o limita v bodé SpoJitosti . .....ovi i e 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.

LJe dilezité si uvédomit, 7e diky lim, o g2(x) = 1 skuteéné plati
lim g1(x)g2(x) = lim g1(z) - lim g2(2) = lim g1(z) - 1. (1)

Pokud totiz limita limg—. g1(z) existuje, at je jakdkoli (z R*), bude mit sou¢in lim,_.0 ¢1(z) - limz—o g2(z) smysl.
Nejde tedy o ,,castecné limiténi“. Pravé provedena tivaha je pravym obsahem sloganu ,,podle véty o aritmetice limit*,
ktery velka ¢ast studenti povazuje za jakousi povinnou nepfijemnost bez vétsiho vyznamu. Jeji dulezitost vSak spociva
pravé v tom, ze si uvédomite, co se déje. Kdyby napfiklad byla lim,_.¢ g2(x) = 0, nebylo by mozno ,roztrzeni limit“
jako v (1) provést, protoze kdyby lim,_.o g1(z) byla ndhodou nekoneénd, dostali byste neuréity vyraz ,o0 - 0“. Psét
v této situaci mechanicky ,,podle véty o aritmetice limit“ by pak nedokazovalo nic jiného nez skutec¢nost, ze ne zcela
rozumite tomu, pro¢ se tam takova véc pise. :-)



Priklad 3 : VysSetiete konvergenci fady
Zn+1 n+3\"
> log ’
n+3 n+1
n=1

kde log z (= Inz) je pfirozeny logaritmus (logaritmus o zékladu e). (15 bodu)
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ap = (0)
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Reseni : Polozme

Protoze Zﬁ’ > 1, je a, > 0. Pouzijeme odmocninové kritérium:
Ajn+1 n+3
Yay o .
n+3 Sntl
———
=:by, =:Cp
Plati
lim e, = lim log "-F5 — lim 1 E _logl = 0,
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kde jsme vyuzili faktu, ze lim % = 0, aritmetiky limit a spojitosti logaritmu v bodé 1. Déle pro
n—od

kazdé n prirozené plati 0 < ”+1 <1, tedy i

n+1
n+3

odkud plyne, Ze posloupnost b,, je omezena?. Podle véty, Ze limita sou¢inu omezené posloupnosti a
posloupnosti jdouci k nule, je nula, tedy mame

lim ¥a, =0,
n—oo

coz podle limitniho odmocninového kritéria znamena, ze zadané fada konverguje.

0< ¢

<1,

Poznamka: Jinou moZnosti bylo nejprve pouzit (limitniho) srovnévaciho kritéria, tj. bud si
uvédomit, ze pro vSechna pfirozena n plati

0<n+1 | n+3 "< ) n+3\"
(0] (0]
n-+3 gn+1 gn+1 ’

nebo Ze plati

At jiz pouzijeme jeden ¢i druhy argument, vidime, Ze konvergence fady > -7, (log ”+3> impli-

kuje konvergenci fady Zi},’ (log Zfl)’) Konvergenci fady » -, <1og ”+3) vSak dostaneme

z odmocninového kritéria, jako vyse.

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu vypoctu:

e aplikace odmocninového kritéria ......... ... . . i 3 body
e a, > 0, aritmetika limit ....... ... 2 + 2body
e vypocet limity logaritmu ........ ..o 4 bodi
e vypocet limity n-té odmocniny ........ ... 4 bodi

Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutéd odtivodnéni:
e odivodnéni vypoctu limity (omezena krat posloupnost s nulovou limitou) .... 4 body

Bodovéa srazka za num. chybu, ktera neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.

2Samozfejmé je také mozno spocitat limitu lim b, = 1 napfiklad rozpisem obecné mocniny na exponencielu a
n—oo
logaritmus, a obdrzime také lim /a, = 0.

n—oo



Priklad 4 : VysSetfete pribéh funkce definované predpisem
1
f(z) = 3 arccos(1 — log® z),

kde log z (= Inz) je pfirozeny logaritmus (logaritmus o zékladu e). (15 bodi)

Reseni :
e Definiéni obor: musi platit z > 0 a zaroven —1 <1 — log2 r <1, tedy 0 < log2 x < 2, neboli
—V2 <logz < /2. Celkové tedy mame D(f) = (e~V2,¢eV2).
e f je spojitd na celém D(f), nebot je soufinem, rozdilem a slozenim spojitych funkci. Defi-

ni¢ni obor ukazuje, ze funkce nemé symetrie (neni sud4, licha, periodicka). Dale je f > 0
na D(f), f(x) =0z =1.

e Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru jsou diky spojitosti funkce v téchto bodech
rovny piimo funkénim hodnotam:

f(e*ﬂ) = f(e\/i) = %arccos(l —-2)= g

e Prvni derivace (vyrazy ve jmenovateli uréuji, pro kterd x tento vypocet neplati):

flz) = 1 (-1) (—2log ) _ log x _
2 \/1 — (1 —1log?z)? z zv/2log? & —logh x
log = sgn (log )

= = xeD(f)\{e*ﬁ,l,e‘/ﬁ}.

z|log z|\/2 — log® = 22 —log2zc’

Funkce f je spojitd v bodech e~ V2 (zprava), 1 (oboustranné), eV? (zleva), proto lze jedno-
stranné derivace v téchto bodech ziskat takto (pokud tedy ptislusné limity derivaci existuji,
coz, jak ukaze vypocet, plati):

fjr(e*\/i) = lim f'(z)=—o0, f/,(e‘/i) = lim f(z) = +oc0,
z—e— V24
£ = Jim )= -2, F(1) = tim f(@) =

Z hodnot poslednich dvou limit plyne, Ze derivace f’(1) neexistuje.

z—eV2—

=

e Funkce f klesa na (e*ﬂ, 1) a roste na (1, e*\/i). V bodé 1 je lokalni (i globalni) minimum
hodnoty 0, v bodech e V2 q V2 jsou globalni maxima hodnoty 5.

e Obor hodnot je tedy (0, 5), asymptoty v nekonecnech nemd smysl uvazovat.

e Druhé derivace:

/ 1
—< 2—10g2$—\/%)

22(2 — log? z)

log? z + logz — 2
= sgn (log z) ,
224/(2 — log? z)3

f"(x) = sgn (log ) -

zeD(f)\ {e V2 1,62},

Resenim kvadratické rovnice log? z + log z — 2 = 0 dostaneme logz = —2, logz = 1. Prvni
kofen lezi mimo defini¢ni obor, tedy f”(z) = 0 & x = e. Vyraz ve jmenovateli neméni
znaménko, tedy dostaneme, Ze [ je konvexni na <e‘ﬁ, 1) a na (e,eﬂ% je konkévni na
(1,€). V bodé [e, Z] je inflexni bod, hodnota derivace v tomto bodé je f'(e) = 2.

e



o Graf:
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Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

@ definicni ODOT ... 1 bod
@ SPOJIEOSt Lo e 1 bod
e 0bor hodnot .. ... i 1 bod
o vypocet prvni derivace ............iiii i 2 body
e jednostranné derivace (limity derivaci) v e*\/i, 1, eV 2 body
e monotonie, lokalni extrémy ...... ... . 2 body
o vypocet druhé derivace ... e 2 body
e konvexita, konkavita ...... ... 1 bod
e inflexni bod . ... . 1 bod
L o P 2 body

Nékteré casté chyby, kterych je dobré se pristé vyvarovat:
e neuvedeni bodii e~V2, 1, V2, pro které neplati obecny vzorec pro f’ resp. f”
e odmociiovani podle schématu vV A2 = A, pficemz spravné je v A2 = |A]
e neovéreni jednostranné spojitosti pri vypoctu jednostranné derivace jako limity derivaci




