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Priklad 1 : Spoctéte limitu posloupnosti
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Reseni : Oznaéime a,, := %, by, = (:1)1)202(f:20)2 . Zlomek, tvofici a,,, rozsifime vyrazem

Vvn + 1+ /n, naceZ vytkneme nejvyssi mocninu n z kazdé ze zavorek:

Y (VAT 1+/n) <W+\/ﬁ+1> i <\/1+71+1> <1+1+1>,

n+1—n

Odtud hned vidime, ze!

Pouzili jsme faktu, ze lim, .. # = 0 pro a > 0 a vétu o aritmetice limit (tj. pfedevsim toho, Ze
v piislusnych souctech a soucinech nevznika zadny nedefinovany vyraz), spojitost druhé odmocniny
a Heineovu vétu (rozmysletete si peclivé!). Vztah (1) fika, chcete-li, ze a,, se ,pro velkd n chova
jako“ n?.

V (citateli a jmenovateli b, lze ve vSech pfipadech umocnéni pouzit binomickou vétu, ve jmeno-
vateli je vSak také mozné pro zpestieni pouzit vzorce pro rozdil 202-tjch mocnin:
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Zde o jsou néjaka celd ¢isla (mozné i nékterd rovnd nule). V Citateli i jmenovateli opét vidime
1 _

¢leny, na jejichz chovani Ize aplikovat znalost, ze lim,, ., =5 = 0 pro a > 0. Véta o aritmetice limit

na
nam tedy da
200
lim n%b, = —=— .
oo T T 02
Celkem tedy mame, opét podle véty o aritmetice limit,
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Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:
L 0 0) < Y P 4 body
L0 o) 2 2 Y 6 bodu
® dOPOCIEANT ..ttt ettt e e 5 bodu
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutéd odtvodnéni:
e uvedeni, Ze lim,, n—la =0Proa >0 ..ot e 1 bod
® Spojitost odmocCnin ...... ... i 1 bod
e aritmetika limit ... ... . . 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.

1Pozor, nékteti z vés pouzili v pfedchozich pisemkach v této situaci zvlastni zapis lim,_.eo arn = 2n2, coZ je nesmysl
mimo jiné i proto, ze hodnota limity nemize zaviset na n.



Priklad 2 : Spoctéte limitu funkce

(15 bod)

—

ReSeni : Limita je typu ,,%“, lze tedy pouzit 'Hospitalovo pravidlo (opét s konvenci, ze L

znamena ,rovnd se, pokud existuje limita vpravo“):
2237 Ly 2227 log2 — 223% log 3 , z 2% log2—3%"log3
M G 32— A 3(0r — 39)(27 log2 — 37log3) 402" — 3% 27log2 — 37log3
——
=:f(x) =ig(v)
(Zde log je ptirozeny logaritmus, tedy logaritmus o zakladu e.) Funkce g je spojitd v bodé x = 0,
proto ihned dostaneme

~ 2%]og2 —3%log3

li = =
200 9(z) 201log 2 — 3%1log 3
Vyraz, tvorici f(x), je typu ,,%“, lze tedy opét (naptiklad) pouzit I'Hospitalovo pravidlo:
. PH .. 1 1
1 =1 = .
a:lg%)f(x) Py 2%log2 — 3%log3 log2 —log3
Celkoveé tedy mame podle véty o aritmetice limit
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Poznamka: Nepfiznivcei 'Hospitalova pravidla mohou ocenit i jinou moZnost jak dospét k vy-

sledku. Upravou, vykracenim x2, a rozpisem obecné mocniny na exponencialu a logaritmus dosta-
neme:
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Podle véty o limité slozené funkce (VOLSF) dostaneme déale (pro ¢ = 2 nebo ¢ = 3):
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s vyuzitim zakladni limity pro exponencidlu. V obou pfipadech pouziti véty o limité slozené funkce
nenabyvaji vnitini funkce (y = xlogc, resp. y = 2% log c) na prstencovém okoli bodu x = 0 limitni
hodnoty y = 0, tedy vypocet je v poradku. Celkové tedy mame podle véty o aritmetice limit
.27t 37 1-log2—1-log3 1
lim 5 = 5 = .
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Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pii vypoctu:

o PHospital CIslo 1 ..o e 5 bodi

o PHospital CIslo 2 ... e 5 bodi

@ dOP OOt oo 5 bodi
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtvodnéni:

e ovéfeni, ze jde o I'Hospitala typu ,,%“ ........................................ 1 bod

e limita v bod€ spojitosti ...... ... 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 3 : VysSetiete konvergenci fady

i\/2n+1—\/2n—1 1
S1ln ——.
— Vn In

(15 bodi)

Reseni : Pouzijeme limitni srovnévaci kritérium, ¢leny vySetfované fady budeme srovnavat s #
Ctenaii je tak v této chvili ddna moznost pfijit na to, pro¢ zrovna tato mocnina n je ta prava...
Pokud se nechate poddat, tak vézte, Ze pro velka n se
VoInti-2n—1 2 1
= ,chova jako“ —,
n

vn Vv (V2n+14+2n—1)

zatimco (stéle pro velka n) se

1 .
sin 3—\/5 »chova jako! Tﬁ . (2)
Nyni je potieba tyto nase odhady matematicky pfesné odtvodnit. Pocitejme tedy, a nezapomeiime
ani na oddvodnéni vypoctu:

' m\;ﬁ\/m sin 3%/5 ' om sin %\/ﬁ
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— lim R (3)
Sy R Y N 2
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ProtoZe limy .o + = 0, dostali jsme lim, .o 4, = % Pouzili jsme vétu o aritmetice limit,

Heineovu vétu a spojitost odmocniny. Pro posloupnost B, plati (prubéh a vysledek tohoto vypoctu
je pfesné to, co stoji za ,odhadem* v (2)):

: 1
Sin s~ 3
. n (*) . Sin xr
lim 1f:hm0—:1.
n—oo = r— x
Vn

sin x
x
{%\/ﬁ}, ktera sestava z nenulovych ¢leni a konverguje k 0. Tim je odtivodnén vypocet (3).

Rovnost v (%) plyne ze zékladni limity lim, g

= 1 a Heineovy véty pouzité na posloupnost

Protoze limita v (3) je vlastni a nenulova, a protoZe obé srovnavané fady jsou fady s kladnymi
¢leny, konverguje nami vySetfovand fada pravé tehdy, kdyz konverguje fada y - ; #. Tato rada
vSak konverguje podle véty, ze fada >~ n% je konvergentni pravé tehdy, kdyz a > 1.

Zavér: nami vySetfovana fada tedy konverguje.

Bodovani pfi pouziti tohoto postupu vypoctu:

e odhad s jakou Fadou srovnat ............ . 5 body
e Ciselny vypocet limity v (3) . .onvninini 6 bodu
® zAver, ze Tada KONVerguje ...... oo e 4 bodi
Bodové srazky za nespravna nebo zapomenutd odtvodnéni:
e uvedeni, Ze lim,_. % 0 1 bod
e aritmetika lmit ........ ..o 1 bod
e Heineho veta .. ... s 1 bod
e limita slozené funkce ....... ... . . e 1 bod
e limitni srovnani: fady s nezadpornymi ¢leny, limita vlastni a nenulovad ......... 1 bod
e uvedeni, ze o | = je konvergentni pravé tehdy, kdyz o > 1 ................ 1 bod

Bodova srazka za num. chybu, kterd neméni charakter vypoctu, je podle zavaznosti 1-2 body.



Priklad 4 : VysSetfete pribéh funkce definované predpisem
flz)= ¥ (z+1)2(z+3).

(15 bodii)

Reseni :
e Defini¢éni obor: tfeti odmocnina je definovana pro vSechna reélna ¢isla, tedy D(f) = R.

e f je spojitd na celém D(f) (je souctem, soucinem a slozenim spojitych funkei), neni suda,
lich4, periodické. Plati, ze f < 0 pravé kdyz « € (—oo, —3), f > 0 pravé kdyz x € (—3,—1)U
(—1,00), f(xz) =0 pravé kdyz = € {-3,—1}.

e Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru:

lim ¢/(z+1)2(z+3)= lim x€/<1+i>2<1+i)::§:oo.

r—300 r—300
Protoze je f spojitd na R, dava véta o nabyvani mezihodnot, Zze obor hodnot f je celé R,
H(f) = R. Limita vySe zaroven fika, ze a := lim,_ 4 f(x)/z = 1. ProtozZe limita vyrazu
f(z) —z v £o0 je

522 4+ Tz + 3
lim (V(z+1)2(x+3)—2z)= lim =
:E—»:I:oo(\/( ) ) ) z—+oo {’/(564—1)4(:10—1—3)24—;103/(36—1—1)2(95—1—3)+:c2
5+14+3 5

:1211003 1\4 3\2 3 1\2 3 :g’
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je ptimka y = x + % asymptotou jak v +o00 tak v —oo.

e Prvni derivace: pro x € R\ {—3, 1} je?

f,(m):2(:r+1)(x+3)+(x+1)2: 3z 47
3(9:—1—1)%(3:—#3)% 3(m+1)%(93+3)§.

e Protoze funkce f je spojitd (mimo jiné i) v bodech —3 a —1, a protoze nize uvedené limity
existuji, plati:

fi(=3) = lim f'(z) = +oo, fi(=1) = lim f'(z) = +oo,

tedy existuje f’(—3) = +oo, a neexistuje f/'(—1).

e Funkce f tedy roste na (—oo,—%) a (—1,00), a klesd na (—%,—1). V bodé —% je lokdlni
maximum hodnoty f(—%) = V/32/3 = 294~ 1.0582, f/(—) = 0, a v bodé —1 je lokalni
minimum hodnoty 0.

e Druha derivace: pro z € R\ {—3,—1} dostaneme

9z +1)5(x+3)3 — Bz +7) [(x+ )3 (z+3)3 + 2+ 1)3(x+3)73
f//(x) = 2 1 =
9z +1)3(x+3)3
9z +1)(z+3)— (3x+7)(3x +5) _ -8 1
9 +1)3(x +3)3 9 +1)5(z+3)5 T+3

—
<0

Funkce je tedy konvexni na intervalu (—oo,—3), a konkdvni na intervalech (—3,—1) a
(—1,+00). Funkce nema inflexni bod.

27de a také déle pouzivame pro zjednoduseni zapisu symbol a® misto a.



o Graf:

Bodovéani pfi pouziti tohoto postupu pri vypoctu:

o definieni ObOT ... . 1 bod
® SPOJIEOSt .o 1 bod
@ 0bor hodnot .. ... 1 bod
e limity v obou nekonecnech ...... ... .. 1 bod
@ ASY I DEOTA .« .t 1 bod
o vypoCet Prvni derivace . ... .......eein ot e 2 body
e jednostranné derivace (limity derivaci) .............coooiiiiiiiiiiiiiiiii. 1 bod
e monotonie, lokalni extrémy ...... .. .. 2 body
o vypocet druhé derivace ............oiiiiiii e 2 body
e konvexita, Konkavita ....... ..o i 1 bod

L 1 P 2 body




