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1 Poznaimky o plo$né integraci v R?

1.1 Plo3ny integral 1. druhu v R3

Bud S C R? hladka 2-plocha, tj. plocha parametrizovani zobrazenim

x = ¢1(u,v),
F:QCR? - R3 Q otevfena, Q) =9, % y = @a(u,v), (1.1)
z = @3(“’71)) )
piidemz @ € C1(Q2), @ je prosté na Q, g1 € C(S), al
D
hodnost matice D¢, ¢2:5) =2 V(u,v) € Q. (1.2)
D(u,v)

Podminka (1.2) fiké, Ze vektory? 3, a @,, které maji geometricky vyznam teénych vektort k ploge S v
bodé& F(u,v), jsou linedrné nezavislé pro vSechna (u,v) € Q, a tvoii tedy béazi dvojrozmérného te¢ného
prostoru k S v bodé?® @(u,v). Vektorovy soucin @, x @, ma smér normalového vektoru k plose S a jeho
velikost ||Z, X @,|| je ¢iselné rovna plosnému obsahu rovnobéznika se stranami @, a @,. Definujme na
zékladé této heuristické tivahy tzv. plosny integrdl 1. druhu z funkce f : S — R pfes plochu S takto:

/ fds = / F(B(u,0)) || Pu X Goll(u,v) dudv, (1.3)
s Q

pokud existuje integrél na pravé strané (napiiklad v Lebesgueové smyslu).

Tato definice vychazi z intuitivni pfedstavy objemu télesa ,mezi grafem funkce f a plochou S*. Skutecné
lze ukazat, ze hodnota integralu |, g pdS je ¢iselné rovna ,hmotnosti plochy S s hustotou p“, a podobné
hodnota integralu [ 1dS je ¢iselné rovna dvourozmérné (Haussdorfové) mife plochy S. K ovéfeni tohoto
druhého faktu bychom samoziejmé nejprve museli definovat ,kfivou“ (tedy Hausdorffovu) dvourozmérnou
miru na S a vybudovat Lebesguetv integral na S vici této mite.

Korektnost definice (1.3): lze ukdzat, ze ¢iselnd hodnota vyrazu na pravé strané (1.3) nezéavisi na kon-
krétni volbé parametrizace (1.1)—(1.2) a plosny integral 1. druhu je tedy definovan korektné. Zformulujte
toto tvrzeni pfesné a dokazte je.

Cviceni 1.1 Jiny zpiisob vypoctu tzv. metrického ¢lenu |G, X B, se opird o nasledujici identitu (deter-
minant vpravo se nazyvad Grammiv):

|G X Boll® = det . (1.4)
SBU : Szu SZU : QBU
Dokazte tuto identitu.

Cviceni 1.2 Spoététe povrch plochy, ktera je popsana parametrizaci:

x = (R+rcosu)cosv,

g y=(R+rcosu)sinv, u,v € (0,2m), 0<r<R. (1.5)
z=rsinu,
O jakou jde plochu? Reseni: Jde o torus (pneumatiku, anuloid, ...) a povrch by vam mél vyjit 47%rR =

2mr - 2w R. To je docela hezky vysledek, ne? ®

Cviéeni 1.3 Parametrizujte kouli v R3 a spoctéte jeji povrch. Reseni: Kouli lze parametrizovat napiiklad

pomoci zobrazeni @: (x = rcosucosv, y = rsinucosv, z = rsinv), v € (—7/2,7/2), u € (0,27), r > 0 pevné.
Dostaneme postupné @, = (—rsinucosv,rcosucosv,0), G, = (—rcosusinv, —rsinusinv, r cosv), ||Fu X Gu| =
r? cosv, nadez

/ldS:27r-7"2/2 cosvdv = 4mr? .
S _

[SE]

1Rozmyslete si, ze podminka ¢ ~! € C(S) znamena, Ze se plocha S ,nedotyk4 sama sebe.

2 X1 - _ 08 _ (0 a o
Oznacujeme Gy = 57 = (% e

) a podobné pro parcialni derivaci podle v.
3Plocha S je tedy ,vSude dvourozmérna“, jeji dimenze ,nikde nedegeneruje“.
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Cviceni 1.4 Ukazte: je-li plocha S zaddna explicitné, jako graf hladké funkce ¥ : Q C R? — 9, tedy
pokud je S := {[z,y,2] € R*; 2 =1(z,y); (z,y) € Q}, pak

/Sfdsz/gf(x,w(:aw) VIF VP dedy. (1.6)

Néavod: Z explicitniho zadéani plochy pomoci z = ¥ (z, y) lze vyrobit parametrizaci @: (z =z, y =y, z = ¥(x,y)),
(z,y) € Q. Zbytek plyne pfimym vypoctem.

1.2 Plosny integral 2. druhu v R3

Definujme tzv. plosny integrdl 2. druhu z vektorové funkce T:5—R3 pfes orientovanou plochu S takto:

/fdgzz/f(@(u,v))-(ﬁu X @) (u,v) dudv, (1.7)
S Q

pokud existuje integrél na pravé strané (napiiklad v Lebesgueové smyslu).

Intuitivné jde o situaci, kdy se ,integruje primét vektorové funkce T do norméalového sméru Bu X Gy
tedy jde o préci vykonanou silovym polem T pfes plochu S.
Korektnost definice (1.7) plyne z nésledujiciho:

Cvi¢eni 1.5 (a) Polozme*

definice 7, a definic (1.3) a (1.7), Ze plati nasledujici vztahy mezi integraly prvniho a druhého druhu:

/fd§:/f~ﬁds, /fdsz/fﬁdﬁ, (1.8)
S S S S

kde f resp. T maji stejny viznam jako v (1.3) resp. (1.7). Na zékladé t&chto rovnosti se také nékdy
formélné pise dS = 7 dS. Také mtzete nékdy spatfit formélni zapis dS = (dy dz,dz dx, dz dy), pak
pro T = (P, Q, R) lze psat

/iﬁdﬁ:/dederded:HRdmdy. (1.9)
S S

Ted uz mozné budete rozumét napi. zapisu [ S 22 dy dz + 2% dz dy sprévné: jde o plosny integral 2.
druhu fsfd§, kde T = (22,0, 22).

(b) Z prvniho ze vztaht (1.8) odvodte, Ze plosny integral druhého druhu je definovén korektné v nésle-
dujicim slova smyslu: jsou-li J a 1/7 dvé parametrizace plochy S, pak se hodnoty integrélu | g TdS , pri
jejichz vypoctu pouzivdme bud parametrizaci J nebo parametrizaci 1;7 lisi maximalné o znaménko,
to podle toho, jestli se vyrazy ngigzu a ngig:” lisi v odpovidajicich bodech o znaménko nebo
ne (v obou pfipadech jde o jednotkové vektory normély k S, jsou to tedy vektory bud stejné nebo
opacné orientované). Uvédomte si, Ze parametrizace tak definuje orientaci plochy.

4Uvédomte si, Ze z (1.2) vyplyva ||Gu X Gvll # 0.
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2 Poznamky o plosné integraci v R?

2.1 Plo3ny integral 1. a 2. druhu v R?

Nejprve dvé poznamky: (i) budeme postupovat analogicky jako ve tfech dimenzich, pokud si to uvédomite,
pomiZe to mozné vasi pfedstavé; (ii) zminime zde plosny integral pouze pfes plochu S dimenze (d—1) v
R<. Takové plocha bude mit v kazdém svém bodé opét pouze ,,jeden“ normalovy vektor (pfesné&ji prostor
dimenze k v R?%, 1 < k < d—1, zde nebudeme diskutovat.

Bud S C R? hladk4 (d—1)-plocha, tj. plocha parametrizovana zobrazenim

z1 = p1(u1, ..., ua-1),
F:QCRY SR Qoteviens, FQ) =S, G 2 .:_.*02(“1’ s ta-1), (2.1)

Td = @d(ula sy ud—l) 3

piicemz @ € C1(Q), @ je prosté na Q, g~ € C(9), a
D
hodnost matice (M> =d-1 Yu € Q. (2.2)
D(U,l, [N ,ud_l)

Podminka (2.2) opét iikd, ze vektory By, , ..., Pu,_,, které maji geometricky vyznam teénych vektoru k

plose S v bodé F(u), jsou linedrné nezavislé pro viechna u € Q, a tvofi tedy bézi (d—1)-rozmérného te¢ného
prostoru k S v bodé F(u). Vektorovy soucin® @,, X --+ X @,,_, ma smér normalového vektoru k ploge S
a jeho velikost ||Gy, X - X Bu,_, || je ¢iselné rovna objemu rovnobéZnosténu s hranami @, , ..., Gu, -
Definujeme tedy plosny integrdl 1. druhu z funkce f : S — R pres plochu S takto:

/ fds = / @) |G X+ X Gua[110) (2.3)
S Q

pokud existuje integral na pravé strané (napiiklad v Lebesgueové smyslu), a dale definujeme plosny integrdl
2. druhu z vektorové funkce T : S — R? pfes orientovanou plochu S takto:

/ Tds = / F(Fw) - (Fur X -+ X Guy,) () i, (2.4)
S Q

pokud existuje integrél na pravé strané (napiiklad v Lebesgueové smyslu).

Cviéeni 2.1 (a) Oznacime-li J matici z (2.2),

J(u) = (Dl()u(fl.’....,.uid)l)> , u e, (2.5)

pak plati zobecnéni Grammova vztahu (1.4)
[y %+ X Ghug |I? = det (7 JT). (2.6)
Dokazte tuto identitu.

(b) Napiste a dokazte vztahy, obdobné vztahim (1.8). Vyslovte tvrzeni o korektnosti definic (2.3) a
(2.4). Diskutujte pojem orientace plochy S dimenze (d—1) v R%.

5Vektorovy soudin @y, X -+ X @y 41 lze definovat napiiklad tak, Ze provedeme formalni rozvoj determinantu
Pur
det L
Pug—1
€1, .-+, €4

podle posledniho fadku, nacez ¢len stojici u e, povazujeme za k-tou soufadnici vektorového soucinu @y; X -+ X Guy_ ;-
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3 Odvozeni nékterych zakladnich PDR

3.1 Odvozeni rovnice vedeni tepla

Odvozeni rovnice vedeni tepla - viz rukopisné poznamky k prednasce, str. 13.

3.2 Odvozeni rovnice minimalni plochy

Bud Q C R? oblast s hladkou hranici 9. Hleddme funkci u : © — R takovou, Ze je na hranici 9 rovna
predepsané (hladké) funkci ¢ a pfitom plocha grafu (tj. dvourozmérnd mira mnoziny {y = u(x); z €
Q, u = ¢ na 0Q}) je minimalni. Odvodte rovnici, kterou musi nutné hladké (tak hladké, jak je potieba)
u v oblasti © spliiovat (tzv. rovnici minimalni plochy):

Vu
v () 0. (3.7)
V14 |Vul?
Navod: Vyjdéte z toho, ze velikost uvedené plochy dané grafem u je dana jako
O(u) = / V14 |Vu|?dz
Q

a jde tedy o minimalizaci funkcionalu ® na prostoru {u(z) ,dostateéné hladka“ ; u = ¢ na 9Q}. Nutnou podmin-
kou pro to je, aby

di;@(u + sv) . =0, (3.8)
kde v(z) je libovolna hladka funkce na uzavéru 2 takova, ze v = 0 na 9. Spoctéte tedy (3.8) (vyjde vam, doufam,
" _VuVu — A STV ~ _ . , )
jQ e dz = 0), dale pouzijte jednu z Gauss-Green-Ostrogradského formuli a odvodte odtud

Vu
di —_— dx = 0.
/Q v 1+|vu|2>” ‘

Konecné se zamyslete nad tim, Ze pokud toto méa platit pro vSechna v vySe zminénych vlastnosti, musi pro
dostate¢né hladké w platit (3.7) ve vSech bodech. Provedte v8echny kroky podrobné!

6Znalci variaéniho poctu jisté postiehli, ze na levé strané vyrazu (3.8) pocitame tzv. Gateauxovu derivaci 6®(u;v), tj
yderivaci ® v bodé u a sméru v“. Fyzici zobrazeni §®(u;-) nékdy fikaji ,variace ®“. Jde o zobecnéni klasického pojmu
derivace ve sméru.
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4 Sférické souradnice v R™

1. Dokazte multinomickou vétu:

Je-lik,meNauzxy,...,z, €R, pak

k!
.. k _ o e,
lal=k
kde o = (a1,. .., Q) je multiindex a |a| = a3 + - -+ + ayy, jeho vyska. Névod: Postupujte indukei dle

m a pouZijte binomickou vétu (kterou povazujeme za dokdzanou) na vyraz ((a:l +-o )+ xm+1)k.

2. Spoctéte hodnotu Gaussova integralu
/ el dy = 7% m € N. (4.10)

Néavod:

(a) Nejprve spo¢teme onu hodnotu pro m = 1. Oznaéime [ := ffooo e dz a déle pouzijeme nasledujici
trik (pfedavany od jisté generace z generace na generaci): spocteme I 2 pfevodem na dvojnou integraci
pres R?, a dale uzijeme polarni soufadnice & = 7 cos @,y = rsinp. Kdo si jesté nevzpomnél, pak zde
ma podrobné&jsi navod:

2 oo oo oo 27 oo
oo r?=t] 2 _
I = </ e d:r) = / / e_(x2+y2)dﬂcdy://re_rzdgpdr =1 ?ﬂ e tdt=m,
e o000 00 0
tedy I = +/7 coz dava vysledek pro m = 1. Z diivodti symetrie dale mame
o0 1 oo
/ e dz = 7/ e dz = VT . (4.11)
. 2/ . 2
(b) Prom =2,3,... uvazte, ze
/ el gp = / . / el ...e"%m dey . ..dx, = </ e dx) = (/7)™ c.b.d.
3. Definujeme tzv. gamma-funkci piedpisem
(o)
I'(s) = / e T ld. (4.12)
0

Ukazte:

(a) T'(s) € R pro vSechna s > 0. Navod: Studujte chovani integralu (4.12) v okoli nuly a v okoli oco.

(b) T'(s) e C*> ((0, oo)) . Navod: Integrél (4.12) je integral s parametrem a na to ma pan Lebesgue techniku
integrabilnich majorant — pomoci nich ukazte, ze I' i vSechny jeji derivace jsou spojité.

(c¢) T'(s+ 1) = sT'(s) pro vSechna s > 0. Navod: Pouzijte per partes v integralu pro I'(s + 1).

(d) Pron € NjeI'(n) = (n—1)!. Navod: I'(1) spoététe piimo z (4.12), a déle pouzijte vatah I'(s +1) =
sI'(s) z pfedchoziho bodu.

(e) Plati také

I'(s) = / eV Y21 dy s>0. (4.13)
0

Néavod: Substituce = = 3>
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(f) Plati F(%) = /7. Névod: Dosadte s = 1 do (4.13) a uzijte (4.11). Odvodte dale vyjadieni I'-funkce

ve v8ech bodech typu n + %7 n € N, s pouzitim vlastnosti (c). Mélo by vam vyjit

(oo 3) = (1 o3 EEGD e B

V poslednim kroku jsme zlomek rozsifili sou¢inem 2n(2n — 2) - - - 2, z kterého jsme pak ve jmenovateli
vytknuli ,vSechny dvojky“.

4. Pomoci sférickych souradnic v R™ spoététe (pro PDR dulezity) povrch jednotkové sféry v dimenzi
m, ktery se znac¢iva s, a ma hodnotu

272
Yy, = — (4.15)
(%)
Névod:
e Sférické soufadnice v R™ je moZno zavést mnoha zpusoby, jeden z nich je tento:
r1 =71 cosv,
To = 7 sind; cos s,
T3 = 7 sint sin Y2 cos Vs,
: PR (4.16)
Tm—1 =7 sindy sinds...sin¥,_2 cos¥pm—_1,
T =7 sin1 sinds . ..siny,—2 sindpy,_1,
kde r € (0,00), 91,...,9m—2 € (0,7), Im—1 € (0,27). Jakobidn této substituce je
T =11 sin™ 291 sin™ 35 ...sinVm_o > 0. (4.17)

=T

Zkuste si dokézat (4.17) napf. indukci podle m. Udélejte si geometrickou pfedstavu o tom, jak se
induktivné vytvafeji soufadnice (4.16). Uplné bude stacit, kdy# si napiSete a porovnéte tyto soufadnice
ve 2 a 3 dimenzich.

PR

vSechny thly probihat své meze, ,popiSeme“ tim pfesné jednotkovou sféru v R™. Tedy je

2 pm T
HAm = / / e / Jm d’l91...d19m72 d’l9m71 5 (4.18)
0 0 0

plocha jednotkové sféry v dimenzi m. Tim jsme ji jeSté nespocetli, jen popsali.

e Hlavni trik vypocétu s, spo¢iva v tom, Ze integral z (4.10) se spocte znovu a jinak, tentokrat pomoci
vyse uvedenych sférickych soufadnic, a oba vysledky se porovnaji. Mame

co2m ks o
/eflr‘2 dx = /‘//4..‘/677'27“7%71:7:” A1 - dOm—_2 dOm—_1 dr (418) yzm/e*ﬁrm*l dr. (4.19)
R™ 000 0 0

Ale na konci fadku (4.19) s ulehéenim spatiime [;* e rmldr = iI'(%2) podle (4.12). Kdyz navic
integral vlevo v (4.19) nahradime jeho hodnotou, kterou jsme spocetli v (4.10), dostaneme rovnost

m 1 m
2 = — —_
w8 =5 r(3)
z které hned plyne (4.15).

5. S vyuzitim (4.15) spoctéte objem V,,(R) a povrch S,,(R) koule v R™ s polomérem R. Vyjddiete
Ym, Vin(R) a S, (R) zv148t pro sudé a zvlast pro lichd m. Navod:

e Jste jiz zkuSeni s integrovanim ve sférickych m-dimenzionalnich soufadnicich, proto vas tedy nepie-
kvapi, ze

T T

R T
Vie(R) = [...[1dz “2 o [ G0y A9 A dr 2P e T (420
B m
000 0

lz|<R
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2w
. =R
Sn(R) = [ fras 1P ]//
00

/Rmflfm dO1 - dOm—o dOp_1 =

(418 pme1

(4.21)

o Jisté jste si v8imli (a snad si umite i odivodnit), ze

5 Vin(R) = Sm(R),

R
Vm(R):/O S (r) dr .

e Pro m = 2k, resp. m = 2k + 1 dostanete z (4.15), (4.20), (4.21), za pouziti vlastnosti I'-funkce

I'(k) = (k—1)! a (4.14) postupné

P ork
T k-1
RQ k
Var(R) (’rk,) :
21" 2k—1

T (k-1

2R ok
A = g
2F Tl ¥
Varra () = gy 07
2R L 1P
Saent () = —py 7
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5 Metoda charakteristik

1. Naleznéte charakteristiky a (metodou charakteristik) feseni nasledujicich rovnic:

(a) uz +yuy =0, u(0,y) = % Reseni: u(z,y) = e*/y.

(b) u + uuy =0, u(z,0) = ¢(x), kde

=1 pro z > 1, v spojitd a po ¢astech afinni funkce.
iv. p(z) =1 prox <0, p(z) =0 pro z > 1, ¢ spojitd a po ¢astech afinni funkce.
v. ¢(x) = sinz. Refeni: ProtoZe pro tuto rovnici maji charakteristiky, vychazejici z bodu [0, zo],

smérnici 1/p(zo) (to bud vite z pfedndsky nebo doporucuju, abyste si to spocetli), 1ze odtud
odvodit, Zze v prvnich tfech piipadech existuje globélni (tj. pro vSechna t > 0) klasické FeSeni,
zatimco v dalsich dvou je klasické fesSeni definovano pouze lokalné.

2. Pro vase soukromé pocitani par jednoduchych ptikladi: naleznéte charakteristiky a (metodou cha-
rakteristik) FeSeni nasledujicich rovnic:

(a) ug, = Gxguy. Reseni: u(z,y) = F(22% + y), kde F je libovolna hladka funkce.

(b) u¢ +auy =0, u(x,0) =sinz, (a # 0). ReSeni: u(z,t) = sin(x — at). Pro zvidavé: Odvodte, 7e Fesent

Cauchyovy tlohy u; + auz, = 0, u(z,0) = ¢(x), (a # 0) je toto: u(z,t) = p(z — at) jesté jinak, nez
metodou charakteristik. Navod: Zavedte nové proménné & = x — at, n = = + at.

2
(c) ug + 2uy + tu = 0, u(z,0) = sin z. Reseni: u(x,t) = e~ 7 sin(ze™).

(d) (z+y—2)uy + (z + 2 — y)uy + zu, = 0. Refeni: u(x,y,2) = ®(z +y — 22,2%(x — y)), kde @ je
libovolna hladké funkce dvou proménnych.

vvvvv

(a) x22y +yzzy = 2% +y? + 22, 2(1,y) = y%. Névod: Podrobny navod na feseni naleznete na konci

zépisu tohoto paragrafu.” ReSeni: z(zx,y) = \/2(362 +y?)Inx + g—‘;. Diskutujte podrobné jak je to s
defini¢nim oborem tohoto feseni.

(b) (y+2)?w, — 2(y + 22)wy, + z2w, = 0, w(x,0, 2) = 22 + 222, (pro nezndmou fci w = w(z,y, 2)).
Néavod: Piiklad byl fesen na cviceni, metodou charakteristik. ReSeni: w(z,y,2) = 2> + 4> +2 22 +3yz.

(¢) (y+ 2)%2z — x(y + 22)zy = x2, 2(x,0) = 22, (pro neznamou funkci z = z(z,y)). Navod: Piiklad

byl fesen na cviceni, metodou charakteristik. K vyfeSeni tohoto prikladu se hodi obecné feseni pied-
choziho prikladu, jak zdhy zjistite, budete-li postupovat pfi feSeni metodou, navrzenou na prednésce.
Reseni: Reseni 2z = z(w,y) je zadano implicitng vztahem (y? 4 yz + 2?)? — (22 4 yz) = 0. Diskutujte

jak je to s defini¢nim oborem tohoto Feseni.
4.* Metodou charakteristik feste nasledujici ilohu® pro nezndmou funkci w = w(t,y):

ow L(ursda—w), yeR, t>0,

ot o—y—sw dy

w(0,y) = 0, yeR.

M, o, s, d jsou kladné (zndmé) konstanty. UvaZzujte |y| a t > 0, obé dostateéné malé. Navod: Podrobny

navod na FeSeni naleznete na konci zapisu tohoto paragrafu.

Reseni: w(t,y) = ﬁ(d —y—+/(oc —y)2 —2s(d+1)Mot).

7To znamen4, Ze byste to mohli nejprve zkusit sami. ©
8Vysledek této tilohy se uplatni v ditkaze véty Cauchyho-Kowalevské.



Cviceni z PDR 1 (NDIR044), M. Rokyta 10

5. Naleznéte feSeni systému rovnic

Ui(z,t) + A-Uy(z,t) = 0, z€R, >0, (5.22)
U(z,0) = F(z), z€R, (5.23)

2 0 (5

regularni matici P tak, ze P"'AP = D, kde D je diagonalni matice. Zavedte novou vektorovou funkci
V = P7U a ukaite, Ze pro tuto funkci se systém rovnic rozpadne na dvé separované rovnice pro vi a va,
které vyteste kazdou zvlast metodou charakteristik. Vyjde

kde A = ( 0 8 >, U = ( i ), F = ( g >, a f(z), g(x) jsou dané funkce. Navod: Najdéte

wn = o fla— 1) + 3 o+ 40) + g(e — 4t) — g(o + 41).
quif(x—4t)—if(x+4t)—|—%g(m—4t)+%g($+4t).

6. Pro obecny systém s rovnic tvaru (5.22) ukazte, ze pokud A je konstantni s x s diagonalizovatelnd
matice, 1ze postup z pfedchoziho ptipadu vzdy pouzit a nalézt feSeni takového systému. Pfipomerite
si, Ze matice, majici rizna realna vlastni ¢isla, je diagonalizovatelna.

Navody k rfeseni nékterych slozité&jsich prikladu z tohoto paragrafu.
Netvrdim, Zze uvedeny postup je jediny mozny. Je vSak konzistentni s postupem, ktery byl podrobné
vysvétlen na prednasce.

. T2y + Yzzy = 22 +y? + 22, 2(1,y) = y?. Névod: Zavedte novou funkci u = 2% a zjistéte, Ze piivodni
(kvazilinearni) tiloha je pro klasicka feseni ekvivalentni Gloze zu, +yu, = 222 42y*+2u, u(1,y) = y* pro neznamou
funkci u = u(z,y). Reste pomocnou (linedrni) tlohu (teorie k tomu — viz prednaska) pro w = w(x,y,u) tvaru
W, + ywy + (222 + 2y + 2u)w, = 0, w(l,y,u) = u —y*. Resime napt. pro > 0, y > 0 (diskutujte pro¢ musi byt
x # 0,y # 0). Charakteristiky této tlohy spliiuji rovnice %x =z, %y =1y, %u = 222 +2y%+2u, coz d4va FeSeni z =
xoet, y = yoe!, u = 2te® (2 +vd) +uoe® (kde zo = 2(0) atd.). Vyloudenim proménné ¢ lze ziskat charakteristickou
piimku, prochazejici bodem [zo, Yo, uo], jako prusecik dvou ploch T=0Nau= 2(xf + y%)% In =+ uo%. Tato
piimka protina rovinu, na které je ddna pocateéni podminka, v bodé [Z, 7, u], ktery je charakterizovidn podminkou

r=T=1cozday=%L 7= —2(xf + y3) L Inzo + uo .
0 o o

Hodnota feseni w(zo, yo, uo) je podle teorie rovna
4
hodnoté w(1,7, ), tedy w(xo, yo, uo) = w(1,7,7) = -7 = —2(x§+v3) = Inxo+uo = — 2, coz plati v libovolném
o To %o
bodé [z, yo, uo] na charakteristice, tedy je mozno index ,nula“ nepsat. Na zavér z rovnice w(z, y,u) = 0 vypocteme
u jako implicitné zadanou funkci.

ow __ Mo aiw _ z R » P11 P Mosd _ Mo DA%
° Bt = ooy—sw (1 + sd 0y>’ w(0,y) = 0. Névod: Resime tedy rovnici w; — T en Wy = 57 7o - ReSme

Mosd Mo
o—y—sw 2y + o—y—sw

zw = 0 s pocatecni podminkou
Mosd d _ Mo

_ .. . , . A . R d _
2(0,y,w) = w. Charakteristiky této tlohy jsou popsdny rovnicemi -t =1, -~y = — oo sw dr .
Prvni z téchto rovnic ma trivialni feseni t = 7 4 ¢, proménnou parametrizace 7 vSak mizeme vhodné posunout, a

nejprve pomocnou linedrni tlohu pro z = z(t, y, w), a sice z¢ —

proto bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze t = T, tj. % = d%, a psat
d Mosd d M
G 298¢ 42T (5.24)
dt o—y— sw dt o—Yy— sw

Uspéch pii Feseni tohoto systému bude zéviset na tom, jestli budeme umét napiiklad vyjadiit y pomoci w a dosadit
to do rovnice pro %w. Udélejme to: z tvaru rovnic pro %y a %w je vidét, ze %(y + sdw) = 0, odkud méme pro
y(0) = yo, w(0) = wo,

y+ sdw = yo + sdwo (=: co) . (5.25)

Vypocitdme odtud y, dosadime do druhé rovnice v (5.24), a obdrzime %w = afcofi%’
s(d

(0 — co)w+ %”wz = Mot + C. Pro t = 0 ziskdme hodnotu konstanty C a s jeji pomoci upravime tento vztah
na

odkud dostaneme

_s(d+1)
2

sd+1) »

5w - (5.26)

(c —y)w w? — Mot = (o0 — yo)wo —
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Rovnice (5.25), (5.26) nejen popisuji charakteristiku, ale zaroveri fikaji, ze y + sdw, (0 — y)w — S(Cgiﬂ)uﬂ — Mot
jsou konstantni na charakteristice. Odtud plyne, Ze

1
z(t,y, w) = F<y + sdw, (0 — y)w — %wz - Mat) (5.27)
(kde F' je dostateéné hladkd) je obecnym FeSenim problému z; — of{y"f‘:w 2y + Uj‘;fsw zw = 0 (zkuste si dosadit).

Uvazujme poc¢ate¢ni podminku pro z tvaru z(0,y,w) = w. Tedy

_sld+ 1)w2) , (5.28)

w:F<y+sdw,(U—y)w 3

i=a

:=b

Z rovnic a = y+ sdw, b= (0 —y)w — @uﬁ spocteme w — vypoctenim y z prvni a dosazenim do druhé rovnice

dostaneme po tpravé kvadratickou rovnici pro w, jejiz feseni je

—(o0—a) £ /(0 —a)? +2bs(d — 1)

w= F(a,b) = s(d=1) )

(5.29)

coz déva (az na jedno znaménko, které za chvili uréime) tvar funkce F'. Pouzitim tohoto tvaru funkce F' v (5.27)
dostaneme po upravé

Sty w) = —(oc—y — sdw) = \/(Z(;i/ 1—) sw)? —2s(d —1)Mot ’ (5.30)

pro dostateéné mald |y| v8ak ma platit 2(0,y,w) = w a tedy pfed odmocninou v (5.30) musi byt znaménko ,,plus®,
¢imz dostédvame jediné fesené ulohy z; — Gl_”ij_sgw zy + g_lgfsw zw = 0 s pocatecni podminkou z(0,y,w) = w. Na
zavér musime je$té z rovnice z(¢,y, w) = 0 vypoéitat w = w(y,t), coz opét vede na kvadratickou rovnici pro w.

Jejim formalnim feSenim dostaneme

(c—y)£+/(oc —y)?—2s(d+ 1)Mat .

@D (5.31)

w(t,y) =

Uvazujeme vSak |y| mala (viz zadéani), tj. v/ (0 — y)? = (0 —y). Pak ovSem z okrajové podminky w(0,y) = 0 plyne,
ze ve vztahu (5.31) je potieba brat pied odmocninou znaménko ,minus“, a tedy je

(0-y) = V(o —y?—2s(d+ )Mot

s(d+1) (5.32)

w(t,y) =
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6 Dausledky véty Cauchyho-Kowalevské
Vyjdeme z nésledujici véty.

Véta 6.1 (Cauchy-Kowalevska) Budte a;j(x,u), by (z,u) : I;)“‘S —R,i=1,....d,j=1,...,s, redlné

analytické pro néjaké p > 0. Pak existuje p’' € (0, p) a redlné analytické funkce u, : Ig,“ —R,r=1,...,s,
takove, Ze pro vsechna r =1,... s plati
du L ou;
(,T;“(t, 2) =33 aij(w,ult, x))aTj(t, ) + bz, u(t,z)) na IG5, (6.33)
j=11i=1 i
ur(0,2) =0 na I . (6.34)

Ve tride redlné analytickych funkci je toto Teseni urceno jednoznacne.
Ukazte, ze Vétu 6.1 Ize podstatné zobecnit:

1. V (6.33) lze pfipustit zavislost koeficientd ulohy na proménné ¢, tj. a;;r = air(t, z,u), by = b, (¢, z, u).
Navod: Uvazujte novou ,nezndmou® funkci us+1 = t a sestavte pro ni (s+1). rovnici a po¢ateéni podminku.
Ukazte, ze pro novou vektorovou funkci @ := (u1,...,us,us+1) dostaneme systém typu (6.33), (6.34), kde
QAijr = CL»;]'T(I, ﬂ), br = br(I,ﬂ).

2. Ve (6.34) 1ze pfipustit obecnou poéateéni podminku u, (0, z) = ¢.(z), kde ¢, (z) je reilné analyticka
funkce. Navod: Uvazujte nové neznamé funkce v, (¢, z) := u,(t, ) — o (z).

3. Diskutujte lokalnost existence reseni. Uvazte, Zze lokalni feSeni lze ,slepovat® nejen v prostoru, ale
i v case, tj. pokud feSeni existuje napiiklad pro |z — 2°| < § a pro t = ¢y > 0 (ozna¢me toto Feseni
U), lze uvazovat systém (6.33) v I3 ([to, 2°]) s pocatecni podminkou u,(to, z) = U,(to, ) v I¢(20).
Odtivodnéte, ze Vétu 6.1 lze zobecnit takto: je-li Q C R4+! oblast, ,kde jsou vSechny koeficienty
alohy (tj. a;jr, br, pPFip. ¢,) redlné analytické“ (zformulujte presné!), existuje Q' C €, na které
existuje (ve t¥idé redlné analytickych funkci jednoznaéné uréené) feseni (6.33), (6.34).

4. Konecné: v (6.33) lze piipustit i systém zcela obecnych parcidlnich diferencidlnich rovnic vyssiho
radu, za nasledujicich omezujicich predpokladi:

(a) vSechny rovnice v systému lze (alespoii lokalné) pievést na rovnice vyfeSené vzhledem k nejvyssi
derivaci podle jedné z proménnych (ve vSech rovnicich musi tato proménnd byt tataz); pak lze
vhodnymi substitucemi pfevést takovy systém na systém tvaru (6.33);

(b) koeficienty tlohy (po provedeni vySe naznaenych substituci) musi byt redlné analytické, tj.
puvodni systém musi byt tvofen ,realné analytickymi zavislostmi“;

(c) pocateéni podminky tdlohy musi byt takové, aby po pfevedeni na systém tvaru v (6.33) byl
k dispozici dostateény pocet redlné analytickych podminek tvaru (6.34); poznamka: nékdy
miuze dojit k situaci, kdy musime proderivovanim zvysit fad rovnice, v takové situaci je nutno
zvolit novou pocateéni podminku, ktera je automaticky splnéna pro ptivodni rovnice.

Diskutujte celou situaci na prikladu dvou rovnic:

(i) Zcela obecné rovnice druhého fadu ve dvou proménnych, vyfeSend vzhledem k wyy:

Ut = F(xat7u7uw7ut7uwt7uivw) (635)

s podminkami
u(0,z) = o(z), (6.36)
ut (0, ) = (). (6.37)

Ukazte, ze pokud jsou F, ¢, 1 redlné analytické funkce svych proménnych, existuje (lokalng)
jediné redlné analytické feseni problému (6.35)—(6.37). Navod: Polozte t = u1, u = u2, Uy = us,

Ut = Uq, Ugt = U5, Uge = U6.
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(ii) Zcela obecné rovnice 1. fadu ve dvou proménnych:
F(xayvuvuwauy) =0. (638)

Navod: Nejprve proderivujte celou rovnici podle (napfiklad) y. Vypocététe uy, a postupujte dle pied-
=0 — 0“,
ktera je splnéna automaticky pro feSeni ptvodni rovnice. Pro¢ vlastné je potfeba nova podminka a

choziho pfikladu. Diskutujte po¢ateéni podminky, zejména novou podminku typu ,, F(...)|

pro¢ je vhodné ji mit takového tvaru?
Na zakladé predchozich tivah ukazte:

5. Uloha pro Laplaceovu rovnici

Au=0, (6.39)
u(z,0) = p(x), (6.40)
uy(z,0) = Y(x), (6.41)

mé v okoli {y=0} jediné realné analytické FeSeni (jsou-li ¢, ¥ redlné analytické v okoli {y=0}).

6. Uloha (6.33)—(6.34) nemusi byt vzdy korektné zadana! Tj. feSeni sice existuje a je jediné, ale nemusi
zéviset spojité na datech tlohy. Navod: V predchozi situaci tlohy (6.39)—(6.41) uvazujte tzv. Hadamardiv
priklad: ¢(z) = 0, ¥(z) = 512% Oduvodnéte, ze funkce u(z,y) = % sinnz je jediné realné analytické
feSeni tlohy (6.39)—(6.41). Pfitom pro toto FeSeni plati vyrok:

Ve>0Vy1 >0VK >0 In,keN,

lellew + 1Yllem <e,

a pritom pro libovolné a < b (v proménné z)
lu( yo)lle(ap) > K-

Tento piiklad ndm naznacuje, ze tloha (6.39)—(6.41) asi nebude ,ta spravnd okrajova tloha“ pro Laplacetv
operator.

7. Pro vhodnou sadu poc¢atecnich podminek ukazte, Ze lokilné existuje jediné (realné analytické) feseni
tzv. Stokesova systému v R? (piipadné v R?), pro funkce @ = (u,v) (pifpadné @ = (u,v,w)) a p
(reprezentujici po fadé rychlost a tlak),

Al —Vp=0, (6.42)
divi=0. (6.43)

Néavod: Vérili byste, ze napiiklad pro problém ve dvou dimenzich budete potfebovat 5 poc¢atec¢nich podmi-

nek? A co vic, dokédzali byste si tuto viru logicky odivodnit?
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Reseni nékterych zakladnich rovnic 2. fAdu pomoci vhodnych
substituci

1. Zopakujte si, zZe klasické feseni Cauchyovy tlohy pro linearni konvektivni rovnici v jedné prostorové

a jedné ¢asové proménné (pro a € R, a # 0) s poéateéni podminkou ¢ € C1(R), tj.

us + auy, =0, reR,t>0, (7.1)
u(z,0) = p(x) reR, '
je dano vztahem

u(m,t) = (p(.’E - CLt) ’ (72>

a 7e toto feSeni je mozno nalézt® zavedenim novych proménnych
E=zx—at, n=xz+at. (7.3)

2. Zkoumejte, zda substituce (7.3) vede k FeSeni nésledujicich rovnic druhého fadu (a € R, a # 0):
(a) Linearni eliptickd rovnice ve dvou proménnych (z,t):

gy + gy =0, rzeR,t>0. (7.4)

Néavod: Po provedeni substituce dostaneme rovnici uee + uyn, = 0. Uvedena substituce vede tedy pouze

k ,odstranéni koeficientu a? u uz.*, tj. prevadi (7.4) v Laplaceovu rovnici Au(€,n) = 0. V piistim

(b) Lineédrni rovnice vedeni tepla v jedné prostorové a jedné ¢asové dimenzi:
up — a%ugy =0, xR, t>0. (7.5)

Névod: Po provedeni substituce obdrzime rovnici a(u, — ug) + a®(uny + 2une — uge) = 0, tedy se ndm

vvvvvv

(¢) Lineéarni vlnova rovnice v jedné prostorové a jedné ¢asové dimenzi:
2 —
Ut — Q- Uzy = 0, zeR,t>0. (7.6)

Névod: Po provedeni substituce (7.3) dostaneme rovnici ug,, = 0, jejimz dvojim pFeintegrovanim (podle

¢ a podle 1) dostaneme, Ze feSenim (7.6) jsou vSechny funkce tvaru u(€,n) = f(€) + g(n), kde f a g
jsou libovolné dostateéné hladké funkce. Celkové tedy je u(z,t) = f(x — at) + g(x + at) libovolnym
feSenim (7.6).

U — @2 Ugy =0, zeR,t>0,
u(z,0) = p(x) x €R, (7.7)
u(z,0) = () r€eR,

tj. dopracujte se az k tzv. d’Alembertovu vzorci

o(z —at) + p(z + at) n 1 /‘T“”

t) = —
u(z,1) 5 9

P(s)ds, reR,t>0. (7.8)
r—at

Néavod: Vyjdéte z vysledku, ktery jste odvodili v pfedchozim bodu: w(z,t) = f(z — at) + g(z + at).
S pouzitim obou okrajovych podminek z (7.7) se relativné snadno dopracujete k d’Alembertovu vzorci.
Piimym dosazenim se piesvédéte, ze funkce (7.8) Fesi problém (7.7). Oddvodnéte pomoci véty Cauchy-
Kowalevské, ze tloha (7.7) mé pro realné analytické funkce ¢, 1) jediné redlné analytické feseni. Protoze
funkce (7.8) je (pro redlné analytické ¢, 1) redlné analytickd, nasli jsme toto FeSeni explicitné.

9

... samozfejmé je mozno FeSeni (7.1) nalézt také metodou charakteristik — srov. s pfedchozimi cvicenimi.
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3.* Vsimnéte si: rovnici u; + au, = 0 je mozno zapsat ve tvaru
(0 + ady)u =0
a jeji vSechna feseni maji tvar
u(z,t) = flx — at),

zatimco rovnici u; — a?ug, = 0 je moZno zapsat ve tvaru
(Or + ady) (0 — ady)u =0
a jeji vSechna feseni maji tvar
u(z,t) = f(z — at) + g(x + at).

Nenapadlo by vas pfitom néco, co by mélo Sanci obdobnym, byt formalnim postupem zdolat rovnici
Uy + augy = 07 Navod: Zkuste substituci obdobnou (s pfihlédnutim k charakteru rovnice) substituci

& = x —at, n = x + at a postupujte analogicky jako v pfipadé vlnové rovnice. Pokud se dopracujete ke
vzorci, ktery bude dosti podobny d’Alembertové vzorci (viz ptiklad 6n), zkuste ovefit jeho platnost bud
primym dosazenim vysledné funkce do rovnice nebo tim, Ze pomoci ného spocitate tzv. Hadamardovo feSeni

Laplaceovy rovnice (viz bod 6 z programu &étvrtého cviceni).'©

vam jasné, pro¢ zrovna tato? Vé&fili byste formalnimu rozpisu utt + a?ugze = (0t + iadz) (0 — iadz)u?) nas dovede k rovnici
une = 0 a nasledné k obecnému feseni u(x,t) = f(x — ait) + g(x + iat). S piihlédnutim k poc¢étetnim podminkdm dostaneme

o(x —iat) + o(x + iat) 1 [etiat
u(z,t) = 3 + 5
x

P(s)ds, z€eR,t>0.

—iat

(Vlastné jde o formalné tytéz vypocty jako v pripadé vlnové rovnice). P¥imym dosazenim se piesvéd¢ime, ze vzoref ,fun-
guje“. Pouzitim tohoto vzorce pro ¢(z) = 0, ¥(z) = nik sinna dostaneme u(z,t) = # sinnz sinh nt, coz je o¢ekdvana
(Hadamardova) odpovéd.
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8 Kanonicky tvar a klasifikace PDR 2. radu

1. Uvazujte linedrni PDR. druhého fadu s konstantnimi koeficienty, v R?, tedy rovnici typu
Uy + bligy + Cluyy = |, la] + |b] + |¢| > 0. (8.1)
Ukazte, ze plati:

e (8.1) je eliptickd «=  b% —4ac < 0;
e (8.1) je parabolicka (event. v ir$im slova smyslu) <= b2 — 4ac = 0;

e (8.1) je hyperbolickdi <= b? —4ac > 0.

2. Uvazujte linedrni PDR druhého #adu v kanonickém tvaru (vzhledem k nejvyssim derivacim), tedy
rovnici pro u = u(y),

ak<y>§;§f SY AW g =S, e a) € (-LLON. (52)

=
Il B
—

Ukazte, ze v kazdém bodé y lze provést tyto tivahy:

(a) Pokud existuje takovy index j, ze a; # 0, 3; # 0, potom zavedeni nové funkce v = v(y)
_Bjvj
susbtituci u = ve 2% (pfes stejné indexy nes¢itame, jde o ono konkrétni j) zptisobi, Ze:

e v rovnici pro v nebude ¢len, odpovidajici §; (odpovidajici koeficient bude nulovy)
e vsechny koeficienty u ¢lenti druhého fadu zlistanou beze zmény a vsechny zbylé koeficienty
u ¢lentt prvého fadu (s vyjimkou vyse zminéného) zlstanou rovnéz beze zmény
Ta dvojka ve jmenovateli zlomku v exponenciele neni preklep. Sledujte jeji roli pii vypoctu.

(b) Pokud existuje takovy index j, ze a; = 0, B; # 0, potom zavedeni nové funkce v = v(y)
ovg

susbtituci u =ve 7 (pfes stejné indexy nescitdme, jde o ono konkrétni j) zptisobi, Ze:

e v rovnici pro v nebude absolutni ¢len, tj, ¢len odpovidajici nulté derivaci (koeficientu c)

e vSechny koeficienty u ¢lentt druhého i prvniho fadu zistanou beze zmény

3. Pomoci vySe uvedenych dvou substituci ukazte, Zze kazdou linedarni PDR 2. fddu s konstantnimi
koeficienty lze vhodnymi substitucemi prevést na jeden z nasledujicich typi:

e Eliptickou rovnici na —Au-+ku = f. Pro k = 0 jde o tzv. Laplace-Poissonovu rovnici, pro k # 0
o rovnici Helmholtzova typu. Koeficient &, je-li nenulovy, obecné nelze ,vynulovat®.

e Parabolickou rovnici na % —a?Au = f, tj. na rovnici vedeni tepla. Viechny parabolické linedrni

PDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty jsou tedy néjakou rovnici vedeni tepla.

e Hyperbolickou rovnici na g%‘ — a?Au + ku = f, tj. na vlnovou rovnici. Koeficient k, je-li

nenulovy, obecné nelze ,vynulovat®.

4. Urdete typ rovnice, prevedte na kanonicky tvar, pfipadné pievedte na jednu z rovnic z predchoziho
bodu, pripadné se pokuste vytesit, pokud se po prevedeni dostanete na ,fesitelny typ* rovnice.

(a) Uge + Uy + 2Uyy + 4ty + Sz, + Uy +uy =0 Reseni: Po provedeni substituce £ =z, n =y — x,

X = 22— 2y + z s naslednym zavedenim nové funkce predpisem u = ve™$/? dostaneme rovnici Av = iv.

Jde o eliptickou rovnici (Helmholtzova typu).

(b) uge + AUgy + BUyy + Uy +uy = 0 Reseni: Po provedeni substituce £ = z, n = 2 — 2 s naslednym
zavedenim nové funkce predpisem u = ve™$/21"/% dostaneme eliptickou rovnici (Helmholtzova typu)
Veg + Upy = %v.

(€) gz + gy +4Uyy —uy =0 Reseni: Po provedeni substituce £ = x, n = y— 22 dostaneme parabolickou
rovnici u, — uge = 0.

(d) wgye— 2Ugy — 3Uyy +uy =0 Reseni: Po provedeni substituce & = z, n = 5+ ¥ s naslednym zavedenim

nové funkce piedpisem u = ve”/* dostaneme hyperbolickou rovnici vee — vy = —&v.

16
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(€) dugy — 3uyy + 4u,; — 8uy — bu =0,
feste obecné a poté s podminkami u(x,0) = €2, u,(x,0) = 0. Refeni: Po provedeni substituce
£ =x+vy, n = x4+ 2y s naslednym zavedenim nové funkce pfedpisem u = ve26~ 37 dostaneme
hyperbolickou rovnici vee — 4v,, = 0. Jeji obecné feseni je v(&,n) = f(n — 2¢) + g(n + 2£), tedy
u(z,y) = e%_y(f(az) + g(3z + 4y)). Okrajové podminky daji u(z,y) = e27Y(1+y).

5.% A dalsi sada prikladi pro vaSe samostatné pocitani: v kazdé oblasti, kde se neméni typ rovnice,
najdéte jeji kanonicky tvar.



Cviceni z PDR 1 (NDIR044), M. Rokyta 18

9 Dirichletova tiloha pro Laplaceovu rovnici na kouli

9.1 Odvozeni Poissonova vzorce metodou kulové inverze v dimenzi d > 3

Zakladem Poissonova vzorce je nasledujici lemma.

Lemma 9.1 Bud Br(0) C RY koule se stredem 0 a polomérem R > 0, d > 3. Bud ddle u € C?>(Br(0)),
takovd, Ze Au =0 v Bg(0). Potom pro viechna x € Br(0) je

ue) = o [ o=l ase) (9.1)

|z — €4
9BRr(0)

kde 4 = % je povrch jednotkové sféry v dimenzi d.

Poznamka 9.2 Vztah (9.1) je tedy nutnou podminkou pro to, aby funkce uvedené hladkosti byla fesenim
Laplaceovy rovnice na kouli. Zaroven tento vztah ¥ika, ze hodnoty takové (harmonické, dostateéné hladké)
funkce u uvnitt koule Br(0) lze vyjadfit pomoci hodnot funkce na hranici této koule. Vzhledem k tomu,
7e k existenci integralu vpravo v (9.1) neni nutné, aby u € C2(0Bg(0)), vznika pfirozena otazka, jaké
vlastnosti bude mit funkce u, definovana predpisem

o R ol
=2z [ AT 450 92)

OBR(0

pro (napf.) ¢ € C(0Bg(0)). Skuteéné lze dokdzat, ze takto definovand funkce je klasickym FeSenim Di-
richletovy tulohy pro Laplaceovu rovnici na kouli, s hrani¢nimi hodnotami ¢ € C(0Bg(0)). Pfislusna véta
byla soucasti prednasky. Zde prezentované lemma tvoii k této vété jakousi komplementarni, motivacni
Cést, ukazujici, ze (Poissonv) vzorec (9.2) ,nespadl z nebe“.

Dokazme nyni Lemma 9.1.

Diikaz. PouZijeme vétu o tfech potencidlech pro u € C?(Br(0)) (odtud hladkost, pozadovand na u), d > 3:

u(z) = IR _Aufg) [
) (d=2)5q < /BR(O) |z — &|d-2 e+ /6BR(O) ) z — €]i-2 ds(€) (9:3)

- /aBR«J) u(f)‘% (|x_15|d2> dS(f)) |

Prvni integral je nulovy, protoze Au = 0 v Br(0). Tfeti integral pracuje s hodnotami funkce « na mnoziné
0BRr(0), je tedy stejného typu jako integral vpravo v (9.1). Druhy integral zptusobuje jisté obtiZe, protoZe
pracuje s hodnotami %7: na mnoziné OBg(0), které se vpravo v (9.1) nevyskytuji. Nagim cilem bude nyni
tento integral néjakym vhodnym zpusobem prepsat, abychom tuto obtiz odstranili. Vyuzijeme k tomu
druhou Greenovu vétu, ze které plyne, Ze pro funkce v, w € C*(Bg(0)) je

ow ov
/ (vAw — wAv) dz = / Crws ds — / we ds. (9.4)

Br(0) 9B (0) 9B (0)

Polozime v = u a pokusime se nalézt w € C*(Bg(0)) takovou, ze Aw = 0 v Bg(0). Pro takovou volbu
funkei v, w plyne z (9.4) rovnost

[ woG©us©- [ Fhoueso. (95)

9BRr(0) dBRr(0)

coz umozni nahradit integral, ve kterém vystupuje %(f), integralem, ve kterém vystupuje u(§). Zbyva
najit vhodnou funkci w. Porovndme-li druhy integral v (9.3) s pravou stranou (9.5), mohli bychom dojit

k nazoru, Ze by touto funkci mohla byt funkce w(§) = W Tato funkce v8ak (pro pevné z € Br(0))
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neni harmonicka (v proménné £) v celém Bg(0), jak je nutné. Pouzijeme proto (podobnou) funkei w(§) =
c W s vhodné zvolenym bodem 2’ € R?\ Br(0) a vhodnou konstantou ¢ € R. Takova funkce spliiuje
podminku w € C*(Bg(0)) a Aw =0 v Bg(0) a lze ji pouzit v identité (9.5).

K nalezeni bodu 2’ € R?\ Bg(0), ktery je ,vhodné pfitazen“ bodu x € Br(0) pouzijeme kulovou inverzi:
Bud z € Bg(0), © = (z1,...,74) # 0. Rekneme, 7e bod 2’ = (2}, ...,2)) € R\ Br(0) je kulové inverzni
k bodu z (vzhledem ke kouli Br(0)), pokud

RQ
x%zka, kzl,,d, (96)

tedy (kreslete si) pokud ' lezi na polopifimce vychazejici ze stfedu koule Br(0) a prochazejici bodem z,
a navic plati

|lz| - |2'| = R?%. (9.7)
Pro kulové inverzni body lze navic pomérné jednoduse dokazat nésledujici identita: jsou-li « € Br(0),

x # 0, a 2’ kulové inverzn{ k = vzhledem ke kouli Br(0), potom

ER'\J; ¢, WeeaBR(0). 9.8)

(Névod k dukazu (9.8): umocnéte (9.8) na druhou a pouzijte (9.7)). Polozime nyni pro = # 0,

1 R—2 (9.8) 1
= = —— _ ]. 9.9
GRS = o

o' ¢l =

Tato funkce je harmonicka v Br(0), protoze bod 2’ lezi mimo Bg(0), navic je w € C2(Bgr(0)). S pouzitim
(9.5) a (9.9) dostaneme z (9.3):

1 9 1 Ri2 1
u(z) = = /BBR(O) u(§) (e <|a:’ _ €|d—2 272 |z — §|d_2> ds(g)- (9.10)

=Ay

Zbyva v Ay spocitat prislusné normalové derivace a poté prejit k puvodni proménné x. Mame:

O (LN o ety e 2 a6 (1)) — () EE €
et (g ) = Ve (o= 607w = 500 26 - 9 (1) ) = -2 7255 5,

nebot v(§) = & pro £ € 9Bx(0). Podobns

© (e |f|d) - 2)52_22 e Y @) Rld ;‘Tf—; E
_ (d—z)iix__'%f . %
Celkové je, pro & € OBR(0),
A= R2|Ci 2§|d( — |a]*€ — R% + R) - % (d— 2)”.3:@-2)“,
a tedy, dle (9.10), N
u() = %leaB /( ) u() Ifx - 'gff as(€),  x € Br(0)\ {0} (9.11)

(bod x = 0 jsme vyloudili v okamziku, kdy jsme zacali pouzivat kulovou inverzi). Funkce vpravo v (9.11)
je v8ak spojitd (jako funkce proménné x) na kompaktnim okoli . (0) — integrabilni majorantou spojité
funkce na kompaktn{ mnoziné je vhodnd konstanta. Vztah (9.11) tedy plati i pro x = 0, cbd. O
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Poznamka 9.3 Jako bonus dostavame ze vztahu (9.11) pro « = 0 identitu

2
u(0) = / (&) as(e) = — / u(€) dS (). (9.12)

»qR €4 sqRI1
OBR(0) 9BR(0)

coz je vlastnost priuméru pro harmonické funkce.

9.2 Poissonuv vzorec ve dvou dimenzich

Odvodme analogii vztahu (9.1) ve dvou dimenzich. Bud Br(0) C R? kruh se stiedem 0 a polomérem
R > 0. Bud déle u € C?(Br(0)) takovd, ze Au = 0 v Br(0). Potom véta o tiech potencidlech dévéa pro
tuto funkci

w =g [ G@mle-da© o [ g (et a. 019

271' 8BRr(0) 81/

kde uvedené integraly jsou k¥ivkovymi integrily pfes obvod kruhu Bgr(0). Postupujeme zcela analogicky
jako v dtikazu lemmatu 9.1: definujeme bod kruhové inverzni k bodu = € Bg(0), x # 0, splitujici (9.6)—
(9.8), a pomocnou funkci

w©) =t (e’ = 1) = malel ~m R+ 1l - g

pro kterou tedy plati (9.5). Navic z pfedchoziho vztahu plyne

0 0 ,
Odtud plyne analogie vztahu (9.10), neboli
1 0 ,
u@) =g f ME)(lnm—a —Infa’ [} dv(€). (9.15)

=As

Rutinni (doufejme) vypocty dale daji

9 1 § (x—§&-¢& R*—ux-¢
ay(g)(ln“_g')_u_a (‘ 5‘) R~ " Rlz—¢2  Rlz-¢&p2’

a podobné
2
O (mla’ ) = R—o.¢ R-app€ |af-a-¢
ou(e) R’ &P~ RGa—¢?  Rlo— &P
Proto Ay = % a, uvdZzime-li navic, Ze 35 = 27, dostaneme z (9.15)
R’ —|af?
_ 9.16
wo)=p [ o=, (9.16)
dBr(0)

nejprve pouze pro x € Br(0) \ {0}, stejnou Gvahou jako vySe vSak ukdzeme platnost (9.16) i pro = 0.
Vsimnéte si, ze vztah (9.16) je specidlnim pfipadem vztahu (9.1) pro d = 2 (s konvenci, Ze plosny integrél
se pro d = 2 chépe jako kiivkovy integral). V tomto smyslu tedy plati (9.1) pro d > 2. Zkuste si jako
cviceni rozmyslet, jak by tomu bylo v dimenzi d = 1.

Cvi€eni 9.4 Vyjadiete krivkovy integral (9.16) pomoci vhodné (poldrni) parametrizace jako jednoroz-
mérny integrdl pres interval (0,27). Hodnoty funkce u vyjddrete také v poldrnich soufadnicich.
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Néavod: Pouzijeme parametrizaci obvodu kruhu 0 Bg(0) ve formé £ = Rcosa, {2 = Rsina, o € (0, 27). Metricky
élen je (%%)2 + (%)2 = R. Oznacéime dale g(a) = u(R,a) = u(£1,&2) hodnoty funkce u na obvodu kruhu

a, pro =z # 0, u(z) = u(r,8) hodnoty funkce uvnité kruhu Bg(0), tj. pro z1 = rcos3, z2 = rsinf, r € (0, R),
B € (0,27). Pak |2%| =72, |z — £]* = (Rcosa — rcos )% + (Rsina — rsin 3)2 = R — 2rRcos(f — a) + 12, a

1 R2 _ 2 1 27 R2 2
u(z) = o / u(";h)RmiJQ2 dy(§) = %/0 g(a) frop. 2chos(gf ) da = u(r,§). (9.17)

9BR(0)

Zvlast ke potfeba si rozmyslet piipad z = 0 resp. r = 0. Na vztah (9.17) narazime jesté pii feSeni Laplaceovy
rovnice na kruhu tzv. Fourierovou metodou rozdéleni proménnych.
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10 Fourierova metoda rozdéleni proménnych pro Laplace-Poi-
ssonovu rovnici — Dirichletova tuloha na obdélniku

10.1 Dirichletova okrajova podminka ,na jedné strané obdélnika“

Budeme Fesit nasledujici Dirichletovu (= s pfedepsanymi hodnotami hledané funkce na hranici) tlohu pro
Laplaceovu rovnici:

rovnice gi% + % =0 pro[z,y] € (0,a) x (0,b),

okrajova podminka wu(z,0) = g(z), =z € (0,a),
u(z,b) =0, x € (0,a), (10.1)
u(0,9) =0,  ye(0,b),
u(a,y) =0, y € (0,b) .

Pfirozené piedpokladdme a > 0, b > 0, a dale g(0) = 0, g(a) = 0, aby okrajovd podminka byla spojita na
hranici.
Funkci u(z,y) budeme nejprve hledat ve specidlnim ,separovaném® tvaru, jako sou¢in dvou funkci,

u(z,y) = X (2)Y (y) (10.2)
a dosadime tento ,ansatz“!! do rovnice (10.1). Dostaneme

v + xS P <o, (103)

Na zékladé tvaru hledaného FeSeni (10.2) se rozhodneme, Ze nis budou pfedevsim zajimat ta FeSeni X,
Y, ktera jsou nenulovd alespori v né&jaké podoblasti obdélnika (0,a) x (0,b). V takovych mnozinich lze
upravit (10.3) na
1 d*X(x) 1 d*Y(y)
X(z) dz2  Y(y) dy?

Leva strana je zavisla pouze na proménné x, prava strana je zavisld pouze na proménné y, a rovnost ma
platit pro vSechna [z,y] € (0,a) x (0,b), obé strany rovnice proto musi byt rovny spoleéné konstanté,
kterou ozna¢me \. Pozadujeme tedy, aby platilo

1 PX(z)

XG) ez (10.4)
1 d?Y(y) B

Yo - (10.5)

K prvni oby¢ejné diferencialni rovnici (10.4) méme ze zadani (10.1) i okrajové podminky X(0) = 0 a
X (a) = 0 (které plynou z u(0,y) = 0 a u(a,0) = 0). Proto fesime nejprve tuto tlohu.'> Reseni pro funkci
X je toto: pro A > 0 neexistuje z4dné netrividlni feseni (tj. existuje pouze feSeni rovné identické nule),
takova FeSeni nas vSak nezajimaji. Nastésti pro A < 0 existuje netrividlni feSeni rovnice (10.4), splitujici
piislugné okrajové podminky X (0) = 0 a X (a) = 0, nastane to vsak jen tehdy, kdyz'3

nm

An:_(7)27 n e N.

Potom

Xn(z) = ¢p sin (xﬂ) = ¢, sin (m%) ,

kde ¢, jsou libovolné konstanty.

11 Pro némecksé slovo ,ansatz® se nékdy pouziva nepékny pieklad ,nasada“. Myslim, Ze lepsi varianta je bud pouzit opisu
,vyjadrit funkci ve tvaru“ nebo se k tomu postavit napfiklad stejné jako v anglicky mluvicich zemich: fikat ,ansatz“. ©

12V&imnéte si, ze pro funkci Y bychom méli jednak okrajovou podminku Y (b) = 0, déle vSak ,podivnou® podminku
X ()Y (0) = g(z), kterd by plynula z u(z, 0) = g(x). To ukazuje, ze ,ansatz“ (10.2) neni Gplné spravné. Pijde jej vSak casem
ponékud upravit, aby bylo mozno splnit i onu ,podivnou“ podminku.

13Provedte podrobné.
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Pro tato A, se nyni pokusime vy¥esit rovnici (10.5) pro Y (y) resp. Y, (y),

T = () v

Obecnym feSenim této rovnice je
Yn(y) = aneTy + bneiTy 9
kde a,, a b, jsou libovolné konstanty.
Jednu z okrajovych podminek pro Y lze splnit, a sice Y (b) = 0 (tato podminka je diisledkem okrajové
podminky u(x,b) = 0), coz dava

nm _nmn
ane’s 4+ bye ab:O,
odkud dostaneme
_2n~w
by = —ape” & 7,

a tedy
Yaly) = aneF (F0D) 0D

Celkem jsme tedy nalezli nekone¢né mnoho funkei typu (10.2),

n(2,9) = X (2) V() = de 52 (5070 — O ) gin (M)

a

kde d,, jsou libovolné konstanty. Vsechny tyto funkce spliiuji Awu,, = 0 ve vSech vnitinich bodech obdélnika
(0,a) x (0,b), a také okrajové podminky u,(z,b) =0, u,(0,y) = 0 a u,(a,y) = 0.

Ukazme si, jakym zptisobem lze zajistit splnéni i zbyvajici okrajové podminky. Reseni celého problému
(10.1) budeme hledat jako nekoneény soucet funkei typu uy,(z,y),

= nm nm M, . nm
i St S () (1),

Takto definovana funkce u nepochybné splituje okrajové podminky u(x,b) = 0, u(0,y) = 0 a u(a,y) = 0,
a pokud bude uvedend fada konvergovat ,dostateéné rozumné“ (budeme tento piipad podrobné dis-
kutovat za chvili), tak bude moZno provést derivovani za znamenim sumy, a tedy dostaneme Au =
[e]
A( Zlun(x y)) Z Aup(z,y) = 0.
=
Zbyva zajistit platnost okrajove podminky u(z,0) = g(z). Pfedpokladejme, ze funkci g(z) lze rozvést do
sinové Fourierovy fady:'4

a

ivn sm( ) , kde v, = 2 /g(m) sin (x%) dx . (10.6)

a
0

Podminka u(x,0) = g(x) je pak vyjaddiena rovnici

o0
any , _ax nmpy . (N ) nm
g dpe el e b) sin (?x> = E Y SIN (x;) = g(z),
n=1

odkud z jednoznacnosti Fourierovych rozvoji plyne vztah mezi konstantami d,, a koeficienty Fourierova
rozvoje vn,
nmp Tn
dne @ = “nmy Ty )
e e’ —ea
a tedy dostavame (zatim pouze formélné) feSeni naseho problému ve tvaru fady:

a

e (y=b) _ o7 (b—y) 2
Z% —mwp c wrp—— Sin (Em) , kde v, = - /g(w) sin (,r@) dx . (10.7)
e a a

— € a a a
0

141 tento pozadavek budeme diskutovat v nasledujicim paragrafu.
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10.2 Diskuse formalniho vysledku

Nejprve si ujasnéme, co vie potfebujeme k rigoréznimu ditkazu'® toho, ze funkce (10.7) je fesenim naseho
problému (10.1). Tvrdim, Ze k tomu sta¢i, kdyz ukazeme:

1. Funkce ¢ je rozvinutelnd do sinové Fourierovy fady (10.6), pficemZ prvni z rovnosti (10.6) plati
bodové pro vSechna x € (0, a).

2. Rada v (10.7), i fady, které vzniknou formalnimi prvnimi a druhymi derivacemi podle x a y za
znamenim sumy v (10.7), konverguji lokdlné stejnomérné na (0, a) x (0, b).

3. Rada v (10.7) konverguje stejnomérné na (0,a) x (0, b).
Potom totiz:

a) Z bodu 2 vySe plyne, ze fadu (10.7) lze dvakrat derivovat ¢len po ¢€lenu v kazdém bodé [z,y] €
(o) o0
(0,a) x (0,b), tedy méme Au(z,y) = A( Y up(z,y)) = Y Auy(xz,y) = 0. Dale bod 2 implikuje,
n=1 n=1
ze u € C2((0,a) x (0,b)).

b) Bod 3 implikuje, ze u € C({0,a) x (0,b)). Specidlné odtud plyne, Ze hodnoty funkce u na hranici
obdélnika lze obdrZet pfimym dosazenim pfislusnych hrani¢nich bodt do fady (10.7). Tedy

u(o’y):07 ye<07 >7
u(aay>207 y€<0
u(z,b) =0, a € {0,a),

(10.7) [ nTY (10.6)
u(z,0) = nz_:l'ynmn(xa) =" g(z), x € (0,a).

Posledni rovnost plyne pochopitelné z bodu 1 vyse.
Vénujme se nyni podrobnéji bodim 1-3 vyse.

ad 1. Dodefinujeme nejprve funkci g liSe na interval (—a,0) a ozna¢ime toto rozsifeni opét g. ProtoZe
g(0) =0, je g € C({(—a,a)), plati tedy také g € L*((—a,a)) a g € L*((—a,a)). Odtud plyne:

e g€ L*((—a,a)) = naintervalu (—a, a) existuje Fourierova fada funkce g vzhledem k tiplnému
trigonomickému systému {1,sin(Z*x), cos(=*x)}; z lichosti funkce g na intervalu (—a, a) plyne,
ze nenulové jsou pouze Fourierovy koeficenty u funkei sin(%*x), z L' integrability g dale plyne,
Ze tyto Fourierovy koeficienty jsou omezené (dokonce jdou k nule). Tedy:

a

2

nm

= - 1 _— < . .

Tn a/g(x)sm (:13 . )d:): = >0, |yl <c; (10.8)
0

e g € L?>((—a,a)) == prvni z rovnosti (10.6) plati alesponi skoro vsude na intervalu (0, a);
k tomu, aby tato rovnost platila ve vSech bodech (0,a) potfebujeme obecné védét néco vic.
Napiiklad pokud vime, ze fada v (10.6) konverguje na (0,a) stejnomérné, je jejim soudtem
spojitd funkce; ta je ovSem skoro vSude na (0,a) rovna spojité funkci g, tedy prvni rovnost
v (10.6) plati ve vSech bodech, coz jsme chtéli védét. Zminénd stejnomérnéd konvergence je
napiiklad dusledkem vyssi hladkosti funkce g, kterd zaru¢i konvergenci fady > |v,|. Abychom
pripomnéli (resp. zformulovali pfesnéji) toto tvrzeni, definujme nejprve t¥idu funkei

Cf)er(]R) :={g € C(R); 3p € R, %e g je p-periodickd a po ¢astech tiidy C¥ na R}.  (10.9)

Potom plati:
gECa®) = D 0y < oo, (10.10)

15Byl bych rad, kdybyste si z nésledujici diskuse odnesli jednak dojem, Ze kdybyste chtéli, uméli byste kazdy vypocet
provedeny touto metodou odivodnit rigorézné, a jednak pocit, Ze neni nezbytné nutné, abyste to vzdy délali. ©®
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ad 2.

ad 3.

v nasem pripadé tedy
9€Ca®) = D |l < oo, (10.11)

odkud podle Weierstrassova kriteria obdrzime stejnomérnou konvergenci fady v (10.6). Vysle-
dek (10.11) budeme jesté potiebovat.

Provedeme nasledujici klicovy odhad ¢lent fady (10.7):

BE(y—b) _ o (b—y) 1 = 2= (b—y)
€ a € a . nm _nm e a _nm
A, = | —g wp—— Sin (—x) < |ynlem e Y = | < clynle™ =Y, (10.12)
e"a’—¢a a 1—e %
~—_— ——
=Z

nebot vyraz Z je omezen konstantou ¢ > 0 (je n > 1 a tedy jmenovatel je odraZeny od nuly,
zatimco éitatel je omezeny shora). Pro pouziti Weierstrassova kriteria pro stejnomérnou konvergenci
je potfeba, aby vyraz vpravo v (10.12) byl dale odhadnut ¢leny konvergentni ¢iselné fady (tj. fady,
jejiz ¢leny nezavisi na y) . Kdyby platilo (10.11), stacilo by uvazit, ze |e~ " Y| < 1, my viak mame
obecné pouze omezenost koeficientl v, (viz (10.8)), a tedy obecné A,, < ¢, kteryzto odhad nelze pro
y € (0,b) a omezend 7, zlepsit. Proto se omezime pouze na y > ¢, coz ndm da

A, <clyple @ <ée wE, y>e, Ve >0, (10.13)

odkud plyne, Ze fada (10.7) je stejnomérné konvergentni na (0,a) x {e,b) pro libovolné ¢ > 0 a je
tedy lokéalné stejnomérné konvergentni (dokonce) na (0,a) x (0,b).

Rady, které vzniknou formalnim prvnim & druhym derivovanim (podle = & y) za znamenim sumy
v (10.7) se budou lisit od fady v (10.7) zejména tim, %e budou obsahovat ¢leny (%r)k, kde k =1,2
je pocet provedenych derivaci. Proto 1ze ¢leny téchto fad odhadnout naprosto stejnym postupem

pomoci
énfe 0, y>e, Ve >0, (10.14)

coz jsou opét Cleny konvergentni ¢iselné fady. Bod 2 je tedy ukazan, dokonce i pokud plati pouze
9 €C((0,a)).

Uz v ptedchozim bodé jsme naznafili, Ze pokud by platilo > |y,| < oo (tj. napfiklad pro g €
C((0,a))), 1ze odhad (10.13) upravit takto:

Ap < clymle @Y < |yl Yy >0, (10.15)

coz dava kyzenou stejnomérnou konvergenci fady (10.7) na celém uzavieném obdélniku (0, a) x (0,b).
Pro obecné g € C({(0,a)) je nutno postupovat opatrnéji:

e Aproximujeme funkci g € C((0, a)) posloupnosti funkei'® g,, € C1((0,a)), takovych, Ze g,,(0) =
gm(a) =0 a gm = g na (0,a).

a
e Postupem jako vyse odvodime, Ze pro Yimn = 2 [ g (2) sin (z™2) dz jsou funkce
0
> T (y=b) _ gt (b—y)
e's e's . /nm
m(,y) = nz—; Yo g sin (730) (10.16)

feSenim Dirichletovy tlohy pro Laplaceovu rovnici na obdélniku (0,a) x (0,b) s okrajovou
podminkou g,,(x) pro y = 0,z € (0,a), a jinde nulovou.

e Lze ukdzat (viz pfedndska - napiiklad 1. véta Harnackova nebo princip maxima), ze potom
Um = u na (0,a) x (0,b), pfitemz u je klasickym FeSenim tlohy (10.1) a tim je na§ problem
vyfesen.!”

16Rozmyslete si, ze to lze.

170Ovsem pozor, tato limitni funkce u pouze ,existuje“, ale pro obecné g € C((0,a)) nemusi byt vyjadfitelnd fadou tvaru
(10.7). Pokud chcete mit FeSeni v tomto tvaru, musite takjakotak zadat okrajovou podminku g ,,0 néco lepsi“ nez pouze
spojitou. Tak co, sili ve vas pocit, zminény v poznamce pod ¢arou ¢islo 57 @
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10.3 Dirichletova okrajova podminka ,na vSech stranach obdélnika“

Méme zadany problém

rovnice 2275 + g%ﬁ =0 pro[z,y] € (0,a) x (0,b),

okrajovd podminka w(z,0) = g1(z), =€ (0,a),
u(z,b) = g2(x), z€(0,a), (10.17)
U(O,y) = g3<l‘) RS <O7 b> )
u(avy) - 94(56) y Y E <Ov b>

Opét predpoklddame, 7e a > 0, b > 0, a Ze v rozich obdélnika Q = (0,a) x (0,b) plati tzv. podminky
souhlasu, tj. plati ¢g1(0) = g¢3(0), g1(a) = g4(0), ..., tedy Ze funkce definované na sousednich stranich
obdélnika se rovnaji ve spole¢ném vrcholu. Okrajovou podminku pak mizeme pro zkraceni zapisovat
u(z, y)loe = g(x), kde g € C(992).

Ulohu vyfesime ve dvou krocich. Nejprve pfi¢teme k funkci g(z, y) vhodnou funkci ¢(z, y) tak, aby platilo
Ac(z,y) = 0 uvnitf obdélnika a navic aby hodnota rozdilu g(z, y) — ¢(x, y) v rozich obdélnika byla nulova.
Toho 1ze vzdy dosdhnout: zvolime-li funkci ¢ tvaru

c(z,y) = co + 17 + c2y + c3wy, (10.18)

bude pro libovolnou volbu konstant cg, c¢1, c2, c3 platit Ac(x,y) = 0 uvnité obdélnika. Konstanty pak
najdeme takové, aby hodnota rozdilu g(z,y) — ¢(z,y) v rozich obdélnika byla nulové (rozmyslete si, Ze to
vzdy lze'8

Nyni budeme funkei u(z,t) hledat ve tvaru

u(z,t) = v(z,t) + c(x, t).
Diky vlastnostem funkce ¢ mame

0%u  O%u — 0%v 0%

-0 gv_ oY
* 02 * oy?

gu_ v —0
0x2 = Oy? ’

a tlohu pro u tedy vyfesime, pokud najdeme funkci v(z,y) takovou, Ze

: 8%v 9%v
rovnice oz t o2 =0 pro [z,y] € (0,a) x (0,b)
okrajovd podminka v(z,0) = —c(z,0) + g1(z), =€ (0,a),
v(z,b) = —c(x,0) + g2(x), € (0,a), (10.19)
v(0,y) = —c(0,y) +gs(x), y€(0,0),
U(a’vy) = —c(a,y) + 94(‘r) , Y€ <0’ b> :

Zbyvéa tedy nalézt feSeni problému pro funkci v(z,y). To je ale jednoduché. VyuZijeme toho, Ze okrajova
podminka pro funkci v mé diky nasi konstrukci nulové hodnoty ve vSech rozich obdélnika, a napiseme
v(z,y) jako soucet Ctyf funkci

v(z,y) = vi(z,y) + v2(2,y) + v3(2,y) + va(z, y),

kde kazda z funkei v;(x, y) Fesi problém typu ,,Dirichletova okrajovd podminka na jedné strané obdélnika“
(viz minulé cviceni). Napfiklad problém pro v (z,y) je

rovnice a s —|— 3 A =0 pro [z,y] € (0,a) x (0,b)
okrajova podminka

18Ukazte: oznadime-li h1 := ¢(0,0), ha := g(a,0), hs := g(0,b), ha := g(a,b) hodnoty okrajové podminky g v rozich
obdélnika (0,a) x (0,b), pak hledanou funkei ¢ je funkce tvaru (10.18), kde cg := hi1, ¢1 := %(hQ —h1), c2 = %(hg — h1),

c3 = ﬁ(h;; — h3 — ha + h1).
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pro va(x,y) by okrajové podminky byly

v(z,0) = z €(0,a),
v(z,b) = (ac b) + g2(x), x€(0,a),
U(an) = y e <07 b> )
v(ay) = y €(0,0),

a obdobné pro zbyvajici dvé funkce. Z linearity rovnice je zfejmé, Ze soucet funkci v(z,y) = vi(z,y) +
va(z,y) + v3(z,y) + va(z, y) je FeSenim tlohy pro v(z,y).
Tim jsme si rozmysleli, Ze problém (10.17) umime Fesit.

10.4 Nulova Dirichletova okrajova podminka, nenulova prava strana

Reste Dirichletovu tilohu pro Laplace-Poissonovu rovnici na obdélniku. Navod:

1.

Predné lze predpokladat, ze Dirichletova podminka je nulova: pokud by tomu tak nebylo, hledali bychom
feSeni jako soucet dvou funkci, kde jedna by spliiovala rovnici s nenulovou pravou stranou a nulovou Dirichle-
tovou podminkou, a druhé by spliiovalo feSeni s nulovou pravou stranou a nenulovou okrajovou podminkou
(takovou tlohu jiz umime Fesit).

Zbyva tedy fesit ulohu typu

rovnice ‘32712‘ + ‘227’; =f pro [z,y] € (0,a) x (0,b)

okrajovd podminka wu(z,0) =0, z € (0,a),
u(z,b) =0, z € (0,a), (10.20)
u(07y):()7 ye<07b>7
u(a,y) =0,  y€(0,b)

Pfirozené predpoklddame, ze a > 0, b > 0, f € C((0,a) x (0,b)).

Predpokladejme, ze funkci f(z,y) lze rozvést (alespoii pro skoro vsechna y € (0,b)) do sinové Fourierovy
fady'® vzhledem k proménné x

i: ) sin < a:) kde fn(y)

Q\l\.’)

/af (z,y)sin (%ﬂa:) dx .
0

Reseni u(x,y) budeme hledat ve tvaru

e}

=3 cuain ().

Pravé zavedend funkce zfejmeé spliiuje okrajové podminky u(0,y) = 0 a w(a,y) = 0. Dosadime-li takto
definovanou funkei u(z,t) do rovnice, dostaneme (derivujeme nejprve formalné ¢len po ¢lenu)

> L (M) ) = 3 fusin ().

n=1

odkud plyne pozadavek

d*cn(y) nm 2 _

() e =) (10.21)
Okrajové podminky k této obycejné diferencialni rovnici ziskame z okrajovych podminek ptvodniho pro-
blému u(z,0) = 0 a u(z,b) = 0, pozadujeme proto ¢, (0) =0 a ¢, (b) = 0.

. Dofesime celou ulohu: obycejnou diferencialni rovnici vyfesime metodou variace konstant, feseni homogenni

rovnice je
¢n(y) = an sinh (Ey> + b, cosh (n—ﬁy)
a a

variaci konstant ziskdme rovnice

b (1) + B () = o
% (% cosh (%y) + %sinh (%y)) = fa(y),

19Viz ,Diskusi formalniho vysledku® v minulém cvigeni.
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odkud
Y
% = %fn(y) cosh(%y) = an(y) = n%r/fn(S)COSh (%Ts> ds,
’ y
% _ _%fn(y)Sinh(%y> = bu(y) = —%/fn(s)sinh (%s) ds.

0

Pravé ziskané vyjadieni ”konstant” a, a b, dosadime do tvaru homogenniho feSeni c,(y) a dostaneme
(pouzili jsme sou¢tovy vzorec pro hyperbolické funkce) obecné FeSeni rovnice (10.21)

¢n(y) = o sinh (%y) + Bn cosh (%y) + % /y fn(s)sinh ((y —s) %) ds, .
0

Pouzitim okrajovych podminek ¢, (0) = 0 a ¢, (b) = 0 uréime konstanty a, a 3,
b
a

() =0 = an:f¥—/fn(s)sinh((yfs)%r)ds,

sinh (%b) nmw
0

¢imz jsme vyfesili obycejnou diferencialni rovnici pro ¢, (y). Ziskané ¢, (y) dosadime zpét do vyjadreni funkce
u(z,y) =307 cn(y) sin (“Fx) a dostaneme feseni pivodniho problému (10.20)

b
> inh (2F

u(z,y) = Z —;M / fn(s)sinh ((y —5) %) ds+
n=1 a 0

(10.22)

a

+ % /y frn(s)sinh ((y —s) %) ds | sin <@x) ,
0

kde

a

fu(y) = %/f(lvy) sin (x%ﬂ) da.

0
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11 Fourierova metoda pro Laplace-Poissonovu rovnici na kruhu

11.1 Dirichletova okrajova uloha

Reste rovnici Au = 0 na kruhu o poloméru R > 0, s okrajovou podminkou u = g na hranici kruhu.

Navod:

1. Nejprve pfevedeme Laplacetv operator do polarnich soufadnic pomoci vztaht © = rcosg,y = rsingp.
Uvazujeme u(z,y) = u(z(r, ¢),y(r, ). Pro zkréceni zapisu piseme 2% = u, atd. Postupujeme napiiklad

takto (existuji i jiné moznosti): Podle pravidla o derivovani slozené funkce je

Ur = UL COSP + uysing, (11.1)

Up = Ug(—rsing)+ uy(rcosep). (11.2)
Odtud (derivujte (11.1) podle r a (11.2) podle ¢)

Upr = Ugpy COS © + 2Ugy COS P SIN Y + Uyy sin? v, (11.3)
2 . 2 2 . 2 . 2
Upp = UgaT SIN” @ — 2UzyT” COS P SIN @ + Uyyr” sin” (11.4

—UzT COS Y — UyT SIN Q.

Porovnanim (11.3) a (11.4) vidime, ze

1 1 .
U+ Uy = U + Uyy — ;(um cos ¢ + uy sin @)

1
= Agyu-— ;u,«

podle (11.1). Celkové tedy A, yu = upr + T%qu + %ur a Laplaceova rovnice v polarnich souradnicich ma
tvar

1 1
Upr + TTUWS@ + ;Ur =0. (115)

2. Hledejme déle feseni ve tvaru
u(r, @) = Z R (r)e™, (11.6)
nez
nejprve formalné: Dosazenim (11.6) do (11.5) dostaneme > _, (r*Ry.(r) + rR;,(r) — n*Rn(r))e™? = 0 coz
vede na (Eulerovu) ODR
2RI (r) + 7R, (1) = n*Ra(r) = 0 (11.7)
pro neznamé funkce R, (7). Jeji charakteristicky polynom je A(A — 1) + X — n? = 0,%° odkud mame \*> = n?
a tedy A = £|n|, n € Z. Pro n = 0 je A\ = 0 dvojndsobnym kofenem charakteristického polynomu, tedy
Ro(r) = Ao+ Bolnr, Ag, Bo € R, r # 0. Pro n # 0 jsou A = &|n| jednondsobnymi kofeny charakteristického
polynomu, tedy R, (r) = A,r™ + B,r~I"l| A, B,, € R, r # 0. Bereme v3ak do tvahy pouze ta Fedeni, kters
jsou na kruhu o poloméru R (specidlné v pocatku) omezend (jde ndm o klasické feSeni, tj. funkci u, majici
uvnitt kruhu o poloméru R spojité druhé parcidlni derivace. Proto

u(r,p) =Y Anr!™e™?, (11.8)
nez

pro né&jaké konstanty A, € R.

3. Predpokladejme, ze funkci g lze také rozvinout do komplexni Fourierovy rady:

27
. 1 f .
_ me _ = —int
g(p) = E Yne"¥,  kde tedy yn = 27T/g(t)e dt. (11.9)
nez 0
Porovnanim (11.8) pro r = R a (11.9) dostaneme A, = 2, a tedy kone¢né
In| 27
r n ine 1 —int
=N (L . kde ya=— [ gt dt . 11.10
uro) =S m(7) e e =5 [ otte (11.10)
n 0

Provedte diskusi tohoto (form&lné obdrzeného) FeSeni, tj. ukazte, ze pro dostateéné hladkou funkci g je
u € C*(Bgr(0)) N C(Br(0)), Au=0v Bgr(0), a u = g na Bg(0).

20Zopakujte si feseni Eulerovy ODR: k charakteristickému polynomu této rovnice vede napiikald ansatz Ry (r) = r.
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4. Reseni Dirichletovy tilohy pro Laplaceovu rovnici na kruhu lze také vyjadfit Poissonovym integralem (viz

prednasku nebo jedno z piedchozich cvi¢eni). Poissontv integrél lze pomoci polarnich soufadnic v R? pievést

na tvar
27

u(r, ) = i/ ) R ot dt (11.11)
=0 )Y R2 —2Rrcos(p —t) +r2 ’
0

Dosadte nyni do fady pro funkci u v (11.10) za konstanty 7, jejich integralni vyjadfeni, prohodte sumu a

integral (samoziejmé ukazte, Ze to lze) a pokuste se secist vzniklou fadu.>' Mélo by vam (nikoli pFekvapivé)
vyjit (11.11).
e Cvicéeni pro vase pocitani
(i) Reste Laplaceovu rovnici v jednotkovém kruhu, je-li okrajovd podminka rovna u(1,¢) = cos? .
(ii) Reste Laplaceovu rovnici v jednotkovém kruhu, je-li okrajova podminka rovna u(1,¢) = sin® .

(iii) Reste Laplace-Poissonovu rovnici Au = 2 v obdélniku (0,a) x (—b/2,b/2), je-li u na hranici

(a) identicky nulové

(b) rovno funkci x — y + xy.

. . is 2
2INapovéda: pti oznadeni \ := % €(0,1) a s:= ¢ —t ukazte, ze >, 5 Alnleins = Re (1 + 21i‘§eis) = 172;;0>S‘s+>\2.
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12 Fourierova metoda reSeni rovnice vedeni tepla na intervalu

12.1 Nulova prava strana, nulové okrajové podminky, nenulova pocateéni
podminka

Reste nasledujici tlohu pro rovnici vedeni tepla (L > 0, T > 0):

rovnice %7; - a2% =0 proz € (0,L),t € (0,T),
pocatecni podminka u(z,0) = p(x) x€(0,L), (12.1)
okrajova podminka u(0,t) =u(L,t) =0 te€(0,T).

Névod:
e Funkci u(z,t) zavislou na ¢ase (t) i prostoru (x), hledejme v separovaném tvaru
u(z, t) = X(2)Y (1),
po dosazeni do rovnice (12.1) dostaneme (za standardniho pfedpokladu identické nenulovovsti X a T')

1 dy(t) 1 d*X(2)
a?Y(t) dt  X(z) dx?

coz vede opét k pozadavku existence konstanty A\ takové, ze

1 d®X(x)

Xa @ = (12.2)
1 dy(y)
RO A (12.3)

Okrajové podminky pro rovnici (12.2) dostaneme ze zadani (12.1), a sice X(0) =0 a X (L) = 0, coz plyne z
podminek plynou z u(0,t) = 0 a u(L,t) = 0. Okrajové podminky pro funkci Y nelze v této chvili jednoduse
zformulovat. I to je divod, pro¢ fesime nejprve tlohu pro X.

e Reseni tlohy pro funkci X se principialné lisi podle znaménka konstanty A:

— je-li A > 0, pak je feSenim rovnice (12.2) funkce
X(z) = clezﬁ + czefl'ﬁ,

kde ¢1 a ¢ jsou konstanty, které urcime z okrajovych podminek. Je zfejmé, ze okrajové podminky
muzeme splnit pouze volbou ¢; = 0 a c2 = 0, tzn. X(z) = 0. Zajimaji nds vSak pouze identicky
nenulova feseni, tedy tento pripad vyloucime.

— je-li A =0, pak je feSenim rovnice (12.2) funkce
X(z) = a1z + ca,

kde ¢c; = 0 a c2 = 0, jak opét plyne z okrajovych podminek, zavér je tedy stejny jako v pfedchozim
pripadé.

— je-li A < 0, pak je feSenim rovnice (12.2) funkce

X(z) = c1sin <«T\/W> + ¢z cos (:r \A\)

kde c1 a c2 jsou konstanty, které urcime z okrajovych podminek. Lze pomérné jednoduse nahlédnout,
ze netrivialni feSeni pro X dostaneme pouze v pripadé, kdy bude konstanta A\ tvaru

,\n:—<%)2, neN. (12.4)

Dostali jsme tedy, Ze vSechna netrivialni feseni problému pro X vypadaji takto:

Xn(z) = cpsin (a:\/m) = ¢, sin (xn%) , neN. (12.5)

e Pro A\, tvaru (12.4) dostaneme rovnici (12.3) pro funkci Y (¢) = Y, (t) ve tvaru

dYn(t) 2
= Ana”Yy(1),
i a”Yn(t)
obecnym Fesenim této rovnice je funkce
nma 2
Yo(t) = ane®*t = e~ ("E%)7, (12.6)

kde a, jsou libovolné konstanty.
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e Nasli jsme tedy funkce un(x,t), které pro libovolné pfirozené ¢islo n splituji rovnici (12.1) a okrajové pod-
minky (souéin konstant ¢, a a, pfeznacime na cy),
Un(z,t) = Xn(2)Yn(z) = cne*(T sin (x%) . (12.7)

K tplnému feSeni problému (12.1) je jesté tieba splnit pocateéni podminku. Reseni celého hleddme jako
nekone¢nou sumu funkei un, (z, t),
t) = Z un(l‘?t)?
n=1

v ptipadé ,dostatecné rozumné“ konvergence této rady bude funkce u spliiovat rovnici i okrajové podminky.
Zbyvé vytesit otdzku nabyvani poc¢atecni podminky. Chceme, aby platilo u(z,0) = ¢(x), tj.

i un(z,t) = i cn sin (w%) =¢(x), proz € (0,L),
n=1 n=1

coz neznamena nic jiného, nez ze koeficienty ¢, je nutné volit tak, aby to byly Fourierovy koeficienty funkce
() pti rozvoji do sinové fady (pfedpokladame tedy, Ze ¢ lze takt orozvinout). Koeficienty ¢,, pak spoc¢teme

jako
L
2
Cn Z/ sm ) dx (12.8)
0

a obdrzeli jsme (formalng, tj. bez toho, Ze bychom diskutovali kvalitu konvergence atd...) FeSeni problému
(12.1),

=~ o

- L
nmTa 2
= E Cne*( 1re) tsin (xn%r> , kdec, = /go sin TF) dz . (12.9)
n=1 0

12.2 Nenulova prava strana, nulové okrajové podminky, nenulova pocateéni

podminka
rovnice 8—7:—@ g—:f proz € (0,L),t € (0,T),
pocate¢ni podminka u(z,0) = p(z) x€(0,L), (12.10)
okrajovd podminka w(0,t) = u(L,t) =0 t€{0,T).

Navod:

e Vyjdeme z toho, Ze jiz umime FeSit rovnici s nulovou pravou stranou a nulovou okrajovou podminkou, viz
(12.9). Pfedpokladdejme nyni, ze pravou stranu f lze rozvést do sinové Fourierovy rady vici prostorové
proménné, tj.

f(z,t) = 3 ) sin a:— , kde fn(t) = f (z,t) sin 22 dz

Resgeni problému (12.10) budeme hledat metodou variace konstant v (12.9), tj. piSeme koeficienty c¢,, v rozvoji

funkce u(x, t) jako funkce ¢asu
= 7( . )Qt i LL
u(zx,t) E 1cn(t)e sin <x T ) .

e Dosadime takto navrzenou funkci do rovnice (12.10), ¢isté formalné zderivujeme ¢len po ¢lenu, atd...Do-

staneme >
3 (0 -CEF ) sin (=77 =0

n=1

coz mé platit pro kazdé x € (0,L) a t € (0,7). Z jednoznac¢nosti Fourierovych rozvojt tedy plyne, Ze pro
kazdé n musi byt splnéna obycejnd diferencialni rovnice

den(t)
dt

cul®) = en() + [ fu(r)el )

f"( ) ("ﬂa)zt7

jejimz feSenim je

dr
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Dosadime-li takto vypoétené koeficienty ¢, (t) do rozvoje funkce u(z,t), bude vysledkem

7!7\'0/ nma 2
u(z,t) = ( / G Td‘r) —("£%) "t gin (w%) ,
konstanty ¢, (0) uréime z poc¢iteéni podminky tlohy (12.10). Chceme, aby platilo u(z,0) = (),
S nm
Z ) sin ( 7 ) = p(x)

coz neznamend nic jiného, nez ze koeficienty c,(0) je nutné volit tak, aby to byly Fourierovy koeficienty
funkce ¢(x) pfi rozvoji do sinové fady.

e Formalnim FeSenim problému (12.10) je tedy funkce

u(z,t) = Z cn(O)ef("za )t sin (/ fn(r -(222) - T)dr) sin <x%> , (12.11)
n=1
kde
2 / 2 /
. (. nm 7r
cn(O):Z/go(x)mn(mT)dx, Z/fmt sin L)dm,
0 0
12.3 Nulova prava strana, nenulové okrajové podminky, nulova pocateéni
podminka
rovnice Gu _ g2 g;g =0 proxze(0,L),te(0,7),
pocatecni podminka u(z,0) =0 x €(0,L), (12.12)
okrajova podminka u(0,t) = £(t) te(0,T), '
u(L,t) = p(t).

Néavod: S nenulovymi okrajovymi podminkami se vypofadame tak, ze tilohu (12.12) pfevedeme na tlohu (12.10):
funkei u(z, t) hleddme jako soucet dvou funkci

u(z,t) = w(z,t) + v(z,t),

kde funkci v(x,t) definujeme takto

pak plati, ze
v(0,8) = £(t),
o(L,t) = p(t).

Funkce v(z, t) tedy spliiuje okrajové podminky problému (12.12). Dosadime-li rozepsanou funkeci u(x,t) do zadani
rovnice (12.12), dostaneme

aﬂ_a282w_ @_QQ& __(1 )dﬁ()_fdp(t
ot ox? ot ox2) L) d L dt’
a pocatecni podminku pro w(z,0) = —v(z,0) = — ((1 — %) 1(0) + £p(0)). Je tedy vidét, Ze problém pro funkci w
je problém typu ,nenulovd prava strana, nulové okrajové podminky, nenulovd pocateéni podminka“, ktery jsme
fesili v pfedchozim bodu.

12.4 Obecny problém: nenulova prava strana, nenulové okrajové podminky,
nenulova pocateéni podminka

rovnice Gu _ g2 g;‘ f prox e (0,L),te (0,T),
pocateéni podminka u(z,0) =p(z) x€(0,L), (12.13)
okrajova podminka u(0,t) = I(t) te(0,T), '

u(L.1) = p(t).
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Navod: Reseni problému pievedeme na YeSeni jiz zndmych piipadi. Hledanou funkci u(x,t) rozdélime na dvé
funkce, funkci up(z,t), kterd zajisti splnéni okrajovych podminek, a funkci u-(x,t), kterd zajisti splnéni rovnice a
pocateéni podminky. Definujeme tedy rozklad u(z,t) = un(x,t) + u,(z,t) a piislusné problémy

rovnice B“T — a2 a;;‘{ =f proxe€(0,L),te(0,T)
pocateéni podminka (x 0) = ( ) z € (0,L),
okrajovd podminka ur(0,t) = te€(0,7T),

uT(L t) =

Toto je problém, ktery jiz umime fesit (zadani viz. (12.10), FeSeni viz. (12.11)). Druhy problém je tvaru

rovnice % —a? Bafh =0 proxe (0,L),te (0,T),
pocateéni podminka ( 0) = z € (0,L),
okrajovd podminka ur(0,t) = ( ) te(0,T),

un (L, t) = p(t).

Tento problém jsme jiz také zkoumali (12.12). Z linearity tlohy je zfejmé, ze funkce u(z, t), ktera je souctem funkci
up(x,t) a ur(z,t), je FeSenim ptivodni ulohy (12.13).

13 Fourierova metoda pro resSeni vlnové rovnice na intervalu

Jde o problém tvaru

rovnice 8t2 — 02% =f proxze(0,L),te€(0,T7),
pocateéni podminky 1:, 0)=p(z), =xe€(0,L),

9u (10) = i(x) | (13.14)
okrajové podminky u(0,t) = £(t), te(0,T),

u(L,t) = p(t).

Pfirozené predpoklddame, ze L > 0, T > 0, a Ze f je funkce proménnych z a t.

Navod: Rozdélte tlohu na dvé dlohy, stejné jako jsme to udélali v pfipadé tlohy (12.13). Postup feSeni téchto
partikularnich iloh je principidlné stejny jako v pfipadé rovnice vedeni tepla, ktery jsme pravé dodiskutovali.
Moznéa bude cennéjsi (a jako prevence znechuceni z dalsich stranek ,stéle stejnych® vypoétu i zdravéjsi), kdyz se
pokusite cely proces si v pfipadé vlnové rovnice projit sami, nez kdybych jej zde metodou copy-and-paste-and-
modify naserviroval.



