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1.0 Navod k pouziti (nejen aplikované matematiky) (okraz)

Sylabus = obsah (plan) p FfednasSky [a orientaCni poCet
prednasSek vénovanych kapitole]
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© Funkce jedné realné proménné [2]
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© Neurcity integral a primitivni funkce [2]

© Aplikace diferencialniho a integralniho poctu [2.5]
© Urdity integral a jeho vypocet, aplikace [2]

- podrobnéji postupné na webu prednasejiciho

http://ww. karlin.nff.cuni.cz/~rokytalvyukal/
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Literatura
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© B. P. Démidovi¢: Shirka tloh a cvi¢eni z matematické
analyzy. Fragment, Praha, 2003.

© ... web pfednasejiciho: poznamky a prezentace.
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1.1 Vyroky a mnoziny

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, 0 némz ma smysl
fici, Ze plati (je pravdivé, ma pravdivostni hodnotu 1) nebo
Ze neplati (je nepravdivé, ma pravdivostni hodnotu 0).
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1.1 Vyroky a mnoziny

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, 0 némz ma smysl
fici, Ze plati (je pravdivé, ma pravdivostni hodnotu 1) nebo
Ze neplati (je nepravdivé, ma pravdivostni hodnotu 0).

Definice
Negaci —A vyroku A rozumime vyrok:

Neni pravda, Ze plati A.
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Konjunkci A&B vyrokl A a B nazveme vyrok:

Plati Ai B (A a zaroven B).
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Konjunkci A&B vyrokl A a B nazveme vyrok:
Plati Ai B (A a zaroven B).

Disjunkci A Vv B vyrokll A a B nazveme vyrok:
Plati A nebo B.




Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vyrok B.
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Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vyrok B.
zaver.

Vyroku A v implikaci se fika premisa , vyrok B se nazyva

DA



1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice
Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrok A, potom plati vyrok B.
Vyroku A v implikaci se fika premisa , vyrok B se nazyva
zaver.
Pokud je vyrok A = B pravdivy, pak fikame, ze "A je

posta ¢ujici podminkou pro platnost B" a "B je nutnou
podminkou pro platnost A".
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Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrok B.




1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice
Ekvivalenci A < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati vyrok B.

(Platnost vyroku) A je nutnou a posta Cujici podminkou
(platnosti vyroku) B.
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

VSe je mozno shrnout do nasledujici tabulky:

A B|l-AA&B |AVB|A=B|A<B
0O 0] 1 0 0 1 1
0O 1|1 0 1 1 0
1 0| O 0 1 0 0
1 1|0 1 1 1 1

M. Rokyta, KMA MFF UK
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Intuitivn é (bez pfesné definice) budeme pfijimat pojmy
mnozina (jako soubor objekt(),
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Intuitivn € (bez pfesné definice) budeme pfijimat pojmy
mnozina (jako soubor objekt(), byt prvkem mnoziny  ("x
je prvkem mnoziny M" piSeme: x € M) a
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Intuitivn € (bez pfesné definice) budeme pfijimat pojmy
mnoZina (jako soubor objekt{), byt prvkem mnoziny  ("x
je prvkem mnoziny M" piSeme: x € M) a nebyt prvkem
mnoziny ("x neni prvkem mnoziny M" piSeme: x ¢ M).
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Intuitivn € (bez pfesné definice) budeme pfijimat pojmy
mnoZina (jako soubor objekt{), byt prvkem mnoziny  ("x
je prvkem mnoziny M" piSeme: x € M) a nebyt prvkem
mnoziny ("X neni prvkem mnoZiny M" piSeme: x ¢ M).

Poznamka

Symboly N, Z, Q, R, C budou vyhrazeny pro mnoziny (po
fadé) pfirozenych, celych, racionalnich, realnych a
komplexnich Cisel.
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz
A(X1, X2, - - - Xm),

z néhoz vznikne vyrok dosazenim prvkl
X1 € My, ..., Xm € My, Z danych mnozin My, ..., Mp,.
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Nyni necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok

Pro vSechna x € M plati A(x).
zapisujeme ve tvaru:

VX € M A(x).

DA




1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice
Nyni necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok

Pro vSechna x € M plati A(x).

zapisujeme ve tvaru:
Vx € M : A(x).

Symbol ¥V nazyvame obecnym (velkym)
kvantifikatorem .
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Existuje x € M, pro které plati A(x).
zapisujeme ve tvaru:

Ix e M 1 A(x).

Nyni necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice
Nyni necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok

Existuje x € M, pro které plati A(x).
zapisujeme ve tvaru:

Ix eM: A(X).

Symbol 3 nazyvame existen ¢nim (malym )
kvantifikatorem .
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice
Nyni necht A(x), x € M, je vyrokova forma. Vyrok

Existuje x € M, pro které plati A(x).
zapisujeme ve tvaru:

Ix eM: A(X).

Symbol 3 nazyvame existen ¢nim (malym )
kvantifikatorem .

Pro obrat
"Existuje pravé jeden ..." Casto pouzivAme symbol 3!
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Poznamka

Pokud vyrok obsahuje nékolik po sobé jdoucich
kvantifikatort stejného typu, Ize jejich poradi libovolné
ménit, napfiklad nasledujici dva vyroky jsou ekvivalentni
pro jakoukoli vyrokovou formu V(x,y),x € M,y € N:
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Poznamka

Pokud vyrok obsahuje nékolik po sobé jdoucich
kvantifikatort stejného typu, Ize jejich poradi libovolné
ménit, napfiklad nasledujici dva vyroky jsou ekvivalentni
pro jakoukoli vyrokovou formu V(x,y),x € M,y € N:

Yx eMVy eN: V(x,y),
VWweNVVXeM: V(x,y).
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Poznamka

Pokud vyrok obsahuje nékolik po sobé jdoucich
kvantifikatort stejného typu, Ize jejich poradi libovolné
ménit, napfiklad nasledujici dva vyroky jsou ekvivalentni
pro jakoukoli vyrokovou formu V(x,y),x € M,y € N:

VX eMVWy eN: V(x,y),
VWweNVVXeM: V(x,y).

Priklad:
VX ERVYy eR: x24+y* >0,

VW eRVX eR: x2+y*>0.
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Pfi zaméné poradi kvantifikatort rlizného typu vSak novy
vyrok nemusi byt ekvivalentni s vyrokem plvodnim:

«0)>» «F»r « =)»
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Poznamka
Pfi zaméné poradi kvantifikatortl rlizného typu vSak novy
vyrok nemusi byt ekvivalentni s vyrokem plvodnim:

IXxeMVYy eN: V(x,y),
VweNIxeM: V(x,y),

nejsou ekvivalentni vyroky.
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Poznamka
Pfi zaméné poradi kvantifikatortl rlizného typu vSak novy
vyrok nemusi byt ekvivalentni s vyrokem plvodnim:

IXxeMVYy eN: V(x,y),
VweNIxeM: V(x,y),

nejsou ekvivalentni vyroky.

Priklad:

VeNdyeR:y>x,
dZyeRVeN:y>Xx.
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Plati:

«0O0>» «Fr <« « } .



Plati:

-(A&B)

Q>



Plati:

~(A&B) = —-AV-B

~(AVB) = -A&-B

Q>



Plati:

—|(A&B) = -AV-B
~(AVB) = -A&-B
~(A=B) = A&-B




Plati:

—|(A&B) = -AV-B
~(AVB) = -A&-B
~(A=B) = A&-B
—u(A<:>B) = (ﬁA&B)V(A&—lB)




1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Tvrzeni 1.1 (Negace slozenych vyrok)
Plati:

~(A&B) = -AV-B

~(AVB) = -A&-B

~(A=B) = A&-B

(A< B) = (-A&B)V (A& -B)
(VW eM: A(x)) = IxeM: -A(X)
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Tvrzeni 1.1 (Negace slozenych vyrok)

Plati:

-(A&B)
-(AVB)
ﬁ(A = B) =
-(A < B)
—(Yx € M : A(x))
—(3Ix € M : A(x))

M. Rokyta, KMA MFF UK

-AV -B

-A&—-B

A& -B

(-A&B)V (A& —B)
Ix € M : —A(x)

VX e M : —\A(X)
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Tvrzeni 1.1 (Negace slozenych vyrok)

Plati:

-(A&B
-(AVB
ﬁ(A =B
-(A<=B
—(Vx € M : A(x)

)
)
)
)
)
—(3Ix € M : A(x))

-AV -B

-A&—-B

A& -B

(-A&B)V (A& —B)
Ix € M : —A(x)

VX e M : —\A(X)

Priklad: UrCete, ktery z vyrokd je pravdivy:
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Tvrzeni 1.1 (Negace slozenych vyrok)

Plati:

-(A&B
-(AVB
ﬁ(A =B
-(A<=B
—(Vx € M : A(x)

)
)
)
)
)
—(3Ix € M : A(x))

-AV -B

-A&—-B

A& -B

(-A&B)V (A& —B)
Ix € M : —A(x)

VX e M : —\A(X)

Priklad: UrCete, ktery z vyrokd je pravdivy:
X ecRVWeRVZER: y?+22>x,

M. Rokyta, KMA MFF UK
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Tvrzeni 1.1 (Negace slozenych vyrok)

Plati:

-(A&B
-(AVB
ﬁ(A =B
-(A<=B
—(Vx € M : A(x)

)
)
)
)
)
—(3Ix € M : A(x))

-AV -B

-A&—-B

A& -B

(-A&B)V (A& —B)
Ix € M : —A(x)

VX e M : —\A(X)

Priklad: UrCete, ktery z vyrokd je pravdivy:
X ecRVWeRVZER: y?+22>x,
VxeR3Iy eRIZeR: y2+2%2<x.

M. Rokyta, KMA MFF UK

1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice

m Rekneme, Ze mnoZina A je ¢asti mnoziny B (nebo A
je podmnozinou B), jestlize kazdy prvek mnoziny A
je rovnéz prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikame
inkluze a znacCime A C B.
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1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice

m Rekneme, Ze mnoZina A je ¢asti mnoziny B (nebo A
je podmnozinou B), jestlize kazdy prvek mnoziny A
je rovnéz prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikame
inkluze a znacCime A C B.

m Dvé mnoziny jsou si rovny (A = B), jestlize maiji
stejné prvky.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice

m Rekneme, Ze mnoZina A je ¢asti mnoziny B (nebo A
je podmnozinou B), jestlize kazdy prvek mnoziny A
je rovnéz prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikame
inkluze a znacCime A C B.

m Dvé mnoziny jsou si rovny (A = B), jestlize maiji
stejné prvky.

m Prazdnou mnoZzZinou nazveme mnoZzinu, ktera
neobsahuje Zadny prvek. Oznacime ji symbolem 0.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice

m Rekneme, Ze mnoZina A je ¢asti mnoziny B (nebo A
je podmnozinou B), jestlize kazdy prvek mnoziny A
je rovnéz prvkem mnoziny B. Tomuto vztahu fikame
inkluze a znacCime A C B.

m Dvé mnoziny jsou si rovny (A = B), jestlize maiji
stejné prvky.

m Prdzdnou mnozinou nazveme mnozinu, ktera
neobsahuje Zadny prvek. Oznacime ji symbolem 0.

Poznamka
Pro libovolné dvé mnoZiny A, B plati:

A=B < (ACB)&(BCA).
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Necht | je neprdzdnd mnozina a A, je mnoZzina pro kazdé
a el

«0)>» «F»r « =)»

DA




1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice (mnozinové operace)

Necht' | je neprazdna mnozina a A, je mnoZina pro kazdé
ael.

m Definujeme sjednoceni | J,, A, jako mnozinu vSech
prvka, které patii alespon do jedné z mnozin A,,.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice (mnozinové operace)
Necht' | je neprazdna mnozina a A, je mnoZina pro kazdé
ael.
m Definujeme sjednoceni | J,, A, jako mnozinu vSech
prvka, které patii alespon do jedné z mnozin A,,.
m Definujeme prinik (N, A. jako mnozinu prvki, které
nalezi do kazdé z mnozin A,.
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m Maji-li dvé mnoziny prazdny prinik, fekneme o nich,
Ze jsou disjunktni .

«0)>» «F»r « =)»

DA




1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice
m Maji-li dvé mnoziny prazdny préinik, fekneme o nich,
Ze jsou disjunktni .
m Rozdilem mnozin A a B (znaCime A\ B) nazveme
mnozinu prvk{, které patii do mnoziny A a nepatii do
mnoziny B.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Definice

m Maji-li dvé mnoziny prazdny préinik, fekneme o nich,
Ze jsou disjunktni .

m Rozdilem mnozin A a B (znaCime A\ B) nazveme
mnozinu prvk{, které patii do mnoziny A a nepatii do
mnoziny B.

m Kartézskym sou €inem mnozZin A4, ..., A, nazveme
mnoZinu vSech usporadanych n-tic

A1 X Ay X -+ X Ap
={[a1,az,...,an]; a1 € Aq,...,an € Ap}.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




Necht | je neprdzdna mnozina, X, A, (o € 1) jsou
mnoziny.

«0)>» «F»r « =)»

DA




Necht | je neprdzdna mnozina, X, A, (o € 1) jsou
mnoziny. Pak plati

acl

X\ A = X\ Au),

a€l

DA




1.1 Vyroky a mnoziny (okrat)

Véta 1.2 (de Morganova pravidla)

Necht | je neprdzdna mnozina, X, A, (o € 1) jsou
mnoziny. Pak plati

X\ JAs = X\ Ad),

X\ (A =X\ Ad).
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Necht X a 'Y jsou mnoziny.

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA




Necht X a 'Y jsou mnoziny. Je-li kazdému prvku x € X
pfifazen nejvySe jeden prvek z Y,




Necht X a 'Y jsou mnoziny. Je-li kazdému prvku x € X
prifazen nejvySe jeden prvek z Y, fekneme, Ze je
definovano zobrazeniz X do Y.

«0)>» «F»r « =)»

DA




1.2 Zobrazeni

Definice

Necht X a'Y jsou mnoziny. Je-li kazdému prvku x € X
pfifazen nejvySe jeden prvek z Y, fekneme, Ze je
definovano zobrazeniz X do Y. PiSemef : X — Y
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1.2 Zobrazeni

Definice

Necht X a'Y jsou mnoziny. Je-li kazdému prvku x € X
pfifazen nejvySe jeden prvek z Y, fekneme, Ze je
definovano zobrazeniz X do Y. PiSemef: X — Y a
fx) =y,
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1.2 Zobrazeni

Definice

Necht X a'Y jsou mnoziny. Je-li kazdému prvku x € X
pfifazen nejvySe jeden prvek z Y, fekneme, Ze je
definovano zobrazeniz X do Y. PiSemef: X — Y a
f(x) =y, pfipadné f : x — .

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




1.2 Zobrazeni

Definice

Necht X a'Y jsou mnoziny. Je-li kazdému prvku x € X
pfifazen nejvySe jeden prvek z Y, fekneme, Ze je
definovano zobrazeniz X do Y. PiSemef: X — Y a
f(x) =y, pfipadné f : x — y. MnoZinu

D(f) := {x € X, dy € Y,f(x) =y} nazyvame defini ¢nim
oborem zobrazeni f.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




Necht X,Y jsou neprazdné mnozinyaf: X — Y.

«0)>» «F»r « =)»

DA



1.2 Zobrazeni (okras,)

Definice
Necht X,Y jsou neprazdné mnoziny af : X — Y.

m Obrazem mnoZiny A C X pfi zobrazeni f se nazyva
mnozina
f(A) = {f(x); x € A}.
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1.2 Zobrazeni (okras,)

Definice
Necht X,Y jsou neprazdné mnoziny af : X — Y.

m Obrazem mnoZiny A C X pfi zobrazeni f se nazyva
mnozina
f(A) = {f(x); x € A}.

m Je-li A = D(f) definicnim oborem zobrazeni
f: X — Y, nazyvame mnoZzinu f(A) oborem hodnot
zobrazeni f. (Znacime R(f) nebo H(f).)
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1.2 Zobrazeni (okras,)

Definice
Necht X,Y jsou neprazdné mnoziny af : X — Y.

m Obrazem mnoZiny A C X pfi zobrazeni f se nazyva
mnozina
f(A) = {f(x); x € A}.

m Je-li A = D(f) definicnim oborem zobrazeni
f: X — Y, nazyvame mnoZzinu f(A) oborem hodnot
zobrazeni f. (Znacime R(f) nebo H(f).)

m Vzorem mnoziny B C Y pfi zobrazeni f nazveme
mnozinu

f_1(B) = {x € X; f(x) € B}

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



Necht X, Y jsou mnoziny af: X — Y.

DA




Necht X, Y jsou mnoziny af: X — Y.

m Zobrazeni f je prosté (injektivni) na A C X, jestlize

VX1, X2 € A1 Xy # X = T(X1) # f(X2).

DA




1.2 Zobrazeni (okras,)

Definice
Necht X, Y jsou mnozinyaf : X — Y.

m Zobrazeni f je prosté (injektivni) na A C X, jestlize

VX1, X2 € A1 Xy # X = T(X1) # f(X2).

m Zobrazeni f je zobrazenim mnoZiny A C X "na"
mnozinu Y (f je surjektivni) , jestlize f(A) =Y.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




1.2 Zobrazeni (okras,)

Definice
Necht X, Y jsou mnozinyaf : X — Y.

m Zobrazeni f je prosté (injektivni) na A C X, jestlize

VX1, X2 € A1 Xy # X = T(X1) # f(X2).

m Zobrazeni f je zobrazenim mnoZiny A C X "na"
mnozinu Y (f je surjektivni) , jestlize f(A) =Y.

m Rekneme, Ze f je bijekce A na Y, jestlize f je prosté a
nay.

ot

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



Necht f : A — Y je prosté, f(A) = B. Pak zobrazeni
f-1:B—A




Necht f : A — Y je prosté, f(A) = B. Pak zobrazeni
f~1:B — A definované predpisem f~1(y) = x, kde
yef(A)af(x) =y,




1.2 Zobrazeni (okras,)

Definice

Necht f : A— Y je prosté, f(A) = B. Pak zobrazeni
f~1:B — A definované predpisem f~1(y) = x, kde

y € f(A) af(x) =y, nazyvame inverznim zobrazenim k
zobrazeni f.
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1.2 Zobrazeni (okras,)

Definice

Necht f : A— Y je prosté, f(A) = B. Pak zobrazeni
f~1:B — A definované predpisem f~1(y) = x, kde

y € f(A) af(x) =y, nazyvame inverznim zobrazenim k
zobrazeni f.

Definice

Necht f : X — Y je zobrazeni, A C X. Zobrazeni
fl, : A— Y takové ze
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1.2 Zobrazeni (okras,)

Definice

Necht f : A— Y je prosté, f(A) = B. Pak zobrazeni
f~1:B — A definované predpisem f~1(y) = x, kde

y € f(A) af(x) =y, nazyvame inverznim zobrazenim k
zobrazeni f.

Definice

Necht f : X — Y je zobrazeni, A C X. Zobrazeni
flo,: A—Y takové Ze f|, (x) =f(x) ¥x € A

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.2 Zobrazeni (okras,)

Definice

Necht f : A— Y je prosté, f(A) = B. Pak zobrazeni
f~1:B — A definované predpisem f~1(y) = x, kde

y € f(A) af(x) =y, nazyvame inverznim zobrazenim k
zobrazeni f.

Definice

Necht f : X — Y je zobrazeni, A C X. Zobrazeni
fl,: A— Y takové Ze f|, (x) = f(x) Vx € A nazyvame
zUuzenim (restrikci) zobrazeni f na mnozinu A.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



Necht f : X — Y ag:Y — Z jsou dvé zobrazeni.

DA




1.2 Zobrazeni (okras,)

Definice

Nechtf: X — Y ag:Y — Z jsou dvé zobrazeni.
Symbolem g o f ozna€ime zobrazeni z mnoziny X do
mnoziny Z definované predpisem

(g of)(x) = g(f(x)).
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1.2 Zobrazeni (okras,)

Definice

Nechtf: X — Y ag:Y — Z jsou dvé zobrazeni.
Symbolem g o f ozna€ime zobrazeni z mnoziny X do
mnoziny Z definované predpisem

(g of)(x) = g(f(x)).

Takto definované zobrazeni se nazyva sloZzenym
zobrazenim zobrazeni f a g, pfiCemz f je vnit fni
zobrazeni a g je vnéjSi zobrazeni.
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Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:
Moznost I

N (intuitivné nebo z teorie mnozin)

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:
Moznost I

N (intuitivné nebo z teorie mnozin) — 7Z

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:
Moznost I

N (intuitivné nebo z teorie mnozin) — Z — Q

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:
Moznost I

N (intuitivné nebo z teorie mnozin) — 7Z — Q — R

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



1.3 Reélna cisla

Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:
Moznost I:

N (intuitivné nebo z teorie mnozin) — 7Z — Q — R

Moznost II:

R (axiomaticky)

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.3 Reélna cisla

Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:
Moznost I:

N (intuitivné nebo z teorie mnozin) — 7Z — Q — R

Moznost II:

R (axiomaticky) — N

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.3 Reélna cisla

Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:
Moznost I:

N (intuitivné nebo z teorie mnozin) — 7Z — Q — R

Moznost II:

R (axiomaticky) — N — Z

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.3 Reélna cisla

Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:
Moznost I:

N (intuitivné nebo z teorie mnozin) — 7Z — Q — R

Moznost II:

R (axiomaticky) — N — Z — Q

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.3 Reélna cisla

Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:
Moznost I:

N (intuitivné nebo z teorie mnozin) — 7Z — Q — R

Moznost II:

R (axiomaticky) — N — Z — Q

Ad I: Krok Q@ — R obtizny (napf. tzv. Dedekindovy fezy)
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1.3 Reélna cisla

Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:
Moznost I:

N (intuitivné nebo z teorie mnozin) — 7Z — Q — R

Moznost II:

R (axiomaticky) — N — Z — Q

Ad I: Krok Q — R obtizny (napf. tzv. Dedekindovy fezy)
Ad II: Krok R — N nap¥. pomoci pojmu tzv. induktivni
mnoziny.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.3 Reélna cisla

Vybudovani €iselnych mnozin - nékolik moznosti:
Moznost I:

N (intuitivné nebo z teorie mnozin) — 7Z — Q — R

Moznost II:

R (axiomaticky) — N — Z — Q

Ad I: Krok Q — R obtizny (napf. tzv. Dedekindovy fezy)
Ad II: Krok R — N nap¥. pomoci pojmu tzv. induktivni
mnoziny.

V obou mozZnostech na zavér nasleduje krok R — C.
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Ad II: MnoZinu realnych Cisel R Ize definovat jako
mnozinu, na nizZ jsou definovany operace scitani a
nasobeni , které budeme znacit obvyklym zplisobem, a
relace uspo fadani (<), pricemz jsou splnény nasledujici
tfi skupiny vlastnosti.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Ad II: MnoZinu realnych Cisel R Ize definovat jako
mnozinu, na nizZ jsou definovany operace scitani a
nasobeni , které budeme znacit obvyklym zplisobem, a
relace uspo fadani (<), pricemz jsou splnény nasledujici
tfi skupiny vlastnosti.

I. Vlastnosti s€itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Ad II: MnoZinu realnych Cisel R Ize definovat jako
mnozinu, na nizZ jsou definovany operace scitani a
nasobeni , které budeme znacit obvyklym zplisobem, a
relace uspo fadani (<), pricemz jsou splnény nasledujici
tfi skupiny vlastnosti.
I. Vlastnosti s€itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah
Il. Vztah uspofadani a operaci scitani a nasobeni
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Ad II: MnoZinu realnych Cisel R Ize definovat jako
mnozinu, na nizZ jsou definovany operace scitani a
nasobeni , které budeme znacit obvyklym zplisobem, a
relace uspo fadani (<), pricemz jsou splnény nasledujici
tfi skupiny vlastnosti.
I. Vlastnosti s€itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah
Il. Vztah uspofadani a operaci scitani a nasobeni
[ll. Axiom o supremu

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



vztah

I. Vlastnosti s Citani a nasobeni a jejich vzajemny

s&itanf),

mYX,y,ZzeR: x+(y+2z)=(X+y)+z (asociativita

«40>» «4F>» «=)r « =)




1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

l. Vlastnosti s Citani a nasobeni a jejich vzajemny
vztah

BVYX,y,zeR: x+(y+2z)=(x+Y)+z (asociativita
scCitani),
mVYX,y e R: x+y =y +x (komutativita s €itani),

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

l. Vlastnosti s Citani a nasobeni a jejich vzajemny
vztah

BVYX,y,zeR: x+(y+2z)=(x+Y)+z (asociativita
scCitani),
mVYX,y e R: x+y =y +x (komutativita s €itani),

BIwecRVYXeR: w+x=x (prvek w je uren
jednoznacne, znacime ho 0 a fikame mu nulovy
prvek),

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

l. Vlastnosti s Citani a nasobeni a jejich vzajemny
vztah

BVYX,y,zeR: x+(y+2z)=(x+Y)+z (asociativita
scCitani),

mVYX,y e R: x+y =y +x (komutativita s €itani),

BIwecRVYXeR: w+x=x (prvek w je uren
jednoznacne, znacime ho 0 a fikame mu nulovy
prvek),

mVYX e RJIzeR: x+2z=0(zjetzv. opacné Cislo k
Cislu x, je ur€eno jednoznacné a znacime ho —x),
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mVYX,y,zeR: x-(y-z)=(x-y)-z (asociativita
nasobeni ),




mVYX,y,zeR: x-(y-z)=(x-y)-z (asociativita
nasobeni ),

mVX,y € R: x-y =y -x (komutativita ndsobeni ),

» A« »r <
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

mYX,y,ZzeR: x-(y-z)=(X-Y)-z (asociativita
nasobeni ),

mVYX,y € R: x-y =y -x (komutativita ndsobeni ),

mdveR\{0}VxeR: v -x=x(prvekv je urCen
jednoznacne, znacime ho 1 a fikame mu jednotkovy
prvek),
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

mYX,y,ZzeR: x-(y-z)=(X-Y)-z (asociativita
nasobeni ),

mVYX,y € R: x-y =y -x (komutativita ndsobeni ),

mdveR\{0}VxeR: v -x=x(prvekv je urCen
jednoznacne, znacime ho 1 a fikame mu jednotkovy
prvek),

mVYx eR\{0}dy e R: x-y =1 (prveky je urCen
jednoznacné a znacime ho x ! nebo 3),
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

mYX,y,ZzeR: x-(y-z)=(X-Y)-z (asociativita
nasobeni ),

mVYX,y € R: x-y =y -x (komutativita ndsobeni ),

mdveR\{0}VxeR: v -x=x(prvekv je urCen
jednoznacne, znacime ho 1 a fikame mu jednotkovy
prvek),

mVYx eR\{0}dy e R: x-y =1 (prveky je urCen
jednoznacné a znacime ho x ! nebo 3),
mVYX,y,zeR: (X+Yy)-Zz=x-z+Y -z (distributivita ).
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Il. Vztah uspo fadani a operaci s €itani a nasobeni

mYX,y,zeR: (X <y &y <z)= x <z (tranzitivita ),

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Il. Vztah uspo fadani a operaci s citani a nasobeni
BYX,y,zeR: (x <y &y <z)= x <z (tranzitivita ),

BYX,yeR: Xx<y&y<Xx)=x=y (slaba
antisymetrie ),
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Il. Vztah uspo fadani a operaci s citani a nasobeni
BYX,y,zeR: (x <y &y <z)= x <z (tranzitivita ),
BYX,yeR: Xx<y&y<Xx)=x=y (slaba

antisymetrie ),
BVYX,yecR: x<yvy <X,
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Il. Vztah uspo fadani a operaci s citani a nasobeni
BYX,y,zeR: (x <y &y <z)= x <z (tranzitivita ),
BYX,yeR: Xx<y&y<Xx)=x=y (slaba

antisymetrie ),
BVYX,yecR: x<yvy <X,
BYX,Yy,ZeR: Xx<y=x+z<y+2z,
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Il. Vztah uspo fadani a operaci s citani a nasobeni
BYX,y,zeR: (x <y &y <z)= x <z (tranzitivita ),
BYX,yeR: Xx<y&y<Xx)=x=y (slaba

antisymetrie ),
mBYX,ycR: x<yvVvy <X,
BYX,Yy,ZeR: Xx<y=x+z<y+2z,
mYX,ycER: (0<x&0<y)=0<x"-y.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



m Oznaceni x >y znamena totéz coy < Xx.
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m Oznaceni x >y znamena totéz coy < x. Symbolem
(tzv. ostra nerovnost ).

X <y budeme znacit situaci, kdy x <y, ale x #y

«0)>» «F»r « =)»

DA




1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Oznaceni

m OznaCeni x >y znamend totéZ co y < x. Symbolem
X <y budeme znacit situaci, kdy x <y, ale x #y
(tzv. ostra nerovnost ).

m Realna Cisla, pro néz x > 0 (resp. x < 0), budeme
nazyvat kladnymi (resp. zapornymi ).
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Oznaceni

m OznaCeni x >y znamend totéZ co y < x. Symbolem
X <y budeme znacit situaci, kdy x <y, ale x #y
(tzv. ostra nerovnost ).

m Realna Cisla, pro néz x > 0 (resp. x < 0), budeme
nazyvat kladnymi (resp. zapornymi ).

m Readlna Cisla, pro néz x > 0 (resp. x < 0), budeme
nazyvat nezapornymi (resp. nekladnymi ).
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Definice

m Rekneme, Ze mnoZina M C R je omezena zdola ,
jestlize existuje Cislo a € R takové, Ze pro kazdé
X € M plati x > a.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Definice

m Rekneme, Ze mnoZina M C R je omezena zdola ,
jestlize existuje Cislo a € R takové, Ze pro kazdé
X € M plati x > a.
Takoveé Cislo a se nazyva dolni zavorou mnoziny M.
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Definice

m Rekneme, Ze mnoZina M C R je omezena zdola ,
jestlize existuje Cislo a € R takové, Ze pro kazdé
X € M plati x > a.
Takoveé Cislo a se nazyva dolni zavorou mnoziny M.
m Analogicky definujeme pojmy mnozina omezena
shora a horni zavora .
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Definice

m Rekneme, Ze mnoZina M C R je omezena zdola ,

jestlize existuje Cislo a € R takové, Ze pro kazdé
X € M plati x > a.

Takoveé Cislo a se nazyva dolni zavorou mnoziny M.

m Analogicky definujeme pojmy mnozina omezena
shora a horni zavora .

m Rekneme, e mnoZina M C R je omezena, je-li
omezena shora i zdola.
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Proa < b, a,b € R, piSeme:
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Proa < b, a,b € R, piSeme:
m(ab)={xeR;a<x<b},

DA




Proa < b, a,b € R, piSeme:
m(ab)={xeR;a<x<b},

m (a,b)={xeR;a<x<b},

DA




Proa < b, a,b € R, piSeme:
m(ab)={xeR;a<x<b},
m (a,b)={xeR;a<x<b},
m(ab)={xeR;a<x<b},




1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Oznaceni (Omezené intervaly)
Proa < b, a,b € R, piSeme:
m(ab)={xeR;a<x<b},
m (a,b)={xeR;a<x<b},
m(ab):={xeR;a<x <b},
m(a,b):={xeR;a<x <b}.

)
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Oznaceni (Omezené intervaly)
Proa < b, a,b € R, piSeme:
m(ab)={xeR;a<x<b},
m (a,b):={xeR;a<x<b},
m(a,b)={xeR;a<x<b},
m (ab):={xeR;a<x<b} .
Uvedené mnoziny nazyvame po fadé otevfeny interval ,

zleva uzav feny interval , zprava uzav feny interval a
uzavrieny interval .
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Oznaceni (Omezené intervaly)
Proa < b, a,b € R, piSeme:
m(ab)={xeR;a<x<b},
m (a,b):={xeR;a<x<b},
m(a,b):={xeR;a<x<b},
m (ab):={xeR;a<x<b} .
Uvedené mnoziny nazyvame po fadé otevfeny interval ,
zleva uzav feny interval , zprava uzav feny interval a
uzavreny interval . VSechny tyto intervaly jsou omezené.
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Oznaceni (Omezené intervaly)
Proa < b, a,b € R, piSeme:
m(ab)={xeR;a<x<b},
m (a,b):={xeR;a<x<b},
m(a,b)={xeR;a<x<b},
m (ab):={xeR;a<x<b} .
Uvedené mnoziny nazyvame po fadé otevfeny interval ,
zleva uzav feny interval , zprava uzav feny interval a

uzavrieny interval . VSechny tyto intervaly jsou omezené.
Nékdy pouzivame také znaceni (a,a) = 0,
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Oznaceni (Omezené intervaly)
Proa < b, a,b € R, piSeme:
m(ab)={xeR;a<x<b},
m (a,b):={xeR;a<x<b},
m(a,b)={xeR;a<x<b},
m (ab):={xeR;a<x<b} .
Uvedené mnoziny nazyvame po fadé otevfeny interval ,
zleva uzav feny interval , zprava uzav feny interval a

uzavrieny interval . VSechny tyto intervaly jsou omezené.
Nékdy pouzivame také znacCeni (a,a) = 0, (a,b) = {a}.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




Pro a € R, piSeme:

«O> «Fr «=»

it
v

o>




Pro a € R, piSeme:
m(—o0,a)={xeR;x<a},




Pro a € R, piSeme:
m(—o0,a)={xeR;x<a},
m(—0,a):={xeR;x<a},




Pro a € R, piSeme:
m(—o0,a)={xeR;x<a},

m(—0,a):={xeR;x<a},
m(a00)={XeR;x>a},

DA




Pro a € R, piSeme:
m(—o0,a)={xeR;x<a},

m(—0,a):={xeR;x<a},
m(a00)={XeR;x>a},

m(a+o0):={xeR;x>a}.

DA




Pro a € R, piSeme:
m(—cc,a):={xeR;x<a},
m(—c0,a):={xeR;x<a},
m(a,00):={xcR;x>a},
m(a,t+oc):={xeR;x>a}.
B (—oo0,+00) =R

DA




1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Oznaceni (Neomezené intervaly)

Pro a € R, piSeme:
m(—o0,a)={xeR;x<a},
m(—0,a):={xeR;x<a},
m(a,o0)={XeR;x>a},
m(a,+o0):={xeR;x>a}.

W (—o0,+00) =R
VSechny tyto intervaly jsou heomezené .
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Necht M c R. Rekneme, Ze a je nejv &tsi prvek
(maximum ) mnoziny M, jestlize a je horni zavorou
mnoziny M a pfitom a € M.
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Definice

Necht M c R. Rekneme, Ze a je nejv &tsi prvek
(maximum ) mnoziny M, jestliZze a je horni zavorou
mnoziny M a pfitom a € M. Analogicky definujeme
nejmensi prvek (minimum ) M.
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Definice

Necht M c R. Rekneme, Ze a je nejv &tsi prvek
(maximum ) mnoziny M, jestliZze a je horni zavorou
mnoziny M a pfitom a € M. Analogicky definujeme
nejmensi prvek (minimum ) M. Maximum a minimum
jsou urCeny jednoznacné (pokud existuji) a znacime je
maxM a min M.
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Definice

Necht M c R. Rekneme, Ze a je nejv &tsi prvek
(maximum ) mnoziny M, jestliZze a je horni zavorou
mnoziny M a pfitom a € M. Analogicky definujeme
nejmensi prvek (minimum ) M. Maximum a minimum
jsou urCeny jednoznacné (pokud existuji) a znacime je
maxM a min M.

Minimum a maximum dané mnoziny realnych Cisel
nemusi existovat:
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Definice

Necht M c R. Rekneme, Ze a je nejv &tsi prvek
(maximum ) mnoziny M, jestliZze a je horni zavorou
mnoziny M a pfitom a € M. Analogicky definujeme
nejmensi prvek (minimum ) M. Maximum a minimum
jsou urCeny jednoznacné (pokud existuji) a znacime je
maxM a min M.

Minimum a maximum dané mnoziny realnych Cisel
nemusi existovat: (0, 1).

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




Necht M c R. Cislo G e R splfiujici
mYXxeM: x <G,

mVG' eR G <GIxeM: x>GC,
nazyvame supremem mnoziny M.

DA




1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Definice
Necht M c R. Cislo G € R spliiujici

mYXxXeM: x <G,
mVG' eR G <GIxeM: x>GC,

nazyvame supremem mnoziny M.

Poznamka

Necht M C R. Ma-li mnoZina M supremum, je toto ur¢eno
jednoznacné a znacime jej sup M.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




Ill. Axiom suprema

m Kazdé nepradzdna shora omezena podmnozina R ma
supremum.
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Necht M c R. Cislo g € R splfujici
mYxXeM: x>gqg,

mVYg' eR, g>gxXeM: x<¢g,
nazyvame infimem mnoziny M.

DA




1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Definice

Necht M c R. Cislo g € R splfiujici
mBVYxeM: x>qg,
mYg' eR, g>gIxeM: x<dg,

nazyvame infimem mnoziny M.

Poznamka

Necht M C R. Ma-li mnoZina M infimum, je toto ur€eno
jednoznacné a znacime jej inf M.
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existuje infimum mnoziny M.

Necht M C R je neprazdna zdola omezena mnoZzina. Pak
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existuje infimum mnoziny M.

mnozinu,

Necht M C R je neprazdna zdola omezena mnoZzina. Pak

m Klademe supM := +oo pro shora neomezenou
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Véta 1.3

Necht M C R je neprazdna zdola omezena mnozina. Pak
existuje infimum mnoziny M.

Poznamka
m Klademe sup M := +oco pro shora neomezenou
mnozinu, a infM := —oo pro zdola neomezenou
mnozinu.
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Véta 1.3

Necht M C R je neprazdna zdola omezena mnozina. Pak
existuje infimum mnoziny M.

Poznamka
m Klademe sup M := +oco pro shora neomezenou
mnozinu, a infM := —oo pro zdola neomezenou
mnozinu.

m Klademe sup () :=
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Véta 1.3

Necht M C R je neprazdna zdola omezena mnozina. Pak
existuje infimum mnoziny M.

Poznamka
m Klademe sup M := +oco pro shora neomezenou
mnozinu, a infM := —oo pro zdola neomezenou
mnoZzinu.
m Klademe sup ) := — oo ainff) :=

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Véta 1.3

Necht M C R je neprazdna zdola omezena mnozina. Pak
existuje infimum mnoziny M.

Poznamka
m Klademe sup M := +oco pro shora neomezenou
mnozinu, a infM := —oo pro zdola neomezenou
mnoZzinu.
m Klademe sup® := — oo ainff) := + oc.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Véta 1.4 (Zakladni nerovnosti mezi realnymi Cisly)

© Prokazdé x € R, x > —2 a pro kazdé n € N plati tzv.
Bernoulliho nerovnost

(1+x)">1+nx.
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Véta 1.4 (Zakladni nerovnosti mezi realnymi Cisly)

© Prokazdé x € R, x > —2 a pro kazdé n € N plati tzv.
Bernoulliho nerovnost

(1+x)">1+nx.

@ Pro vSechnarealna ¢isla a, ..., an, by, ..., b, plati
tzv. Cauchy-Schwarzova nerovnost

(i a,-b,-)z < iajz . ibjz'
=1 j=1 j=1
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1.3 Reélna Cisla (pokrat.)

Véta 1.4 (Zakladni nerovnosti mezi realnymi Cisly)

© Prokazdé x € R, x > —2 a pro kazdé n € N plati tzv.
Bernoulliho nerovnost

(1+x)">1+nx.

@ Pro vSechnarealna ¢isla a, ..., an, by, ..., b, plati
tzv. Cauchy-Schwarzova nerovnost

(i a,-b,-)z < iajz . ibjz'
=1 j=1 j=1

© Pro vSechna nezaporna reélna Cisla ay, . . ., a, plati
tzv. A-G (aritmeticko-geometricka) nerovnost

ap+---+a
;Z‘n/al...an'

n
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MnoZinu komplexnich Cisel C definujeme takto:

C={a+bi;a,b c R} kdei?=

-1.
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1.4 Komplexni Cisla

Mnozinu komplexnich Cisel C definujeme takto:
C={a+bi;a,b € R} kdei?=-1.

Necht x = a+ bi € C. Prvek a nazyvame realnou Casti
X, prvek b nazyvame imaginarni Casti x.
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1.4 Komplexni Cisla

Mnozinu komplexnich Cisel C definujeme takto:
C={a+bi;a,b € R} kdei?=-1.

Necht x = a+ bi € C. Prvek a nazyvame realnou Casti
X, prvek b nazyvame imaginarni Casti x.

Absolutni hodnotou komplexniho Cisla x = a + bi
rozumime Cislo|x| = va? + b2.
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1.4 Komplexni Cisla

Mnozinu komplexnich Cisel C definujeme takto:
C={a+bi;a,b € R} kdei?=-1.

Necht x = a+ bi € C. Prvek a nazyvame realnou Casti
X, prvek b nazyvame imaginarni Casti x.

Absolutni hodnotou komplexniho Cisla x = a + bi
rozumime Cislo|x| = va? + b2.

Na C definujeme obvyklym zplsobem scitani, od¢itani a
nasobeni komplexnich Cisel:

(a+bi)+(c+di)=(axc)+i(c+d)
(a+ bi)(c +di) = (ac —bd) +i(ad + bc).
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Komplexn & sdruzenym cislem k x = a + bi rozumime
C¢islo X = a — bi;
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Komplexn & sdruzenym cislem k x = a + bi rozumime
Cislo X = a — bi; Plati x X = [x|? € R,
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1.4 Komplexni Cisla

Komplexn € sdruzenym cislem k x = a + bi rozumime
Cislo X = a — bi; Plati x X = |x|? € R, s pomoci ¢ehoz Ize
déleni komplexnich Cisel pfevést na ndsobeni:
a+bi (a+bi)(c—di) 1 . ,
crdi  (crd)c_d) cZigzatPhilc—di
~ac+bd .bc-—ad
- c2+d?2 ! c2+d?’
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a

m Rikdme, Ze mnoZiny A, B maji stejnou mohutnost
piSeme A ~ B, jestliZze existuje bijekce A na B.

«0)>» «F»r « =)»




1.5 Mohutnost mnozin

Definice

m Rikdme, Ze mnoZiny A, B maji stejnou mohutnost a
piSeme A = B, jestlize existuje bijekce A na B.

m Rikdme, Ze mnoZina A m& mohutnost mensi nebo
rovnou mohutnosti mnoziny B a piSeme A < B,
jestlize existuje prosté zobrazeni A do B.
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1.5 Mohutnost mnozin

Definice

m Rikdme, Ze mnoZiny A, B maji stejnou mohutnost
piSeme A = B, jestlize existuje bijekce A na B.

m Rikdme, Ze mnoZina A m& mohutnost mensi nebo
rovnou mohutnosti mnoziny B a piSeme A < B,
jestlize existuje prosté zobrazeni A do B.

m Symbol A < B znaci situaci, kdy A < B a neplati
A~ B.
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Rekneme, e mnoZina A je kone &n4, jestlize je bud'
A = () nebo existuje n € N takové, Ze plati A~ {1,...,n}.
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1.5 Mohutnost mnozin pokraz,)

Definice

Rekneme, e mnoZina A je kone &n4, jestlize je bud'
A = () nebo existuje n € N takove, Ze plati A ~ {1,...,n}.
Rekneme, Ze mnoZina A je spo Cetna, jestlize plati A ~ N.
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1.5 Mohutnost mnozin pokraz,)

Definice

Rekneme, e mnoZina A je kone &n4, jestlize je bud'

A = () nebo existuje n € N takové, Ze plati A =~ {1,...,n}.
Rekneme, Ze mnoZina A je spo ¢etna, jestlize plati A ~ N.
Rekneme, Ze mnoZzina A je nespo &etnd, jestlize A neni
ani kone€na ani spocetna.
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1.5 Mohutnost mnozin pokraz,)

Definice

Rekneme, e mnoZina A je kone &n4, jestlize je bud'

A = () nebo existuje n € N takové, Ze plati A =~ {1,...,n}.
Rekneme, Ze mnoZina A je spo ¢etna, jestlize plati A ~ N.
Rekneme, Ze mnoZzina A je nespo &etnd, jestlize A neni
ani kone€na ani spocetna.

Tvrzeni 1.5

Mnoziny N, Z, Q jsou spocetné, mnoziny R, C jsou
nespocetné.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity

Definice

Necht A je neprazdna mnoZzina. Zobrazeni pfifazujici
kazdému pfirozenému Cislu n prvek a, z mnoziny A
nazyvame posloupnost prvkdl mnoziny  A. Prvek a,
nazveme n-tym clenem této posloupnosti. ZnaCime

{an}nds.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity

Definice

Necht A je neprazdna mnoZzina. Zobrazeni pfifazujici
kazdému pfirozenému Cislu n prvek a, z mnoziny A
nazyvame posloupnost prvkdl mnoziny  A. Prvek a,
nazveme n-tym clenem této posloupnosti. ZnaCime

{an}nds.

Priklad. Posloupnosti zadané
m explicitné: a, := (1 +1/n)";
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1.6 Posloupnosti a jejich limity

Definice

Necht A je neprazdna mnoZzina. Zobrazeni pfifazujici
kazdému pfirozenému Cislu n prvek a, z mnoziny A
nazyvame posloupnost prvkdl mnoziny  A. Prvek a,
nazveme n-tym clenem této posloupnosti. ZnaCime

{an}nds.

Priklad. Posloupnosti zadané
m explicitné: a, :== (1 +1/n)";
m popisem: a, := n-té prvocislo;
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1.6 Posloupnosti a jejich limity

Definice

Necht A je neprazdna mnoZzina. Zobrazeni pfifazujici
kazdému pfirozenému Cislu n prvek a, z mnoziny A
nazyvame posloupnost prvkdl mnoziny  A. Prvek a,
nazveme n-tym clenem této posloupnosti. ZnaCime

{annls-
Priklad. Posloupnosti zadané
m explicitné: a, := (1 +1/n)";
m popisem: a, := n-té prvocislo;
m rekurentné: a; = a; ;= 1, apy2 ;= an 1 +an VN € N.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity

Definice

Necht A je neprazdna mnoZzina. Zobrazeni pfifazujici
kazdému pfirozenému Cislu n prvek a, z mnoziny A
nazyvame posloupnost prvkdl mnoziny  A. Prvek a,
nazveme n-tym clenem této posloupnosti. ZnaCime

{an}nds.

Priklad. Posloupnosti zadané
m explicitné: a, := (1 +1/n)";
m popisem: a, := n-té prvocislo;
m rekurentné: a; = a; ;= 1, apy2 ;= an 1 +an VN € N.
[ I
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Posloupnosti budeme nadale az do odvolani rozumét
(nekone€nou) posloupnost realnych Cisel.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (okraz,)

Poznamka

Posloupnosti budeme nadale az do odvolani rozumét
(nekone€nou) posloupnost realnych Cisel.

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

m shora omezena , jestlize mnozina vSech ¢lent této
posloupnosti je shora omezena,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (okraz,)

Poznamka

Posloupnosti budeme nadale az do odvolani rozumét
(nekone€nou) posloupnost realnych Cisel.

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je

m shora omezena , jestlize mnozina vSech ¢lent této
posloupnosti je shora omezena,

m zdola omezend , jestlize mnoZina vSech ¢lenl této
posloupnosti je zdola omezena,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (okraz,)

Poznamka

Posloupnosti budeme nadale az do odvolani rozumét
(nekone€nou) posloupnost realnych Cisel.

Definice
Rekneme, Ze posloupnost {a,} je
m shora omezena , jestlize mnozina vSech ¢lent této
posloupnosti je shora omezena,

m zdola omezend , jestlize mnoZina vSech ¢lenl této
posloupnosti je zdola omezena,

m omezena, jestlize mnozina vSech ¢lend této
posloupnosti je omezena.
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Rekneme, Ze posloupnost realnych &isel {a,} je

m neklesajici , je-li a, < a,;; pro kazdé n € N,

«0)>» «F»r « =)»
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Definice

Rekneme, Ze posloupnost realnych &isel {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;; pro kazdé n € N,
m rostouci , je-lia, < an,1 pro kazdé n € N,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Definice

Rekneme, Ze posloupnost realnych &isel {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;; pro kazdé n € N,
m rostouci , je-lia, < an,1 pro kazdé n € N,
m nerostouci , je-lia, > an 1 pro kazdé n € N,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Definice

Rekneme, Ze posloupnost realnych &isel {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;; pro kazdé n € N,
m rostouci , je-lia, < an,1 pro kazdé n € N,
m nerostouci , je-lia, > an 1 pro kazdé n € N,
m klesajici, je-lia, > an,1 pro kazdé n € N.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Definice

Rekneme, Ze posloupnost realnych &isel {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;; pro kazdé n € N,
m rostouci , je-lia, < an,1 pro kazdé n € N,
m nerostouci , je-lia, > an 1 pro kazdé n € N,
m klesajici, je-lia, > an,1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a,} je monoténni , pokud splfiuje nékterou
z vySe uvedenych podminek.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Definice

Rekneme, Ze posloupnost realnych &isel {a,} je
m neklesajici , je-li a, < a,;; pro kazdé n € N,
m rostouci , je-lia, < an,1 pro kazdé n € N,
m nerostouci , je-lia, > an 1 pro kazdé n € N,
m klesajici, je-lia, > an,1 pro kazdé n € N.

Posloupnost {a,} je monoténni , pokud splfiuje nékterou
z vySe uvedenych podminek. Posloupnost {a,} je ryze
monotonni , pokud je rostouci Ci klesajici.
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rovnou realnému ¢islu A,

Rekneme, Ze posloupnost (realnych &isel) {a,} ma limitu
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Rekneme, Ze posloupnost (realnych &isel) {a,} ma limitu
rovnou realnému Cislu A, jestlize plati

VeeR,e>03dnge NVneN,n>ng: |a, — Al <e.

«40>» «4F>» «=)r « >

DA



1/3"**7777—77—777777777'1,,-,,




1/3+¢-

1/3 —e-

' '
0 ' !
0
0
,,,,, S
0
| | |
I I I
no

«0O>» «F»r « >




1/34—5h-77777777,:,,
1/3 —¢’-

.- - _ - _
_,,,,,,,,,,,,,,,:,,J,,J,,
L A R

1]
1]
1]
1]
1 1 1
T T T
/

ng

«0>» «F» «=)>r» «

DA




Necht K € R, K > 0, A € R. JestliZze posloupnost {a,}
splfiiuje podminku

VeeR,e>03ng e NVneN,n>ng: |a, — Al < Keg,
potom lima, = A.

DA




Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu +-co = oo ,
jestlize

VLeRdng e NVneN,n>ng: a, > L.

«0)>» «F»r « =)»

DA




1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Definice

Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu 4+-co = oo ,
jestlize

VLeRdng e NVneN,n>ng: a, > L.
Rekneme, Ze posloupnost {a,} ma limitu —co, jestlize

VK eRdnp e NVne N,n>ng: a, <K.
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Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

«0)>» «F»r « =)»

v

DA



1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.6 (jednoznacnost limity)
Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice

Ma-li posloupnost {a,} limitu rovnou Cislu A € R, pak
piSeme lim a, = A nebo jenom lima, = A.

n—oo
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.6 (jednoznacnost limity)
Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice

Ma-li posloupnost {a,} limitu rovnou Cislu A € R, pak
piSeme lim a, = A nebo jenom lima,, = A.Podobné

n—oo

piSeme lim a, =lima, = oo,
n—oo
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.6 (jednoznacnost limity)
Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice

Ma-li posloupnost {a,} limitu rovnou Cislu A € R, pak
piSeme lim a, = A nebo jenom lima,, = A.Podobné
n—oo

piSeme lim a, =lima, = oo, resp. lim a, =lima, = —cc.
n—oo

n—oo
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (okraz,)

Véta 1.6 (jednoznacnost limity)
Kazda posloupnost ma nejvyse jednu limitu.

Definice

Ma-li posloupnost {a,} limitu rovnou Cislu A € R, pak
piSeme lim a, = A nebo jenom lima,, = A.Podobné

n—oo
piSeme lim a, =lima, = oo, resp. lim a, =lima, = —cc.
n—oo

n—oo

Rekneme, Ze posloupnost {a,} je konvergentni , pokud
existuje A € R takové, Ze lima, = A. Neni-li posloupnost
konvergentni, fikame, Ze je divergentni .
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Kazda konvergentni posloupnost je omezena.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.7
Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Definice

Necht {a,}°°, je posloupnost reélnych Cisel. Jestlize
{nk }2, je rostouci posloupnost prirozenych Cisel, pak
{an, }r2, se nazyva vybranou posloupnostiz  {a,}2;.
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také lim a, = A.
k—o0

Necht {an, }2, je vybrana posloupnost z posloupnosti
{an}2,. Jestlize plati nIim a, =AcRU{oo} U {00}, pak

DA



1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.8

Necht {a,, }2, je vybrana posloupnost z posloupnosti

{an}2,. Jestlize plati lim a, = A € RU{oo} U{—o0}, pak
n—oo

také lim a, = A.

k—o0

Definice

Necht {a,}:° , je posloupnost realnych Cisel. Pak

A € RU {o0} U{—o0} nazyvame hromadnou hodnotou
posloupnosti {a,}:2 ,, jestlize existuje vybrana
posloupnost {a,, }2, takova, Ze kILngo an, = A.
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RozSifena realna osa:

R*:=RU{—00} U {400}
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Rozsifena realna osa:
Uspora dé .

R* :=
ni:

RU {00} U {+oo}
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RozSifena realna osa:
Usporadani:

R*:=RU{—00} U {400}
m VaeRU{+oo}:

—o0 < 4,
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RozSifena realna osa:
Usporadani:

m VaeRU{+oo}:

R*:=RU{—00} U {400}
mVvac{—-oco}UR:

—o0 < 4,

a < +oo
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

RozSifenaredlndosa: R*:=RU{—oo}U {+o0}
Usporadani:
m VaeRU{+oo}: —o0 < a,
mVvac{—-oco}UR: a < +oo

Absolutni hodnota:
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

RozSifenaredlndosa: R*:=RU{—oo}U {+o0}
Usporadani:
m VaeRU{+oo}: —o0 < a,
mVvac{—-oco}UR: a < +oo

Absolutni hodnota:
m | —oof = | + 00| = +o0
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

RozSifenaredlndosa: R*:=RU{—oo}U {+o0}
Usporadani:
m VaeRU{+oo}: —o0 < a,
mVvac{—-oco}UR: a < +oo

Absolutni hodnota:
B|— oo =|+ 00 =+
Scéitani a odcitani:
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

RozSifenaredlndosa: R*:=RU{—oo}U {+o0}
Usporadani:
m VaeRU{+oo}: —o0 < a,
mVvac{—-oco}UR: a < +oo

Absolutni hodnota:

B|— oo =|+ 00 =+
Scitani a odcitani:

B —(400) = —0o0,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

RozSifenaredlndosa: R*:=RU{—oo}U {+o0}
Usporadani:
m VaeRU{+oo}: —o0 < a,
mVvac{—-oco}UR: a < +oo
Absolutni hodnota:
B|— oo =|+ 00 =+
Scitani a odcitani:
B —(+0) = —o0, +(—00) = —o0,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

RozSifenaredlndosa: R*:=RU{—oo}U {+o0}
Usporadani:
m VaeRU{+oo}: —o0 < a,
mVvac{—-oco}UR: a< +oo
Absolutni hodnota:
B|— oo =|+ 00 =+
Scitani a odcitani:
B —(+0) = —o0, +(—00) = —o0,
mVacR: —oco+a=a+ (—oo0) = —oo,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

RozSifenaredlndosa: R*:=RU{—oo}U {+o0}
Usporadani:
m VaeRU{+oo}: —o0 < a,
mVvac{—-oco}UR: a< +oo
Absolutni hodnota:
B|— oo =|+ 00 =+
Scitani a odcitani:
B —(+0) = —o0, +(—00) = —o0,
mVacR: —oco+a=a+ (—oo0) = —oo,
mVack: +o0 +a=a+ (+00) = +o0,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

RozSifenaredlndosa: R*:=RU{—oo}U {+o0}
Usporadani:
m VaeRU{+oo}: —o0 < a,
mVvac{—-oco}UR: a< +oo
Absolutni hodnota:
B|— oo =|+ 00 =+
Scitani a odcitani:
B —(+0) = —o0, +(—00) = —o0,
mVacR: —oco+a=a+ (—oo0) = —oo,
mVack: +o0 +a=a+ (+00) = +o0,

W (—00) + (—00) = —o0,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

RozSifenaredlndosa: R*:=RU{—oo}U {+o0}
Usporadani:
m VaeRU{+oo}: —o0 < a,
mVvac{—-oco}UR: a< +oo
Absolutni hodnota:
B|— oo =|+ 00 =+
Scitani a odcitani:
B —(+0) = —o0, +(—00) = —o0,
mVacR: —oco+a=a+ (—oo0) = —oo,
mVack: +o0 +a=a+ (+00) = +o0,
B (—00) + (—00) = —o0, (+00) + (+00) = 400
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Nasobeni a délent:
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Nasobeni a délent:
mvVacR,a>0: a-(+oo0) = (£o00) -a = £o0,




Nasobeni a délent:

mvVacR,a>0: a-(+oo0) = (£o00) -a = £o0,
mvacR,a<O0: a-(to0) = (£o0) -a = Foo,

>y 4« »

DA



Nasobeni a délent:

mVacR,a>0

; a-(£oo) = (£o0)-a=+oo,
mVvVaeR,a<O:

1 1
m-_o=—"=0

a-(to0) = (£o0) -a = Foo,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Nasobeni a déleni:
mvVacR,a>0: a-(£oo) = (£o0)-a=+oo,
m VacR*a<0: a
m-L=1-0

“+oo —00

NEDEFINUJEME:
B (—00) + (+00),
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Nasobeni a déleni:

m Vac R+ a>0:
m VacR*a<0:

m-L=1-0

“+oo —00

NEDEFINUJEME:

B (—00) + (+00),
m 0 (£o0),
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Nasobeni a déleni:
mvVacR,a>0: a-(£oo) = (£o0)-a=+oo,
m VacR*a<0: a
m-L=1-0

“+oo —00

NEDEFINUJEME:

B (—00) + (+00),

m 0 (£o0),

+oo
u +oo?!
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Nasobeni a déleni:
mvVacR,a>0: a-(£oo) = (£o0)-a=+oo,
m VacR*a<0: a
m-L=1-0

“+oo —00

NEDEFINUJEME:

B (—00) + (+00),

m 0 (£o0),

+oo
u +oo?!

- CO|(§O|I
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Necht lima, = A€ R*alimb, =B € R*.

«0)>» «F»r « =)»
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Necht lima, = A € R* alimb, = B € R*. Potom plati:

(i) lim(a, = by) = A+ B, pokud je prava strana
definovana,

DA




1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.9 (aritmetika limit)
Necht lima, = A € R* alimb, = B € R*. Potom plati:

(i) lim(a, £ by) = A+ B, pokud je prava strana
definovana,

(i) lim(a, - by) = A-B, pokud je prava strana definovana,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.9 (aritmetika limit)
Necht lima, = A € R* alimb, = B € R*. Potom plati:

(i) lim(a, £ by) = A+ B, pokud je prava strana
definovana,

(i) lim(a, - by) = A-B, pokud je prava strana definovana,
(iii) lima,/b, = A/B, pokud je prava strana definovana.
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Potom lima,b, =0

Necht lima, = 0 a necht posloupnost {b,} je omezena.

>y 4« »
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Necht lima, = 0 a necht posloupnost {b,} je omezena.
Potom lima,b, = 0.

Necht lima, = A € R*. Potom lim |a,| = |A|.

DA




1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.12 (limita a usporadani)
Necht lima, = A€ R*alimb, = B € R*.

(i) Necht existuje ng € N takove, Ze pro kazdé pfirozené
n>ngjea, > b,. PotomA > B.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.12 (limita a usporadani)
Necht lima, = A€ R*alimb, = B € R*.

(i) Necht existuje ng € N takove, Ze pro kazdé pfirozené
n>ngjea, > b,. PotomA > B.

(i) Necht A < B. Potom existuje ng € N takové, Ze pro
kazdé pfirozené n > ng je a, < b,.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti




Necht {a,}, {bn}, {cn} jsOu posloupnosti spliujici:
(i) 3ng e NVne N,n>ng: a, <c, < by,

DA




1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.13 (o dvou straznicich)

Necht {an}, {bn}, {cn} jsou posloupnosti spliujici:
() 3ng e NVne N,n>ng: a, <c, < by,

(ii) existuji lima,, limb,, a navic lima, = limb,,.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.13 (o dvou straznicich)
Necht {an}, {bn}, {cn} jsou posloupnosti spliujici:
() 3ng e NVne N,n>ng: a, <c, < by,
(ii) existuji lima,, limb,, a navic lima, = limb,,.
Potom existuje limc, a plati limc, = lim a,.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (okraz,)

Véta 1.13 (o dvou straznicich)
Necht {an}, {bn}, {cn} jsou posloupnosti spliujici:
() 3ng e NVne N,n>ng: a, <c, < by,
(ii) existuji lima,, limb,, a navic lima, = limb,,.
Potom existuje limc, a plati limc, = lim a,.

Poznamka

Pokud existuje lima, = oo, neni nutné uvazovat Zzadnou
posloupnost {b,} a tvrzeni véty zlistava v platnosti.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (okraz,)

Véta 1.13 (o dvou straznicich)
Necht {an}, {bn}, {cn} jsou posloupnosti spliujici:
() 3ng e NVne N,n>ng: a, <c, < by,
(ii) existuji lima,, limb,, a navic lima, = limb,,.
Potom existuje limc, a plati limc, = lim a,.

Poznamka

Pokud existuje lima, = oo, neni nutné uvazovat Zzadnou
posloupnost {b,} a tvrzeni véty zlistava v platnosti.
Podobné je tomu v pfipadeé limb, = —oo, kdy
"nepotfebujeme" posloupnost {a,}.
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Kazda monoténni posloupnost ma limitu.

«0)>» «F»r « =)»

v
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Kazda monoténni posloupnost ma limitu.

m Proa>0jelimya=1.

«0)>» «F»r « =)»
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Kazda monoténni posloupnost ma limitu.

m Proa>0jelimya=1.
m Plati limv/n = 1.

«0)>» «F»r « =)»
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.14 (Limita monoténni posloupnosti)
Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Tvrzeni 1.15
m Proa>0jelimya=1.
m Plati lim v/n = 1.

n
m Posloupnost a, := <1 + %) je neklesajici a shora

omezena;
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (pokraz,)

Véta 1.14 (Limita monoténni posloupnosti)
Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Tvrzeni 1.15
m Proa>0jelimya=1.
m Plati lim v/n = 1.

n
m Posloupnost a, := <1 + %) je neklesajici a shora

n+1
omezena; posloupnost b, := (1 + %) je

nerostouci a zdola omezena,
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (okraz,)

Véta 1.14 (Limita monoténni posloupnosti)
Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Tvrzeni 1.15
m Proa>0jelimya=1.
m Plati lim v/n = 1.

n
m Posloupnost a, := <1 + %) je neklesajici a shora

n+1
omezena; posloupnost b, := (1 + %) je

nerostouci a zdola omezena, pficemz existuji
lima, = limb,,.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity (okraz,)

Véta 1.14 (Limita monoténni posloupnosti)
Kazda monotonni posloupnost ma limitu.

Tvrzeni 1.15
m Proa>0jelimya=1.
m Plati lim v/n = 1.

n
m Posloupnost a, := <1 + %) je neklesajici a shora

n+1
omezena; posloupnost b, := (1 + %) je

nerostouci a zdola omezena, pficemz existuji
lima, = limb,. Tuto spoleCnou limitni hodnotu
oznaCujeme e ~ 2.718281828. ...
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Necht lima, = A € R*, A > 0, limb, = 0 a existuje ng € N,
Ze pro kazdé n € N, n > ng, plati b, > 0. Pak
Ilm an/bn =

DA



1.7 HlubSi vilastnosti posloupnosti

Poznamka (Komplexni pfipad)

m Zobrazeni pfifazujici kazdému pfirozenému Cislu n
prvek a, € C nazveme komplexni posloupnosti.
Evidentné {a,} je komplexni posloupnost pravé
tehdy, kdyZ existuji realné posloupnosti {x,}, {yn}
takové, Ze a, = X, + iy, pro vSechna pfirozend n.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.7 HlubSi vilastnosti posloupnosti

Poznamka (Komplexni pfipad)

m Zobrazeni pfifazujici kazdému pfirozenému Cislu n
prvek a, € C nazveme komplexni posloupnosti.
Evidentné {a,} je komplexni posloupnost pravé
tehdy, kdyZ existuji realné posloupnosti {x,}, {yn}
takové, Ze a, = X, + iy, pro vSechna pfirozend n.

m Pro komplexni posloupnost nedefinujeme (nemaji
smysl) pojmy jako "rostouci", "klesajici", apod., ale
také pojem "shora resp. zdola omezend"
posloupnost.

M. Rokyta, KMA MFF UK 1. Uvod, &isla, zobrazeni, posloupnosti



1.7 HlubSi vilastnosti posloupnosti

Poznamka (Komplexni pfipad)

m Zobrazeni pfifazujici kazdému pfirozenému Cislu n
prvek a, € C nazveme komplexni posloupnosti.
Evidentné {a,} je komplexni posloupnost pravé
tehdy, kdyZ existuji realné posloupnosti {x,}, {yn}
takové, Ze a, = X, + iy, pro vSechna pfirozend n.

m Pro komplexni posloupnost nedefinujeme (nemaji
smysl) pojmy jako "rostouci", "klesajici", apod., ale
také pojem "shora resp. zdola omezend"
posloupnost. Rekneme, Ze komplexni posloupnost
{an} je omezend, pokud existuje K > 0 takov4, ze
|an| < K pro vSechna pfirozena n.
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lima, = limx, +ilimy,.

m Je-li a, = X, + iy, komplexni posloupnost, a existuji
limx,, limy, vlastni , klademe

«0)>» «F»r « =)»
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1.7 HIubSi vlastnosti posloupnosti (pokrac)

Poznamka (Komplexni limita)

m Je-li a, = x, + iy, komplexni posloupnost, a existuji
limx,, limy, vlastni , klademe
lima, = limx, +ilimy,. Vyrazy tvaru "a 4+ iocc",
"+oo + ib", resp. "too + ico” nedefinujeme.
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Z kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat konvergentni
podposloupnost.

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA




1.7 HIubSi vlastnosti posloupnosti (pokrac)

Véta 1.18

Posloupnost {a, }7>, ma vlastni limitu pravé tehdy, kdyz
splfiuje Bolzano-Cauchyovu podminku |, tj.

VeeR,e>0dng e NVn e N,n > ng
VmeNm>ng: |a, —am| <e.
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