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1 Uvod,¢&isla, zobrazeni, posloupnosti
1.1 Vyroky a mnoziny

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, cdmz ma smysiici, Ze plati (je pravdivé, ma pravdivostni hodnotu
1) nebo Ze neplati (je nepravdivé, ma pravdivostni hodnotu 0).

Definice. Negaci~A vyroku A rozumime vyrok:
Neni pravda, ze platil.
Definice. Konjunkci A& B vyrokll A a B nazveme vyrok:

Plati Ai B (A a zarovenB).

Definice. Disjunkci A vV B vyrokll A a B nazveme vyrok:

Plati A neboB.

Definice. Implikaci A = B nazyvame vyrok:

Jestlize plati vyrokd, potom plati vyrokB.

Vyroku A v implikaci sefika premisa, vyrok B se nazyvaaver.

Pokud je vyrokA = B pravdivy, pakiikame, Ze A je postaCujici podminkou pro platnostB" a "B je
nutnou podminkou pro platnostA”.

Definice. EkvivalenciA < B nazyvame vyrok:

Vyrok A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati vyrék

(Platnost vyrokuX je nutnou a postatujici podminkou (platnosti vyrokulp.
VSe je mozno shrnout do nasledujici tabulky:

A B|-A|A&B|AVB|A=B|AsB
0 0| 1| O 0 1 1
0 11| o0 1 1 0
1 00| O 1 0 0
1 1|0 1 1 1 1

Intuitivn & (bez gresné definice) budemeijmat pojmy mnoZina (jako soubor objektt)pyt prvkem
mnoziny ("x je prvkem mnoZinyM" piSemex € M) anebyt prvkem mnoZiny ("z neni prvkem mnoziny
M" piSemex ¢ M).

Pozndmka.SymbolyN, Z, Q, R, C budou vyhrazeny pro mnoziny (Fac€) @irozenych, celych, racional-
nich, realnych a komplexnidtisel.

Vyrokovou formou budeme nazyvat vyraz
A(z1, 22, ... Tm),

z néhoz vznikne vyrok dosazenim prvkiy € M, ..., z,, € M,, zdanych mnozil/y, ..., M,,.
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Definice. Nyni necht A(z), = € M, je vyrokovéa forma. Vyrok
Pro vSechnar € M plati A(z).

zapisujeme ve tvaru:
Ve e M : A(z).

SymbolV nazyvameobecnym(velkym) kvantifikatorem .
Definice. Nyni necht A(z), € M, je vyrokovéa forma. Vyrok
Existujex € M, pro které platiA(z).

Zapisujeme ve tvaru:
dreM: A(z).

Symbol3d nazyvameexistercnim (malym) kvantifikatorem .

Pro obrat
"Existuje pravé jeden ..." tasto pouzivame symiol

Poznamka.Pokud vyrok obsahujeékolik po sol@ jdoucich kvantifikatorli stejného typu, Ize jejichfadi
libovolné meénit, nagiiklad nasledujici dva vyroky jsou ekvivalentni pro jakoukoli vyroBoyormuV (z, y),
re M,ye N:

Vee MVYye N: V(x,y),
Vye NV e M : V(z,y).

Priklad:

VeeRVyeR: 22 4+¢* >0,
Vye RVzeR: 22 +y*>0.

Poznamka.Pii zaméré pdadi kvantifikatorll rizného typu vSak novy vyrok nemusi byt eddentni s
vyrokem ptivodnim:

JreMVyeN: V(z,y),
Vye N3z e M: V(z,y),

nejsou ekvivalentni vyroky.

Priklad:

VeeNdyeR: y>x,
JyeRVzeN: y>zx.

Tvrzeni 1.1 (Negace sloZenych vyroklpPlati:

~(A&B) = —AV-B
~(AVB) = -A&-B
~«(A=B) = A&-B

~(Vee M: A(z)) = Jxe M: -Ax)

)
)
)
(A< B) = (WA&B)V(A&-B)
)
“(FGxeM: A(x)) = Vee M: -Ax)
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Priklad: Urcete, ktery z vyrokl je pravdivy:

JreRYyeRVzeR: y? +22 >z,
VeeR3IyeRIzeR: y* +22<u.

Definice. e Rekneme, e mnozind je éasti mnoziny B (neboA je podmnozinou B), jestlize kazdy
prvek mnozinyA je rovrez prvkem mnozinyB. Tomuto vztahdikameinkluze a zn&ime A C B.

e Dvé mnoziny jsou siovny (A = B), jestlize maji stejné prvky.
e Prazdnou mnoZinounazveme mnozinu, kterd neobsahuje zadny prvek. @areji symbolent).
Poznamka.Pro libovolné dé mnozinyA, B plati:
A=B < (ACB)&(BCA).
Definice (mnozinové operaceNecht I je neprdzdna mnoZina, je mnoZina pro kazdé € 1.

o Definujemesjednocenil J,,.; A, jako mnozinu vSech prvkd, které paalespd do jedné z mnozin

A,

ael

o Definujemepriinik (), ; A« jako mnoZinu prvki, které nalezi do kazdé z mnain
Definice. e Maji-li dvé mnoziny prazdny prinikekneme o nich, Ze jsadisjunktni.

¢ Rozdilem mnoZin A a B (zn&ime A \ B) nazveme mnozinu prvkil, které patlo mnoziny A a
nepati do mnozinyB.

e Kartézskym sowfinemmnozinAyi, ..., A, nazveme mnozinu vSech usadanychn-tic

Ap X Ag X -+ X Ay ={[a1,a2,...,a5]; a1 € A1,...,an € Ap}.

Véta 1.2(de Morganova pravidla)Necht I je neprazdna mnozin&, A, (« € I) jsou mnoziny. Pak plati

X \ LJJf4a = (ﬂ]()( \44a)7

acl ael
X\ﬂAa: U(X\Aa).
acl a€cl

1.2 Zobrazeni

Definice. Necht X a Y jsou mnoziny. Je-li kazdému prvku € X pfifazen nejvySe jeden prvek¥,
fekneme, Ze je definovarmbrazeni zX do Y. PiSemef : X — Y a f(z) = y, pfipadré f : = — .
MnoZinuD(f) := {z € X, Ty €Y, f(z) = y} nazyvamedefinitnim oborem zobrazenif.

Definice. Necht X, Y jsou neprazdné mnozinyfa: X — Y.

e ObrazemmnoZzZinyA C X pfi zobrazenif se nazyva mnozina
f(A) ={f(z); z € A}.

e Je-liA = D(f) definitnim oborem zobrazetfi: X — Y, nazyvame mnozinyi(A) oborem hodnot
zobrazenif. (Zna&imeR(f) neboH (f).)
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e VzoremmnoZiny B C Y pfi zobrazenif nazveme mnoZinu
f-1(B) ={z € X; f(z) € B}.
Definice. Necht X, Y jsou mnozinyaf : X — Y.
e Zobrazenif je prosté (injektivni) na A C X, jestlize
Vo, 29 € A: x1 # w9 = f(x1) # f(22).

e Zobrazenif je zobrazenim mnoziny C X "na" mnozinu Y (f je surjektivni), jestlizef(A) =Y.

o Rekneme, 7¢ je bijekceA naY’, jestlize f je prosté a n&’.

Definice. Necht f : A — Y je prosté,f(A) = B. Pak zobrazenf~! : B — A definované pedpisem
f~Yy) = =, kdey € f(A) af(z) =y, nazyvamenverznim zobrazenimk zobrazenif.

Definice. Necht f : X — Y je zobrazeniA C X. Zobrazenif|, : A — Y takové zef|, (z) = f(z)
Va € A nazyvdmeUzenim (restrikci) zobrazenif na mnozinu A.

Definice. Necht f : X — Y ag:Y — Z jsou d& zobrazeni. Symbolemo f ozn&ime zobrazeni z
mnoziny X do mnozinyZ definované pedpisem

(g0 f)(@) = g(f(x)).

Takto definované zobrazeni se nazpldzenym zobrazeninzobrazenif a g, pficemz f je vnitini zo-
brazenia g je vnéjsi zobrazeni.

s~ 7

1.3 Redalnéacisla

Vybudovéaniciselnych mnozin - @kolik moZnosti:
Moznost I:
N (intuitivné nebo z teorie mnozim— Z — Q — R

Moznost II:
R (axiomaticky)— N — Z — Q

Ad I: Krok @ — R obtizny (nap. tzv. Dedekindovyezy)

Ad Il: Krok R — N nag. pomoci pojmu tzv. induktivni mnoziny.

V obou moznostech na zé&vnasleduje kroR — C.

Ad Il: Mnozinu reéalnychciselR Ize definovat jako mnozinu, na niz jsou definovany opesgti&ni
a nasobenj které budeme ziiit obvyklym zplsobem, a relaagspafadani (<), pficemz jsou splény
nasledujiciii skupiny vlastnosti.

I. Vlastnosti €itani a nasobeni a jejich vzajemny vztah
II. Vztah uspdadani a operactétani a ndsobeni
[ll. Axiom o supremu

I. Vlastnosti sCitani a nasobeni a jejich vzajemny vztah

o Va,y,z€R: z+ (y+ 2) = (x +y) + z (asociativita Litani),
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e Vx,y € R: x+y =y + x (komutativita scitani),

e Jw e RV € R: w+ x = x (prvekw je urten jednoznéné, zn&ime ho0 a fikdme munulovy
prvek),

eV e Rz € R: z+ 2z = 0(z]etzv.opacnécislok Cisluzx, je uteno jednoznané a zné&ime ho

—.T),
e Vr,y,z€R: z-(y-2)=(x-y) -z (asociativita ndsobenj,
e Vx,y e R: x-y =y -2 (komutativita ndsobeni),

e Jv e R\ {0} Vz € R: v-z = z (prvekv je urten jednoznéné, zn&ime hol afikdme mu
jednotkovy prvek),

e Vz € R\ {0} Iy €eR: x-y=1(prveky je uten jednozné@é a znéime hoxr ! nebo%),
e Vr,y,z€R: (x+vy) z==x-2z+y-z (distributivita ).

Il. Vztah usporadani a operaci €itani a nasobeni

e Vry,zeR: (z<y&y<z) =z <z (tranzitivita),

e Vz,yeR: (x <y &y <x)= x =y (slaba antisymetrie,

eV yeR: z<yVvy<uz,

e Vx,yzeR: s <y=z+2z<y+z

e Vz,ycR: (0<z&0<y)=0<z-y.

Oznateni. e Ozn&enixz > y znamena totéZz cg < x. Symbolemr < y budeme znéit situaci, kdy
x <y, alex # y (tzv. ostra nerovnos).

e Realn&isla, pro @zx > 0 (resp.z < 0), budeme nazyvddadnymi (resp.zapornymi).
e Realn&isla, pro @zZx > 0 (resp.z < 0), budeme nazyvatezdpornymi (resp.nekladnymi).

Definice. e Rekneme, e mnoZin&/ C R je omezena zdolajestlize existujg&isloa € R takové, Ze
pro kazdér € M platiz > a.

Takovécisloa se nazyvalolni zavorou mnoziny M.
e Analogicky definujeme pojmmnozina omezend shora horni zavora.
e Rekneme, 7e mnoZin®/ C R je omezenéje-li omezené shora i zdola.
Oznaceni(Omezené intervaly)Proa < b, a,b € R, piSeme:

o (a,b):={xeR;a<z<b},

o (a,b):={reR;a<z<b},

o (a,b) :={reR;a<z<b},
o (a,b):

a,by ={r eR;a<z<b}.

Uvedené mnoZziny nazyvame pack oteweny interval, zleva uzaveny interval, zprava uzaveny inter-
val auzaweny interval. VSechny tyto intervaly jsoomezenéNékdy pouzivame také zbani(a,a) = 0,

(a,b) = {a}.
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Oznateni(Neomezené intervaly)Proa € R, piSeme:

—o0,a) :={r eR;x <a},

[ ]
— — — —

—o0,a) :={r eR;x <a},
a,0):={xeR;x>a},
o (a,+00):={reR;z>a}.

o (—00,+00) =R
VSechny tyto intervaly jsoneomezené

Definice. Necht M/ ¢ R. Rekneme, 7@ je nejvétsi prvek (maximum) mnoZiny M, jestlizea je horni
zavorou mnozinyM/ a giitom a € M. Analogicky definujemeaejmensi prvek (minimum) M. Maximum
a minimum jsou uteny jednoznéné (pokud existuji) a zriidme jemax M amin M.

Minimum a maximum dané mnoziny realnycfsel nemusi existovato, 1).

Definice. Necht A/ c R. CisloG € R spliujici
e Vre M: x <@,
e VG'eR,G' <Gz eM: x> G,
nazyvamesuprememmnoziny M.

PozndmkaNecht M C R. Ma-limnozinaM supremum, je toto @eno jednoznéné a zn&ime jej supM .

lll. Axiom suprema
e Kazda neprazdna shora omezena podmndg&ing supremum.
Definice. Necht M c R. Cislog € R spliujici
eVreM: x>g,
e Vg eER, ¢ >gdxeM: z<(,
nazyvamenfimem mnoziny M .
PozndmkaNecht M C R. Ma-li mnozinalM infimum, je toto u€eno jednoznéné a zn&ime jej inf M.

Veéta 1.3. Necht M C R je neprazdna zdola omezend mnozina. Pak existuje infimum mrdziny

Pozndmka. e Klademesup M := +oo pro shora neomezenou mnoZinuind M := —oo pro zdola
neomezenou mnozinu.

e Klademesup () := —oc ainf @) := +oo.
Veéta 1.4(Z&kladni nerovnosti mezi redlnyrdisly). 1. Pro kazdér € R, z > —2 a pro kazdén € N

plati tzv.Bernoulliho nerovnost

(1+2)">14+nz.
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2. ProvSechnaredlna Cisla, . .., a,, b1, ..., b, plati tzv.Cauchy-Schwarzova nerovnost
n 2 n n
2 2
(Maits) < Da 30
j:l j:l j:l
3. Pro vSechnaezapornaedlna Cislaa,, . . ., a,, plati tzv.A-G (aritmeticko-geometrickd) nerovnost

a1+ tan

Vay---ay .
n

1.4 Komplexnicisla

Mnozinu komplexnich CiselC definujeme takto:
C = {a+bi;a,b € R} kdei® = —1.

Necht z = a + bi € C. Prveka nazyvameaealnou Castix, prvekb nazyvdmemaginarni castizx.
Absolutni hodnotou komplexnihcgislaz = a + bi rozumimecislgz| = va? + b2.
Na C definujeme obvyklym zplisobendiani, oditani a nasobeni komplexnicfsel:

(a+bi) £ (c+di)=(atc)+i(cEtd)
(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + i(ad + bc).

Komplexné sdruzenyméislemk = = a+bi rozumimegisloz = a — bi; Platiz = = |z|? € R, s pomoci
¢ehoz Ize dleni komplexnicltisel grevést na nasobeni:

a+bi  (a+bi)(c—di) 1
c+di (c+di)(c—di) 2+ d?
ac+bd  bc—ad
= +1 .
A+d? A+ d?

(a+ bi)(c — di)

1.5 Mohutnost mnozin

Definice. e Rikdme, e mnoZinyl, B maji stejnou mohutnosta pisemed ~ B, jestlize existuje
bijekce A naB.

e Rikame, 7e mnoZind m& mohutnost mensi nebo rovnou mohutnosti mnoZziny a pisemed < B,
jestlize existuje prosté zobrazesido B.

e SymbolA < B zn&i situaci, kdyA < B a neplatid ~ B.

Definice. Rekneme, Ze mnoZind je konetn4, jestlize je bud'A = () nebo existuje: € N takové, Ze plati
A=A{l,...,n}.

Rekneme, Ze mnoZind je spatetn jestlize platid ~ N.

Rekneme, 7e mnoZind je nespdetn jestlize A nenf ani konéna ani spdetna.

Tvrzeni 1.5. MnozinyN, Z, Q jsou spocetné, mnozif, C jsou nespocetné.
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1.6 Posloupnosti a jejich limity

Definice. Necht A je neprazdna mnozina. Zobrazefiitpzujici kazdémufirozenémuweislun prveka,, z
mnoziny A nazyvameposloupnost prvkdl mnoziny A. Prveka,, nazvemen-tym ¢lenemtéto posloupnosti.
Zn&ime{a, }>° ;.

Priklad. Posloupnosti zadané

e explicitré:a,, := (1 +1/n)";

e popisemua, := n-té prvaislo;

e rekurent®:a; = ag :=1, ap42 := ant1 + a, ¥n € N.

e ...
Poznamka Posloupnosti budeme nadéle az do odvolani r@&tnekonénou) posloupnost realnydisel.
Definice. Rekneme, Ze posloupnost,,} je

e shora omezendjestlize mnozina v3ectiend této posloupnosti je shora omezena,

¢ zdola omezendjestlize mnozina vSeadtient této posloupnosti je zdola omezena,

e omezenajestlize mnoZina vSedtienll této posloupnosti je omezena.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost realnyiskel{a,, } je
e neklesajici je-li a,, < a,41 pro kazdén € N,
e rostouci, je-li a,, < a1 pro kazdén € N,
e nerostouci je-li a,, > a,,11 pro kazdén € N,

e klesajici, je-li a,, > a,+1 pro kazdén € N.

Posloupnos{a, } je monotonni, pokud sphuje rékterou z vySe uvedenych podminek. Posloupfes} je
ryze monoténni pokud je rostoucti klesajici.

Definice. Rekneme, Ze posloupnost (realnyidsel){a,,} malimitu rovnou readlnémiislu 4, jestlize plati
VeeR,e>03ng e NVneN,n>ng: |a, — A| <e.
PozndmkaNecht K € R, K > 0, A € R. Jestlize posloupnost,, } spfuje podminku
VeeR,e>03dng e NVne N,n>ng: |a, — Al < Ke,

potomlim a,, = A.

Definice. Rekneme, Ze posloupnait,,} ma limitu+oco = oo , jestlize
VLeRIng e NVneN,n>ng: a, > L.

Rekneme, Ze posloupnogt,, } ma limitu —oo, jestlize
VK eR3dng e NVneN,n>ng: a, < K.

Véta 1.6(jednozn&nost limity). Kazda posloupnost méa nejvyse jednu limitu.
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Definice. M&-li posloupnost{a,} limitu rovnou Cislu A € R, pak piSemelim a,, = A nebo jenom
n—oo
lima, = A.Podob® piSemelim a, = lima, = oo, resp. lim a, = lima, = —oo. Rekneme, Ze

n—oo n—oo

posloupnost{a, } je konvergentni, pokud existujeA € R takové, Zelima,, = A. Neni-li posloupnost
konvergentnifikame, Ze jedivergentni.

Véta 1.7. Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Definice. Necht {a, };2; je posloupnost realnyctisel. Jestlizgn; };2 , je rostouci posloupnosftipoze-
nychcisel, pak{a,, }7°, se nazyvaybranou posloupnosti z{a, }>2 ;.

Véta 1.8. Necht {ay,, }?° , je vybrana posloupnost z posloupnogti, } 72 ;. Jestlize platilim a, = A €
n—oo
RU{oo} U {00}, pak takéklim an, = A.
—00

Definice. Necht'{a, } "2, je posloupnost realnydtisel. Pakd € RU{oco}U{—o0} nazyvamérromadnou
hodnotou posloupnost{a, }°° ;, jestlize existuje vybrana posloupndst,, }7° | takova, Zeklim an, = A.
—00

Roz8fenaredlndosa: R*:=RU{—oo}U{+o0}

Uspdéadani:
e Va e RU{+o0}: —o0 < a,
o Vae€ {—oc0}UR: a < 400

Absolutni hodnota:

o | —oo|=|4+ 00| =+

SCitani a o@itani:

e —(400) = —00, +(—00) = —o0,

e Va € RR: —00+a=a+ (—o0) = —o0,

e Va € RR: +00+a=a+ (+00) = +o0,

o (—00) +(=00) = =00,  (+00) + (+o0) = +ox
Nasobeni a éeni:

e Va € R*,a > 0: a- (£o0) = (£00) - a = £o0,
e Va € R*, a < 0: a- (£o0) = (£00) - a = Foo,

1 1
Too = Zeo =V

NEDEFINUJEME:

o (—00) + (+00),
e 0 (£o0),

+oo

s +o0’

. cogoh

Veéta 1.9(aritmetika limit) Nechtlima, = A € R* alimb,, = B € R*. Potom plati:
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() lim (a, £ b,) = A+ B, pokud je pravéa strana definovana,
(i) lim (a, -b,) = A- B, pokud je prava strana definovana,
(iii) lima,/b, = A/B, pokud je pravé strana definovana.
Véta 1.10. Necht'lim a,, = 0 a necht posloupnos{b,, } je omezena. Pototim a,,b,, = 0.
Véta 1.11.Nechtlima, = A € R*. Potomlim |a,| = |A].
Véta 1.12(limita a uspdadani) Nechtlima,, = A € R*alimb, = B € R*.
(i) Necht existujeny € N takové, Ze pro kazdé pfirozené> ny je a,, > b,. PotomA > B.
(i) Necht A < B. Potom existujely € N takové, Ze pro kazdé pfirozené> nyg je a,, < by,.
Véta 1.13(o dvou straznicich)Necht {a, }, {b,}, {¢»} jsou posloupnosti spliujici:
() dng e NVn e Nyn>ng: an < ¢, < by,
(ii) existujilim a,,, lim b, a naviclim a,, = lim b,,.
Potom existujéim c,, a platilim ¢, = lim ay,.
Poznadmka.Pokud existujelima,, = oo, neni nutné uvazovat Zadnou posloupn{ist} a tvrzeni éty
zUstava v platnosti. Podobre tomu v fiipacé lim b, = —oo, kdy "nepotebujeme" posloupnosiz,, }.
Véta 1.14(Limita monoténni posloupnostiXazda monoténni posloupnost ma limitu.
Tvrzeni1.15. e Proa > 0jelim {/a = 1.

e Platilim ¢/n = 1.

n n+1
e Posloupnosts,, := (1 + %) je neklesajici a shora omezena; poslouprigst:= (1 + %

je nerostouci a zdola omezena, pficemz existujia,, = limb,. Tuto spolecnou limitni hodnotu
oznatujeme ~ 2.718281828....

Véta 1.16.Nechtlima,, = A € R*, A > 0, limb,, = 0 a existujeng € N, Ze pro kazdé € N, n > ny,
plati b, > 0. Paklim a,, /b,, = 0.

1.7 HlubSi vlastnosti posloupnosti

PoznamkdKomplexni gipad) e Zobrazeni fifazujici kazdému ffirozenémucislun prveka, € C
nazveme komplexni posloupnosti. Evidenfn,, } je komplexni posloupnost pravehdy, kdyz exis-
tuji realné posloupnosfiz,, }, {y, } takové, Zew,, = z,, + iy, pro vSechnafirozenan.

e Pro komplexni posloupnost nedefinujeme (nemaji smysl) pojmy jako "rdstdltesajici”, apod.,
ale také pojem "shora resp. zdola omezena" posloupRegneme, 7e komplexni posloupnéat, }
je omezenapokud existujek’” > 0 takova, Zda,,| < K pro v8echnairozenén.

PoznamkdKomplexni limita) e Je-lia, = x, + iy, komplexni posloupnost, a existulijin x,,, lim y,,

vlastni, klademdim a,, = lim x,, + i lim y,,. Vyrazy tvaru 't & ioco", "+oo £ ib", resp. oo £ ico"
nedefinujeme.

Véta 1.17 (Bolzano-Weierstrassovaéta) Z kazdé omezené posloupnosti Ize vybrat konvergentni pod-
posloupnost.

Véta 1.18. Posloupnost{a, }>°; ma vlastni limitu pravé tehdy, kdyz splinuelzano-Cauchyovu pod-
minku, tj.

VeeR,e>03Ing e NVneN,n>ngVm e Nym > ng 1 |an, — ap| < &.
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