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Aplikovaná matematika I, NMAF071

M. Rokyta, KMA MFF UK
ZS 2016/17

Sylabus = obsah (plán) p̌rednášky [a orientǎcní pǒcet p̌rednášek v̌enovaných kapitole]

1. Úvod,čísla, zobrazení, posloupnosti [2]

2. Funkce jedné reálné proměnné [2]

3. Derivace funkce jedné reálné proměnné [1.5]

4. Neuřcitý integrál a primitivní funkce [2]

5. Aplikace diferenciálního a integrálního počtu [2.5]

6. Určitý integrál a jeho výpǒcet, aplikace [2]

- podrobňeji postupňe na webu p̌rednášejícího

http://www.karlin.mff.cuni.cz/ r̃okyta/vyuka/
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1 Úvod, čísla, zobrazení, posloupnosti

1.1 Výroky a množiny

Výrokem nazveme jakékoliv tvrzení, o němž má smysľríci, že platí (je pravdivé, má pravdivostní hodnotu
1) nebo že neplatí (je nepravdivé, má pravdivostní hodnotu 0).

Definice. Negací¬A výrokuA rozumíme výrok:

Není pravda, že platíA.

Definice. Konjunkcí A&B výrokůA aB nazveme výrok:

Platí A i B (A a zároveňB).

Definice. DisjunkcíA ∨ B výrokůA aB nazveme výrok:

Platí A neboB.

Definice. Implikací A ⇒ B nazýváme výrok:

Jestliže platí výrokA, potom platí výrokB.

Výroku A v implikaci seříkápremisa, výrok B se nazývázávěr.

Pokud je výrokA ⇒ B pravdivý, paǩríkáme, že "A je postǎcující podmínkou pro platnostB" a "B je
nutnou podmínkou pro platnostA".

Definice. EkvivalencíA ⇔ B nazýváme výrok:

VýrokA platí tehdy a jen tehdy, když platí výrokB.

(Platnost výroku)A je nutnou a postǎcující podmínkou (platnosti výroku)B.
Vše je možno shrnout do následující tabulky:

A B ¬A A & B A ∨ B A ⇒ B A ⇔ B
0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

Intuitivn ě (bez p̌resné definice) budeme přijímat pojmy množina (jako soubor objektů),být prvkem
množiny ("x je prvkem množinyM " píšeme:x ∈ M ) anebýt prvkem množiny ("x není prvkem množiny
M " píšeme:x /∈ M ).

Poznámka.SymbolyN, Z, Q, R, C budou vyhrazeny pro množiny (pořaďe) p̌rirozených, celých, racionál-
ních, reálných a komplexnícȟcísel.

Výrokovou formou budeme nazývat výraz

A(x1, x2, . . . xm),

z něhož vznikne výrok dosazením prvkůx1 ∈ M1, . . . , xm ∈ Mm z daných množinM1, . . . , Mm.
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Definice. Nyní necht’A(x), x ∈ M , je výroková forma. Výrok

Pro všechnax ∈ M platí A(x).

zapisujeme ve tvaru:
∀x ∈ M : A(x).

Symbol∀ nazývámeobecným(velkým) kvantifikátorem .

Definice. Nyní necht’A(x), x ∈ M , je výroková forma. Výrok

Existujex ∈ M , pro které platíA(x).

zapisujeme ve tvaru:
∃x ∈ M : A(x).

Symbol∃ nazývámeexisteňcním (malým) kvantifikátorem .

Pro obrat
"Existuje právě jeden . . . " často používáme symbol∃!

Poznámka.Pokud výrok obsahuje několik po sob̌e jdoucích kvantifikátorů stejného typu, lze jejich pořadí
libovolně měnit, nap̌ríklad následující dva výroky jsou ekvivalentní pro jakoukoli výrokovou formuV (x, y),
x ∈ M , y ∈ N :

∀x ∈ M ∀y ∈ N : V (x, y) ,

∀y ∈ N ∀x ∈ M : V (x, y) .

Příklad:

∀x ∈ R ∀y ∈ R : x2 + y4 ≥ 0 ,

∀y ∈ R ∀x ∈ R : x2 + y4 ≥ 0 .

Poznámka.P̌ri záměňe pǒradí kvantifikátorů různého typu však nový výrok nemusí být ekvivalentní s
výrokem původním:

∃x ∈ M ∀y ∈ N : V (x, y) ,

∀y ∈ N ∃x ∈ M : V (x, y) ,

nejsou ekvivalentní výroky.

Příklad:

∀x ∈ N ∃y ∈ R : y > x ,

∃y ∈ R ∀x ∈ N : y > x .

Tvrzení 1.1 (Negace složených výroků). Platí:

¬(A & B) = ¬A ∨ ¬B

¬(A ∨ B) = ¬A &¬B

¬(A ⇒ B) = A &¬B

¬(A ⇔ B) = (¬A & B) ∨ (A &¬B)

¬(∀x ∈ M : A(x)) = ∃x ∈ M : ¬A(x)

¬(∃x ∈ M : A(x)) = ∀x ∈ M : ¬A(x)
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Příklad: Určete, který z výroků je pravdivý:

∃x ∈ R ∀y ∈ R ∀z ∈ R : y2 + z2 > x ,

∀x ∈ R ∃y ∈ R ∃z ∈ R : y2 + z2 ≤ x .

Definice. • Řekneme, že množinaA je částí množinyB (neboA je podmnožinouB), jestliže každý
prvek množinyA je rovňež prvkem množinyB. Tomuto vztahǔríkámeinkluze a znǎcímeA ⊂ B.

• Dvě množiny jsou sirovny (A = B), jestliže mají stejné prvky.

• Prázdnou množinounazveme množinu, která neobsahuje žádný prvek. Označíme ji symbolem∅.

Poznámka.Pro libovolné dv̌e množinyA, B platí:

A = B ⇐⇒ (A ⊂ B) & (B ⊂ A) .

Definice(množinové operace). Necht’ I je neprázdná množina aAα je množina pro každéα ∈ I.

• Definujemesjednocení
⋃

α∈I Aα jako množinu všech prvků, které patří alespǒn do jedné z množin
Aα.

• Definujemeprůnik
⋂

α∈I Aα jako množinu prvků, které náleží do každé z množinAα.

Definice. • Mají-li dvě množiny prázdný průnik,̌rekneme o nich, že jsoudisjunktní .

• Rozdílem množinA a B (znǎcímeA \ B) nazveme množinu prvků, které patří do množinyA a
nepaťrí do množinyB.

• Kartézským soǔcinemmnožinA1, . . . , An nazveme množinu všech uspořádanýchn-tic

A1 × A2 × · · · × An = {[a1, a2, . . . , an]; a1 ∈ A1, . . . , an ∈ An}.

Věta 1.2(de Morganova pravidla). Necht’I je neprázdná množina,X, Aα (α ∈ I) jsou množiny. Pak platí

X \
⋃

α∈I

Aα =
⋂

α∈I

(X \ Aα),

X \
⋂

α∈I

Aα =
⋃

α∈I

(X \ Aα).

1.2 Zobrazení

Definice. Necht’ X a Y jsou množiny. Je-li každému prvkux ∈ X přiřazen nejvýše jeden prvek zY ,
řekneme, že je definovánozobrazení zX do Y . Píšemef : X → Y a f(x) = y, p̌rípadňe f : x 7→ y.
MnožinuD(f) := {x ∈ X, ∃y ∈ Y, f(x) = y} nazývámedefiničním oborem zobrazeníf .

Definice. Necht’X, Y jsou neprázdné množiny af : X → Y .

• ObrazemmnožinyA ⊂ X při zobrazeníf se nazývá množina

f(A) = {f(x); x ∈ A}.

• Je-liA = D(f) definǐcním oborem zobrazeníf : X → Y , nazýváme množinuf(A) oborem hodnot
zobrazeníf . (ZnǎcímeR(f) neboH(f).)
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• Vzorem množinyB ⊂ Y při zobrazeníf nazveme množinu

f−1(B) = {x ∈ X; f(x) ∈ B}.

Definice. Necht’X, Y jsou množiny af : X → Y .

• Zobrazeníf je prosté (injektivní) na A ⊂ X, jestliže

∀x1, x2 ∈ A : x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).

• Zobrazeníf je zobrazením množinyA ⊂ X "na" množinu Y (f je surjektivní) , jestližef(A) = Y .

• Řekneme, žef je bijekceA naY , jestližef je prosté a naY .

Definice. Necht’ f : A → Y je prosté,f(A) = B. Pak zobrazeníf−1 : B → A definované p̌redpisem
f−1(y) = x, kdey ∈ f(A) af(x) = y, nazývámeinverzním zobrazenímk zobrazeníf .

Definice. Necht’ f : X → Y je zobrazení,A ⊂ X. Zobrazeníf |A : A → Y takové žef |A (x) = f(x)
∀x ∈ A nazývámezúžením (restrikcí) zobrazeníf na množinuA.

Definice. Necht’ f : X → Y a g : Y → Z jsou dv̌e zobrazení. Symbolemg ◦ f oznǎcíme zobrazení z
množinyX do množinyZ definované p̌redpisem

(g ◦ f)(x) = g(f(x)).

Takto definované zobrazení se nazývásloženým zobrazenímzobrazeníf a g, p̌ričemžf je vnit řní zo-
brazeníag je vnější zobrazení.

1.3 Reálnáčísla

Vybudováníčíselných množin - ňekolik možností:
Možnost I:

N (intuitivně nebo z teorie množin)−→ Z −→ Q −→ R

Možnost II:
R (axiomaticky)−→ N −→ Z −→ Q

Ad I: Krok Q −→ R obtížný (nap̌r. tzv. Dedekindovy̌rezy)
Ad II: Krok R −→ N nap̌r. pomocí pojmu tzv. induktivní množiny.
V obou možnostech na závěr následuje krokR −→ C.
Ad II: Množinu reálnýchčíselR lze definovat jako množinu, na níž jsou definovány operacesčítání

a násobení, které budeme značit obvyklým způsobem, a relaceuspǒrádání (≤), p̌ričemž jsou splňeny
následující ťri skupiny vlastností.

I. Vlastnosti šcítání a násobení a jejich vzájemný vztah

II. Vztah uspǒrádání a operací sčítání a násobení

III. Axiom o supremu

I. Vlastnosti sčítání a násobení a jejich vzájemný vztah

• ∀x, y, z ∈ R : x + (y + z) = (x + y) + z (asociativita šcítání),
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• ∀x, y ∈ R : x + y = y + x (komutativita sčítání),

• ∃w ∈ R ∀x ∈ R : w + x = x (prvekw je uřcen jednoznǎcně, znǎcíme ho0 a říkáme munulový
prvek),

• ∀x ∈ R∃z ∈ R : x + z = 0 (z je tzv. opačné číslok číslux, je uřceno jednoznǎcně a znǎcíme ho
−x),

• ∀x, y, z ∈ R : x · (y · z) = (x · y) · z (asociativita násobení),

• ∀x, y ∈ R : x · y = y · x (komutativita násobení),

• ∃v ∈ R \ {0} ∀x ∈ R : v · x = x (prvek v je uřcen jednoznǎcně, znǎcíme ho1 a říkáme mu
jednotkový prvek),

• ∀x ∈ R \ {0} ∃y ∈ R : x · y = 1 (prveky je uřcen jednoznǎcně a znǎcíme hox−1 nebo1

x
),

• ∀x, y, z ∈ R : (x + y) · z = x · z + y · z (distributivita ).

II. Vztah uspořádání a operací šcítání a násobení

• ∀x, y, z ∈ R : (x ≤ y & y ≤ z) ⇒ x ≤ z (tranzitivita ),

• ∀x, y ∈ R : (x ≤ y & y ≤ x) ⇒ x = y (slabá antisymetrie),

• ∀x, y ∈ R : x ≤ y ∨ y ≤ x,

• ∀x, y, z ∈ R : x ≤ y ⇒ x + z ≤ y + z,

• ∀x, y ∈ R : (0 ≤ x & 0 ≤ y) ⇒ 0 ≤ x · y.

Označení. • Oznǎceníx ≥ y znamená totéž coy ≤ x. Symbolemx < y budeme znǎcit situaci, kdy
x ≤ y, alex 6= y (tzv. ostrá nerovnost).

• Reálná̌císla, pro ňežx > 0 (resp.x < 0), budeme nazývatkladnými (resp.zápornými).

• Reálná̌císla, pro ňežx ≥ 0 (resp.x ≤ 0), budeme nazývatnezápornými (resp.nekladnými).

Definice. • Řekneme, že množinaM ⊂ R je omezená zdola, jestliže existujěcísloa ∈ R takové, že
pro každéx ∈ M platíx ≥ a.

Takovéčísloa se nazývádolní závoroumnožinyM .

• Analogicky definujeme pojmymnožina omezená shoraahorní závora.

• Řekneme, že množinaM ⊂ R je omezená, je-li omezená shora i zdola.

Označení(Omezené intervaly). Proa < b, a, b ∈ R, píšeme:

• (a, b) := {x ∈ R ; a < x < b} ,

• 〈a, b) := {x ∈ R ; a ≤ x < b} ,

• (a, b〉 := {x ∈ R ; a < x ≤ b} ,

• 〈a, b〉 := {x ∈ R ; a ≤ x ≤ b} .

Uvedené množiny nazýváme pořaďeotevřený interval , zleva uzav̌rený interval , zprava uzav̌rený inter-
val a uzavřený interval . Všechny tyto intervaly jsouomezené. Někdy používáme také značení(a, a) = ∅,
〈a, b〉 = {a}.
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Označení(Neomezené intervaly). Proa ∈ R, píšeme:

• (−∞, a) := {x ∈ R ; x < a} ,

• (−∞, a〉 := {x ∈ R ; x ≤ a} ,

• (a,∞) := {x ∈ R ; x > a} ,

• 〈a,+∞) := {x ∈ R ; x ≥ a} .

• (−∞, +∞) := R

Všechny tyto intervaly jsouneomezené.

Definice. Necht’ M ⊂ R. Řekneme, žea je největší prvek (maximum) množinyM , jestližea je horní
závorou množinyM a p̌ritom a ∈ M . Analogicky definujemenejmenší prvek(minimum ) M . Maximum
a minimum jsou uřceny jednoznǎcně (pokud existují) a znǎcíme jemax M aminM .

Minimum a maximum dané množiny reálnýchčísel nemusí existovat:(0, 1).

Definice. Necht’M ⊂ R. ČísloG ∈ R splňující

• ∀x ∈ M : x ≤ G,

• ∀G′ ∈ R, G′ < G∃x ∈ M : x > G′,

nazývámesuprememmnožinyM .

Poznámka.Necht’M ⊂ R. Má-li množinaM supremum, je toto určeno jednoznǎcně a znǎcíme jej supM .

III. Axiom suprema

• Každá neprázdná shora omezená podmnožinaR má supremum.

Definice. Necht’M ⊂ R. Číslog ∈ R splňující

• ∀x ∈ M : x ≥ g,

• ∀g′ ∈ R, g′ > g ∃x ∈ M : x < g′,

nazývámeinfimem množinyM .

Poznámka.Necht’M ⊂ R. Má-li množinaM infimum, je toto uřceno jednoznǎcně a znǎcíme jej infM .

Věta 1.3. Necht’M ⊂ R je neprázdná zdola omezená množina. Pak existuje infimum množinyM .

Poznámka. • Klademesup M := +∞ pro shora neomezenou množinu, ainf M := −∞ pro zdola
neomezenou množinu.

• Klademesup ∅ := −∞ a inf ∅ := +∞.

Věta 1.4(Základní nerovnosti mezi reálnýmičísly). 1. Pro každéx ∈ R, x ≥ −2 a pro každén ∈ N

platí tzv.Bernoulliho nerovnost

(1 + x)n ≥ 1 + nx .
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2. Pro všechna reálná číslaa1, . . . , an, b1, . . . , bn platí tzv.Cauchy-Schwarzova nerovnost

(

n
∑

j=1

ajbj

)2

≤
n

∑

j=1

aj
2 ·

n
∑

j=1

bj
2 .

3. Pro všechnanezápornáreálná číslaa1, . . . , an platí tzv.A-G (aritmeticko-geometrická) nerovnost

a1 + · · · + an

n
≥ n

√
a1 · · · an .

1.4 Komplexní čísla

Množinu komplexních číselC definujeme takto:

C = {a + bi; a, b ∈ R} kdei2 = −1 .

Necht’x = a + bi ∈ C. Prveka nazývámereálnou částíx, prvekb nazývámeimaginární částíx.
Absolutní hodnotoukomplexníhǒcíslax = a + bi rozumíměcíslo|x| =

√
a2 + b2.

NaC definujeme obvyklým způsobem sčítání, oďcítání a násobení komplexníchčísel:

(a + bi) ± (c + di) = (a ± c) + i(c ± d)

(a + bi)(c + di) = (ac − bd) + i(ad + bc).

Komplexně sdruženýmčíslemk x = a+bi rozumíměcíslox = a−bi; Platíxx = |x|2 ∈ R, s pomocí
čehož lze ďelení komplexnícȟcísel p̌revést na násobení:

a + bi

c + di
=

(a + bi)(c − di)

(c + di)(c − di)
=

1

c2 + d2
(a + bi)(c − di)

=
ac + bd

c2 + d2
+ i

bc − ad

c2 + d2
.

1.5 Mohutnost množin

Definice. • Říkáme, že množinyA, B mají stejnou mohutnost a píšemeA ≈ B, jestliže existuje
bijekceA naB.

• Říkáme, že množinaA má mohutnost menší nebo rovnou mohutnosti množinyB a píšemeA � B,
jestliže existuje prosté zobrazeníA doB.

• SymbolA ≺ B znǎcí situaci, kdyA � B a neplatíA ≈ B.

Definice. Řekneme, že množinaA je konečná, jestliže je bud’A = ∅ nebo existujen ∈ N takové, že platí
A ≈ {1, . . . , n}.

Řekneme, že množinaA je spǒcetná, jestliže platíA ≈ N.
Řekneme, že množinaA je nespǒcetná, jestližeA není ani koněcná ani spǒcetná.

Tvrzení 1.5. MnožinyN, Z, Q jsou spočetné, množinyR, C jsou nespočetné.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/̃rokyta/vyuka/
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1.6 Posloupnosti a jejich limity

Definice. Necht’ A je neprázdná množina. Zobrazení přiřazující každému p̌rirozenémǔcíslun prvekan z
množinyA nazývámeposloupnost prvků množinyA. Prvekan nazvemen-tým členemtéto posloupnosti.
Znǎcíme{an}∞n=1.

Příklad. Posloupnosti zadané

• explicitně:an := (1 + 1/n)n;

• popisem:an := n-té prvǒcíslo;

• rekurentňe:a1 = a2 := 1, an+2 := an+1 + an ∀n ∈ N .

• . . .

Poznámka.Posloupností budeme nadále až do odvolání rozumět (nekoněcnou) posloupnost reálnýchčísel.

Definice. Řekneme, že posloupnost{an} je

• shora omezená, jestliže množina všecȟclenů této posloupnosti je shora omezená,

• zdola omezená, jestliže množina všecȟclenů této posloupnosti je zdola omezená,

• omezená, jestliže množina všecȟclenů této posloupnosti je omezená.

Definice. Řekneme, že posloupnost reálnýchčísel{an} je

• neklesající, je-li an ≤ an+1 pro každén ∈ N,

• rostoucí, je-li an < an+1 pro každén ∈ N,

• nerostoucí, je-li an ≥ an+1 pro každén ∈ N,

• klesající, je-li an > an+1 pro každén ∈ N.

Posloupnost{an} je monotónní, pokud spľnuje ňekterou z výše uvedených podmínek. Posloupnost{an} je
ryze monotónní, pokud je rostoucí̌ci klesající.

Definice. Řekneme, že posloupnost (reálnýchčísel){an} má limitu rovnou reálnémǔcísluA, jestliže platí

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : |an − A| < ε.

Poznámka.Necht’K ∈ R, K > 0, A ∈ R. Jestliže posloupnost{an} splňuje podmínku

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : |an − A| < Kε,

potomlim an = A.

Definice. Řekneme, že posloupnost{an} má limitu+∞ ≡ ∞ , jestliže

∀L ∈ R∃n0 ∈ N∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ≥ L.

Řekneme, že posloupnost{an} má limitu−∞, jestliže

∀K ∈ R ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ≤ K.

Věta 1.6(jednoznǎcnost limity). Každá posloupnost má nejvýše jednu limitu.
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Definice. Má-li posloupnost{an} limitu rovnou číslu A ∈ R, pak píšemelim
n→∞

an = A nebo jenom

lim an = A.Podobňe píšeme lim
n→∞

an = lim an = ∞, resp. lim
n→∞

an = lim an = −∞. Řekneme, že

posloupnost{an} je konvergentní, pokud existujeA ∈ R takové, želim an = A. Není-li posloupnost
konvergentní,̌ríkáme, že jedivergentní.

Věta 1.7. Každá konvergentní posloupnost je omezená.

Definice. Necht’ {an}∞n=1 je posloupnost reálnýcȟcísel. Jestliže{nk}∞k=1
je rostoucí posloupnost přiroze-

nýchčísel, pak{ank
}∞k=1

se nazývávybranou posloupností z{an}∞n=1.

Věta 1.8. Necht’{ank
}∞k=1

je vybraná posloupnost z posloupnosti{an}∞n=1. Jestliže platí lim
n→∞

an = A ∈
R ∪ {∞} ∪ {−∞}, pak také lim

k→∞
ank

= A.

Definice. Necht’{an}∞n=1 je posloupnost reálnýcȟcísel. PakA ∈ R∪{∞}∪{−∞} nazývámehromadnou
hodnotouposloupnosti{an}∞n=1, jestliže existuje vybraná posloupnost{ank

}∞k=1
taková, želim

k→∞
ank

= A.

Rozší̌rená reálná osa: R⋆ := R ∪ {−∞} ∪ {+∞}
Uspǒrádání:

• ∀a ∈ R ∪ {+∞}: −∞ < a,

• ∀a ∈ {−∞} ∪ R: a < +∞

Absolutní hodnota:

• | −∞| = | + ∞| = +∞

Sčítání a oďcítání:

• −(+∞) = −∞, +(−∞) = −∞,

• ∀a ∈ R: −∞ + a = a + (−∞) = −∞,

• ∀a ∈ R: +∞ + a = a + (+∞) = +∞,

• (−∞) + (−∞) = −∞, (+∞) + (+∞) = +∞

Násobení a ďelení:

• ∀a ∈ R⋆, a > 0: a · (±∞) = (±∞) · a = ±∞,

• ∀a ∈ R⋆, a < 0: a · (±∞) = (±∞) · a = ∓∞,

• 1

+∞
= 1

−∞
= 0

NEDEFINUJEME:

• (−∞) + (+∞),

• 0 · (±∞),

• ±∞

±∞
,

• cokoli
0

Věta 1.9(aritmetika limit). Necht’lim an = A ∈ R⋆ a lim bn = B ∈ R⋆. Potom platí:
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(i) lim (an ± bn) = A ± B, pokud je pravá strana definována,

(ii) lim (an · bn) = A · B, pokud je pravá strana definována,

(iii) lim an/bn = A/B, pokud je pravá strana definována.

Věta 1.10.Necht’lim an = 0 a necht’ posloupnost{bn} je omezená. Potomlim anbn = 0.

Věta 1.11.Necht’lim an = A ∈ R⋆. Potomlim |an| = |A|.
Věta 1.12(limita a uspǒrádání). Necht’lim an = A ∈ R⋆ a lim bn = B ∈ R⋆.

(i) Necht’ existujen0 ∈ N takové, že pro každé přirozenén ≥ n0 je an ≥ bn. PotomA ≥ B.

(ii) Necht’ A < B. Potom existujen0 ∈ N takové, že pro každé přirozenén ≥ n0 je an < bn.

Věta 1.13(o dvou strážnících). Necht’{an}, {bn}, {cn} jsou posloupnosti splňující:

(i) ∃n0 ∈ N∀n ∈ N, n ≥ n0 : an ≤ cn ≤ bn,

(ii) existují lim an, lim bn, a navíclim an = lim bn.

Potom existujelim cn a platí lim cn = lim an.

Poznámka.Pokud existujelim an = ∞, není nutné uvažovat žádnou posloupnost{bn} a tvrzení v̌ety
zůstává v platnosti. Podobně je tomu v p̌rípaďe lim bn = −∞, kdy "nepoťrebujeme" posloupnost{an}.

Věta 1.14(Limita monotónní posloupnosti). Každá monotónní posloupnost má limitu.

Tvrzení 1.15. • Pro a > 0 je lim n
√

a = 1.

• Platí lim n
√

n = 1.

• Posloupnostan :=
(

1 + 1

n

)n

je neklesající a shora omezená; posloupnostbn :=
(

1 + 1

n

)n+1

je nerostoucí a zdola omezená, přičemž existujílim an = lim bn. Tuto společnou limitní hodnotu
označujemee ≈ 2.718 281 828 . . . .

Věta 1.16.Necht’ lim an = A ∈ R⋆, A > 0, lim bn = 0 a existujen0 ∈ N, že pro každén ∈ N, n ≥ n0,
platí bn > 0. Paklim an/bn = ∞.

1.7 Hlubší vlastnosti posloupností

Poznámka(Komplexní p̌rípad). • Zobrazení p̌riřazující každému p̌rirozenémučíslu n prvek an ∈ C

nazveme komplexní posloupností. Evidentně{an} je komplexní posloupnost právě tehdy, když exis-
tují reálné posloupnosti{xn}, {yn} takové, žean = xn + iyn pro všechna p̌rirozenán.

• Pro komplexní posloupnost nedefinujeme (nemají smysl) pojmy jako "rostoucí", "klesající", apod.,
ale také pojem "shora resp. zdola omezená" posloupnost.Řekneme, že komplexní posloupnost{an}
je omezená, pokud existujeK > 0 taková, že|an| ≤ K pro všechna p̌rirozenán.

Poznámka(Komplexní limita). • Je-lian = xn + iyn komplexní posloupnost, a existujílimxn, lim yn

vlastní, klademelim an = limxn + i lim yn. Výrazy tvaru "a± i∞", "±∞± ib", resp. "±∞± i∞"
nedefinujeme.

Věta 1.17 (Bolzano-Weierstrassova věta). Z každé omezené posloupnosti lze vybrat konvergentní pod-
posloupnost.

Věta 1.18. Posloupnost{an}∞n=1 má vlastní limitu právě tehdy, když splňujeBolzano-Cauchyovu pod-
mínku, tj.

∀ε ∈ R, ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 ∀m ∈ N, m ≥ n0 : |an − am| < ε.
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