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2.1 Z&kladni pojmy

Definice

Realna funkce f jedné realné proménné (dale jen
funkce) je zobrazeni f : M — R, kde M je podmnozinou
mnoziny realnych Cisel.
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2.1 Z&kladni pojmy

Definice

Realna funkce f jedné realné proménné (dale jen
funkce) je zobrazeni f : M — R, kde M je podmnozinou
mnoziny realnych Cisel.

Definice

Funkce f : J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro
kazdou dvoijici x1, xo € J, X; < Xo, plati nerovnost
f(X1) < f(Xg).
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2.1 Z&kladni pojmy

Definice

Realna funkce f jedné realné proménné (dale jen
funkce) je zobrazeni f : M — R, kde M je podmnozinou
mnoziny realnych Cisel.

Definice

Funkce f : J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro
kazdou dvoijici x1, xo € J, X; < Xo, plati nerovnost

f(x1) < f(x2). Funkce f : J — R je klesajici na intervalu J,
jestlize pro kazdou dvojici x1, X2 € J, X1 < Xo, plati
nerovnost f(x1) > f(x2).
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2.1 Zakladni pojmy

Definice

Realna funkce f jedné realné proménné (dale jen
funkce) je zobrazeni f : M — R, kde M je podmnozinou
mnoziny realnych Cisel.

Definice

Funkce f : J — R je rostouci na intervalu J, jestlize pro
kazdou dvoijici x1, xo € J, X; < Xo, plati nerovnost

f(x1) < f(x2). Funkce f : J — R je klesajici na intervalu J,
jestlize pro kazdou dvojici x1, X2 € J, X1 < Xo, plati
nerovnost f(x;) > f(x2). Analogicky definujeme funkci
neklesajici (nerostouci) na intervalu J.
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2.1 Zakladni pojmy (pokras)

Definice

Monotonni funkci (resp. ryze monotoénni funkci) na
intervalu J rozumime funkci, ktera je neklesajici nebo
nerostouci (resp. rostouci nebo klesajici) na J.
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2.1 Zakladni pojmy (pokras)

Definice

Monotonni funkci (resp. ryze monotoénni funkci) na
intervalu J rozumime funkci, ktera je neklesajici nebo
nerostouci (resp. rostouci nebo klesajici) na J.

Poznamka

Je-li funkce ryze monoténni na mnoziné M C R, je na ni
prosta, ale nikoli naopak.
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Necht f je funkce. Rekneme, Ze funkce f je

m licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a
f(—x) = —f(x),

DA




2.1 Zakladni pojmy (pokras)

Definice
Necht f je funkce. Rekneme, Ze funkce fie
m licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a

f(—x) = —f(x),
m suda3, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a
f(—x) = f(x),

M. Rokyta, KMA MFF UK 2. Funkce jedné realné proménné



2.1 Zakladni pojmy (pokras)

Definice
Necht f je funkce. Rekneme, Ze funkce fie
m licha, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a

f(—x) = —f(x),
m suda3, jestlize pro kazdé x € D(f) plati —x € D(f) a
f(—x) = f(x),

m periodicka s periodou a € R, a > 0, jestlize pro
kazdé x € D(f) plati x + a € D(f), x —a e D(f) a
f(x+ a) = f(x — a) = f(x).
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2.1 Zakladni pojmy (pokras)

Definice
Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, Ze funkce fie

m shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, ze pro vSechna x € M je f(x) < K,
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2.1 Zakladni pojmy (pokras)

Definice
Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, Ze funkce fie

m shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, ze pro vSechna x € M je f(x) < K,

m zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, ze pro vSechna x € M je f(x) > K,
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2.1 Zakladni pojmy (pokras)

Definice
Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, Ze funkce fie

m shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, ze pro vSechna x € M je f(x) < K,

m zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, ze pro vSechna x € M je f(x) > K,

m omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takové,
Ze pro v8echna x € M je |f(x)| < K,
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2.1 Zakladni pojmy (pokras)

Definice
Necht f je funkce a M C D(f). Rekneme, Ze funkce fie

m shora omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, ze pro vSechna x € M je f(x) < K,

m zdola omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R
takové, ze pro vSechna x € M je f(x) > K,

m omezena na M, jestlize existuje Cislo K € R takové,
Ze pro v8echna x € M je |f(x)| < K,

m konstantni na M, jestlize pro vSechna x, y € M plati
f(x) = f(y).
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Necht ac Rac € R, € > 0. Potom definujeme
m okoli bodu ajako U¢(a) = (a—¢,a+¢),




2.2 Limita a spojitost

Definice
Necht ac€ Rae € R, € > 0. Potom definujeme
m okoli bodu ajako U°(a) = (a—¢,a+¢),

m prstencoveé (redukované) okoli bodu a jako
P(a)=(a—c,a+e)\{a}.
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2.2 Limita a spojitost

Definice
Necht ac€ Rae € R, € > 0. Potom definujeme
m okoli bodu ajako U°(a) = (a—¢,a+¢),
m prstencoveé (redukované) okoli bodu a jako
P(a)=(a—c,a+e)\{a}.

Okoli a prstencové okoli bodu +oo (resp. —oo) definujeme
takto:

P=(+00) = U (+00) = (1/¢, +00),




2.2 Limita a spojitost

Definice
Necht ac€ Rae € R, € > 0. Potom definujeme
m okoli bodu ajako U°(a) = (a—¢,a+¢),
m prstencoveé (redukované) okoli bodu a jako
P(a)=(a—c,a+e)\{a}.

Okoli a prstencové okoli bodu +oo (resp. —oo) definujeme
takto:

P (400) = U (4+00) = (1 /g, +00),
Pe(—o0) = U (—0) = (—o0, —1/e).
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2.2 Limita a spojitost (pokras)

Definice

Rekneme, Ze prvek A € R* je limitou funkce f v bodé
a € R*, jestlize

Ve e R,e>030 € R, 0 >0Vx € P(a): f(x) €U (A).

PiSeme: lim f(x) = A.

X—a
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2.2 Limita a spojitost (pokras)

Definice

Rekneme, Ze prvek A € R* je limitou funkce f v bodé
a € R*, jestlize

Ve e R,e>030 € R, 0 >0Vx € P(a): f(x) €U (A).

PiSeme: lim f(x) = A.

X—a

Véta 2.1 (jednoznacnost limity)
Funkce f ma v daném bodé nejvyse jednu limitu.
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2.2 Limita a spojitost (pokras)

Poznamka
Limita je tzv. lokalni pojem. Rozmyslete si nasledujici
vlastnosti:

m Pokud existuje § > 0 takove, Ze f(x) = g(x) pro
v8echna x € P’(a), potom lim,_, , f(x) existuje pravé
tehdy, kdyz existuje lim,_,, g(x). V tom pfipadé se
obé limity rovnaji.
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2.2 Limita a spojitost (pokras)

Poznamka
Limita je tzv. lokalni pojem. Rozmyslete si nasledujici
vlastnosti:

m Pokud existuje § > 0 takove, Ze f(x) = g(x) pro
v8echna x € P’(a), potom lim,_, , f(x) existuje pravé
tehdy, kdyz existuje lim,_,, g(x). V tom pfipadé se
obé limity rovnaji.

m Hodnota f(a), dokonce ani to, jestli funkce f je vibec
v bodé a definovana, nema 2adny vliv na existenci Ci
velikost hodnoty A := lim,_,, f(x). Rozhoduje pouze
chovani f na prstencovém okoli P°(a) bodu a.
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Necht ac Rac € R, € > 0. Potom definujeme
m prave okoli bodu ajako U/ (a) = (a,a+¢),




2.2 Limita a spojitost (pokras)

Definice
Necht ac€ Rae € R, € > 0. Potom definujeme

m prave okoli bodu ajako U/ (a) = (a,a+¢),
m levé okoli bodu ajako ¢ (a) = (a — ¢, a),
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2.2 Limita a spojitost (pokras)

Definice
Necht ac€ Rae € R, € > 0. Potom definujeme
m prave okoli bodu ajako U/ (a) = (a,a+¢),
m levé okoli bodu ajako ¢ (a) = (a — ¢, a),
m pravé prstencové okoli bodu a jako
Pi(a) = (a a+e),
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2.2 Limita a spojitost (pokras)

Definice
Necht ac€ Rae € R, € > 0. Potom definujeme
m prave okoli bodu ajako U/ (a) = (a,a+¢),
m levé okoli bodu ajako ¢ (a) = (a — ¢, a),
m pravé prstencové okoli bodu a jako
Pi(a) = (a a+e),
m levé prstencové okoli bodu a jako
Pe(a)=(a—ce,a).
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Dale definujeme
m levé okoli bodu +occ jako U¢ (+0) = (1/¢, +00),




2.2 Limita a spojitost (pokras)

Definice
Dale definujeme
m levé okoli bodu +oo jako U~ (+00) = (1/¢, +0),
m pravé okoli bodu —oo jako U5 (—o0) = (—o0, —1/¢),
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2.2 Limita a spojitost (pokras)

Definice
Dale definujeme
m levé okoli bodu +oo jako U~ (+00) = (1/¢, +0),
m pravé okoli bodu —oo jako U5 (—o0) = (—o0, —1/¢),
m levé prstencové okoli bodu +oo jako
Pe (+00) = U (+00),
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2.2 Limita a spojitost (pokras)

Definice
Dale definujeme
m levé okoli bodu +oo jako U~ (+00) = (1/¢, +0),
m pravé okoli bodu —oo jako U5 (—o0) = (—o0, —1/¢),
m levé prstencové okoli bodu +oo jako
P (+00) = UE (400),
m praveé prstencové okoli bodu — jako
P5 (—00) = U (—o0).
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2.2 Limita a spojitost (pokras)

Definice

Necht A e R*, ac RU {—oo}. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé a limitu zprava rovnou A, jestlize

Ve € R,e >035 € R, 6 >0Vx € Pi(a): f(x) € U(A).

PiSeme lim,_, .. f(x) = A.
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2.2 Limita a spojitost (pokras)

Definice

Necht A e R*, ac RU {—oo}. Rekneme, Ze funkce f ma
v bodé a limitu zprava rovnou A, jestlize

Ve € R,e >035 € R, 6 >0Vx € Pi(a): f(x) € U(A).
PiSeme lim,_, .. f(x) = A.

Analogicky definujeme pojem limity zleva v bodé
ac RU{+o0} apiSeme lim,_,, f(x) = A.
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lim (x) = f(a) € R

Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé a € R, jestlize

» A« »r <

DA



2.2 Limita a spojitost (pokras)

Definice

Rekneme, Ze funkce f je spojita v bodé a € R, jestlize
lim f(x) = f(a) € R.
X—a

Definice

Rekneme, Ze funkce f je v bodé a € R spoijita zprava
(resp. zleva), jestlize x”T+ f(x) = f(a) € R (resp.

Xin;_ f(x) = f(a) € R).
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m Necht ac R, A € R*. Paklim,_,,f(x) = A, pravé
kdyz lim f(x) = lim f(x) = A.
X—a+ X—a—




2.3 Véty o limitach a spojitosti

Véta 2.2

m Necht ac R, A€ R*. Paklim,_,,f(x) = A, pravé
kdyZ lim f(x) = lim f(x) = A.
x—a+ X—a—

m Funkce f je v bodé a spojita, prave kdyZz je spojita v
bodé a zprava i zleva zaroven.
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Necht funkce f ma viastni limitu v bodé a € R*. Pak

existuje § € R, § > 0 takové, Ze f je na P°(a) omezena.

DA




2.3 Véty o limitach a spojitosti (pokrac)

Véta 2.3

Necht funkce f ma viastni limitu v bodé a € R*. Pak
existuje § € R, § > 0 takové, Ze f je na P°(a) omezena.

Véta 2.4

Necht funkce f ma viastni limitu A # 0 v bode a € R*. Pak
existuje 0 € R, 6 > 0 a konstanta ¢ > 0 takové, Ze
|f(x)| > ¢ pro véechna x € P°(a).
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht a € R*. Necht'lim,_,,f(x) = A€ R* a
limy_,g(x) = B € R*. Potom plati:

(i) limya(f(x) + g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht a € R*. Necht'lim,_,,f(x) = A€ R* a
limy_,g(x) = B € R*. Potom plati:
(i) limya(f(x) + g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,
(i) limy_4 f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Véta 2.5 (limita a aritmetické operace)

Necht a € R*. Necht'lim,_,,f(x) = A€ R* a
limy_,g(x) = B € R*. Potom plati:

(i) limya(f(x) + g(x)) = A+ B, pokud je vyraz A+ B
definovan,
(i) limy_4 f(x)g(x) = AB, pokud je vyraz AB definovan,
(i) limy_4f(x)/9(x) = A/B, pokud je vyraz A/B
definovan.
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Necht a € R*. Necht limy_,, f(x) = 0, a necht existuje
n > 0 takové, Ze funkce g je omezena na P"(a).




Necht a € R*. Necht limy_,, f(x) = 0, a necht existuje

n > 0 takové, Ze funkce g je omezena na P"(a). Pak
limy_a(f(x) g(x)) = 0.

DA




2.3 Véty o limitach a spojitosti (pokrac)

Véta 2.6

Necht’ a € R*. Necht' lim,_,, f(x) = 0, a necht’ existuje
n > 0 takové, Ze funkce g je omezena na P"(a). Pak

limy_a(f(x) g(x)) = 0.

Véta 2.7

Necht a € R*. Necht'lim,_,,9(x) =0,

limy_,f(x) =AcR*aA>0. JestliZze existuje n > 0
takové, Ze funkce g je kladna na P"(a), pak
limy—a(f(x)/9(x)) = +oc.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti (pokrac)

Véta 2.6

Necht’ a € R*. Necht' lim,_,, f(x) = 0, a necht’ existuje
n > 0 takové, Ze funkce g je omezena na P"(a). Pak

limy_a(f(x) g(x)) = 0.

Véta 2.7

Necht a € R*. Necht'lim,_,,9(x) =0,

limy_,f(x) =AcR*aA>0. JestliZze existuje n > 0
takové, Ze funkce g je kladna na P"(a), pak
limy_a(f(x)/g(x)) = +oo. (A obdobné pro A < 0, g
zapornou atd.)
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Plati:

im f(x)=AeR" < lim f(%):AeR*,

X—rf00 X0+




Plati:
lim f(x)=A€eR* < Iim f<1> =AeR*,
X—+00 x—0+ X
a podobné

lim f(x)=BeR" < Iim f(%)zBeR*.

X——00 x—0—




2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Véta 2.9 (o srovnani)
Meéjme a € R*.
(i) Necht
lim f(x) > lim g(x).

X—a X—a

Pak existuje prstencové okoli P°(a) takové, Ze plati

vx € P’(a) . f(x) > g(x).
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

(i) Necht existuje prstencové okoli P°(a) takové, Ze plati
vx € P’(a) : f(x) < g(x).
Necht existuji limy_,, f(x) alimy_,, g(x). Potom plati

lim f(x) < lim g(x).

X—a X—a

M. Rokyta, KMA MFF UK 2. Funkce jedné realné proménné




2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

(iii) (o dvou straznicich) Necht na néjakém prstencovém
okoli P?(a) plati

f(x) < h(x) < g(x).

Necht lim,_,, f(x) = limy_, 5 g(x). Potom existuje rovnéz
lim,_,, h(x) a vSechny tfi limity jsou si rovny.
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Necht a,D, A € R*, limy_,,9(x) = D, lim,_,p f(y) = Aaje
spinéna alespori jedna z podminek




2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Véta 2.10 (limita slozené funkce)

Necht a, D, A € R*, lim,_,,9(x) = D, lim,_,pf(y) =Aaje
splnéna alespori jedna z podminek

(P1) In e R,n >0Vx € P’(a): g(x)# D,
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Véta 2.10 (limita slozené funkce)

Necht a, D, A € R*, lim,_,,9(x) = D, lim,_,pf(y) =Aaje
splnéna alespori jedna z podminek

(P1) In e R,n >0Vx € P’(a): g(x)# D,
(P2) f je spojita v D.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Véta 2.10 (limita slozené funkce)
Necht a, D, A € R*, lim,_,,9(x) = D, lim,_,pf(y) =Aaje
splnéna alespori jedna z podminek
(P1) In e R,n >0Vx € P’(a): g(x)# D,
(P2) f je spojita v D.
Potom lim,_,, f(g(x)) = A.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti (pokrac)

Véta 2.10 (limita slozené funkce)
Necht a, D, A € R*, lim,_,,9(x) = D, lim,_,pf(y) =Aaje
splnéna alespori jedna z podminek
(P1) IneR,n>0Vx € P'(a): g(x) # D,
(P2) f je spojita v D.
Potom lim,_,, f(g(x)) = A.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Véta 2.10 (limita slozené funkce)

Necht a, D, A € R*, lim,_,,9(x) = D, lim,_,pf(y) =Aaje
splnéna alespori jedna z podminek

(P1) IneR,n>0Vx € P"(a): g(x) # D,

(P2) f je spojita v D.
Potom lim,_,, f(g(x)) = A.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Poznamka
m Jsou-li funkce f, g spoijité (pfipadné spoijité zleva,
zprava) v bodé a € R, jsou v bodé a spoijité (pripadnée
spoijité zleva, zprava) i funkce f + g, fg, a pokud je
g(a) # 0, pak i funkce f/g.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Poznamka
m Jsou-li funkce f, g spoijité (pfipadné spoijité zleva,
zprava) v bodé a € R, jsou v bodé a spoijité (pripadnée
spoijité zleva, zprava) i funkce f + g, fg, a pokud je
g(a) # 0, pak i funkce f/g.
m Necht a € R, funkce g je spojita v a, funkce f je
spojita v g(a). Potom funkce f o g je spojita v a.
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Necht funkce f je monoténni na (a, b), a, b € R*. Potom




2.3 Véty o limitach a spojitosti (pokrac)

Poznamka (komplexni funkce)

m Komplexni funkce f jedné realné proménné (dale
jen komplexni funkce) je zobrazeni f : M — C, kde
M je podmnozinou mnoziny realnych Cisel. Evidentné
f: M — C je komplexni funkce prave tehdy, kdyz
existuji realné funkce g, h: M — R takové, ze
f(x) = g(x) + ih(x) pro v8echna x € M.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti (pokrac)

Poznamka (komplexni funkce)

m Komplexni funkce f jedné realné proménné (dale
jen komplexni funkce) je zobrazeni f : M — C, kde
M je podmnozinou mnoziny realnych Cisel. Evidentné
f: M — C je komplexni funkce prave tehdy, kdyz
existuji realné funkce g, h: M — R takové, ze
f(x) = g(x) + ih(x) pro vSechna x € M.

m Pro komplexni funkci nedefinujeme (nemaji smysl)
pojmy jako "rostouci", "klesajici", apod., ale také
pojem "shora resp. zdola omezena" funkce.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti (pokrac)

Poznamka (komplexni funkce)

m Komplexni funkce f jedné realné proménné (dale
jen komplexni funkce) je zobrazeni f : M — C, kde
M je podmnozinou mnoziny reélnych Cisel. Evidentné
f: M — C je komplexni funkce praveé tehdy, kdyz
existuji realné funkce g, h : M — R takove, Ze
f(x) = g(x) + ih(x) pro vSechna x € M.

m Pro komplexni funkci nedefinujeme (nemaji smysl)
pojmy jako "rostouci", "klesajici", apod., ale také
pojem "shora resp. zdola omezena" funkce.
Rekneme, Ze komplexni funkce f je omezena na
M cC R*, pokud existuje K > 0 takova, ze |f(x)| < K
pro vSechna x € M.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Poznamka (komplexni limita, spojitost)
m Je-li f(x) = g(x) + ih(x), f : M — C komplexni funkce,
a € M, a existuji lim,_,, g(x), limy_, 5 h(x) vlastni,
klademe limy_, 5 f(x) = limy_4 9(X) + ilimy_4 h(x).

M. Rokyta, KMA MFF UK 2. Funkce jedné realné proménné



2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Poznamka (komplexni limita, spojitost)

m Je-li f(x) = g(x) + ih(x), f : M — C komplexni funkce,
a € M, a existuji lim,_,, g(x), limy_, 5 h(x) vlastni,
klademe limy_, 5 f(x) = limy_4 9(X) + ilimy_4 h(x).
Podobné pro jednostranné limity.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Poznamka (komplexni limita, spojitost)

m Je-li f(x) = g(x) + ih(x), f : M — C komplexni funkce,
a € M, a existuji lim,_,, g(x), limy_, 5 h(x) vlastni,
klademe lim,_,, f(x) = limy_ o g(x) + ilimy_, h(x).
Podobné pro jednostranné limity. Vyrazy tvaru
"a+ iocd", "+oo + ib", resp. "too £ icc" nedefinujeme.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti (pokrac)

Poznamka (komplexni limita, spojitost)

m Je-li f(x) = g(x) + ih(x), f : M — C komplexni funkce,
a € M, a existuji lim,_,, g(x), limy_, 5 h(x) vlastni,
klademe lim,_,, f(x) = limy_ o g(x) + ilimy_, h(x).
Podobné pro jednostranné limity. Vyrazy tvaru
"a+ iocd", "+oo + ib", resp. "too £ icc" nedefinujeme.

m Je-li f(x) = g(x) + ih(x), f : M — C komplexni
funkce, a € M, a jsou-li g, h spojité v a (resp. spojité v
a zprava, zleva), rekneme, Ze f je spojita v a (resp.
spojité v a zprava, zleva).
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Véta 2.12 (Heineho o limite)

Necht C € R* (resp. C € C) a realna (resp. komplexni)
funkce f je definovana (alespori) na prstencovém okoli
bodu a € R*. Pak vyroky (i) a (ii) jsou ekvivalentni:
(i) limyaf(x)=C

(i) Pro kaZdou posloupnost {x,}°° , splriujici

e limp00 Xp = 4,

e VneN: x, # a,

platilim,_ f(x,) = C.
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2.3 Véty o limitach a spojitosti pokras)

Véta 2.13 (Heineho o spojitosti)

Necht realna (resp. komplexni) funkce f je definovana
(alespori) na okoli bodu a € R*. Pak vyroky (i) a (ii) jsou
ekvivalentni:

(i) fje spojitav a
(i) Pro kaZdou posloupnost {x,}> , splriujici
L] ||mn_>oo Xp=a

platilim,_, f(x,) = f(a).
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2.3 Véty o limitach a spojitosti (pokrac)

Definice (funkce spojita na intervalu)

Necht J C R je nedegenerovany interval (tj. obsahuje
nekone¢né mnoho bodu). Funkce f : J — R(C) je spojita
na intervalu J, jestlize plati:

m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
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2.3 Véty o limitach a spojitosti (pokrac)

Definice (funkce spojita na intervalu)

Necht J C R je nedegenerovany interval (tj. obsahuje
nekone¢né mnoho bodu). Funkce f : J — R(C) je spojita
na intervalu J, jestlize plati:

m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,

m f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
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2.3 Véty o limitach a spojitosti (pokrac)

Definice (funkce spojita na intervalu)

Necht J C R je nedegenerovany interval (tj. obsahuje
nekone¢né mnoho bodu). Funkce f : J — R(C) je spojita
na intervalu J, jestlize plati:

m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,

m f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,

m f je spojitd v kazdém vnitfnim bodé J.
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2.4 Elementarni funkce

Véta 2.14 (zavedeni logaritmu)

Existuje prave jedna funkce (znac¢ime jiIn a nazyvame ji
prirozenym logaritmem), kterda ma tyto vlastnosti:

(L1) D(In) = (O, +oo) a na tomto intervalu je In rostouci,
(L2) Vx,y € (0,400): Inxy =Inx+Iny,

(L3) limy .y X — lim, o 202 — 1,
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2.4 Elementarni funkce

Véta 2.14 (zavedeni logaritmu)

Existuje prave jedna funkce (znac¢ime jiIn a nazyvame ji
prirozenym logaritmem), kterda ma tyto vlastnosti:

(L1) D(In) = (O, +oo) a na tomto intervalu je In rostouci,
(L2) Vx,y € (0,400): Inxy =Inx+Iny,

(L3) limy .y X — lim, o 202 — 1,

Poznamka: vztahu (L3) se nékdy fika "zakladni limita pro
logaritmus".
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Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni k
funkci In. Budeme ji znaCit symbolem exp(x).

«40>» «4F>» «=)r « =)

DA



2.4 Elementarni funkce okrac)

Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni k
funkci In. Budeme ji znacit symbolem exp(x).

Zakladni limita pro exponencialni funkci (Ize odvodit z

(L3)): 1
jim PO =T
x—0 X

1.
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Definice
Exponencialni funkci budeme rozumét funkci inverzni k
funkci In. Budeme ji znacit symbolem exp(x).

Zakladni limita pro exponencialni funkci (Ize odvodit z

(L3)): 1
jim PO =T
x—0 X

1.

Lze postupovat i tak, Ze se nejprve definuje exponencialni
funkce (zformuluje se véta o existenci a jednoznacnosti
exponencalni funkce), a poté se funkce In definuje jako
jeji inverzni funkce.
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Necht a, b € R, a > 0. Obecnou mocninu a° definujeme
jako

a® = exp(bln a).




2.4 Elementarni funkce okrac)

Definice
Necht a,b € R, a > 0. Obecnou mocninu a° definujeme
jako

a® = exp(bln a).

Poznamka
Tedy pro Cislo e € R takové, ze Ine = 1, plati

e* = exp(xIn(e)) = exp(x).
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Véta 2.15 (zavedeni funkci sinus a kosinus)

Existuje pravée jedno kladné realné cislo (budeme ho
znacit w) a pravé jedna dvojice funkci sinus (sin) a
kosinus (cos), které maji nasledujici viastnosti:

G1) D(sin) = D(cos) = R,

G2) pro vSechna x,y € R plati

sin(x + y) =sinx-cosy +cosx -siny,
COS(X + ¥) = COS X - COSy — Sin X - siny,
sin(—x) = —sinx, CoS(—X) = cos X,

G3) sin je rostouci na (0, 1), sin0 = 0, sin(37) =1,
G4) lim,_,o X =
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Z&kladni limity (shrnuti):

|,mM:1, |imex_1:1,
x—0 X x—0 X

DA




Z&kladni limity (shrnuti):

jim XD im & 11,
x—0 X x—0 X
. sinx . cosx—1 1
lim — =1, lim =——

x—0 X x—0 X2 2




2.4 Elementarni funkce okrac)

Definice

Funkci tangens znacime tg a definujeme predpisem
_sinx
~ cosXx

pro kazdé realné x, pro néz ma zlomek smysl, {j.
D(tg) ={x eR; x # (2k+1)7/2, k € Z}.

Symbolem cotg budeme znacit funkci kotangens, ktera je
definovdna na mnoziné D(cotg) = {x € R; x # km,k € Z}
predpisem
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Definice (zavedeni cyklometrickych funkci)
Cyklometrickymi funkcemi budeme rozumét funkce
arkussinus (arcsin), arkuskosinus (arccos),
arkustangens (arctg), arkuskotangens (arccotg), které
jsou definovany takto

arcsin = (sin|_z )7
arccos = (cos |o.) ",
arctg = (19 |-5.5)) "
arccotg = (cotg |(0.r)) "
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Tvrzeni 2.16 (vlastnosti cyklometrickych funkci)

Funkce arcsin, arccos, arctg, arccotg jsou ryze monotdnni
(tedy prosté) funkce na svych definicnich oborech a plati:

arcsin roste na (—1,1),
arccos klesa na (—1,1),
arctg roste naR,

arccotg klesanaR,

M. Rokyta, KMA MFF UK

arcsin((—1,1)) = <—g g> ,
arccos(<—1,1>) = (0,7) ,

arctg(R

)=(-z2)

arccotg(R) = (0, ).
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Definice (hyperbolické funkce)

Hyperbolickymi funkcemi budeme rozumét funkce
hyperblicky sinus (sinh), hyperbolicky kosinus (cosh),
hyperbolicky tangens (tgh) a hyperbolicky kotangens
(cotgh), které jsou definovany takto

X _ @=X
sinh x = — D(sinh) =R,
cosh x = HTG_, D(cosh) = R,
sinhx e —e*
hx = = D(tgh) =R
tghx coshx e+ e’ (tgh) ’

coshx e +e*

cotgh x = T T —— D(cotgh) =R\ {0}.
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Definice (inverzni hyperbolické funkce)

Inverznimi hyperbolickymi funkcemi (nékdy téz
hyperbolometrickymi funkcemi) budeme rozumét
funkce argument hyperbolického sinu (argsinh), argument
hyperbolického kosinu (argcosh), argument hyperbolické
tangenty (argsinh), argument hyperbolické kotangenty
(argcotgh), které jsou definovany takto

argsinh = (sinh)~",
argcosh = (cosh|(9.)) ",
argtgh = (tgh) ™",
argcotgh = (cotgh)~".
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Tvrzeni 2.17 (vlastnosti hyperbolometrickych funkci I)

Hyperbolometrické (inverzni hyperbolické) funkce jsou
prosté na svych definicnich oborech, pricemz
m argsinh roste na D(argsinh) = R, a argsinh(R) = R,
m argcosh roste na D(argcosh) = (1, +x0), a
argcosh((1,+o0)) = (0, +00),
m argtgh roste na D(argtgh) = (—1,1), a
argtgh((—1,1)) =R,
m argcotgh klesa na (—oo, —1)
na celém D(argcotgh) R\
argcotgh(R \ (—1,1)) =R.

a a(1 +00) (ale nikoli
(—1,1)) a
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Poznamka (vlastnosti hyperbolometrickych funkci Il)

Existuje vyjadreni hyperbolometrickych funkci pomoci
funkce In (srovnejte to se skuteCnosti, ze hyperbolické
funkce jsou definovany pomoci funkce exp). Plati:

argsinhx =In(x + vx2+1), xeR,
argcosh x = In(x + —-1), xe(1,+00),
1 1+x
hx =1 _
argtgh x sInT— xe(—1,1),

x €R\ (—1,1).

argcot hx—lln)(jL1
SEIRInAe= e
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Véta 2.18

Funkce log, exp, sin, cos, tg, cotg, arcsin, arccos, arctg,
arccotg, sinh, cosh, tgh, cotgh, argsinh, argcosh, argtgh,
argcotgh jsou spojité na svych definicnich oborech.
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Véta 2.18

Funkce log, exp, sin, cos, tg, cotg, arcsin, arccos, arctg,
arccotg, sinh, cosh, tgh, cotgh, argsinh, argcosh, argtgh,
argcotgh jsou spojité na svych definicnich oborech.

Poznamka

Terminem elementarni funkce budeme oznacovat
funkce 1, x, exp(x), sin x, a v8echny funkce, které Ize z
téchto funkci obdrzet aplikovanim konec¢ného poctu
nasledujicich operaci:

m scitani, odcitani, nasobeni, déleni,
m skladani funkci,
m zUzeni (restrikce) funkce a vytvoreni inverzni funkce.
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Poznamka (komplexni exponenciéla)
m Lze dokazat (naptiklad z teorie mocninnych fad), ze
plati

. eix . e—ix eix + e—ix
sinx = ——— COSX = ——o——, x € R,
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Poznamka (komplexni exponenciéla)
m Lze dokazat (naptiklad z teorie mocninnych fad), ze

plati
eix - e—ix eix + e—ix
sinx:T, COSX:T, XGR,
tedy

eX =cosx+isinx, xeR.

m V tomto smyslu (1j. uvazujeme-li komplexni funkce) je
tedy exponenciala zakladni elementarni funkci,
nebot vSechny goniometrické (i hyperbolické) funkce
Ize vyjadfit jejim prostfednictvim.
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Poznamka (nedefinované vyrazy v obecné mocningé)

ProtoZze mame a® = exp(bIn a) (pro a>0), je vyraz a°
nedefinovan (i ve smyslu aritmetiky rozSifené realné osy)
prave tehdy, kdyz je nedefinovan vyraz bin a,
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Poznamka (nedefinované vyrazy v obecné mocningé)

ProtoZze mame a® = exp(bIn a) (pro a>0), je vyraz a°
nedefinovan (i ve smyslu aritmetiky rozSifené realné osy)
prave tehdy, kdyz je nedefinovan vyraz bin a, tj. kdyz

blna="0-4+0c0" nebo blna="+ - -0".
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2.4 Elementarni funkce okrac)

Poznamka (nedefinované vyrazy v obecné mocningé)

ProtoZze mame a® = exp(bIn a) (pro a>0), je vyraz a°
nedefinovan (i ve smyslu aritmetiky rozSifené realné osy)
prave tehdy, kdyz je nedefinovan vyraz bin a, tj. kdyz

blna="0-4+0c0" nebo blna="+ - -0".

Odtud dostavame nasledujici vyrazy v obecné mocnine,
které nejsou definovany (ani ve smyslu aritmetiky
rozsifené realné osy):

0%,  (xo0)°, 16,
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Sudé mocniny
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Liché mocniny
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Sudé a liché mocniny

XN3)— = xN7) == x(17)
— — xM4) = = x/(12)

x(2)
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[m] = =
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Sudé odmocniny
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o
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Liché odmocniny
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Sudé a liché odmocniny

XN(1/2) — — x7(1/4) == xN1/12)
— — xN1/7) = = xM1/17)

XA(1/3)
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Mochniny a odmocniny, sudé i liché

\! 27 Ji
\! ilI
g ==z
A
z
\ ///1
- /)
r T //7,.1| 1
) _v}/ 1 2
Y '
/
el
= T =
i
I
I -2
xMN(1/2) = — xN(1/4) == xN(1/12) x*3) — —xN7)
== xN(17) xM2) ——xM4) —-—1x2) x(1/3),
— — xN1/7) = — x(1/17)

= &
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Prevracené hodnoty sudych mocnin
RNt

At
7|
2\

i
XN(-2) — = x(-6) = * = x/(-12)|
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Prevrdacené hodnoty lichych mocnin
49

XN(-3) — — XA7) = = x(-17)|
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Prevracené hodnoty sudych i lichych
mocnin
TRl
|l
Al
i

""" 1/x XN-3) — = x-7) == x-17)
XN(-2) = = xN(-6) = = = x(-12)
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Prevracené hodnoty sudych odmocnin
49

i
XN-1/2) — — xM1/4) — - — x(-1/12)]
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Pfevracené hodnoty

lichych odmocnin
49

il

XN1/3) — — xMNUT) = — xM-117)]

< >

DA
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Pfevracené hodnoty sudych i lichych

odmocnin
41

4
----- 1/x XN1/2)— — xM-1/4) == x7(-1/12)
XMN-1/3) — — xM1T) = - = xM1/17)
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[m] = =
2. Funkce jedné realné proménné



2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Prevracené hodnoty mocnin a odmocnin

I
----- 1/x XNB) —— X)) == XL
XN-1/2) = — XM(-1/4) == x7(-1/12) XM-1/3)
— = XANUT) = = ATy —— xN-2)  — — XA(-6)
== x\-12)
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[m] = =
2. Funkce jedné realné proménné



Sinus a kosinus

~

cOS(X)

Sin(x)l
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Tangens a kotangens
6_

6

cotg(x;

tg(x)|
o
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Arkussinus a arkuskosinus

34
24
y
1

T T T T
-1 -05 0,5 1

X

-14

arcsin(x)

arccos(X) |
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Arkustangens a arkuskotangens

\3-
y
1 -
T T T T
-4 -2 2 4
- l - x
arctg(x) arccotg(x) |

M. Rokyta, KMA MFF UK 2. Funkce jedné realné proménné



2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Exponencialy s kladnou mocninou

X

1.8°x) — — 5°(x) = — 27°(x)|

M. Rokyta, KMA MFF UK 2. Funkce jedné realné proménné



2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Exponenciadly se zapornou mocninou

M) 1L8N() — — 57(=x) = — 27°(x)|

M. Rokyta, KMA MFF UK 2. Funkce jedné realné proménné



2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Exponencialy s kladnou i zapornou
mochinou

12,5

e"x
== 27\(x)

e™N(-x) 1.8N(X) =— — 5\(x)
1.87N(-x) — = 5°(-x) — = 27\(-x)
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Logaritmy o zdkladu vétsim nez 1
3_

In(x) log[50](x) — — log[2](x)— - = log[6](x)|

M. Rokyta, KMA MFF UK 2. Funkce jedné realné proménné



2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Logaritmy o zdkladu mensim nez 1
34

-3-

-In(x)
— = log[1/2](x)

log[1/50](x)=— — log[1/6](x),
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Logaritmy o zakladu vétsim i mensim
nez 1

-3

log[50](x)
log[1/50](x)

In(x) -In(x)
— — log[2](x) —*— log[6](x)
— — log[1/6](x)— - — log[1/2](x)

M. Rokyta, KMA MFF UK 2. Funkce jedné realné proménné



2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Hyperbolicky sinus a kosinus

2 -
) -l I 2
X
- 1 -
- 2 -
sinh(x) cosh(x) -e™N(-X) enx
e"(-x)

M. Rokyta, KMA MFF UK 2. Funkce jedné realné proménné



2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Hyperbolicky tan

gens a kotangens

""" sinl'l(x) tgh(x)

cosh(x) cotgh(x) |
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Arkustangens a hyperbolicky tangens

1,59
1 -
y
0,51
r T T T T T T
4 3 2 a1/ 1 2 3
’ X
_l g
-1,57
arctg(x) tgh(x) |
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Inverzni hyperbolicky sinus a kosinus

3 -
2 -
y
1 -
T T T T
-4 -2 2 4
- 1 - x
- 2 -
- 3 .
argsinh(x) argcosh(x) |
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2.5 Grafy nékterych elementarnich funkci (pokrac)

Inverzni hyperbolicky tangens a
kotangens

44

-4

argtgh(x) argcotgh(x)l

M. Rokyta, KMA MFF UK 2. Funkce jedné realné proménné



2.5 Grafy nékterych elementarnich

funkci (pokrag.)

Arkustangens, hyperbolicky tangens,
inverzni hyperbolicky sinus - srovnani

2 -
y
......................... 1 — e
r T T T T T T
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
X
- 1 R I I I
_2 -
arcsinh(x) arctg(x) tgh(x) |
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Bonus: Recka abeceda

alfa
béta
gamma
delta
epsilon
(d)zéta
eta
théta
iota
kappa
lambda
my

M. Rokyta, KMA MFF UK
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2. Funkce jedné realné proménné

ny

ksi
omikron
pi

ré
sigma
tau
ypsilon
fi

chi

psi
omega



