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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferencial

Definice
Necht f je realna funkce, necht a € R. Pak
m derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

(@)= m fla+ hf)’ ~f(a)
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferencial

Definice
Necht f je realna funkce, necht a € R. Pak
m derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

(@)= m fla+ hf))— f(a)

m derivaci funkce f v bodé a zprava budeme rozumét

@)= im fla+ hf)7 ~f(a)

analogicky definujeme derivaci funkce f v bodé a
Zleva.
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Necht funkce f ma v bodé a € R vlastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.

DA



3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Véta 3.1

Necht funkce f ma v bode a € R vlastni derivaci. Potom
je funkce f v bodé a spojita.

Poznamka: podobné pro derivaci zprava, zleva.

M. Rokyta, KMA MFF UK 3. Derivace funkce jedné reainé proménné



3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Véta 3.2 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bode a € R
vilastni derivace. Potom plati

() (f+9)(a)=f(a)+g(a),
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Véta 3.2 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bode a € R
vilastni derivace. Potom plati

() (f+9)(a)=f(a)+g(a),
(i) (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Véta 3.2 (aritmetika derivaci)

Predpokladejme, Ze funkce f a g maji v bode a € R
vilastni derivace. Potom plati

(i) (f+g)(a)="f(a)+g(a),
(i) (fg)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(iii) je-li g(a) # 0, pak

N\ fla)g(a) - f(a)g'(a)
<g> (&)= g?(a) '
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Véta 3.3 (derivace slozené funkce)

Necht funkce f ma viastni derivaci v bode y, € R, funkce
g ma vlastni derivaci v bode xo € R a yo = g(Xo). Pak

(fog)(x)=f(¥)- g (X).
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Véta 3.4 (derivace inverzni funkce)

Necht' funkce f je na intervalu (a, b) spojita a ryze
monoténni. Bud’ x, € (a, b) a oznacme y, = f(Xp).
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Véta 3.4 (derivace inverzni funkce)

Necht' funkce f je na intervalu (a, b) spojita a ryze
monoténni. Bud’ x, € (a, b) a oznacme y, = f(Xp).
(i) Pokud existuje (vlastni nebo neviastni) f'(xy) # 0, ma
funkce f~' derivaci v bodé y, a plati rovnost

—1y\/ o 1
(F)(v) = m,

(kde klademe - = 0).
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Véta 3.4 (derivace inverzni funkce)

Necht' funkce f je na intervalu (a, b) spojita a ryze
monoténni. Bud’ x, € (a, b) a oznacme y, = f(Xp).
(i) Pokud existuje (vlastni nebo neviastni) f'(xy) # 0, ma
funkce f~' derivaci v bodé y, a plati rovnost

—1y/ _ 1
(F)(v) = m,

(kde klademe - = 0).
(i) Je-lif'(xo) =0 af je rostouci (resp. klesajici) na
(a b), je (") () = +oo (resp. —c).
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Véta 3.5 (I'Hospitalovo pravidlo)

(i) Necht a € R U {—oc}, limy_, 4 f(X) = limy_2+ 9(x) =0,
f a g maji na jistém pravém prstencovém okoli bodu a
vlastni derivaci a existuje Iim,(_%,,+ 7 X) Pak

- f(x) L F(x)
xllg]—&- m N xll[g—&- g’(X).
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Véta 3.5 (I'Hospitalovo pravidlo)

(i) Necht a € R U {—oc}, limy_, 4 f(X) = limy_2+ 9(x) =0,
f a g maji na jistém pravém prstencovém okoli bodu a
vlastni derivaci a existuje Iim,(_%,,+ 7 X) Pak

- f(x) L F(x)
xllgr m o x|l>r2+ g (x)

(i) Necht' a € RU {—oo}, limy_,ay |g(X)| = +o0, f @ g maji
na jistem pravém prstencovem okoli bodu a vlastni
derivaci a existuje Iim,(_>a+ g,(x) Pak

f(x)

im 1) _ i £
A gl AR g(x)
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m L’Hospitalovo pravidlo plati i pro limitu zleva, resp. pro
oboustrannou limitu.

«0)>» «F»r « =)»

DA




3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Poznamka
m L’Hospitalovo pravidlo plati i pro limitu zleva, resp. pro
oboustrannou limitu.
m Pokud neexistuje Ilm,(_wr ,X), nelze podle
I'Hospitalova pravidla nic tvrdit pro existenci nebo

hodnotu limity limy_, .. %
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Necht f je spojita zprava v bodé a € R a existuje

limy_,ay f'(x). Potom existuje f\(a) a plati rovnost

fi(a) = Xirng f'(x).

DA




3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Definice (diferencial)

Bud' a € R necht existuje f'(a) vlastni. Diferencialem
funkce f v bodé a nazvu linearni zobrazeni

df(a): h— f(a)-h, heR.
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Definice (diferencial)
Bud' a € R necht existuje f'(a) vlastni. Diferencialem
funkce f v bodé a nazvu linearni zobrazeni

df(a): h— f(a)-h, heR.

Diferencidl identické funkce, tedy funkce /(x) = x, je proto
zobrazeni d/(x) = dx, s vlastnosti dx(h) = h.
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Definice (diferencial)

Bud' a € R necht existuje f'(a) vlastni. Diferencialem
funkce f v bodé a nazvu linearni zobrazeni

df(a): h— f(a)-h, heR.

Diferencidl identické funkce, tedy funkce /(x) = x, je proto
zobrazeni d/(x) = dx, s vlastnosti dx(h) = h.

Podil diferencialt obecné funkce f a identické funkce je
potom linearni zobrazeni s vlastnosti

df(x)
dx

(h) = = f(x).
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Podil diferenciall % tedy nezavisi na proménné h, a lze
psat
df(x) df(x)
dx dx ’
kde zlomek vpravo chapeme jako podil dvou diferenciald.

= f'(x), resp. f(x)=
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Podil diferenciall % tedy nezavisi na proménné h, a lze
psat
df(x) df(x)
dx dx 7
kde zlomek vpravo chapeme jako podil dvou diferenciald.
Vztah, ktery dostaneme z tohoto vyrazu "rozSifenim dx",
tj.

= f'(x), resp. f(x)=

df(x) = f(x) dx

pak chapeme jako vztah mezi dvéma diferencialy:
diferencial funkce f v bodé x je f'(x)-ndsobkem
diferencialu identity.
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Podil diferenciall % tedy nezavisi na proménné h, a lze
psat
df(x) df(x)
dx dx 7
kde zlomek vpravo chapeme jako podil dvou diferenciald.
Vztah, ktery dostaneme z tohoto vyrazu "rozSifenim dx",
tj.

= f'(x), resp. f(x)=

df(x) = f(x) dx

pak chapeme jako vztah mezi dvéma diferencialy:
diferencial funkce f v bodé x je f'(x)-ndsobkem
diferencialu identity.

Pfi oznaceni y = f(x) Ize pak tento proces (proces
diferencovani) zachytit takto:

y = f(x) = dy = f'(x) dx.
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Poznamka (parcialni derivace)

Je-li f funkce, zavisla na vice nez jedné promeénné,
napriklad f = f(x, y, z), |ze uvazovat jeji derivace jen
podle nékteré z jejich proménnych, napriklad x.
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Poznamka (parcialni derivace)

Je-li f funkce, zavisla na vice nez jedné promeénné,
napriklad f = f(x, y, z), |ze uvazovat jeji derivace jen
podle nékteré z jejich proménnych, napriklad x. Tuto
derivaci pak nayvame parcialni derivaci f podle x a
znatime 2L (x,y, z).
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Poznamka (parcialni derivace)

Je-li f funkce, zavisla na vice nez jedné promeénné,
napriklad f = f(x, y, z), |ze uvazovat jeji derivace jen
podle nékteré z jejich proménnych, napriklad x. Tuto
derivaci pak nayvame parcialni derivaci f podle x a
znatime 2L(x, y, z). Napiiklad

LN
ox \y2+z)
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Poznamka (parcialni derivace)

Je-li f funkce, zavisla na vice nez jedné promeénné,
napriklad f = f(x, y, z), |ze uvazovat jeji derivace jen
podle nékteré z jejich proménnych, napriklad x. Tuto
derivaci pak nayvame parcialni derivaci f podle x a
znatime 2L(x, y, z). Napiiklad

g X 1
ox \y2+z) y2+2z’
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Poznamka (parcialni derivace)

Je-li f funkce, zavisla na vice nez jedné promeénné,
napriklad f = f(x, y, z), |ze uvazovat jeji derivace jen
podle nékteré z jejich proménnych, napriklad x. Tuto
derivaci pak nayvame parcialni derivaci f podle x a
znatime 2L(x, y, z). Napiiklad

G 9 (_x \_
ox \y2+z) y2+2z’ oy \y2+z)
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3.1 Definice a zakladni vztahy, diferenciél pokrac)

Poznamka (parcialni derivace)

Je-li f funkce, zavisla na vice nez jedné promeénné,
napriklad f = f(x, y, z), |ze uvazovat jeji derivace jen
podle nékteré z jejich proménnych, napriklad x. Tuto
derivaci pak nayvame parcialni derivaci f podle x a
znatime 2L(x, y, z). Napiiklad

G L T
ox \y2+z) y2+2z’ oy \y2+z)  (y2+2)?°
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3.2 Derivace vys$siho fadu

Definice

Necht ne€ N, a € R, a f ma vlastni n-tou derivaci na okoli
bodu a. Pak (n+ 1)-ni derivaci funkce f v bodé a
budeme rozumeét

(m) — f(n)
f(n+1)(a):f|’ing)f (a+hl1 fn(a)
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Necht a € R, n € N, a necht’ existuji vlastni derivace
f("(a), g"(a).

DA




3.2 Derivace vy$siho fadu (okraz)

Véta 3.7 (Leibnizlv vzorec)

Necht a € R, n € N, a necht’ existuji vlastni derivace
f("(a), g("(a). Potom existuje viastni derivace (fg)("(a),
a plati

n

(fg)(n)(a) - Z (Z) f(”—k)(a) g(")(a) .

k=0
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