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3 Derivace funkce jedné realné proménné

3.1 Definice a zakladni vztahy, diferencial
Definice. Necht’ f je redlna funkce, necht’ a € R. Pak

e derivaci funkce f v bodé a budeme rozumét

Fla) =t a0 = Fa),

h—0 h ’

e derivaci funkce f v bodé€ a zprava budeme rozumét

Fa) =t SO =S,

h—0+ h ’

analogicky definujeme derivaci funkce f v bodé a zleva.
Véta 3.1. Necht’ funkce f md v bodé a € R vlastni derivaci. Potom je funkce f v bodé a spojitd.
Pozndmka: podobné pro derivaci zprava, zleva.

Véta 3.2 (aritmetika derivaci). Pfedpoklddejme, Ze funkce f a g maji v bodé a € R vlastni derivace. Potom
plati

(i) (f£9)(a) = f'(a) £ 4 (a),
(ii) (f9)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a),
(iii) je-li g(a) # 0, pak

(! ) (o) — ' @o(@) — J(@)g' (@),
9 9°(a)

Véta 3.3 (derivace sloZené funkce). Necht’ funkce f md viasti derivaciv bodé yy € R, funkce g md viastni
derivaci v bodé zy € R a yy = g(xo). Pak

(fog)(xo) = f'(yo) - ¢ (w0).

Véta 3.4 (derivace inverzni funkce). Necht’ funkce f je na intervalu (a,b) spojitd a ryze monoténni. Bud’
xg € (a,b) a oznacme yo = f(xo).

(i) Pokud existuje (vlastni nebo nevlastni) f'(xq) # 0, md funkce f~* derivaci v bodé o a plati rovnost

—1\/ _ 1
) = Frrigy

(kde klademe = = 0).
(ii) Je-li f'(x¢) = 0 a f je rostouct (resp. klesajici) na (a,b), je (f~1)'(yo) = +oo (resp. —o0).

Véta 3.5 (I’Hospitalovo pravidlo). (i) Necht’ a € R U {—oo}, limy_yoy f(z) = limyqr g(z) =0, fag
maji na jistém pravém prstencovém okoli bodu a viastni derivaci a existuje limy_, oy @) pag

g’ ()
i 1) gy T

r—a+ g(x) r—a+ g/(:r) )

(ii) Necht’ a € R U {—o0}, lim,_44 |g(x)| = 00, f a g maji na jistém pravém prstencovém okoli

bodu a viastni derivaci a existuje limy_, o %. Pak

@ P
a:l—1>rzlzl+ g(aj) o a:l—1>rzlzl+ g’(x) ’
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Pozndmeka. e [’Hospitalovo pravidlo plati i pro limitu zleva, resp. pro oboustrannou limitu.

e Pokud neexistuje limy_,q+ %, nelze podle I’Hospitalova pravidla nic tvrdit pro existenci nebo hod-
notu limity lim,_,,+ %.
Véta 3.6. Necht' f je spojitd zprava v bodé a € R a existuje limy o f'(x). Potom existuje f' (a) a plati
rovnost

fi(a)= lim f'(x).

r—a+

Definice (diferencial). Bud’ a € R necht existuje f’(a) vlastni. Diferencidlem funkce f v bodé a nazvu
linearni zobrazeni
df(a) :hw f'(a)-h, heR.

Diferencial identické funkce, tedy funkce I(z) = x, je proto zobrazeni dI(z) = dx, s vlastnosti
dz(h) = h.
Podil diferencial obecné funkce f a identické funkce je potom linearni zobrazeni s vlastnosti
df(z) fl@)-n
h) = = .

e T AC)

Podil diferenciala %(xx) tedy nezavisi na proménné h, a lze psat
df(z) df(z)

L P, rep () =

kde zlomek vpravo chapeme jako podil dvou diferenciali.
Vztah, ktery dostaneme z tohoto vyrazu "rozsifenim dz", tj.

df(z) = f'(z) dx

pak chapeme jako vztah mezi dvéma diferencialy: diferencial funkce f v bodé x je f’(x)-nasobkem difer-
encialu identity.
Pfi oznaceni y = f(x) lze pak tento proces (proces diferencovani) zachytit takto:

y = f(z) = dy = f'(z) dz .

Pozndmka (parcidlni derivace). Je-1i f funkce, zavisla na vice nez jedné proménné, napiiklad f = f(x,y, 2),
Ize uvazovat jeji derivace jen podle nékteré z jejich proménnych, napiiklad x. Tuto derivaci pak nayvame
parcialni derivaci f podle = a zna¢ime %(x, y, z). Naptiklad

2 x 1 2 x . 2ay
or \y2+z2) y2+2’ oy\v2+z)  (y2+2)?2

3.2 Derivace vyssiho radu

de ’

Definice. Necht' n € N, a € R, a f mé vlastni n-tou derivaci na okoli bodu a. Pak (n + 1)-ni derivaci
funkce f v bod€ a budeme rozumét

£ () = tim £ (a + h}z - f(n)(a)_

Véta 3.7 (Leibniziiv vzorec). Necht’ a € R, n € N, a necht’ existuji viastni derivace f™(a), g™ (a).
Potom existuje viastni derivace (fg)™ (a), a plati

F@ =3 ()1 @) Vo).

k=0
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Tabulka derivaci nékterych elementarnich funkci

L5 [ 7 T D) ] D(f) | Pozn.
const. 0 R e (tj.: "jako D(f)")
" na™ ! R ° neN
x® ax® ! x>0 ° a€R
e’ e’ R °
a® a*lna R ° a>0
1
Inz — x>0 °
x
1
log, Ta x>0 o a€ (0,1)U(1,+o00)
sinx cos T R °
cosx —sinx R °
1 s
tgx — x# 5+ kn .
cos? x
1
cotg x - x #km °
sin”
1
arcsin —_ -1,1 -1,1 v £1: jen jednostranné derivace
Vi (=L.1) (=1,1) jen
1
arccos x T -1,1 -1,1 v £1: jen jednostranné derivace
= | (LD (1,1 jon
1
t R
arctg 52 °
t L R
arccotg x — °
& 1+ 22
sinh x cosh x R °
cosh x sinh x R °
tghx 1 —tgh’z R °
cotgh x 1 — cotgh’x x#0 °
) 1
argsinh R °
2 +1
h ! >1
argcosh x x °
& 2 —1
1
argtgh x 5 -l<z<l1 °
11—z
1
argcotgh x .2 |z| > 1 °
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