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4.1 Zakladni vlastnosti

Definice

Necht funkce f je definovana na neprazdném otevieném
intervalu | = (a, b). Rekneme, Ze funkce F je primitivni
funkce k f na I, jestlize pro kazdé x € | existuje F'(x) a
plati F'(x) = f(x).
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4.1 Zakladni vlastnosti

Definice

Necht funkce f je definovana na neprazdném otevieném
intervalu | = (a,b). Rekneme, Ze funkce F je primitivni
funkce k f na I, jestlize pro kazdé x € | existuje F'(x) a
plati F'(x) = f(x).

Definice

Necht funkce f je definovana na kone¢ném sjednoceni
neprazdnych disjunktnich otevienych intervaldi

J =U, (g, by). Rekneme, Ze funkce F je primitivni
funkce k f na J, jestlize pro kazdé x € J existuje F'(x) a
plati F'(x) = f(x).
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Véta 4.1

@ Necht F a G jsou primitivni funkce k funkci f na
otevieném intervalu |. Pak existuje ¢ € R takové, ze
F(x) = G(x) + c pro kazde x < I.
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Véta 4.1

@ Necht F a G jsou primitivni funkce k funkci f na
otevieném intervalu |. Pak existuje ¢ € R takové, ze
F(x) = G(x) + c pro kazde x € I.

@ Necht F a G jsou primitivni funkce k funkci f na
konecném sjednoceni neprazdnych disjunktnich
otevienych intervalll J = UK, (a;, by). Pak existuji
konstanty cy, ..., cx € R takové, ze F(x) = G(X) +¢;
pro kazde x € (&, b;).
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Poznamka

m Pro vySe uvedené situace pouzivame rceni "F se
rovna G aZ na konstantu" (v prvnim pfipade), resp.
"F se rovna G az na konstanty" (ve druhém pfipadé).
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Poznamka
m Pro vySe uvedené situace pouzivame rceni "F se
rovna G aZ na konstantu" (v prvnim pfipade), resp.
"F se rovna G az na konstanty" (ve druhém pripade).
V obou pfipadech piseme F(x) = G(x).
m Pro primitivni funkci k funkci f pouzivdme Casto
symbol neur ¢itého integrélu [ f(x)dx,
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Poznamka

m Pro vySe uvedené situace pouzivame rceni "F se
rovna G aZ na konstantu" (v prvnim pfipade), resp.
"F se rovna G az na konstanty" (ve druhém pripade).
V obou pfipadech piseme F(x) = G(x).

m Pro primitivni funkci k funkci f pouzivdme Casto
symbol neur itého integrélu [ f(x) dx, je-li tedy
F (x) jedna z primitivnich funkci k funkci f(x) na
| = (a,b), resp. na J = U, (a;, by), piSeme

/f(X)dxéF(x) na | resp. J.
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intervalu |. Pak f ma na | primitivni funkci.

Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném

«40>» «4F>» «=)r « =)
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Véta 4.2

Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném
intervalu 1. Pak f m& na | primitivni funkci.

Véta 4.3

Necht f ma na otevieném intervalu | primitivni funkci F,
funkce g ma na | primitivni funkci G a o, § € R. Potom
funkce aF + GG je primitivni funkci k of + gg na l.
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Véta 4.2

Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném
intervalu 1. Pak f m& na | primitivni funkci.

Véta 4.3

Necht f ma na otevieném intervalu | primitivni funkci F,
funkce g ma na | primitivni funkci G a o, § € R. Potom
funkce aF + (G je primitivni funkci k of + #g na |. Tedy

/ozf(x)+ﬁg(x)dx éa/f(x)dx+6/g(x)dx nal,

pokud primitivni funkce vpravo existuji.
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Véta 4.4 (integrace per partes)

Necht | je neprazdny otevieny interval a funkce f je
spojita na I. Necht F je primitivni funkce kf nal a G je
primitivni funkce ke g na I. Pak plati

/g(X)F(x)dx ZG(X)F(X)—/G(x)f(x)dx nal.
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Véta 4.5 (prvni véta o substituci)

Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Necht ¢ je
funkce definovana na («, 5) s hodnotami v intervalu (a, b),
kterd méa v kazdém bodé t € («, 3) vlastni derivaci. Pak

/ Hp(®)Q(t) At EF (o(t))  na (a, ).
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Véta 4.6 (druha véta o substituci)

Necht funkce ¢ ma v kazdém bodé intervalu («, 3)
nenulovou vlastni derivaci a ¢((«, 5)) = (a,b). Necht
funkce f je definovana na intervalu (a, b) a plati

/ o)D) A EG(t) na (af).
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Véta 4.6 (druha véta o substituci)

Necht funkce ¢ ma v kazdém bodé intervalu («, 3)
nenulovou vlastni derivaci a ¢((«, 5)) = (a,b). Necht
funkce f je definovana na intervalu (a, b) a plati

/ o)D) A EG(t) na (af).

Pak
/f(x) dx £G(p1(x)) na(ab).
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4.1 Zakladni vlastnosti okraz,)

Véta 4.6 (druha véta o substituci)

Necht funkce ¢ ma v kazdém bodé intervalu («, 3)
nenulovou vlastni derivaci a ¢((«, 5)) = (a,b). Necht
funkce f je definovana na intervalu (a, b) a plati

/ o)D) A EG(t) na (af).

Pak
/f(x) dx £G(p1(x)) na(ab).

Poznamka: Lze ukazat, ze pokud ¢'(t) # O pro vSechna
t € (o, 3), potom ¢ je ryze monoténni v («, 3).
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roven nule.

Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou
polynom, kde polynom ve jmenovateli neni identicky

«0)>» «F»r « =)»
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Véta 4.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty takové,
Ze

(i) stP < stQ,
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Véta 4.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty takové,
Ze
(i) stP < stQ,
(i) Q(X) = an(x — Xg)Pr ... (X — X )P(X? + asX +
Br)% .. (X% 4+ ax + 5)9,
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Véta 4.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty takové,
Ze
(i) stP < stQ,
(i) Q(X) = an(x — Xg)Pr ... (X — X )P(X? + asX +
Br)% .. (X% 4+ ax + 5)9,
(i) an, X1, .- Xk, @1, ...,0q, Br,..., 0 € R, ay #0,
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Véta 4.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty takové,
Ze
(i) stP < stQ,
(i) Q(X) = an(x — Xg)Pr ... (X — X )P(X? + asX +
Br) . (X2 + X + 3),
(i) an, X1, .- Xk, @1, ...,0q, Br,..., 0 € R, ay #0,
(iv) p1,---,Pk, Oz, -, €N,
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Véta 4.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty takové,
Ze
(i) stP < stQ,
(i) Q(X) = an(x — Xg)Pr ... (X — X )P(X? + asX +
Br)% .. (X% 4+ ax + 5)9,
(i) an, X1, .- Xk, @1, ...,0q, Br,..., 0 € R, ay #0,
(iv) p1,---,Pk, Oz, -, €N,
(v) zadné dva z mnohoclent

X —X1, X —=Xo, ..., X —=Xg, X2+a1X+P1, ..., X°2+X+
nemaji spolecny koren,
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Véta 4.7 (o rozkladu na parcialni zlomky)
Necht P, Q jsou polynomy s redlnymi koeficienty takové,

Ze
(i)
(ii)
(iii)
(iv)
(V)

(vi)

stP < stQ,

Q(X) = an(X — Xg)Pr ... (X — X )P (X2 4+ X +
Br)% . (X2 + X + 3)%,

an, X1,... Xk, a1,...,0, B1,..., 0 € R, an #0,

pl?"'vpkv qla"'aql GN,
Z4dné dva z mnohoclent

X —X1, X —=Xo, ..., X —=Xg, X2+a1X+P1, ..., X°2+X+
nemaji spolecny koren,
mnohocleny x? + a1X + B4, ...,X% + X + [ nemaji

realny koren.
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Pak existuji jednoznacné urcena Cisla A, ..., Aj ,
k k 1 1 1 1 |
- JAK : ,Aplk, B}, C,..., B, Ci,- - B,
Ci, ..., By, Cq takova, ze plati
P(x) AL A,
et _.I_ . _I_ - =
Q(x) (X —xg), X — X1
k
+ .. A—li 4+ ... Apk
(X — X )Px X — Xy
1 1
Bix+Cl . Bix+Ci
(X2 + a1X + ()% X2 4+ arX + 31
| |
B|1X + Cll . Ble + qu

S
(X2 + ayx + () X2 4+ X +
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodna zapamatovani):
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodna zapamatovani):

dx C
X—a
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodna zapamatovani):

o 2 , X € (—o0,a)U(a, +o0)

X—a

[ ] In|jx —a
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodné zapamatovani):

] X € (—o0,a) U (a,+o0)

X— a

-fxa)né
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodna zapamatovani):

m [ &= X € (—o0,a) U (a, +oc)

B[S S o X € (—00,2) U (@, +00)

(x=2a)
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodné zapamatovani):

m = X € (—o0,a) U (a, +o0)
|| f = a)”_ 'm, XE(—OO,a)U(a,+OO)
u f xz—‘,-b2 =
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodné zapamatovani):

] X € (—o0,a) U (a,+o0)

X— a
lf = a)ni .;_ X € (—o0,a) U (a,+00)

(Xia)n 19

m [ Cip = zarctg ¥, pokud b # 0
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodné zapamatovani):

] X € (—o0,a) U (a,+o0)

X— a

lf = a)ni .;_ X € (—o0,a) U (a,+00)

(Xia)n 19

m [ X2+b2 — arctg X, pokud b #0

| f x+a)2+b2 -
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodné zapamatovani):

] X € (—o0,a) U (a,+o0)

x—a
c
-f (x— a)"_ 'W’ X € (—o0,a) U (a,+o0)

m [ X2+b2 — arctg X, pokud b #0
m X+a)2+b2 = 5 £ arctg *2, pokud b # 0

M. Rokyta, KMA MFF UK 4. Neurcity integral a primitivni funkce




4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodna zapamatovani):

m [ &= X € (—o0,a) U (a, +oc)

N = a)"i omaty X € (—00,8) U (a, +00)

(x=2a)

m [ X2+b2 — arctg X, pokud b #0
m X+a)2+b2 = ¢ arctg *2, pokud b # 0
m Pokud ax? + bx + ¢ nema zadné realné koreny:

__Ax4B _
ax2+bx+c dx =
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodna zapamatovani):

m [ &= X € (—o0,a) U (a, +oc)

N = a)"i omaty X € (—00,8) U (a, +00)

(x=2a)

m [ X2+b2 — arctg X, pokud b #0
m X+a)2+b2 = ¢ arctg *2, pokud b # 0
m Pokud ax? + bx + ¢ nema zadné realné koreny:

__Ax4B A 2ax+b Ab dx
ax2+bx+c dx = ax2+bx+4c dx + (B )f
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodné zapamatovani):

] X € (—o0,a) U (a,+o0)

X— a

lf = a)ni .;_ X € (—o0,a) U (a,+00)

(X a)n 19

m [ X2+b2 — arctg X, pokud b #0
m X+a)2+b2 = ¢ arctg *2, pokud b # 0

m Pokud ax? + bx + ¢ nema zadné realné koreny:

__Ax4B A 2ax+b Ab dx _
ax2+bx+c dx = ax2+bx+-c dx + (B )fax2+bx+c —

2'6"3 In(ax + bx + C) (B Za)faXZ-S)t;x+c’
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4.2 Integrace racionalnich funkci (okraz)

Poznamka
Budte a,b,c,A,B € R, n € N,n > 2, potom plati tato
pravidla (hodné zapamatovani):

m = , X € (—o0,a)U (a, +o00)
B[S o X € (—00,8) U(a, +00)
lfméﬁarctg%,pokudb;éo

m X+a)2+b2 = Larctg X}2, pokud b # 0

m Pokud ax? + bx + ¢ nema zadné realné koreny:

_ Ax+B A 2ax+b Ab dx —
ax2+bx+c dx = ax2+bx+c dx + (B )fax2+bx+c -

ZA.; In(.ax + bx + C) (B Za)_faxz—g)t;x—&-c’ .

a ve jmenovateli posledniho integralu pouzijeme

techniku doplnéni na Ctverec.
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Typ [ R(sint,cost) dt

> AF > <

DA



Typ [ R(sint,cost) dt

m vZdy Ize uZit substituci tg 5 = x




Typ [ R(sint,cost) dt

m je-liR(a,—b) =

m vZdy Ize uZit substituci tg 5 = x

—R(a,b), Ize uzit substituci sint = x

DA



4.3 Nékteré uziteéné substituce

Typ [ R(sint,cost) dt

m vZdy Ize uZit substituci tg § = X
m je-li R(a, —b) = —R(a, b), Ize uzit substituci sint = x
m je-li R(—a,b) = —R(a,b), Ize uZit substituci cost = x
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4.3 Nékteré uziteéné substituce

Typ [ R(sint,cost) dt

m vZdy Ize uZit substituci tg § = X

m je-li R(a, —b) = —R(a, b), Ize uzit substituci sint = x
m je-li R(—a,b) = —R(a,b), Ize uZit substituci cost = x
m je-li R(—a, —b) = R(a, b), Ize uzit substituci tgt = x
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Typ [ R(t, (577)79) dt

ct+f

geN,qg>1ab,c,f eR,af #bc




Typ [ R(t,(

at+b
J

ct+f )1/q) dt

geN,qg>1ab,c,f eR,af #bc
m substituce (2+2)/9 = x

» A« »r <

DA



4.3 Nékteré uziteEné substituce pokraz)

Typ [ R(t, (577)79) dt

ct+f
geN,qg>1,a,b,c,f €R,af #Dbc

m substituce (%)Nq =X

Typ [ R(e®) dt
acR

m substituce e? = x
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4.3 Nékteré uziteEné substituce pokraz)

Typ [ R(t, (577)79) dt

ct+f
geN,qg>1,a,b,c,f €R,af #Dbc

m substituce (2+2)/9 = x

Typ [ R(e®) dt
acR

m substituce e? = x

Typ [ IR(Int) dt

m substituce Int = x
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Typ [R(t,Vat2 + bt +c) dt,a #0




Typ [R(t,Vat2 + bt +c) dt,a #0

m at? + bt + ¢ ma dvojnasobny kofen « € R:
vat?+ bt +c=+ajt—al,proa>0

DA



4.3 Nékteré uziteEné substituce pokraz)

Typ [R(t.vat? + bt + c) dt, a # 0|
m at? + bt 4+ ¢ ma dvojnasobny kofen o € R:
vat2+ bt +c=+/ajt —al,proa>0
m at? + bt + ¢ ma dva realné kofeny a; < ajy:

vatz +bt + ¢ = |t — ay|, /a2

t—on
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4.3 Nékteré uziteEné substituce pokraz)

‘Typ JR(t,Vat?+ bt +c) dt, a # 0‘
m at? + bt 4+ ¢ ma dvojnasobny kofen o € R:
vat2+ bt +c=+/ajt —al,proa>0
m at? + bt + ¢ ma dva realné kofeny a; < ajy:

vatz +bt + ¢ = |t — ay|, /a2

t—on

m at? 4 bt + ¢ nema realné kofeny: paka > 0,c > 0, a
Ize uzit nékterou z Eulerovych substituci

M. Rokyta, KMA MFF UK 4. Neurcity integral a primitivni funkce



4.3 Nékteré uziteEné substituce pokraz)

‘Typ JR(t,Vat?+ bt +c) dt, a # 0‘
m at? + bt 4+ ¢ ma dvojnasobny kofen o € R:
vat2+ bt +c=+/ajt —al,proa>0
m at? + bt + ¢ ma dva realné kofeny a; < ajy:

vatz +bt + ¢ = |t — ay|, /a2

t—on

m at? 4 bt + ¢ nema realné kofeny: paka > 0,c > 0, a
Ize uzit nékterou z Eulerovych substituci

vat2 + bt + ¢ = ++/at + X
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4.3 Nékteré uziteEné substituce pokraz)

‘Typ JR(t,Vat?+ bt +c) dt, a # 0‘
m at? + bt 4+ ¢ ma dvojnasobny kofen o € R:
vat2+ bt +c=+/ajt —al,proa>0
m at? + bt + ¢ ma dva realné kofeny a; < ajy:

vatz +bt + ¢ = |t — ay|, /a2

t—on

m at? 4 bt + ¢ nema realné kofeny: paka > 0,c > 0, a
Ize uzit nékterou z Eulerovych substituci
vat2 + bt + ¢ = ++/at +x nebo
vat2 + bt + ¢ =tx +/C
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4.3 Nékteré uziteEné substituce pokraz)

Typ [R(t.vat? + bt + c) dt, a # 0|
m at? + bt 4+ ¢ ma dvojnasobny kofen o € R:
vat2+ bt +c=+/ajt —al,proa>0

m at? + bt + ¢ ma dva realné kofeny a; < ajy:

vatz +bt + ¢ = |t — ay|, /a2

t—on

m at? 4 bt + ¢ nema realné kofeny: paka > 0,c > 0, a
Ize uzit nékterou z Eulerovych substituci
vat2 + bt + ¢ = ++/at +x nebo
vat? + bt + ¢ = tx + v/c nebo uzit hyperbolickych
funkci .

M. Rokyta, KMA MFF UK 4. Neurcity integral a primitivni funkce



