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4 Neurcity integrél a primitivni funkce
4.1 ZAakladni vlastnosti

Definice. Necht funkce f je definovana na neprazdném dtvém intervalul = (a,b). Rekneme, Ze
funkce F je primitivni funkce k f na I, jestlize pro kazdé < I existujeF’(x) a platiF’ (z) = f(x).

Definice. Necht funkce f jve definovana na kod@ém sjednoceni neprazdnych disjunktnich Weych
intervalll.J = Ué?:l(aj, b;). Rekneme, ze funkcg je primitivni funkce k f na J, jestlize pro kazdé < J
existujeF’(z) a platiF'(z) = f(x).

Véta4.1l. 1. NechtF aG jsou primitivni funkce k funkgi na otevieném intervalll. Pak existuje: € R
takové, z&'(x) = G(x) + c pro kazdér € 1.

2. Necht F' a G jsou primitivni funkce k funkcf na konetném sjednoceni neprazdnych disjunktnich
otevienych intervally = Ule(aj,bj). Pak existuji konstanty;,...,c; € R takové, zel'(z) =
G(z) + ¢; pro kazdér € (aj, b;).

Poznamka. e Pro vySe uvedené situace pouZivardeni "F' se rovnaG aZ na konstantu" (v prvnim
pfipack), resp. F' se rovnaG az na konstanty" (ve druhéntipack). V obou fipadech piSeme
F(2) £ G(x).

e Pro primitivni funkci k funkcif pouzivameasto symboheurcitého integrélu [ f(z) dz, je-li tedy
F(z) jedna z primitivnich funkci k funkcff (z) nal = (a,b), resp. naJ = Ué?:l(aj, b;), pisSeme

/f(:v) dz = F(z) nalresp.J.

Véta 4.2. Necht f je spojita funkce na otevieném neprazdném interyaRek f ma nal primitivni funkci.

Veéta 4.3. Necht f ma na otevieném intervallprimitivni funkci £, funkceg mé nal primitivni funkciG
aa, B € R. Potom funkcexF' + 3G je primitivni funkci kaf + 3g nal. Tedy

/af(x)+ﬁg(x) dxéa/f(x) dx—i—ﬁ/g(x) dr nal,
pokud primitivni funkce vpravo existuiji.

Véta 4.4(integrace per partesNecht I je neprazdny otevieny interval a funkége spojita nal. Necht
F je primitivni funkce kf na I a G je primitivni funkce kg na I. Pak plati

/ g(x)F(z)de = G(x)F(x) — / G(x)f(z)dz nal.

Véta 4.5(prvni veta o substituci)Necht F je primitivni funkce kf na(a, b). Necht o je funkce definovana
na(ca, #) s hodnotami v intervalia, b), ktera méa v kazdém bodé= (o, 3) vlastni derivaci. Pak

/ () (1) dt £ Fp(t))  na(a, ).

Véta 4.6(druha \eta o substituci) Necht funkcep ma v kazdém bodé intervalw, 5) nenulovou vlastni
derivaci ap((«, 5)) = (a,b). Necht funkcef je definovana na interval(z, b) a plati

/ Fe®)e O A£G na(a,b).

Pak
/ f(x)dz=G(p Y (z)) na(a,b).

Poznamka: Lze ukazat, ze pokyd(t) # 0 pro vSechna € («,3), potomy je ryze monoténni v

(@, B).
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4.2 Integrace racionalnich funkci

Definice. Racionalni funkcibudeme rozusét podil dvou polynomt, kde polynom ve jmenovateli neni
identicky roven nule.

Véta 4.7(o rozkladu na parcialni zlomkyNecht P, () jsou polynomy s realnymi koeficienty takové, ze
(i) st P <st@,
(i) Q@) =an(z —21)Pr ... (x — zp)P (2 + anx + B1) V... (2% + yz + (),
(i) an, x1,... 2K, Q1,...,04, B1,..., 0 ER, ay #0,

(IV) b1,--- Pk, Q1>'--7QZ€N,

(v) Zadné dva z mnohotlenll— =1, © — z2,...,x — x), > + a1z + B, ..., 2% + gz + B nemaji
spolecny kofen,
(vi) mnohotleny:? + oz + B, ..., x2 + ogx + [ nemaji rediny koren.
z Pak e;dstuil' jednozrémé ukenatisla A, ..., AL, ... AY,... AF B, Cl,...,B},CL, ..., B,
Ci,..., By, C,, takova, Ze plati
P(x Al Al Ak Ak
(): 1 T S e S I </ S
Qlx) (z—x), T — T (x — xp )Pk T — Tp,
Big+Cl . Byr+Cy . Ba+C . BurtCy
(22 + oz + )0 22+ arx + By (22 + oz + B2 2+ o+ G

PozndmkaBudtea,b,c, A, B € R, n € N,n > 2, potom plati tato pravidla (hodna zapamatovani):

° d—méln|x—a|, r € (—o0,a) U (a,+oo)

i f(zii)néﬁ‘w’ T € (—00,a) U (a,+00)

o [ mgdbe < % arctg 7, pokudb # 0

o [ (:Hg% é%aurctg £+a pokudb # 0

e Pokudax? + bx + ¢ nema zadné realné keny, pak pouzivame rovnost
Az+B _ A 2ax+b _Ab dx _ A 2 __Ab dx
fax2+b;r+c dr = 2aJ ax?+bx+c dx+ (B QQ)faa:2+bm+c ~ 2a ln(aa: +b$+c)+( 2a>faz2+b:v+c’
a ve jmenovateli posledniho integralu pouzijeme techniku doplnactverec.

4.3 Neékteré uzitetné substituce

Typ [ R(sint,cost) dt

e vzdy Ize uzit substitudig £ = =
e je-li R(a,—b) = —R(a,b), lze uZit substituciint = =
e je-li R(—a,b) = —R(a,b), Ize uzit substitucios t = =

e je-li R(—a,—b) = R(a,b), lze uzit substitucigt = =
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Typ [ R(t, (455)1/9) dt| ¢ €N, g > 1,a,b,¢, f € R,af # be = substituce 42)"/7 = z.

Typ [ R(e™) dt| a € R = substituce™ = .

Typ [ 1R(Int) dt | = substitucdnt = z.

Typ [ R(t,Vat? +bt +¢) dt,a # 0

e at? + bt + ¢ ma dvojnasobny Kena € R: vat? + bt + ¢ = \/a|t — a|, proa > 0

e at? + bt + c ma dvarealné Kenya; < as: Vat? + bt +c = [t — aq| ai:if

e at? + bt + c nema reélné keny: paka > 0, ¢ > 0, a lze uzit @kterou ZEulerovych substituci
Vat? + bt + ¢ = £y/at + = nebo vat? + bt + c =tz + \/c nebo uZityperbolickych funkci.

Tabulka zakladnich primitivnich funkci

’ f ‘ e ‘ Pozn. \ Kde
" fL: n€Zn#-1|xzecRpron>0,zcR\{0}pron <0
x® ”gl_:ll a e R\Z x € (0,400)
1 In|z| z € R\ {0}
e’ e’ reR
a® % a>0,a#1 zeR
sinx —cosx reR
cos sin x reR
tgx —1In | cos z| r € R\{§ +km kcZ}
cotg x In | sin x| x € R\ {km, k € Z}
sinh z coshz reR
coshz sinh reR
tghx In(cosh x) reR
cotgh x In | sinh x| z € R\ {0}
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Tabulka dalSich primitivnich funkci

= ozn. e
I e |_Pozn. | Kd
—, tgx r € R\ {5 +km kcZ}
Sinlzm —cotgx x € R\ {km,k € Z}
arcsin xarcsinz + 1 — 2?2 ze(—-1,1)
arccos T xrarccosr — V1 — 2 ze(—1,1)
arctg x rarctgx — %ln(x2 +1) rzeR
arccotg x x arccotg x + %ln(x2 +1) rzeR
11_962 arcsin x ze(—1,1)
11—z2 —arccos x € (—1,1)
H% arctg x zeR
ﬁ —arccotg z€eR
x;ﬂ argsinh x reR
xé_l sign x - argcosh |x| |z| > 1
e argtgh = Def. obor! —“l<z<1
1_1362 argcotgh x Def. obor! |z| > 1
— 3 In |E2 Def. obor! reR\{-1,1}
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