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5.1 Funkce spoijité na intervalu

Definice (funkce spojita na intervalu - opakovani)
Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekonec¢né mnoho bodl). Funkce f : J — R je spojitd na
intervalu J, jestlize plati:
m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
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5.1 Funkce spoijité na intervalu

Definice (funkce spojita na intervalu - opakovani)
Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekonec¢né mnoho bodl). Funkce f : J — R je spojitd na
intervalu J, jestlize plati:
m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
m f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,
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5.1 Funkce spoijité na intervalu

Definice (funkce spojita na intervalu - opakovani)

Necht J C R je nedegenerovany interval (neboli obsahuje
nekonec¢né mnoho bodl). Funkce f : J — R je spojitd na
intervalu J, jestlize plati:

m f je spojita zprava v levém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,

m f je spojita zleva v pravém krajnim bodé intervalu J,
pokud tento bod patfi do J,

m f je spojitd v kazdém vnitfnim bodé J.
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5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Véta 5.1 (Bolzano)

Necht funkce f spojita na intervalu (a, b)

a predpokladejme, Ze f(a) < f(b). Potom pro kazdé
C € (f(a),f(b)) existuje ¢ € (a,b) takové, Ze plati
f(¢) = C.
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5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Véta 5.1 (Bolzano)

Necht funkce f spojita na intervalu (a, b)

a predpokladejme, Ze f(a) < f(b). Potom pro kazdé
C € (f(a),f(b)) existuje ¢ € (a,b) takové, Ze plati
f(¢) = C.

Véta 5.2 (zobrazeni intervalu spojitou funkci)

Necht J je nedegenerovany interval. Necht funkce
f:J — R je spojita na J. Potom je f(J) interval (nebo
bod).
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5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Véta 5.3 (o inverzni funkci)

Necht f spojité a rostouci (klesajici) funkce na intervalu J.

Potom funkce f ! je spojita a rostouci (klesajici) na
intervalu f(J).
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5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Véta 5.3 (o inverzni funkci)

Necht f spojité a rostouci (klesajici) funkce na intervalu J.
Potom funkce f ! je spojita a rostouci (klesajici) na
intervalu f(J).

Véta 5.4

Necht f spojita funkce na intervalu (a, b). Potom je f na
(a,b) omezend shora i zdola.
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Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (M c D(f)).

DA




5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (M c D(f)). Rekneme, Ze f nabyvéa v bodé x maxima
(resp. minima ) na M, jestlize plati

VweM: f(y) <f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).
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5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (M c D(f)). Rekneme, Ze f nabyvéa v bodé x maxima
(resp. minima ) na M, jestlize plati

VweM: f(y) <f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvdme bodem maxima (resp. minima )
funkce f na mnoziné M.
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5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (M c D(f)). Rekneme, Ze f nabyva v bodé& x maxima
(resp. minima ) na M, jestlize plati

VweM: f(y) <f(x) (resp.Vy e M: f(y) > f(x)).

Bod x pak nazyvdme bodem maxima (resp. minima )
funkce f na mnoziné M. Symbol maxy, f (resp. miny, f)
oznacCuje nejvetsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funkce
f na mnoziné M nabyva (pokud takova hodnota existuje).
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5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Véta 5.5

Necht f je spojita funkce na intervalu (a, b). Potom funkce
f nabyva na (a, b) své nejvétSi hodnoty (maxima) a své
nejmensi hodnoty (minima),
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5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Véta 5.5

Necht f je spojita funkce na intervalu (a, b). Potom funkce
f nabyva na (a, b) své nejvétSi hodnoty (maxima) a své
nejmensi hodnoty (minima), tj. existuji body c, d € (a,b)
takové, Ze f(c) = maxgap) f(x), f(d) = mingp f(X).
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Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (tj. M C D(f)).

DA




5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Definice
Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (ti. M C D(f)). Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x

m lokalni maximum vzhledem k M, jestlize existuje
o > 0 takove, Ze pro kazdé
y e P°(x)NM : f(y) < f(x),
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5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Definice

Necht M C R, x € M a funkce f je definovana alespon na
M (4. M c D(f)). Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x
m lokalni maximum vzhledem k M, jestlize existuje
o > 0 takove, Ze pro kazdé
y e P°(x)NM : f(y) < f(x),
m lokalni minimum vzhledem k M, jestliZze existuje
5 > 0 takové, Ze pro kazdé
y € P(x)NM : f(y) > f(x).
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5.1 Funkce spoijité na intervalu gokraz)

Véta 5.6 (nutna podminka lokalniho extrému)

Budiz a € R bodem lokalniho maxima nebo lokalniho

minima funkce f. Potom f’(a) neexistuje nebo je rovna
nule.
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Necht funkce f ma nasleduijici vlastnosti:

«0)>» «F»r « =)»

DA




Necht funkce f ma nasleduijici vlastnosti:
(i) je spojita na intervalu (a, b),

«0)>» «F»r « =)»




5.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 5.7 (Rolleova)
Necht funkce f ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojita na intervalu (a, b),
(i) ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
otevfeného intervalu (a, b),
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5.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 5.7 (Rolleova)
Necht funkce f ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojita na intervalu (a, b),
(i) ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
otevfeného intervalu (a, b),
(ii) plati, ze f(a) = f(b).
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5.2 Véty o stfedni hodnoté

Véta 5.7 (Rolleova)
Necht funkce f ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojita na intervalu (a, b),

(i) ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
otevfeného intervalu (a, b),

(ii) plati, ze f(a) = f(b).
Potom existuje § € (a, b) takove, Ze plati f'(£) = 0.
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5.2 Véty o stfedni hodnoté (okrat)

Véta 5.8 (Lagrangeova)

Necht funkce f je spojita na intervalu (a,b) a ma derivaci
(vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé intervalu (a, b).
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5.2 Véty o stfedni hodnoté (okrat)

Véta 5.8 (Lagrangeova)

Necht funkce f je spojita na intervalu (a,b) a ma derivaci
(vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé intervalu (a, b).
Potom existuje ¢ € (a, b) takové, Ze plati
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5.2 Véty o stfedni hodnoté (okrat)

Véta 5.9 (Cauchyova)

Necht funkce f, g jsou spojité na intervalu (a, b) a takové,
Ze f ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
intervalu (a,b) a g ma v kazdém bodeé intervalu (a, b)
vlastni a nenulovou derivaci.
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5.2 Véty o stfedni hodnoté (okrat)

Véta 5.9 (Cauchyova)

Necht funkce f, g jsou spojité na intervalu (a, b) a takové,
Ze f ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
intervalu (a,b) a g ma v kazdém bodeé intervalu (a, b)
vlastni a nenulovou derivaci. Potom existuje ¢ € (a,b)
takove, ze plati
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5.2 Véty o stfedni hodnoté (okrat)

Véta 5.9 (Cauchyova)

Necht funkce f, g jsou spojité na intervalu (a, b) a takové,
Ze f ma derivaci (vlastni Ci nevlastni) v kazdém bodé
intervalu (a,b) a g ma v kazdém bodeé intervalu (a, b)
vlastni a nenulovou derivaci. Potom existuje ¢ € (a,b)
takove, ze plati

f(e) _ f(b) —f(a)
g'(¢§) g(b)—g(a)
Poznamka: L'Hospitalovo pravidlo a véta o jednostranné

limité derivaci jsou (m.j.) dlisledkem Cauchyovy véty o
stfedni hodnoté.
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5.2 Véty o stfedni hodnoté (okrat)

Véta 5.10 (vztah derivace a monotonie)

Necht funkce f je spojita a ma derivaci na intervalu (a, b),
a<hb.
(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechnax € (a,b), pak f je
rostouci na (a, b).
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5.2 Véty o stfedni hodnoté (okrat)

Véta 5.10 (vztah derivace a monotonie)

Necht funkce f je spojita a ma derivaci na intervalu (a, b),
a<h.
(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechnax € (a,b), pak f je
rostouci na (a, b).
(i) Je-lif’'(x) < O pro vS8echna x € (a,b), pak f je
klesajici na (a, b).
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5.2 Véty o stfedni hodnoté (okrat)

Véta 5.10 (vztah derivace a monotonie)

Necht funkce f je spojita a ma derivaci na intervalu (a, b),
a<h.
(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechnax € (a,b), pak f je

rostouci na (a, b).

(i) Je-lif’'(x) < O pro vS8echna x € (a,b), pak f je
klesajici na (a, b).

(iii) Je-li f’(x) > 0 pro vSechna x € (a,b), pak f je
neklesajici na (a, b).
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5.2 Véty o stfedni hodnoté (okrat)

Véta 5.10 (vztah derivace a monotonie)

Necht funkce f je spojita a ma derivaci na intervalu (a, b),
a<h.
(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechnax € (a,b), pak f je

rostouci na (a, b).

(i) Je-lif’'(x) < O pro vS8echna x € (a,b), pak f je
klesajici na (a, b).

(iii) Je-li f’(x) > 0 pro vSechna x € (a,b), pak f je
neklesajici na (a, b).

(iv) Je-lif’(x) < 0 pro vSechna x € (a,b), pak f je
nerostouci na (a, b).
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5.2 Véty o stfedni hodnoté (okrat)

Véta 5.10 (vztah derivace a monotonie)

Necht funkce f je spojita a ma derivaci na intervalu (a, b),
a<h.
(i) Je-lif’(x) > 0 pro vSechnax € (a,b), pak f je

rostouci na (a, b).

(i) Je-lif’'(x) < O pro vS8echna x € (a,b), pak f je
klesajici na (a, b).

(iii) Je-li f’(x) > 0 pro vSechna x € (a,b), pak f je
neklesajici na (a, b).

(iv) Je-lif’(x) < 0 pro vSechna x € (a,b), pak f je
nerostouci na (a, b).

Dusledek: Je-li f’(x) = 0 pro vSechna x € (a,b), pak f je
konstantni na (a, b).
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5.3 Taylor(iv polynom

Definice
Necht f je funkce, a € R a f("(a) € R. Pak polynom

f(”)(a)
n!

Tie(x)=f(a)+f'(a)(x —a)+--- + (x —a)"

nazyvame Taylorovym polynomem fadu n funkce f v
bod é a.
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Definice (symbol "malé o")

Necht f a g jsou funkce, a € R*. Rekneme, Ze funkce f je
v bodé a malé o od g (piSeme f(x) = o(g(x)), X — a),
jestlize plati

im ) =0.

x—a g(x)
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Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "o":

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "o":

Pro jednoduchost: a = 0, g(x) = x", n € Ng := NU {0}.

DA



5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "o":
Pro jednoduchost: a = 0, g(x) = X", n € N := NU {0}.

(x") _
[ | Img) < 0
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "o":
Pro jednoduchost: a = 0, g(x) = X", n € N := NU {0}.

| |lim =0

m(c-o(x")=o0(x")] ceR,neNyx—0,

M. Rokyta, KMA MFF UK 5. Aplikace diferencialniho a integralniho poctu v jedné dimenzi



5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "o":
Pro jednoduchost: a = 0, g(x) = X", n € N := NU {0}.

m | lim 2D —

n
x—0 X

m(c-o(x")=o0(x")] ceR,neNyx—0,
o(x") £o(x") =o0(x")| neNpyx—0,
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "o":
Pro jednoduchost: a = 0, g(x) = X", n € N := NU {0}.

| |lim =0

m(c-o(x")=o0(x")] ceR,neNyx—0,
o(x") £o(x") =o0(x")| neNpyx—0,

m[o(x")-o(x™) =0o(xX""™)| n,m € Ny, x — 0,
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "o":
Pro jednoduchost: a = 0, g(x) = X", n € N := NU {0}.

| |lim

m(c-o(x")=o0(x")] ceR,neNyx—0,
o(x") £o(x") =o0(x")| neNpyx—0,
m[o(x")-o(x™) =0o(xX""™)| n,m € Ny, x — 0,

X™-o(x") =o(x""™)| n,n e Np, x —0,
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "o":
Pro jednoduchost: a = 0, g(x) = X", n € N := NU {0}.

m | lim XY — o

m(c-o(x")=o0(x")] ceR,neNyx—0,
o(x") £o(x") =o0(x")| neNpyx—0,

m[o(x")-o(x™) =0o(xX""™)| n,m € Ny, x — 0,

X™-o(x") =o(x""™)| n,n e Np, x —0,

m (0o(o(x")) =0(x")| neNgx—0,
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "o":
Pro jednoduchost: a = 0, g(x) = X", n € N := NU {0}.

m | lim XY — o

m(c-o(x")=o0(x")] ceR,neNyx—0,
o(x") £o(x") =o0(x")| neNpyx—0,

m[o(x")-o(x™) =0o(xX""™)| n,m € Ny, x — 0,

X™-o(x") =o(x""™)| n,n e Np, x —0,

) =0(x")| n €Ny, x—0,

=o(x™), m<n n,m e Ng, Xx — 0,
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "o":
Pro jednoduchost: a = 0, g(x) = X", n € N := NU {0}.

m | lim XY — o

m(c-o(x")=o0(x")] ceR,neNyx—0,
o(x") £o(x") =o0(x")| neNpyx—0,

m[o(x")-o(x™) =0o(xX""™)| n,m € Ny, x — 0,

X™-o(x") =o(x""™)| n,n e Np, x —0,

m (0o(o(x")) =0(x")| neNgx—0,

m!'lo(x")=0o(x"),m<n n,m &€ Ny, X — 0,

Pfesngji: |f(x) =0o(x") = f(x) =0o(x™), m <n
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "o":
Pro jednoduchost: a = 0, g(x) = X", n € N := NU {0}.

m | lim XY — o

m(c-o(x")=o0(x")] ceR,neNyx—0,
o(x") £o(x") =o0(x")| neNpyx—0,

m[o(x")-o(x™) =0o(xX""™)| n,m € Ny, x — 0,

X™-o(x") =o(x""™)| n,n e Np, x —0,

m (0o(o(x")) =0(x")| neNgx—0,

m!'lo(x")=0o(x"),m<n n,m &€ Ny, X — 0,

Pfesngji: |f(x) =0o(x") = f(x) =0o(x™), m <n
("rovnost" zde neni symetrickal)
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Véta 5.11 (Peanlv tvar zbytku)
Necht a € R, f((a) € R a Tf? je Tayloriv polynom Fadu
n funkce f v bodé a. Pak

lim f(X) B Trﬁ’a(x)

x—a (X —a)n e

neboli

f(x) =T (x) +o((x —a)"), x — a.
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Véta 5.12 (Obecny tvar zbytku)

Necht a,x € R, a < x. Pfedpokladejme, ze

m f je funkce, kter4d ma v kazdém bodé intervalu (a, x)
vlastni (n + 1)-ni derivaci,
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Véta 5.12 (Obecny tvar zbytku)

Necht a,x € R, a < x. Pfedpokladejme, ze
m f je funkce, kter4d ma v kazdém bodé intervalu (a, x)
vlastni (n + 1)-ni derivaci,
B ¢ je spojita funkce na (a, x), kterd ma v kazdém bodé
intervalu (a, x) vlastni nenulovou derivaci.

M. Rokyta, KMA MFF UK 5. Aplikace diferencialniho a integralniho poctu v jedné dimenzi



5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Véta 5.12 (Obecny tvar zbytku)

Necht a,x € R, a < x. Pfedpokladejme, ze

m f je funkce, kter4d ma v kazdém bodé intervalu (a, x)
vlastni (n + 1)-ni derivaci,
B ¢ je spojita funkce na (a, x), kterd ma v kazdém bodé
intervalu (a, x) vlastni nenulovou derivaci.
Pak existuje ¢ € (a, x) takove, Ze

1) = T = 2ol EB ey —
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Necht a, x, f jsou jako ve Vété 5.12. Pak existuje
¢ € (a,x) takové, Ze

f(n+1)(§)
(n+1)!

f(x) — TH3(x) = (x —a)"L.




5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Véta 5.13 (Lagrangelyv tvar zbytku)

Necht a, x, f jsou jako ve Vété 5.12. Pak existuje
¢ € (a,x) takove, ze

+(e)

__Tfa _ . n+1
f00) = Th00) = {6 — "™
Véta 5.14 (Cauchydv tvar zbytku)

Necht a, x, f jsou jako ve Vété 5.12. Pak existuje
¢ € (a,x) takové, ze

(n+1)
f(x) - T70) = o - g - ).
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Definice

Necht f je funkce, a € R af(™(a) € R pro kazdé n € N.

Potom fadu -
= f((a
> n(! )(X —a)'

n=0

nazyvame Taylorovou fadou o st fedu a. Ve specialnim
pfipadé a = 0 mluvime o Maclaurinov € fade.
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5.3 Taylor(v polynom (okraz)

Xn
VX eER: e = Z—,
rdlll
[e’e] n
¥x € (=1,1) : In(1+x) = Z(—“”‘lxﬁ
n=1
oo i X2n+1 h o0 X2n+1
VX €R: sinx =Y (-1)"——— nhX = Gy
X € Inx g( )(2n+1)!’ sinh X §(2n+1)!
o0 . X2n e in
n=0 n=0
s 8}
WX € (—1.1 R: (1+x)* = "
E( ) ),CYE ( +X) ;(n)x
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5.4 Konvexni a konkavni funkce

Definice
Necht f mé vlastni derivaci v bodé a € R. Oznacme

To={[x.y] e R* y =f(a) +f'(a)(x —a)}.
Rekneme, Ze bod [x, f(x)] leZi pod te ¢nou T, jestlize
f(x) <f(a) +f'(a)- (x —a).

Plati-li opacna nerovnost, fekneme, ze bod [x, f(x)] lezi
nad te cnou T,.
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5.4 Konvexni a konkavni funkce (pokraz)

Definice

Necht f’(a) € R. Rekneme, Ze a je inflexnim bodem
funkce f, jestlize existuje 6 > O takové, Ze plati

(i) ¥x € (a—4,a): [x,f(x)] lezi pod teCnou T4,
(i) ¥x € (a,a+9): [x,f(x)] lezi nad teCnou T,
nebo

(i) ¥x € (a—4,a): [x,f(x)] lezi nad teCnou T4,
(i) ¥x € (a,a+9): [x,f(x)] lezi pod te€nou T,.
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Necht a € R je inflexni bod funkce f. Potom f”(a)
neexistuje nebo je rovna nule.

DA




5.4 Konvexni a konkavni funkce (pokraz)

Véta 5.15 (nutna podminka pro inflexi)

Necht a € R je inflexni bod funkce f. Potom f”(a)
neexistuje nebo je rovna nule.

Véta 5.16 (postacujici podminka pro inflexi)
Necht funkce f mé& spojitou prvni derivaci na intervalu
(a,b) az € (a,b). Necht plati:
e Vx € (a,z): f’(x) >0,
e Vx € (z,b): f’(x) <O.
Potom z je inflexnim bodem funkce f.
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5.4 Konvexni a konkavni funkce (pokraz)

Definice
Rekneme, Ze funkce f : | — R je konvexni na intervalu |1,
jestlize
VX1,X2 € IVA € (0,1) :
f()\Xl I (1 — )\)Xz) < M (X]_) aF (1 — )\)f(Xz)
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5.4 Konvexni a konkavni funkce (pokraz)

Definice
Rekneme, Ze funkce f : | — R je konvexni na intervalu |1,
jestlize
VX1,X2 € IVA € (0,1) :
f()\Xl I (1 — )\)Xz) < M (X]_) aF (1 — )\)f (Xz).

Rekneme, Ze funkce f : | — R je ryze konvexni na
intervalu 1, jestlize

VX1, X2 € 1,X1 # X VA € (0,1) :
f()\Xl S (1 — )\)Xz) < M (Xl) aF (1 — )\)f (Xz).
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Funkce f je na intervalu | konvexni, prave kdyz
VX1, X2, X3 € |, X1 < Xo < X3:

f(x2) — f(x1) < f(xa) — f(x2)

X2 — Xg

X3 — X2

«0)>» «F»r « =)»
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5.4 Konvexni a konkavni funkce (pokraz)

Véta 5.18
Necht f : (a,b) — R, a < b, a necht f’ je spojita na (a, b).

(i) Jestlize f”(x) > O pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).
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5.4 Konvexni a konkavni funkce (pokraz)

Véta 5.18
Necht f : (a,b) — R, a < b, a necht f’ je spojita na (a, b).
(i) Jestlize f”(x) > O pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konvexni na (a, b).
(ii) Jestlize f”(x) < O pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).
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5.4 Konvexni a konkavni funkce (pokraz)

Véta 5.18
Necht f : (a,b) — R, a < b, a necht f’ je spojita na (a, b).
(i) Jestlize f”(x) > O pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze

konvexni na (a, b).

(ii) Jestlize f”(x) < O pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).

(iii) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je
konvexni na (a, b).
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5.4 Konvexni a konkavni funkce (pokraz)

Véta 5.18
Necht f : (a,b) — R, a < b, a necht f’ je spojita na (a, b).
(i) Jestlize f”(x) > O pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze

konvexni na (a, b).

(ii) Jestlize f”(x) < O pro kazdé x € (a,b), pak f je ryze
konkavni na (a, b).

(iii) Jestlize f”(x) > 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je
konvexni na (a, b).

(iv) Jestlize f”(x) < 0 pro kazdé x € (a,b), pak f je
konkavni na (a, b).
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Necht f’(a) = 0, f”(a) > 0 (resp. f”(a) < 0). Potom f ma v
a lokélni minimum (resp. lokalni maximum).




Rekneme, Ze funkce x — ax + b, a,b € R, je
asymptotou funkce f v +oo (resp. v —o0), jestlize

Xﬂrpoo(f(x)—ax—b) =0, (resp. XErpoo(f(x)—ax—b) = 0).




5.5 Pribéh funkce (pokrat.)

Definice
Rekneme, Ze funkce x — ax + b, a,b € R, je
asymptotou funkce f v +oo (resp. v —o0), jestlize
lim (f(x)—ax—b) =0, (resp. lim (f(x)—ax—b)=0).

X——400 X——00

Véta 5.20
Funkce f ma v +o00 asymptotu x — ax + b, a,b € R,
pravé kdyz

F(x)

im — =aeR, lim (f(x) —ax) =b € R.

X—4o0o X X——+00
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Vysetieni prib éhu funkce

© Urcime definicni obor a obor spojitosti funkce.

«0)>» «F»r « =)»

it
v
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5.5 Pribéh funkce (pokrat.)

VySeteni prib éhu funkce

© Urcime definini obor a obor spojitosti funkce.
@ Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.
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5.5 Pribéh funkce (pokrat.)

VySeteni prib éhu funkce

© Urcime definini obor a obor spojitosti funkce.

@ Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

© Dopocitame limity v "krajnich bodech definiéniho
oboru”.
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5.5 Pribéh funkce (pokrat.)

© 000

VySeteni prib éhu funkce

Urcime definicni obor a obor spoijitosti funkce.
Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.
Dopocitame limity v "krajnich bodech definicniho
oboru”.

Spocteme prvni derivaci, ur¢ime intervaly monotonie
a nalezneme lokalni a globalni extrémy. UrCime obor
hodnot.
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5.5 Pribéh funkce (pokrat.)

© 000

o

VySeteni prib éhu funkce

Urcime definicni obor a obor spoijitosti funkce.
Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.
Dopocitame limity v "krajnich bodech definicniho
oboru”.

Spocteme prvni derivaci, ur¢ime intervaly monotonie
a nalezneme lokalni a globalni extrémy. UrCime obor
hodnot.

Spocteme druhou derivaci a urCime intervaly, kde
funkce f je konvexni nebo konkavni. Ur¢ime inflexni
body.
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5.5 Pribéh funkce (pokrat.)

VySeteni prib éhu funkce

© Urcime definini obor a obor spojitosti funkce.

@ Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

© Dopocitame limity v "krajnich bodech definiéniho
oboru”.

© Spocteme prvni derivaci, uréime intervaly monotonie
a nalezneme lokalni a globalni extrémy. UrCime obor
hodnot.

© Spocteme druhou derivaci a uréime intervaly, kde
funkce f je konvexni nebo konkavni. Ur¢ime inflexni
body.

© Vypocteme asymptoty funkce.
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5.5 Pribéh funkce (pokrat.)

VySeteni prib éhu funkce

© Urcime definini obor a obor spojitosti funkce.
@ Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

© Dopocitame limity v "krajnich bodech definiéniho
oboru”.

© Spocteme prvni derivaci, uréime intervaly monotonie
a nalezneme lokalni a globalni extrémy. UrCime obor
hodnot.

© Spocteme druhou derivaci a uréime intervaly, kde
funkce f je konvexni nebo konkavni. Ur¢ime inflexni
body.

© Vypocteme asymptoty funkce.
@ Nacrtneme graf funkce.

M. Rokyta, KMA MFF UK 5. Aplikace diferencialniho a integralniho poctu v jedné dimenzi






Motivace: volny pad bez odporu vzduchu:

ma = mg

«0)>» «F»r « =)»

<
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Motivace: volny pad bez odporu vzduchu:

ma = mg

vi=g

«0)>» «F»r « =)»

it
v
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5.6 Zakladni typy obyCejnych diferencialnich rovnic

Motivace: volny pad bez odporu vzduchu:
ma = mg
vi=g
Volny pad s odporem vzduchu, ktery zavisi linearné na

rychlosti:

mv’ = mg — bv
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5.6 Zakladni typy obyCejnych diferencialnich rovnic

Motivace: volny pad bez odporu vzduchu:

ma = mg
vi=g

Volny pad s odporem vzduchu, ktery zavisi linearné na
rychlosti:

mv’ = mg — bv

Obycejné diferencialni rovnice (ODR): rovnice pro
neznamou funkci jedné proménné (zde v = v (t)), ve které
se vyskytuji derivace hledané funkce.
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice
(Oby Cejnou) diferencialni rovnici (ODR)  pro funkci
y = y(X) rozumime rovnici tvaru

Fiy®™,y®=1 . y"y"y,x) =0, (1)

kde F je reéln& funkce n + 2 proménnych.
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice
(Oby Cejnou) diferencialni rovnici (ODR)  pro funkci
y = y(X) rozumime rovnici tvaru

Fiy®™,y®=1 . y"y"y,x) =0, (1)

kde F je realna funkce n + 2 proménnych. Radem ODR
(1) nazveme fad nejvyssi derivace funkce y, kterd se v
rovnici (1) vyskytuje.
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice

m ReSenim diferencidlni rovnice (1) rozumime funkci
y definovanou na néjakém neprazdném otevieném
intervalu |, ktera ma v kazdém bodé intervalu |
vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu s
hodnotami derivaci spliuji rovnici (1) v kazdém bodé
intervalu |, tj. pro kazdé x € | plati

Fy®x),y"D(x),....y"(x).y'(x),¥(x).x) = 0.

M. Rokyta, KMA MFF UK 5. Aplikace diferencialniho a integralniho poctu v jedné dimenzi



5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice

m ReSenim diferencidlni rovnice (1) rozumime funkci
y definovanou na néjakém neprazdném otevieném
intervalu |, ktera ma v kazdém bodé intervalu |
vlastni n-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu s
hodnotami derivaci spliuji rovnici (1) v kazdém bodé
intervalu |, tj. pro kazdé x € | plati

Fy® ),y D(x),....y"(x),y'(x),y(x),x) = 0.
m Reseni y diferencidlni rovnice (1) je maximalni ,

pokud neexistuje takové feSeni z, pro které
D(y) & D(z) a které se na D(y) shoduje s y.
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Rovnice se separovanymi prom €nnymi je rovnice tvaru

y' =9(y) - h(x).

(2)

DA



y' =g(y) - h(x).
Navod k reSeni:

Rovnice se separovanymi prom €nnymi je rovnice tvaru

(2)
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice
Rovnice se separovanymi prom €nnymi je rovnice tvaru

y' =g(y)-h(x). 2)

Navod k feSeni:
m Pokud g(c) = 0, je funkce y(x) = ¢ feSenim rovnice.
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice
Rovnice se separovanymi prom €nnymi je rovnice tvaru

y' =g(y)-h(x). 2)

Navod k feSeni:
m Pokud g(c) =0, je funkce y(x) =c¢ Feéenl’m rovnice.
m Na intervalech, kde g(y) 7é O uvazte ;o5 = h(x) s
naslednym [ 2 = [h(x
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice
Rovnice se separovanymi prom €nnymi je rovnice tvaru

y' =g(y)-h(x). 2)

Navod k feSeni:
m Pokud g(c) =0, je funkce y(x) =c¢ Feéenl’m rovnice.
m Na intervalech, kde g(y) 7é O uvazte ;o5 = h(x) s
naslednym [ 2 = [h(x

m Nutna je dlskuse 0 moznostech navazovani reseni
pfedchozich dvou typd!
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice
Linearni ODR prvniho fadu je rovnice tvaru

y' +p(x)y = q(x), 3)

kde p, q jsou spojité funkce na daném intervalu (a, b),
a,beRa<b
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice
Linearni ODR prvniho fadu je rovnice tvaru

y' +p(x)y = q(x), 3)

kde p, q jsou spojité funkce na daném intervalu (a, b),
a,beRa<b

Navod k feSeni:
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice
Linearni ODR prvniho fadu je rovnice tvaru

y' +p(x)y = q(x), 3)

kde p, q jsou spojité funkce na daném intervalu (a, b),
a,beRa<b

Navod k feSeni:
m Nasobte rovnici vyrazem eP®), kde P je primitivni
funkce k p na (a, b).
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice
Linearni ODR prvniho fadu je rovnice tvaru

y' +p(x)y = q(x), 3)

kde p, q jsou spojité funkce na daném intervalu (a, b),
a,beRa<b

Navod k feSeni:
m Nasobte rovnici vyrazem eP®), kde P je primitivni
funkce k p na (a, b).
m Upravte na levé strané do tvaru derivace soucinu.
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice
Linearni ODR prvniho fadu je rovnice tvaru

y' +p(x)y = q(x), 3)

kde p, q jsou spojité funkce na daném intervalu (a, b),
a,beRa<b

Navod k feSeni:
m Nasobte rovnici vyrazem eP®), kde P je primitivni
funkce k p na (a, b).
m Upravte na levé strané do tvaru derivace soucinu.
m Integrujte.
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice

Linearni diferencialni rovnice druhého  fadu s
konstantnimi koeficienty  je rovnice tvaru

Ay" 4+ By’ + Cy = f(x), (4)

kde A, B, C € R, A # 0, a funkce f(x) je spojitd na
intervalu (a, b).
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Definice

Linearni diferencialni rovnice druhého  fadu s
konstantnimi koeficienty  je rovnice tvaru

Ay" 4+ By’ + Cy = f(x), (4)

kde A, B, C € R, A # 0, a funkce f(x) je spojitd na
intervalu (a, b). Pokud je f identicky nulova na (a, b),
nazyvame rovnici (4) homogenni .
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Pripad I
f = 0, rovnice: Ay” + By’ + Cy = 0, obecné feSeni yj




5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Pripad I
f =0, rovnice: Ay” + By’ + Cy = 0, obecné feSeni y;

Pokud charakteristickd rovnice AN2 + B)X + C = 0 mé&:

M. Rokyta, KMA MFF UK 5. Aplikace diferencialniho a integralniho poctu v jedné dimenzi



5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Pripad I
f =0, rovnice: Ay” + By’ + Cy = 0, obecné feSeni y;

Pokud charakteristickd rovnice AN2 + B)X + C = 0 mé&:

© dva rlizné redlné kofeny \; # \,:

Yh(X) = cre’* 4 cret?

M. Rokyta, KMA MFF UK 5. Aplikace diferencialniho a integralniho poctu v jedné dimenzi



5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Pripad I
f =0, rovnice: Ay” + By’ + Cy = 0, obecné feSeni y;

Pokud charakteristickd rovnice AN2 + B)X + C = 0 mé&:

© dva rlizné redlné kofeny \; # \,:
Yn(X) = cre* 4 coe?
© jeden dvojnasobny realny kofen \:

Yh(X) = cre™ 4 coxe™
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Pripad I
f =0, rovnice: Ay” + By’ + Cy = 0, obecné feSeni y;

Pokud charakteristickd rovnice AN2 + B)X + C = 0 mé&:

© dva rlizné redlné kofeny \; # \,:
Yh(X) = c1e’* + c et
© jeden dvojnasobny realny kofen \:
Yh(X) = cre™ 4 coxe™
© dva komplexné sdruzené kofeny o +is, 3 # O:
Yh(Xx) = €*(c1 cos Bx + C; sin x)
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Pripad II:
f #£ 0, rovnice: Ay” + By’ + Cy = f(x)




5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Pripad II:
f £ 0, rovnice: Ay” + By’ + Cy = f(x)

Pro feSeni y(x) plati:

y(X) = yn(X) + ¥p(X),
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Pripad II:
f £ 0, rovnice: Ay” + By’ + Cy = f(x)

Pro feSeni y(x) plati:

y(X) = yn(X) + ¥p(X),

kde yn(X) je obecné feSeni homogenni rovnice (viz
predchozi pfipad) a y,(x) je jedno (jakekoliv), tzv.
partikularni feSeni rovnice Ay” + By’ + Cy = f(x).
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

Pripad II:
f £ 0, rovnice: Ay” + By’ + Cy = f(x)

Pro feSeni y(x) plati:

(%) = Yn(x) + Yp(x),
kde yn(X) je obecné feSeni homogenni rovnice (viz
predchozi pfipad) a y,(x) je jedno (jakekoliv), tzv.
partikularni feSeni rovnice Ay” + By’ + Cy = f(x).
Néktera partikularni feSeni Ize "uhodnout" podle tvaru
pravé strany.
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

m Je-lif(x) = P(x)e™, kde o € R a P je polynom,
potom existuje polynom Q, st Q = st P, ze
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

m Je-lif(x) = P(x)e™, kde o € R a P je polynom,
potom existuje polynom Q, st Q = st P, ze
O a# M, a# X = yp(x) = Q(x)e™,
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

m Je-lif(x) = P(x)e™, kde o € R a P je polynom,
potom existuje polynom Q, st Q = st P, ze
Q a# )\, a# N = yp(x) =Q(x)e™,
Q o # ), a=)X = yp(x) =xQ(x)e™,
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

m Je-lif(x) = P(x)e™, kde o € R a P je polynom,
potom existuje polynom Q, st Q = st P, ze
Q a# ), a# X = yp(x) =Q(x)e™,
Q o # ), a=X = yp(x) =xQ(x)e™,
© o= =) = yp(x) =x2Q(x)e™.
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

m Je-lif(x) = P(x)e™, kde o € R a P je polynom,
potom existuje polynom Q, st Q = st P, ze
Q a# ), a# X = yp(x) =Q(x)e™,
Q o # ), a=X = yp(x) =xQ(x)e™,
© o= =) = yp(x) =x2Q(x)e™.
m Je-li f(x) = e™(P(x)cos fx + R(x)sin 5x), (P, R
polynomy), existuji polynomy Q, S, stupné nejvyse
max(st P, st R), takove, Ze
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

m Je-lif(x) = P(x)e™, kde o € R a P je polynom,

potom existuje polynom Q, st Q = st P, ze
O a# M, a# X = yp(x) = Q(x)e™,
Q o # ), a=X = yp(x) =xQ(x)e™,
© o= =) = yp(x) =x2Q(x)e™.

m Je-li f(x) = e™(P(x)cos fx + R(x)sin 5x), (P, R
polynomy), existuji polynomy Q, S, stupné nejvyse
max(st P, st R), takove, Ze

e a+iﬁ7é)\1,a+iﬁ;é)\2 —
Yp(X) = e*(Q(x) cos fx + S(x) sin x),
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

m Je-lif(x) = P(x)e™, kde o € R a P je polynom,

potom existuje polynom Q, st Q = st P, ze
O a# M, a# X = yp(x) =Q(x)e™,
Q o # A\, a= X = yp(x) = xQ(x)e™,
© o= =) = yp(x) =x2Q(x)e™.

m Je-li f(x) = e™(P(x)cos fx + R(x)sin 5x), (P, R
polynomy), existuji polynomy Q, S, stupné nejvyse
max(st P, st R), takove, Ze

e a+iﬁ7é)\1,a+iﬁ;é)\2 —

Yp(X) = e*(Q(x) cos fx + S(x) sin x),
e a+iﬁ:)\1,a+i67€)\2 —

Yp(X) = xe®*(Q(x) cos Bx + S(x) sin Bx),
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5.6 Zakladni typy obycejnych diferencialnich rovnic (okraz)

m Je-lif(x) = P(x)e™, kde o € R a P je polynom,

potom existuje polynom Q, st Q = st P, ze
O a# M, a# X = yp(x) =Q(x)e™,
Q o # A\, a= X = yp(x) = xQ(x)e™,
© o= =) = yp(x) =x2Q(x)e™.

m Je-li f(x) = e™(P(x)cos fx + R(x)sin 5x), (P, R
polynomy), existuji polynomy Q, S, stupné nejvyse
max(st P, st R), takove, Ze

e a+iﬁ7é)\1,a+iﬁ;é)\2 —

Yp(X) = e*(Q(x) cos fx + S(x) sin x),
e a+iﬁ:)\1,a+i67€)\2 —

Yp(X) = xe®*(Q(x) cos Bx + S(x) sin Bx),

Vice se dozvime ve specialni kapitole vénované ODR a
systémim ODR, v nékterém z dalSich semestru.
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