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5 Aplikace diferencialniho a integralniho pctu v jedné dimenzi

5.1 Funkce spojité na intervalu

Definice (funkce spojita na intervalu - opakovanijlecht J C R je nedegenerovany interval (neboli ob-
sahuje nekorn@é mnoho bodl). Funkcg: J — R je spojitd na intervalu J, jestlize plati:

e f je spojitd zprava v levém krajnim bédhtervalu.J, pokud tento bod péitdo J,
e [ je spojita zleva v pravém krajnim bédntervalu.J, pokud tento bod pétdo J,
e fje spojitd v kazdém vnihim boce J.

Véta 5.1(Bolzano) Necht funkcef spojita na intervalu(a, b) a pfedpokladejme, Zg(a) < f(b). Potom
pro kazdé&C € (f(a), f(b)) existuje¢ € (a, b) takové, Ze platf(¢) = C.

Veéta 5.2(zobrazeni intervalu spojitou funkciNecht' .J je nedegenerovany interval. Necht funkte.J —
R je spojitd naJ. Potom jef(.J) interval (nebo bod).

Véta 5.3(0 inverzni funkci) Necht f spoijita a rostouci (klesajici) funkce na intervaluPotom funkce —!
je spojita a rostouci (klesajici) na intervali(.J).

Véta 5.4. Necht f spojita funkce na intervaliu, b). Potom jef na (a,b) omezena shora i zdola.

Definice. Necht M c R, z € M a funkcef je definovana alesgonaM (M C D(f)). Rekneme, Z¢
nabyva v bo@ x maxima (resp.minima) na M, jestlize plati

VyeM: f(y) < [f(z) (respvyecM: f(y)= f(z))

Bod z pak nazyvamdodem maxima (resp.minima) funkce f na mnozi@ M. Symbolmax,; [ (resp.
minys f) ozn&uje nej\étsi (resp. nejmensi) hodnotu, které funicea mnozi@ M nabyva (pokud takova
hodnota existuje).

Véta 5.5.Necht f je spojita funkce nainterval(u, b). Potom funkceg nabyvéna (a, b) své nejvétsi hodnoty
(maxima) a své nejmensi hodnoty (minima), tj. existuji bodye (a, b) takove, Zef (c) = maxq ) f(7),
f(d) = min ) f(2).

Definice. Necht M C R, z € M afunkcef je definovana alesgonaM (. M C D(f)). Rekneme, Ze
funkce f mav bo@ x

e lokalni maximum vzhledem k M, jestlize existuj@d > 0 takové, ze pro kazd¢ € P°(x) N M :

fy) < f(),

e lokalni minimum vzhledem k M, jestlize existuj@d > 0 takové, Ze pro kazdg € P°(z) N M :

fy) = f(z).

Véta 5.6 (nutnd podminka lokalniho extrémuBudiZza € R bodem lokalniho maxima nebo lokélniho
minima funkcef. Potomf’(a) neexistuje nebo je rovna nule.

5.2 ety o stedni hodnoté
Véta 5.7(Rolleova) Necht funkcef ma nasledujici vlastnosti:
(i) je spojitd na intervalka, b),

(i) mé& derivaci (vlastni i nevlastni) v kazdém bodé otevienéhoviaie(a, b),
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(iii) plati, Ze f(a) = f(b).
Potom existuj& € (a, b) takové, Ze platf’(¢) = 0.

Véta 5.8(Lagrangeova) Necht funkcef je spojita na intervalua, b) a mé derivaci (vlastni Ci nevlastni)
v kazdém bodé intervali, b). Potom existuj€ € (a, b) takové, Ze plati

1)~ f(a)

7o =0

Véta 5.9(Cauchyova) Necht funkcef, g jsou spojité na intervalda, b) a takové, Z¢ ma derivaci (vlastni
¢i nevlastni) v kazdém bodé intervalu, b) a ¢ ma v kazdém bodé intervalia, b) vlastni a nenulovou
derivaci. Potom existujé € (a, b) takove, Ze plati

f'©) _ f(b) = f(a)

g g)—gla)

Poznamka: L'Hospitalovo pravidlo &ta o jednostranné lin&itderivaci jsou (m.j.) dlisledkem Cauchy-
ovy véty o stedni hodnas.

Véta 5.10(vztah derivace a monotonielNecht funkcef je spojita a ma derivaci na interval(iz, b), a < b.
(i) Je-li f'(x) > 0 pro vSechna € (a,b), pakf je rostouci naa, b).
(i) Je-li f’(x) < 0 pro vSechna € (a,b), pak f je klesajici naa, b).
(i) Je-li f’(x) > 0 pro v8echna: € (a,b), pakf je neklesajici nda, b).
(iv) Je-li f’(x) < 0 pro vSechna: € (a,b), pakf je nerostouci nda, b).

Dusledek: Je-lif’(z) = 0 pro vSechna € (a,b), pak f je konstantni nga, b).

5.3 Taylorliv polynom

Definice. Necht f je funkce,a € R a (" (a) € R. Pak polynom

Tr{Va(ZE) = f(a)+ fl(a)(x —a) + -+ + —2

nazyvamelaylorovym polynomemfadu n funkce f v bodé a.

Definice (symbol "maléo"). Necht f ag jsou funkcea € R*. Rekneme, Ze funkcg je v bodk a malé o
od g (piSemef(xz) = o(g(x)), x — a), jestlize plati
flx)

ma g(x)

Néktera pravidla pro zachazeni se symbolem "0":
Pro jednoduchostt = 0, g(z) = 2™, n € Ny := NU {0}.

n
e |lim O(xn)
z—0 ¥

=0

. ‘c'o(x”)zo(:):”)‘ c€R,n e Ny z—0,
=0

‘o(x") + o(a™) (™) ‘ n € Ng,z — 0,
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e |o(z") - o(x™) = o(z"™)| n,m € Ny, z — 0,

™ o(x™) = o(x™™)| n,n € Ng,x — 0,

° ‘o(o(w”)) = o(a") ‘ n € Ng,z — 0,

) !!‘o(x"):o(a;m),mgn n,m € Nog, z — 0,

Presrgji: | f(z) = o(z™) = f(x) =o(2™),m <n ‘ ("rovnost" zde neni symetricka!)

Véta 5.11(Peandiv tvar zbytku)Nechta € R, f(™(a) € R aT! je Taylorliv polynom fadu funkcef v
bodéa. Pak ;
L f@) =T @)

L (x — a)n = 0

neboli
fla) =TI (x) +o((x — a)"), z — a.
Véta 5.12(Obecny tvar zbytku)Necht a, z € R, a < z. Pfedpokladejme, Ze
e f je funkce, kterd ma v kazdém bodé interv@luz) vliastni(n + 1)-ni derivaci,

e ¢ je spojita funkce nda, x), kterd mé v kazdém bodé intervgh =) vlastni nenulovou derivaci.
Pak existuj& € (a, x) takove, Ze
1 o(z) — p(a)
z) =T (2) = ) (&) (@ — )™
fa) =T ) = 5O - )

Véta 5.13(Lagrangellv tvar zbytku)Necht a, x, f jsou jako ve Vété 5.12. Pak existjec (a, x) takové,
Ze

o f(nJrl) (5) (CL‘ _ a)n—l—l

 (n+1)! '

Véta 5.14(Cauchyliv tvar zbytku)Necht a, z, f jsou jako ve Vété 5.12. Pak existgje (a, z) takové, Ze

(nt1)
f@) -1 = 7o)

Definice. Necht f je funkce,a € R a (™ (a) € R pro kaZzdén € N. Potomfadu

x (),
Zf (a)

n!

(z —a)"
n=0

nazyvameTaylorovou fadou o stredu a. Ve specialnim fipac a = 0 mluvime oMaclaurinov é fadé.

ooxn
VreR: e‘E:Z—'
n!

n=0
o0 xn
Vze(-1,1): In(l+a) =) ()" =
n=1 n
oo 2n+1 0 2n+1
o o T , B x
Ve eR: smm—Z( 1) 2 Smhwizi@n—kl)!
n=0 n=0
i r2n i p2n
Ve eR: cosz =) (—1)" , coshx =
~ (2n)! = (2n)!
=
V € _1, 1 5 € R . 1 g n
ze( ), @ (1+x) nzo <n>x
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5.4 Konvexni a konkavni funkce

Definice. Necht f ma vlastni derivaci v bagla € R. Ozn&me
T, = {[z,y] € R% y = f(a) + f'(a)(z — a)}.
Rekneme, Ze boft, f(x)] leZi pod te&tnou T, jestlize
fx) < f(a) + f'(a) - (x — a).
Plati-li opa&na nerovnostekneme, Ze bof:, f(x)] leZi nad te&€nou Ty,

Definice. Necht f/(a) € R. Rekneme, 7e je inflexnim bodemfunkce f, jestlize existujey > 0 takové,
Ze plati

() Vz € (a—d,a): [z, f(x)] leZi pod t&€nouTy,

(i) Vx € (a,a+9): [z, f(z)] lezi nad té€nouT,
nebo

() Vz € (a—6,a): [z, f(x)] leZi nad ténouT,,

(i) Yz € (a,a+9): [z, f(z)] lezi pod t€nouT,.

Véta 5.15(nutnd podminka pro inflexilNechta € R je inflexni bod funkcg. Potomf”(a) neexistuje nebo
je rovna nule.

Véta 5.16(posta&ujici podminka pro inflexi)Necht funkcef ma spojitou prvni derivaci na intervali, b)
az € (a,b). Necht plati:

o Vz € (a,z): f'(x) >0,
o Vx € (2,b): f"(z) <O.
Potom: je inflexnim bodem funkgé
Definice. Rekneme, Ze funkcé : I — R je konvexni na intervalu I, jestlize
V1,22 € IVA € (0,1) :
fAz1+ (1= Naz) < Af(21) + (1= A)f(a2).
Rekneme, Ze funkcg : I — R je ryze konvexni na intervalu I, jestlize
Vay, w0 € I,x1 # 22 VA € (0,1) :
FQz1 4+ (1= XNzxa) < Af(z1) + (1 = N) f(x2).
Lemma 5.17. Funkcef je na intervalul konvexni, pravé kdyz
f(z3) — f(x2)

f(z2) — f(21) < .

Tr9 — X1 T3 — I9

Va1, 29,23 € I, 21 < 29 < 3 :
Véta 5.18.Necht f : (a,b) — R, a < b, a necht f’ je spojitad na(a, b).

(i) Jestlizef”(x) > 0 pro kazdér € (a,b), pakf je ryze konvexni ngu, b).
(i) Jestlizef”(x) < 0 pro kazdér € (a,b), pakf je ryze konkavni néa, b).
(i) Jestlizef”(x) > 0 pro kazdér € (a,b), pak f je konvexni nda, b).

(z) (a,b),

(iv) Jestlizef”(x) < 0 pro kazdér € (a,b), pak f je konkavni nda, b).
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5.5 Prdbéh funkce

Véta 5.19.Necht f'(a) = 0, f"(a) > 0 (resp.f”(a) < 0). Potomf m& va lokalni minimum (resp. lokalni
maximum).

Definice. Rekneme, Ze funkce — az+b, a,b € R, je asymptotou funkce f v +oc (resp. v—oo), jestlize
lim (f(z) —ax—5b)=0, (resp. lim (f(x)—ax—0b)=0).

r—-+00 T——00

Veéta 5.20. Funkcef ma v+oo asymptotur — ax + b, a,b € R, prave kdyz

lim @:aeR, lim (f(x) —ax)=0>beR.

T— 400 X T— 400

VySetfeni priib €hu funkce

=

Urcime defintni obor a obor spojitosti funkce.
Zjistime symetrie funkce: lichost, sudost, periodicita.

Dopcitdme limity v "krajnich bodech defieniho oboru".

p w0 DN

Sp&teme prvni derivaci, Gime intervaly monotonie a halezneme lokalni a globalni extréngjinhér
obor hodnot.

5. Spa&teme druhou derivaci a time intervaly, kde funkc¢g je konvexni nebo konkavni. Bime in-
flexni body.

6. Vypotteme asymptoty funkce.

7. Na&rtneme graf funkce.

5.6 Z&kladni typy obyCejnych diferencialnich rovnic

Motivace volny pad bez odporu vzduchu:

ma = mg

U/:g

Volny pad s odporem vzduchu, ktery zavisi ling&ma rychlosti:

mv’ =mg — b

Obycejné diferencialni rovnic€ODR): rovnice pro neznamou funkci jedné prémmé (zdev = v(t)),
ve které se vyskytuji derivace hledané funkce.

Definice. (Obytejnou) diferenciélni rovnici (ODR) pro funkciy = y(x) rozumime rovnici tvaru
F(y™, gD,y g y,2) =0, (1)

kde F je realna funkce: + 2 proménnych.Radem ODR (1) nazveméad nejvyssi derivace funkeg ktera
se v rovnici (1) vyskytuje.
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Definice.

e Resenim diferencialni rovnice(1) rozumime funkcy definovanou na&jakém neprazdném ofie¢
ném intervalul, kterd ma v kazdém b@édintervalul vlastnin-tou derivaci a jejiz hodnoty spolu s
hodnotami derivaci spuji rovnici (1) v kazdém baglintervalul, tj. pro kazdér € I plati

Fy™ (z),y" V(@),...,y" @),y (2), y(x), ) = 0.

e Reseniy diferencialni rovnice (1) jenaximalini, pokud neexistuje takovi@seniz, pro kteréD(y) &
D(z) a které se nd(y) shoduje g;.

Definice. Rovnice se separovanymi proBnnymi je rovnice tvaru
y' = 9g(y) - h(z). )
Navod k reeni:
e Pokudg(c) = 0, je funkcey(x) = c feSenim rovnice.
e Naintervalech, kdg(y) # 0 uvaiteﬁ;) = h(z) s naslednym/ % = [ h(z)dz.
¢ Nutnd je diskuse 0 moznostech navazovéseni pedchozich dvou typd!
Definice. Linearni ODR prvniho rfadu je rovnice tvaru
y' +p(x)y = q(@), ®3)
kdep, ¢ jsou spojité funkce na daném intervahu b), a,b € R*, a < b
Navod k feSeni:
¢ Nasobte rovnici vyrazera”(*), kde P je primitivni funkce kp na(a, b).
e Upravte na levé strando tvaru derivace s@inu.
e Integrujte.
Definice. Linearni diferenciélni rovnice druhéhofadu s konstantnimi koeficientyje rovnice tvaru
Ay" + By + Cy = f(), (4)

kdeA, B, C € R, A # 0, afunkcef(x) je spojita na intervalda, b). Pokud jef identicky nulové nda, b),
nazyvame rovnici (4homogenni

Pripad I:
‘ f =0, rovnice:Ay” + By’ + Cy = 0, obecn&eseniy;, \

Pokudcharakteristicka rovnice A\2 + B\ + C' = 0 ma:

1. dva rtizné realné keny \; # \o:

AT Aox

yp(x) = c1e™* 4 coe

2. jeden dvojnasobny realny ien A:

yn(r) = c1e™ + cowe”
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3. dva komplex@ sdruzené kenya + i3, 3 # 0:
yn(x) = €**(c1 cos fx + co sin fx)

Pripad Il
\ f # 0, rovnice:Ay” + By’ + Cy = f(x) ‘

ProfeSeniy(x) plati:
y(x) = yn(@) + yp(2),

kde y;,(z) je obecné&eSeni homogenni rovnice (viZguichozi pipad) ay,(z) je jedno (jakékoliv), tzv.
partikularni feSeni rovnicedy” + By’ + Cy = f(x). Néktera partikularnfeSeni Ize "uhodnout" podle
tvaru pravé strany.

e Je-li f(z) = P(x)e™*, kdea € R a P je polynom, potom existuje polyno, stQ = st P, Ze

Loa# A a# X = ylr) = Qx)e™,
2. aF N, a =) = yp(x) = 2Q(x)e,
3.a=A =X = yp(z) = 22Q(z)e”.
e Je-li f(z) = e*(P(x)cos Sz + R(z)sin fzx), (P, R polynomy), existuji polynomyy, S, stupré
nejvySemax(st P, st R), takové, Ze
L a+if# M, a+if# A = yp(x)
2. a+if =M, a+if# X = yp(a)

e (Q(x) cos fx + S(x) sin fz),
xe*®(Q(x) cos fx + S(x) sin fz),

Vice se dozvime ve specialni kapitolénované ODR a systémim ODR, &kterém z dalSich semestri.
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