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6.1 Newtonuv integral

Definice

Rekneme, ze Newtonuv integral funkce f na intervalu
(a,b), a < b, a, b € R*, existuje, jestlize f ma na (a, b)
primitivni funkci (oznacme ji F), limity lim,_, 5, F(x),
lim,_p_ F(x) existuji a jejich rozdil je definovan.
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6.1 Newtonuv integral

Definice

Rekneme, ze Newtonuv integral funkce f na intervalu
(a,b), a < b, a, b € R*, existuje, jestlize f ma na (a, b)
primitivni funkci (oznacme ji F), limity lim,_, 5, F(x),
lim,_p_ F(x) existuji a jejich rozdil je definovan.
Hodnotou Newtonova integralu funkce f pres interval
(a, b) pak rozumime ¢islo

N)/bf( dt = fim F(x)— lim F(x)

X—b— X—a+
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6.1 Newtonuv integral

Definice

Rekneme, ze Newtonuv integral funkce f na intervalu
(a,b), a < b, a, b € R*, existuje, jestlize f ma na (a, b)
primitivni funkci (oznacme ji F), limity lim,_, 5, F(x),
lim,_p_ F(x) existuji a jejich rozdil je definovan.
Hodnotou Newtonova integralu funkce f pres interval
(a, b) pak rozumime ¢islo

X—b— x—a+

N)/bf(t) t= lim F(x)— lim F(x).

Pokud (N) fab f(t) dt existuje vlastni, pak fikame, ze
integral je konvergentni. Neni-li integral konvergentnt,
fikame, ze je divergentni.
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6.1 Newtonuv integral (pokrac)

Oznaceni

m Mnozinu vSech funkci f : (a, b) — R, které maji
konvergentni NewtonUlv integrél od a do b, zna¢ime
N(a, b).
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6.1 Newtonav integral (pokrs)

Oznaceni
m Mnozinu vSech funkci f : (a, b) — R, které maji
konvergentni NewtonUlv integrél od a do b, zna¢ime
N(a,b).
m Je-lif € N(a, b) a F je primitivni k f na (a, b),
oznacujeme (je-li vyraz vpravo definovan)
[Fla:= lim F(x)— lim F(x).

X—a+
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6.1 Newtonav integral (pokrs)

Oznaceni
m Mnozinu vSech funkci f : (a, b) — R, které maji
konvergentni NewtonUlv integrél od a do b, zna¢ime
N(a,b).
m Je-lif € N(a, b) a F je primitivni k f na (a, b),
oznacujeme (je-li vyraz vpravo definovan)
[Fla:= lim F(x)— lim F(x).

X—a+

m Tam, kde nehrozi nedorozumeéni, vynechavame
nékdy pro Usporu ¢asu oznaceni proménné:

/abf(t)dtz/abf.
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6.1 Newtonuv integral (pokrac)

Véta 6.1 (vlastnosti Newtonova integralu)

(@) Necht f,g e N(a,b) aa € R. Potom f + g € N(a, b),
af € N(a, b) a plati

b b b b b
/(f+g):/ f+/ g /af:a/ f
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6.1 Newtonuv integral (pokrac)

Véta 6.1 (vlastnosti Newtonova integralu)

(@) Necht f,g e N(a,b) aa € R. Potom f + g € N(a, b),
af € N(a, b) a plati

b b b b b
/(f+g):/ f+/ g, /ozfzoz/ f.

(b) Necht'f,g e N(a,b)af<g.Pak [Cf< [’g.
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6.1 Newtonuv integral (pokrac)

Véta 6.1 (vlastnosti Newtonova integralu)

(@) Necht f,g e N(a,b) aa € R. Potom f + g € N(a, b),
af € N(a, b) a plati

b b b b b
/(f+g):/ f+/ g, /ozfzoz/ f.

(b) Necht'f,g e N(a,b)af<g.Pak [Cf< [’g.
(c) Necht —co<a<b<c<+4ooafeN(ac). Potom
feN(ab), feN(bc)aplati [Cf=[2f+ [°F.
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6.1 Newtonav integral (pokrs)

Véta 6.1 (vlastnosti Newtonova integralu)

(@) Necht f,g e N(a,b) aa € R. Potom f + g € N(a, b),
af € N(a, b) a plati

b b b b b
/(f+g):/ f+/ g, /ozfzoz/ f.

(b) Necht f,ge N(a,b)af<g.Pak [Cf< [lg.
(c) Necht —co<a<b<c<+4ooafeN(ac). Potom
feN(ab), feN(bc)aplati [Cf=[2f+ [°F.
(d) Necht —o < a<b<c<+oo, feN(ab),
fe N(b,c) af je spojita vb. Potom f € N(a,c).
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6.1 Newtonuv integral (pokrac)

Véta 6.2
Necht' funkce F je primitivni k f na (a, b), G je primitivni
ke g na (a, b). Potom

b b
| oF=tere- [ e
a a

pokud je prava strana definovana.
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6.1 Newtonuv integral (pokrac)

Véta 6.3 (substituce pro urcity integral)

Necht w : (o, ) — (a, b) splriuje w((«, B)) = (a,b) aw ma
vlastni nenulovou derivaci na («, 3). Potom

/b £(x) dx = /w1(b)(fow)(t)w’(t) dt,

~'(a)

pokud alespori jeden z integralli existuje.
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6.1 Newtonuv integral (pokrac)

Véta 6.4 (prvni véta o stredni hodnoté)

Necht a,b c R, a< b, f: (a, by — R je spojita,

g: (ab) — R je nezdporna, g € N(a,b) afg € N(a,b).
Potom existuje € (a, b) takové, Ze

Lbfng(f)ng-
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6.1 Newtonuv integral (pokrac)

Véta 6.5 (druha véta o stfedni hodnote)

Necht a,b e R, a< b, f: (a,b) — R je spojita,
g : (a,b) — R je monotonni a spojita na (a, b). Potom
existuje ¢ € (a, b) takove, Ze

/abfg:g(a>/:f+g<b>/:f.
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f()Tr sinxdx =

«O> < Fr <= <

Q>



Jo sinxdx = [—cosx]g =




Jo sinxdx = [—cosx]g = —(—1)+1=




Jo sinxdx = [~cosx]y = —(-1)+1=2




6.2 Riemannuv integrél - poznamky

Jysinxdx = [—cosx]g = — (—1)+1=2
134 2.56
n n
min £(x) - (x; — Xj-1) max f(x) - (X — Xj1)
= X = )
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N

J/

=S(f,Dn)
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6.2 Riemanniv integral - poznamky (okras)

Jo sinxdx =2

1.84 2.56
n n
min £(x) - (x; — Xj-1) max f(x) - (X — Xj1)
— (Xji—1.%) — (Xji—1,%))
J=1 J=1
:S(ZDH) :S(?,Dn)
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6.2 Riemanniv integral - poznamky (okras)

Jo sinxdx =2

184

[

2.15

n
min f(x) - (X — Xj-1)
— (Xj—1,%})
J=1
—s(f,Dn)
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max_ f(x) - (x
= (Xj—1,%)

— Xj-1)

J/

=S(f,Dn)
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6.2 Riemanniv integral - poznamky (okras)

Jo sinxdx =2

1.92

[

2.15

n
min f(x) - (X — Xj-1)
— (Xj—1,%})
J=1
—s(f,Dn)
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max_ f(x) - (x
= (Xj—1,%)

— Xj-1)

J/

=S(f,Dn)
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6.2 Riemanniv integral - poznamky (okras)

Jo sinxdx =2

1.92 2.08
n n
min £(x) - (x; — Xj-1) max f(x) - (X — Xj1)
— (Xji—1.%) — (Xji—1,%))
J=1 J=1
:s(‘f',D,,) :S(?,Dn)
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Pro jakékoliv §; € (x;_1, x;) mame

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



Pro jakékoliv §; € (x;_1, x;) mame

S(f. D) < 3 (&) - (x5 — 1) < (7, Dy).
Jj=1

DA



6.2 Riemanniv integral - poznamky (okras)

Pro jakékoliv & € (x;_1, X;) mame

S(f. D) < 3 (&) - (x5 — 1) < (7, Dy).

Bud F € C((a, b)) primitivni k f na (a, b).
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6.2 Riemanniv integral - poznamky (okras)

Pro jakékoliv & € (x;_1, X;) mame

S(f, D) < 32 A(§) - (% — %-1) < S(, Dy).

Bud F € C({(a, b)) primitivni k f na (a, b). Potom (podle
Lagrangeovy véty) existuje & € (xj_1, X;) takové, ze
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6.2 Riemanniv integral - poznamky (okras)

Pro jakékoliv & € (x;_1, X;) mame

S(f, D) < 32 A(§) - (% — %-1) < S(, Dy).

Bud F € C({(a, b)) primitivni k f na (a, b). Potom (podle
Lagrangeovy véty) existuje & € (xj_1, X;) takové, ze

F() = Fl-1) = F1(§) - (5 = x-1)
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6.2 Riemanniv integral - poznamky (okras)

Pro jakékoliv & € (x;_1, X;) mame

S(f, D) < 32 A(§) - (% — %-1) < S(, Dy).

Bud F € C({(a, b)) primitivni k f na (a, b). Potom (podle
Lagrangeovy véty) existuje & € (xj_1, X;) takové, ze

F(x;)) — F(Xi—1) = F'(&§) - (X — Xj—1) = £(&}) - (X — Xj—1)
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6.2 Riemanniv integral - poznamky (okras)

Pro jakékoliv &; € <xj 1, Xj) mame

s(f, )<Zf(§/)( = Xj-1) < S(f, Dy).

Bud F € C({(a, b)) primitivni k f na (a, b). Potom (podle
Lagrangeovy veéty) existuje & € (x;_1, X;) takové, Ze

F(x;) nF(X, 1) = F'(§) - (X = %- 1) = (&) - (X — Xi-1)
> (F(x) — F(x-1)) = Zf(&) (Xj — Xj-1)

=
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6.2 Riemanniv integral - poznamky (okras)

Pro jakékoliv &; € <xj 1, Xj) mame

s(f, )<Zf(§/)( = Xj-1) < S(f, Dy).

Bud F € C({(a, b)) primitivni k f na (a, b). Potom (podle
Lagrangeovy veéty) existuje & € (x;_1, X;) takové, Ze
F(X) = FOxg-1) = FI(&) - (% = X-1) = £(§) - (% = %-1)

> (F(x) — F(x-1)) = Zf(&)( — x1)

J=1
n

F(b) = Fla) = L 1(§) - (% = X-1)

J=
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6.2 Riemanniv integral - poznamky (okras)

Pro jakékoliv &; € <xj 1, Xj) mame

s(f, )<Zf(§/)( = Xj-1) < S(f, Dy).

Bud F € C({(a, b)) primitivni k f na (a, b). Potom (podle
Lagrangeovy veéty) existuje & € (x;_1, X;) takové, Ze

F(x;) nF(X, 1) = F'(§) - (X = %- 1) = (&) - (X — Xi-1)
> (F(x) — F(x-1)) = Zf(&) (Xj — Xj-1)

=
n

F(b) - F(a) = 1f(£;)( — Xj-1)

J=
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6.3 Aplikace urcitého integralu

Definice

Kfivkou budeme rozumét zobrazeni ¢ : (a, b) — R”
(neN, abeR, a< b)takové, ze ¢ = (¢1,...,pn) j€
tridy C', 1. ¢/ je spojité na (a,b), i =1,..., n, pfiemz v
krajnich bodech (a, b) symbol ¢/(x) znaci pfislusnou
jednostrannou derivaci.
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6.3 Aplikace urcitého integralu

Definice

Kfivkou budeme rozumét zobrazeni ¢ : (a, b) — R”
(neN, abeR, a< b)takové, ze ¢ = (¢1,...,pn) j€
tridy C', 1. ¢/ je spojité na (a,b), i =1,..., n, pfiemz v
krajnich bodech (a, b) symbol ¢/(x) znaci pfislusnou
jednostrannou derivaci. Geometrickym obrazem kfivky
¢ rozumime mnozinu (¢) = ¢({(a, b)) C R".
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6.3 Aplikace urcitého integralu (pokras)

Definice
Necht ¢ : (a,b) — R" je kfivka. Délkou kFivky ¢
rozumime hodnotu

L(p) = sup{L(y, D); D je déleni intervalu (a, b)},

kde pro déleni D = {x;}, intervalu (a, b) definujeme

L(p. D) = 3" vzdalenost (p(x_1), ().
j=1
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Necht v = (¢1,...,¢n) : (@, b) — R" je kfivka. Potom plati

L(w)=/ab\/(90’1)2+---+(%)2-




6.3 Aplikace urcitého integralu (pokras)

Véta 6.6 (délka kfivky)
Necht ¢ = (¢1,...,%n) : (a b) — R" je kiivka. Potom plati

/\/ + (¢n)?.

Je-li kfivka zadana jako graf funkce y = f(x), x € (a, b),

feC'((a,b)), pak
— /b\/1 + (f(x))? dx.
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6.3 Aplikace urcitého integralu (pokras)

Véta 6.6 (délka kfivky)
Necht ¢ = (¢1,...,%n) : (a b) — R" je kiivka. Potom plati

/\/ + (h)?.

Je-li kfivka zadana jako graf funkce y = f(x), x € (a, b),

feC'((a,b)), pak
— /b\/1 + (f(x))? dx.

Je-li kfivka zadana v polarnich souradnicich funkci
r=r(p), ¢ €{a,B), reC'({a, B)), pak

/ \/ ©))? dp.
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6.3 Aplikace urcitého integralu (pokras)

Véta 6.7 (ploSny obsah rovinnych mnozin)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu (a, b),
a,beR,a< b. Oznacme

P={lx,y] eR? x e (ab), 0 <y<f(x)}
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6.3 Aplikace urcitého integralu (pokras)

Véta 6.7 (ploSny obsah rovinnych mnozin)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu (a, b),
a,beR,a< b. Oznacme

P={lx,y] eR? x e (ab), 0 <y<f(x)}

Pak .
Plocha(P):/ f(x) dx.
a
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6.3 Aplikace urcitého integralu (pokras)

Véta 6.7 (ploSny obsah rovinnych mnozin)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu (a, b),
a,beR,a< b. Oznacme

P={lx,y] eR? x e (ab), 0 <y<f(x)}
Pak 5
Plocha(P):/ f(x) dx.

Je-li mnozina M vymezena v polarnich souradnicich
polopfimkami ¢ = «, p = 8 a kfivkou r = r(p), ¢ € («, ),
r e C({o, B)), pak
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6.3 Aplikace urcitého integralu (pokras)

Véta 6.7 (ploSny obsah rovinnych mnozin)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu (a, b),
a,beR,a< b. Oznacme

P={lx,y] eR? x e (ab), 0 <y<f(x)}

Pak .
Plocha(P):/ f(x) dx.
a

Je-li mnozina M vymezena v polarnich souradnicich
polopfimkami ¢ = «, p = 8 a kfivkou r = r(p), ¢ € («, ),
r e C({o, B)), pak

B
Plocha (M) — % / 2()do.

«
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6.3 Aplikace urcitého integralu (pokras)

Véta 6.8 (objem a povrch rotacniho télesa)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu (a, b),
a,beR a< b. Oznacme

T={[x,y,2] eR® x € (ab), \/y2+ 22 < f(x)}.
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6.3 Aplikace urcitého integralu (pokras)

Véta 6.8 (objem a povrch rotacniho télesa)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu (a, b),
a,beR a< b. Oznacme

T={[x,y,2] eR® x € (ab), \/y2+ 22 < f(x)}.
Pak b
Objem (T) = = / F(x)? dix.
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6.3 Aplikace urcitého integralu (pokras)

Véta 6.8 (objem a povrch rotacniho télesa)

Necht f je spojita a nezaporna na intervalu (a, b),
a,beR a< b. Oznacme

T={[x,y,2] eR® x € (ab), \/y2+ 22 < f(x)}.
Pak b
Objem (T) = = / F(x)? dix.

Je-li navic f' spojita na (a, b), pak

b
Povrch plasté (T) = 27?/ f(x)\/1+ (f(x))? dx.
a
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