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6 Urcity integral a jeho vypocet, aplikace

6.1 Newtonuv integral

Definice. Rekneme, e Newtontv integral funkce f na intervalu (a,b),a < b,a,b e R*, existuje, jestlize
f mana (a, b) primitivni funkci (ozna¢me ji F'), limity lim, 4 F'(z), lim,_,— F'(x) existuji a jejich rozdil
je definovan.

Hodnotou Newtonova integralu funkce f pfes interval (a, b) pak rozumime ¢islo

b
(N)/ f(t)dt = lim F(z)— lim F(z).

r—b— r—a+

Pokud (V) fab f(t)dt existuje vlastni, pak fikame, Ze integril je konvergentni. Neni-li integral konver-
gentni, fikame, Ze je divergentni.

Oznaceni. e Mnozinu vSech funkei f : (a,b) — R, které maji konvergentni Newtoniv integral od a
do b, znac¢ime N (a, b).

e Je-li f € N(a,b) a F je primitivni k f na (a,b), oznatujeme (je-li vyraz vpravo definovén)

[F? = lim F(z) - lim F(z).

z—b— r—a+

e Tam, kde nehrozi nedorozuméni, vynechdvame nékdy pro tisporu c¢asu oznaceni proménné:
b b
/ ft)dt = / f.
a a

(a) Necht' f,g € N(a,b)aca € R. Potom f + g € N(a,b), af € N(a,b) a plati

/ab(f+g>=/abf+/abg, /abafza/:f.

(b) Necht’ f,g € N(a,b)a f <g. Pakfff < f:g.

Véta 6.1 (vlastnosti Newtonova integralu).

(c) Necht’ —o0 < a < b < ¢ < 40 a f € N(a,c). Potom f € N(a,b), f € N(b,c) a plati
Jif = LT+ k1
(d) Necht’ —oco < a<b<c<+oo, feN(a,b), feN(b,c)a f jespojitdavb. Potom f € N(a,c).

Véta 6.2. Necht’ funkce F je primitivni k f na (a,b), G je primitivni ke g na (a,b). Potom
b b
| or=icri- [ cr
a a

Véta 6.3 (substituce pro urdity integral). Necht’ w : («, B) — (a,b) spliiuje w((c, ) = (a,b) a w md
vlastni nenulovou derivaci na («, 3). Potom

pokud je pravd strana definovdna.

b w™L(b)
x)dr = ow)(t)w'(t)dt,
[ @a= [ gewmeo

pokud alespori jeden z integrdlii existuje.
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Véta 6.4 (prvni véta o stiedni hodnoté). Necht’ a,b € R, a < b, f : (a,b) — R je spojitd, g : {a,b) — R je
nezdpornd, g € N'(a,b) a fg € N(a,b). Potom existuje € {(a,b) takové, Ze

/abfng(ﬁ)/abg

Véta 6.5 (druhd véta o stiedni hodnoté). Necht’ a,b € R, a < b, f : (a,b) — R je spojitd, g : (a,b) — R
Jje monotonni a spojitd na (a, b). Potom existuje { € (a, b) takové, Ze

/abfg=g(a)/jf+g(b)/;f.

6.2 Riemannuv integral - poznamky

fgrsinxda: =2

Z min f ) (x5 — xj-1) max f(z) - (z; — zj-1)

.Z’] 1.Z‘J j=1 <$J 17IJ>

=s(f,Dn) =S(f,Dn)
Pro jakékoliv &; € (xj—1, ;) mame

$(.D0) < 32 F(6) - (2 = 4-1) < 56,0

Bud’ F' € C({(a,b)) primitivni k f na (a,b). Potom (podle Lagrangeovy véty) existuje &; € (zj_1,z;)
takové, Ze

F(xj) = F(xj-1) = F'(§) - (v —zj-1) = f(&) - (xj — 2j-1)

.
—
.
Il
—

6.3 Aplikace urcitého integralu

Definice. Krivkou budeme rozumét zobrazeni ¢ : (a,b) — R" (n € N, a,b € R, a < b) takové, Ze
© = (1, pn) je tiidy CL, tj. ¢! je spojité na (a, b), i = 1,...,n, pficemZ v krajnich bodech (a, b) sym-
bol ¢} (x) znadi piislu§nou jednostrannou derivaci. Geometrickym obrazem kfivky ¢ rozumime mnoZinu
(¢) = ¢((a,b)) CR™
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Definice. Necht' ¢ : (a,b) — R" je kfivka. Délkou kfivky ¢ rozumime hodnotu
L(¢) = sup{L(y¢, D); D je déleni intervalu (a, b)},
kde pro déleni D = {z; }?ZO intervalu (a, b) definujeme
k
L(p,D) =) _ vzdalenost (p(2;_1), ¢(x;)).
j=1
Véta 6.6 (délka kiivky). Necht’ ¢ = (¢1,...,¢n) : (a,b) — R" je kfivka. Potom plati

/ + (o1)2

Je-li kfivka zaddna jako graf funkce y = f(x), x € {(a,b), f € C*({a,b)), pak

_ / T+ (F'()) da.

Je-li kfivka zaddna v poldrnich souradnicich funkcir = r(p), ¢ € (a, B), r € C*({c, B)), pak

/ Vi () dg.

Véta 6.7 (plosny obsah rovinnych mnozin). Necht' f je spojitd a nezdpornd na intervalu {(a,b), a,b €

R, a < b. Oznacme
P={[z,y] €R* z € (a,b), 0 <y < f(2)}.

b
Plocha(P):/ f(z)dx

Pak

Je-li mnoZina M vymezena v poldrnich soufadnicich polopFimkami ¢ = «, ¢ = [ a kFfivkou r = r(p),

¢ € (o, B), r € C({ex, B)), pak
B
Plocha (M) = / r2(p)de.

Véta 6.8 (objem a povrch rotaniho télesa). Necht’ f je spojitd a nezdpornd na intervalu {(a,b), a,b €

R, a < b. Oznacme
T ={[z,y,2] € R% z € (a,b), Vy? + 22 < f(2)}

Pak )
Objem (T) =7 / f(z)? dx

Je-li navic f' spojitd na {(a,b), pak

Povrch plaste (T') = 2 /b f(@)V/1+ (f'(x))?du.
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