
Ortogonální systémy polynomů

1 Laguerrovy polynomy, L
s
n(x)

Generující rovnice: xy′′ + (γ − x)y′ − αy = 0 α, γ ∈ C, γ 6= 0,−1,−2, . . .
(polynom pro α = −n, γ = s+ 1)

Vyjádření řadou: Ls
n =

(s+1)n
n! 1F1(−n; s+ 1;x) Laguerrovy zobecněné pol.

(klasické pro s = 0)

Explicitní vyjádření: Ls
n =

1
n! x

−sex
(

xs+ne−x
)(n)

Rekurentní vztah: xLs
n = −(n+ 1)Ls

n+1 + (s+ 2n+ 1)L
s
n − (s+ n)Ls

n−1

Vytvořující funkce: 1
(1−t)s+1

e−
xt

1−t =
∑∞

n=0 Ls
n(x)t

n

Báze v prostoru: L2ρ(0,+∞), kde ρ = xs e−x

Norma: ‖Ls
n‖2ρ = Γ(s+ n+ 1)/n!

2 Hermiteovy polynomy, Hn(x)

Generující rovnice: y′′ − 2xy′ + 2ny = 0

Vyjádření řadou: H2k = (−1)k (2k)!k! 1F1(−k; 1/2;x2)

H2k+1 = (−1)k (2k+1)!k! x 1F1(−k; 3/2;x2)

Explicitní vyjádření: Hn = (−1)nex2
(

e−x2
)(n)

Rekurentní vztah: Hn+1 − 2xHn + 2nHn−1 = 0

Vytvořující funkce: e2xt−t2 =
∑∞

n=0Hn(x)
tn

n!

Báze v prostoru: L2ρ(−∞,+∞), kde ρ = e−x2

Norma: ‖Hn‖2ρ = 2n n!
√

π

3 Legendreovy polynomy, Pn(x)

Generující rovnice: (1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0
Vyjádření řadou: Pn = 2F1(−n, n+ 1; 1; 1/2(1− x))

Explicitní vyjádření: Pn =
(−1)n

2nn!

(

(1− x2)n
)(n)

Rekurentní vztah: (n+ 1)Pn+1 = (2n+ 1)xPn − nPn−1

Vytvořující funkce: (1− 2xt+ t2)−1/2 =
∑∞

n=0 Pn(x)t
n

Báze v prostoru: L2(−1, 1), tj. ρ = 1
Norma: ‖Pn‖2ρ = 2/(2n+ 1)

1



2

4 Čebyševovy polynomy 1. druhu, Tn(x)

Generující rovnice: (1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0
Vyjádření řadou: Tn = 2F1(−n, n; 1/2; 1/2(1− x))
Explicitní vyjádření: Tn(x) = cos(n arccosx)
Rekurentní vztah: Tn+1 = 2xTn − Tn−1

Vytvořující funkce: 1−xt
1−2xt+t2

=
∑∞

n=0 Tn(x)t
n

Báze v prostoru: L2ρ(−1, 1), kde ρ = (1− x2)−1/2

Norma: ‖Tn‖2ρ = π/2 pro n > 0, = π pro n = 0

5 Gegenbauerovy (=ultrasférické) λ-polynomy, C
(λ)
n (x)

Generující rovnice: (1− x2)y′′ − (2λ+ 1)xy′ + n(n+ 2λ)y = 0 , λ > −1/2
Vyjádření řadou: C

(λ)
n =

(

n+ 2λ − 1
n

)

2F1(−n, n+ 2λ;λ+ 1/2; 1/2(1− x))

Explicitní vyjádření: C
(λ)
n (x) =

(2λ)n
(λ+1/2)n

(−1)n

2nn! (1− x2)1/2−λ
(

(1− x2)λ+n−1/2
)(n)

Rekurentní vztah: (n+ 1)C
(λ)
n+1 = 2(n+ λ)xC

(λ)
n − (n+ 2λ − 1)C(λ)n−1

Vytvořující funkce: 1
(1−2xt+t2)λ

=
∑∞

n=0Cλ
n(x)t

n

Báze v prostoru: L2ρ(−1, 1), kde ρ = (1− x2)λ−1/2

Norma: ‖Cλ
n‖2ρ = λ (2λ)n

n!(p+n)
Γ(λ+1/2)

√
π

Γ(λ+1)


