Funkce exp, In, sin, cos nejsou racionalni funkce
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1. sinx, cosx

Ukézeme dokonce, Ze zadné periodickd nekonstantni funkce neni racionédlni. Pfesné&ji, necht I je
omezeny interval délky d, necht 7' > d a necht f(x) je definovana na mnoziné D(f) = {x € R;3Jk €
Z,x + kT € I}. Necht f je nekonstantni na I a necht f(x 4+ 1) = f(z) pro vSechna z € D(f). Pak
f neni racionalni funkce:

Necht pro spor f(z) = P(x)/Q(x), kde P, Q jsou nesoudélné polynomy. Je-li yg prvek z oboru hodnot
funkce f, existuje nekoneéné mnoho hodnot x, pro které f(x) = yo. Protoze rovnice f(z) = yo je na
mnoziné D(f) ekvivalentni rovnici yoQ(z) = P(z), existuje tudiz nekoneéné mnoho hodnot x této
rovnici vyhovujicich. To v8ak nemiiZze pro nesoudélné nekonstantni polynomy P, () nastat.

2. expzx
Necht pro spor expx = P(z)/Q(x), kde P, @ jsou nesoudélné polynomy. Potom po zderivovani, s
vyuzitim rovnosti (e*)’ = e* dostaneme

c=reor )

Q Q? ’
a tedy po upravé

PQ+Q)=PQ. (2)
Protoze P a (@ jsou nesoudélné, plyne z piedchozi rovnosti, ze P musi délit P’. To mtize nastat pouze
tehdy, je-li P rovno (nutné nenulové) konstanté. Z (1) pak dostaneme Q = —@Q’, coZ neni splnéno

pro Zadny nenulovy polynom @ (jak plyne porovnanim stupné @ a Q).

3.Inzx
Necht pro spor Inz = P(z)/Q(z), kde P, @ jsou nesoudélné polynomy. Potom po zderivovéni

Q* = 2(P'Q - PQ"), (3)

odkud vidime, ze = déli Q?, a tedy x déli Q. Proto lze psat Q = 2* R, kde R(0) # 0, k > 1. Dosazenim
do (3) dostaneme po tipravé
2*R?* = 2P'R — PR — kPR. (4)

Posledni ¢len je tedy délitelny x, R ovSem neni, tedy musi byt P, coz je spor s nesoudélnosti P, Q.



