Taháky z MA

Posloupnosti a øady funkcí

( aneb \K èemu je dobrá stejnomìrná konvergence (´)")

1. Pro posloupnosti funkcí platí: pokud je splnìno:

lim_{x→x0} lim_{n→∞} f_n(x) = lim_{n→∞} lim_{x→x0} f_n(x) • f_n ´ na M, x_0 je hromadný bod M • ∃ lim_{x→x0} f_n(x) vlastní pro vźechna n ( lim_{n→∞} f_n(x) )_′ = lim_{n→∞} f^′_n(x) • f^′_n ´ na intervalu J • ∃ lim_{n→∞} f_n(x_0) pro jeden pevný bod x_0 ∈ J ( lim_{n→∞} f_n(x) )_{(k)} = lim_{n→∞} f^{(k)}_n (x) • f^{(k)}n ´ na intervalu J • ∃ lim_{n→∞} f^{(m)}_n (x_m) pro pevné body x_m ∈ J, m = 0, . . . , k − 1 ∫ lim_{n→∞} f_n(x) dx = lim_{n→∞} ∫ f_n(x) dx • f_n ´ na intervalu J • F_n(x) := ∫ f_n(x) dx • ∃ lim_{n→∞} F_n(x_0) pro jeden pevný bod x_0 ∈ J ∫_b a lim_{n→∞} f_n(x) dx = lim_{n→∞} ∫_b a f_n(x) dx • f_n ´ na intervalu ⟨a, b⟩ • f_n ∈ C(⟨a, b⟩) 2. Pro øady funkcí platí: pokud je splnìno: (vźechny sumy jsou^∞ ∑ )

lim_{x→x0} ∞∑ n=1 f_n(x) = ∞∑ n=1 lim_{x→x0} f_n(x) • ∑ f_n ´ na M, x_0 je hromadný bod M • ∃ lim_{x→x0} f_n(x) vlastní pro vźechna n (^∞∑ n=1 f_n(x) )_′ = ∞∑ n=1 f^′_n(x) • ∑ f^′_n ´ na intervalu J • ∃ ∑ f_n(x_0) pro jeden pevný bod x_0 ∈ J (^∞∑ n=1 f_n(x) )_{(k)} = ∞∑ n=1 f^{(k)}_n (x) • ∑ f^{(k)}n ´ na intervalu J • ∃ ∑ f^{(m)}n (x_m) pro pro pevné body x_m ∈ J, m = 0, . . . , k − 1 ∫ ∞∑ n=1 f_n(x) dx = ∞∑ n=1 ∫ f_n(x) dx • ∑ f_n ´ na intervalu J • F_n(x) := ∫ f_n(x) dx • ∃ ∑ F_n(x_0) pro jeden pevný bod x_0 ∈ J ∫_b a ∞∑ n=1 f_n(x) dx = ∞∑ n=1 ∫_b a f_n(x) dx • ∑ f_n ´ na intervalu ⟨a, b⟩ • f_n ∈ C(⟨a, b⟩)

Jak zjistím stejnomìrnou konvergenci

(1) Hlavní kritérium pro posloupnosti funkcí (tzv. vìta o σ_n):

• ˛xuj x ∈ M a udìlej n → ∞, dostaneź tím bodovou limitu f_n(x) → f(x); • ˛xuj n a spoèti σ_n := sup_{x∈M} |f_n(x) − f(x)|; • pak platí: σ_n → 0 ⇐⇒ f_n ´ f na M.

(2) Hlavní kritérium pro øady funkcí (Weierstrassova vìta):

• najdu-li pro ka¿dé n funkce g_n(x) takové, ¿e |f_n(x)| ≤ g_n(x) ∀x ∈ M, tak platí: ∑ g_n(x) ´ na M ⇒ ∑ f_n(x) ´ na M, ∑ |f_n(x)| ´ na M. • najdu-li pro ka¿dé n dokonce konstanty c_n takové, ¿e |f_n(x)| ≤ c_n ∀x ∈ M, tak platí: ∑ c_n je vlastní ⇒ ∑ f_n(x) ´ na M, ∑ |f_n(x)| ´ na M. (3) Dalźí mo¿nosti:

• nepodaøí-li se ukázat (èi se dokonce vyvrátí) stejnomìrná konvergence na celé mno¿inì M, mù¿e situaci zachránit vhodné zmenźení mno¿iny M (odstraní se malá okolí \nepøíjemných" bodù); poté postupujte dle bodù (1), resp. (2);

• nestejnomìrnì konvergující øadu nìkdy ihned odhalí nutná podmínka, tj.:

f_n ´̸ 0 na M implikuje ∑ f_n ´̸ na M;

• podobnì mù¿e pomoci vìta o spojitosti limitní funkce: je-li f_n ∈ C(M), f_n(x) → f(x) (bodovì), a pøitom f ∉ C(M), pak f_n ´̸ f na M; podobnì f_n ∈ C(M), ∑ f_n(x) = s(x) (bodovì), a pøitom s ∉ C(M), pak ∑ f_n(x) ´̸ s(x) na M;

• nìkdy pomù¿e tzv. Diniho vìta: f_n, f ∈ C(K), K kompakt, f_n(x) → f(x) (bodovì) a f_n ≥ f_{n+1} ≥ . . . ⇒ f_n ´ f na K;

• pro øady støídající znaménko existují verze Abel-Dirichletova a Leibnizova kritéria.

Speciální pøípad: mocninné øady

(1) Mocninná øada: f(z) := ∞∑ n a_nz^n a_n, z ∈ C . Pro ka¿dou mocninnou øadu

existuje èíslo R ∈ ⟨0, ∞⟩ (tzv. polomìr konvergence) takové, ¿e:

• øada konverguje ve vźech bodech uvnitø kruhu K_R := {z ∈ C , |z| < R}; • øada diverguje ve vźech bodech vnì kruhu K_R;

• øada konverguje stejnomìrnì na vźech kompaktních podmno¿inách K_R; • uvnitø intervalu (−R, R) má funkce f de˛novaná øadou vźechny derivace a vźechny jsou spojité, má tam i primitivní funkci;

• uvnitø intervalu (−R, R) lze mocninnou øadu libovolnìkrát derivovat a integrovat èlen po èlenu; výsledné øady budou mít opìt polomìr konvergence R; oznaèím-li f_n(x) := a_nx^n, platí uvnitø intervalu (−R, R) vźechny vztahy pro øady, uvedené na pøedchozí stranì.

(2) Polomìr konvergence mocninné øady lze spoèítat podle vzorce (jen a pouze zde pou¿íváme konvenci 1/0 = +∞, 1/∞ = 0): 1 R = lim sup n √ |a_n| nebo 1 R = lim sup | | | a_{n+1} a_n | | | .