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Styl vykladu matematiky na VS typu MFF se vyrazné 1is{ od
stfedoskolské matematiky, a blizi se tomu, jakym zptsobem se
matematika standardné zapisuje v odborné literatuie. Vice
abstrakce, rigor6znéjsi vyjadirovani a vétsi samostatnost

se museji v prvnim semestru vyrovnat. Tato pfednéska ma
poskytnout zékladni prehled, ktery vam usnadni ¢teni uc¢ebnich
textl a sledovani prednasek.



Zakladni doporuceni

1. Necekejte, ze vSechno pochopite na prvni prec¢teni/poslech.
Napoprvé se snazte predevsim porozumét definicim, znénim
jednotlivych tvrzeni, ilustrativnim piikladtim a motivaci,
proc se to celé déla.

2. Piste si vlastni poznamky, vracejte se k nim a dopliiujte je s
pomoci literatury.

3. Ptejte se. Béhem prednasky, po ni, na cvi¢enich, ostatnich
student.

4. U dtkazi se snazte pochopit kazdy jednotlivy krok a
uvédomit si, jaké predpoklady ze znéni tvrzeni se pfi ném
pouziji. Pojmenujte si pro sebe neformélné zakladni
myslenku dikazu a pak se pokuste ji rozvinout a diukaz
rigorézné zapsat. Chce to trénink jako vSechno.



Matematicky vyklad obsahuje urcité standardizované elementy;,
které tvofi jeho kostru:

Definice je zavedeni a presné vymezeni pojmu a obvykle i jeho
oznaceni

Tvrzent je vyrok, ktery fika néco o dfive zavedenych pojmech a
jejich vlastnostech ¢i vztazich, jeho platnost musi byt stvrzena
dikazem, ktery obvykle bezprostiedné nasleduje.

Véta je vyznamnéjsi tvrzeni, majici ¢asto standardizovany nazev
b
Bolzano-Weierstrassova véta®, ,,Véta o dimenzi jadra a
2 N
obrazu“).

Lemma je pomocné tvrzeni, které se pouzije v dikazu jiného
tvrzeni nebo véty. Existuji ale lemmata, kterda v pribéhu let
nabyla vétsiho vyznamu a ziskala pak i specialn{ pojmenovani.

Dusledek je tvrzeni plynouci z predchoziho tvrzeni, obvykle
natolik pfimocare, Ze se nepiSe samostatny dukaz.



Tato kostra je pak obalena ,,masem‘, které se lisi podle typu
tématu a stylu prednésejiciho. Obvykle jsou zastoupeny
Priklady motivaéni a ilustracni, Cvicent, na nichz si ¢tenaf muze
otestovat své porozuméni nebo si vyklad sdm doplnit, rizné
formy uvodu, poznamek, komentaiu a shrnuti, ¢asto bez
vyslovného oznaceni, obrazky a schémata majici vizualizovat
nékteré pojmy a myslenky apod.

Dtikaz standardné bezprostfedné nasleduje dokazované tvrzeni a
vyuziva v ném pouzitého oznaceni. Obcas ale muze byt odloZen
(az po dokazani néjakych lemmat nebo dobudovani teorie),
nastinén nebo ¢ast ¢i cely vynechdn (pokud autor véfi, Ze ¢tenar
zvladne detaily doplnit sam), nebo dokonce proveden jesté pred
tvrzenim ve formé jakéhosi odvozeni. Pokud si nejste jisti, se
kterou z moznosti mate pravé tu Cest, ptejte se.

Dtlezitou soucéasti matematiky jsou protipriklady, které ilustruji,
pro¢ tvrzeni neplati, kdyz se vyneché néktery predpoklad.
Vymyslejte si je i sami pro sebe!



Tvorba diikazt zajimavéjsich tvrzeni je do zna¢né miry kreativni
proces, ma ale solidni femeslny zaklad, ktery si nejlépe osvojite
na tvrzenich jednodussich. V prvni fadé€ jde o:

» rozliSovani, kdy ma tvrzeni formu implikace a kdy
ekvivalence a ktera ¢ast dikazu dokazuje ktery smér
ekvivalence

» rozliSovani logické formy dikazu jedné implikace: dikaz
primy, neprimy, sporem

» schopnost zkontrolovat (a ¢asem samostatné sepsat) diukaz
,,z definic”, tj. bez pouziti netrivialnich tvrzeni

» porozuméni riznym formam matematické indukce



Méjme tvrzeni ve tvaru A = B, kde A, B jsou vyroky. Jeho
piimy dikaz spociva v nalezeni vyroka A, As, ..., Ay takovych,
7e vyroky A = Ay, A1 = Ao, ..., A= B jsou platné a pfimo
plynou z definic nebo diive dokdzanych tvrzeni. Jednoduchym
prikladem budiz

TVRZENI
Je-li prirozené ¢islo n liché, pak je i n® liché.

DUKAZ.

Pokud je n liché, pak existuje k € N takové, ze n = 2k — 1. Pro

takove n plati, ze n? = (2k — 1) = 4k% — 4k +1 = 2K — 1, kde
= 2k? — 2k + 1. Protoze K je piirozené &islo, je n? liché

pfirozené ¢islo. O



Nepiimy dikaz se opird o logickou ekvivalenci vyroki A = B a
B’ = A’ (,z negace B plyne negace A“). Tomu se ka obmeéna
implikace (neplést s opacnou neboli obrdcenou implikaci B = A,
ktera s A = B logicky ekvivalentni neni). Jednoduchy piiklad:

TVRZENI
Necht n € N. Je-li bn + 3 sudé, pak je n liché.

DUKAZ.

Obménénéa implikace zni: je-li n sudé, pak je 5n + 3 liché. Pro n
sudé existuje k € N takové, ze n = 2k. Pak

5n + 3 = 10k + 3 = 2(5k + 2) — 1. Protoze K := 5k + 2 je
prirozené, je 2K — 1 liché. O



Obé zminéna tvrzeni se daji zesilit na ekvivalence:

TVRZENI
Prirozené c¢islo n je liché tehdy a jen tehdy, je-li n? liché.

TVRZENI

Necht n € N. Pak 5n + 3 je sudé, pravé kdyzZ je n liché.

V angli¢ting vyjadiuji ekvivalenci spojka ,,if and only if* a jeji
zkratka, ,iff*.

DokéZeme jen prvni tvrzeni. Implikaci ,,n liché® = ,n? liché* uz
mame, opaénou implikaci ,,n? liché“ = | n liché* nahradime jeji
obménou ,,n sudé“ = ,n? sudé“. Pro tu staci pfepsat druhou
mocninu sudého é&isla n = 2k jako n? = 4k? = 2(2k?).



Diikaz sporem je aplikaci logické ekvivalence mezi A = B a
(A A B'). Ukazujeme pii ném tedy neplatnost vyroku ,A a
zaroven negace B, obvykle tim, Ze z néj odvodime né&jaky
disledek, ktery je v rozporu s predpoklady tvrzeni, definicemi
nebo drive dokdzanymi tvrzenimi.

TVRZENI
Jsou-li 1,22, ..., Ty, redlnd cisla, pak existuje i € {1,...,n}
takové, e x; > L(x1 + ...+ zp).

DUKAZ.

Predpokladejme, Ze pro v8echna i € {1,...,n} je

T; < %(:rl + ...+ xy,). Setteme-li téchto n nerovnosti, vychéazi
nam, Ze realné ¢islo 1 + ... 4+ x, je mensi nez ono samo. To je
spor se zédkladnimi vlastnostmi relace < na realnych ¢&islech. [J



Trochu odlisna varianta dikazu sporem se pouzivi v dikazu
iracionality /2:

TVRZENI
Neexistuje Zidnd dvogice pfirozenych ¢isel (m,n) takovd, Ze

m? _ 9.

n2

DUKAZ.

Pro spor predpokladejme, Ze aspon jedna takova dvojice (m,n)
existuje a zaroven je to takova, ze n je nejmensi mozné. ProtoZe
m? = 2n?, je m? sudé a dle diive dokdzaného tvrzeni je i m
sudé. Dosazenim m = 2k do m? = 2n? a vykracenim dvojky
dostavame, ze n? = 2k?. Opakovanim stejné tivahy zjistime, Ze
n = 21 pro néjaké | € N. Zjevné | < n a k% = 212, tedy (k,1) je
dvojice spliujici predpoklad, jejiz druha slozka je mensi nez n,
COZ je spor. ]



Matematickd indukce se pouziva pro dilkaz tvrzeni typu ,,pro
kazdé n € N plati V(n)“, kde V(n) je n&jaky vyrok zavisly na
promeénné n. Sestava ze dvou ¢asti:

1. Dukaz vyroku V(1).

2. Dukaz vyroku Vn € N: (V(n) = V(n+1))

Druhé ¢ast je tedy dikazem vyroku V(n + 1) za predpokladu,
ze plati vyrok V(n).

TVRZENI
Pro kazdé n € N je c¢islo 10™ — 4 délitelné Sesti.

DUKAZ.

Vyrok V(1)=,10' — 4 je délitelné Sesti* zjevné plati.
Predpokladejme, ze plati V' (n), tedy Ze 10" — 4 = 6k pro néjaké
k celé. Pak

10" — 4 =10 (10" —4) + 40 — 4 = 10 - 6k + 36

je délitelné Sesti, priemz ve druhé rovnosti jsme vyuzili indukéni
predpoklad. Plati tedy V(n + 1) a tim i Yn € N: V(n). O



TVRZENI
Pro kazdé n € N je 2™ > n.

DUKAZ.
Pro n =1 dostavame vyrok 2 > 1, ktery jisté plati.
Predpokladejme, Ze pro néjaké n je 2™ > n. Potom

ontl —9.9n —9n 4 on S 4

V poslednim kroku jsme vyuzili platnost vyrokia 2" > n
(indukéni predpoklad) a 2™ > 1 (plati pro vSechna n € N).
Celkové dostavame, ze 27T > n + 1. O

Casto vidanou variantou matematické indukce je silnd nebo téz
sloZend indukce, kde se v indukénim kroku namisto pouze V(n)
predpoklada platnost V (k) pro vSechna k od 1 az do n.
Snadnym piikladem je dikaz explicitniho tvaru n-tého ¢lenu
Fibonacciho posloupnosti, v némz se do rekurentniho pfedpisu
Gnt1 = Gn + ap—1 dosadi explicitni vztahy pro a, a a,_1.



Dalsi ¢teni:
» Portéal stfedoskolské matematiky
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“portal/logika/

» How do undergraduates do mathematics
https://www.maths.ox.ac.uk/system/files/
attachments/study_public_O.pdf

» Uvodni kapitola z
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/analyza.pdf


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~portal/logika/
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