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Posloupnost je v matematice soubor prvki néjaké mnoziny,
ktery je linedrné uspofadan a prvky v ném se mohou opakovat.
Priklady:
> (1,1,2,3,5,8,13) je sedmiclenna posloupnost prvki
mnoziny prirozenych &isel
» (Prilis, zlutoucky, kan, upél, dabelské, 6dy) je Sesti¢lenna
posloupnost ¢eskych slov
» ((—1,1),(0,3), (m,e)), je t¥iclenna posloupnost
dvouclennych posloupnosti realnych c¢isel



Posloupnost muze byt i nekone¢na, napiiklad (2,4, 8,16, ...),
coz muZeme zapsat jako (2")°°,, pfipadné (2"),en. Obecnou
posloupnost prvkia néjaké mnoziny X indexovanou prirozenymi

C¢isly zapisujeme jako
(a1,az2,as,...) = (a,)°, kde Vn € N:a, € X

Na takovou posloupnost se mizeme divat jako na zobrazeni

f N —= X, které ¢islu n pritazuje prvek a,. Mizeme uvazovat i
posloupnosti nekone¢né na obé strany (a,)>,,, které odpovidaji
zobrazenim mnoziny Z vSech celych ¢isel do mnoziny X.
Podobnym zptsobem lze zapsat i konecné posloupnosti:

(ala A2, ...y GN) = (a’n)fl\;l

odpovida zobrazeni f : {1,...,N} = X, f(n) := an,.



V dalsim budeme predpokladat, Ze X = R. Na realnych ¢islech
méame definovany operace s¢itani, od¢itani a nasobeni, pomoci
nichz muzeme definovat analogické operace na posloupnostech:

(an)5” + (bn)7° == (an + bn)7°
(an)7” = (bn)7° = (a@n — bn)7°
(@)1 (bn)7° = (anbn)7®

Aan)7® = (Aan)7°,

kde A € R. Operace definované ¢len po ¢lenu jsou v souladu se
standardnim zavedenim operaci na realnych funkcich, napft. pro

f,g:N—=>R:
(f+9)n) = f(n) + g(n)



Posloupnost lze zadat explicitné, tedy vlastné predpisem pro
funkci f.
Priklady:
» f(n) =a,:=d(n— 1)+ c aritmeticka posloupnost s
diferenci d a prvnim ¢lenem a; = ¢
» f(n) = a, = bg" ! geometrickd posloupnost s kvocientem g
a prvnim ¢lenem a1 = b
» f(n) = a, :=ng" aritmeticko-geometrickd posloupnost
> f(n) = a, := + harmonickd posloupnost
> f(n)=a,:= (”'2"1) = w =1+2+...+ n posloupnost
soucttt prvnich n pfirozenych Cisel



Posloupnost lze zadat také rekurentné, tedy vztahem udavajicim
n-ty ¢len pomoci nékterych predchozich.

Priklady:

>
>
>

Gn41 = an + d, a1 = c aritmetickd posloupnost s diferenci d
Gn41 = anq, a1 = b geometricka posloupnost s kvocientem ¢
apt1 = an + (n+ 1), a1 = 1 posloupnost soucti prvnich n
prirozenych ¢cisel

Gn42 = Gn41 + apn, a1 = ag = 1, Fibonacciho posloupnost
Ont1 = Gp + n%rl, a1 = 1, posloupnost ¢astecnych souctu
harmonické rady (tedy sou¢t prvnich n ¢lentt harmonické
posloupnosti)

Ve v8ech tiech pripadech je predpis platny pro vSechna n € N.



Limita posloupnosti (a,)3° je realné ¢islo L takové, Ze libovolné
maly interval (L — ¢, L + ¢) obsahuje pro ur¢ité N vSechny ¢leny
posloupnosti s n > N. Zapisujeme
lim a, =L
n—oo
Priklady:
» Aritmetickd posloupnost ma limitu, jen je-li diference d =0
(tj. posloupnost je konstantni).

» Geometrickd posloupnost mé limitu 0, pokud je kvocient
€ (—1,1). Pro g =1 je to opét konstantni posloupnost,
pro ostatni ¢ limitu nemaé.
» Harmonicki posloupnost ma limitu 0, posloupnost
¢astecnych souctti harmonické fady limitu nema.



Limita posloupnosti ¢asteénych soucti nekonecéné fady se
nazyva souc¢tem rady. Zakladni pifiklad je geometricka fada s
kvocientem ¢ € (—1,1):

) N 1 b
qun_l ;= lim qun_l = hm bq =
— N—roo e~ N—oco q—1 1—gq

V druhé rovnosti jsme vyuzili vztah
I+q++...+" -1 =¢" -1,

ktery se d& ovérit roznasobenim levé strany.

Vlastnosti limity, pfesna definice, jeji rozsifeni na nevlastni
pripad (,,L = 0o*), s¢itani fad a dalsi aplikace a zobecnéni limity
tvori klicovy obsah matematické analyzy v prvnim ro¢niku.



Vyjadrit rekurentné zadanou posloupnost explicitné mize byt
velmi naro¢né tloha. Snazsi je dokazat, Ze explicitni vzorec
nalezeny heuristicky skuteéné dané rekurentni posloupnosti
odpovidé. Je to jedno z klasickych pouziti matematické indukce.
Priklad

Soucet prvnich n pfirozenych ¢isel je popsan rekurenci

ap+1 = an + (n+ 1), ag = 1. Z prvnich par sou¢tit odhadneme,
7€ ay = (";1) Pro n = 1 vzorec s rekurenci souhlasi.
Predpokladejme, zZe souhlasi pro n € N. Pak

Api1 = (n;1> +(n+1)=(n+1) (ngl) _ <n;2>

Tedy vzorec je pravdivy i pro n + 1. Musi tudiZz platit pro
v8echna pfirozena cisla.



Hlavolam Hanojské véZe spociva v presunuti diskt navlecenych
na jedné ze ti{ ty¢ek na jinou tycku. Jednim tahem je mozné
vzit jen jeden disk a pfesunout jej bud na prazdnou tycku, nebo
na véZz z diskt navledenou na jiné tycce, jejiz vrchni disk ma
vétsi prumér nez disk, ktery presouvame.

Oznaéme h,, nejmensi pocet tahd, ktery je potfeba k vyfeSeni
hlavolamu pro n diski (na obrazku je n = 9). Jisté plati hy = 1.



Predpokladejme, Ze pro néjaké n € N zndme h,,. Mame-li
hlavolam s n + 1 disky, urc¢ité nékdy presouvame nejvétsi z nich
ze startovni na cilovou tycku a predtim musime presunout
zbylych n mensich diskid na tycku ,,pomocnou‘. Na to je
potfeba optimalné h,, tahtd, dalsich h,, taht je pak potfeba na
presunuti n diskt z pomocné na cilovou tycku. Celkem tedy

i1 = ho + 1+ hy = 2Ry, + 1

Pro prvnich par n dé rekurence hodnoty 1,3,7,15,31,..., coz
vypada jako h, = 2" — 1. DokadZeme indukei: by =2 —1 =1
plati a pokud pro n € N predpokladdme h, = 2™ — 1, pak

Bogr =2hn +1=2(2" —1)+1=2""1 _1

Vzorec tedy plati i pro n + 1 a tudiz mus{ platit pro vsechna

n € N. VyTesili jsme tedy tlohu tak, Ze jsme nejprve sestavili
rekurentni vztah, pak jsme odhadli explicitni vzorec, a nasledné
pouzili matematickou indukci pro dikaz, Zze vzorec rekurenci
vyhovuje.



