Uvod do komplexni analyzy
ZS 2022/23, MFF UK

SADA PRIKLADU 1

Komplexni éisla - opakovani

Ox

Znaceni R(z + iy) = =, S(z +iy) =y, exp(iz) = ! = cosx + isinz, kde x,y € R.

(1) Najdéte redlnou a imaginarni ¢ast komplexnich ¢isel
a) i b) THEnGD ¢) (1+iv2)’

e) s £) (14 +/31)2020

(2) Zapiste nasledujici ¢isla v goniometrickém tvaru
a) 14 b) —3+ 3i ) —3+i%g
(3) Najdéte vSechny hodnoty komplexnich odmocnin

a) V1 b) V/1+i c) /1

(4) Najdéte (v C) vSechny kofeny rovnic

a) 2t +iz=0 b) 2" =2 neN c) 21423 4+22 4241 =0

ST 4 isin T
d) —cos T +isinZ

(5) Rozlozte nasledujici polynomy jako soucin nejvyse kvadratickych polynomu s redlnymi koeficienty

a) 41 b) 2° -1
ReSeni 1. a) 0; —1, b) —3; 0, ¢) -5;v2, d) 0;1, e) 2;0, f) —2201%;
2. a) exp(37i), b) 3v2exp(3i), c) exp(3ni), d) exp(Lri),
3. a) {exp(23k7n): k=0,1,2}, b) {\Gf(exp(l'gkm)) : k=0,1,2}, c) {exp(H%’rﬂ'i) k=0,1,---,
4. a) {0,exp(3xi) : k=0,1,2}, b) {0,exp(Fy7i): k=0,1,---,
5. a) (22— 2z + 1)(22 + V22 + 1), b) (z—1)(2? + 5082+ 1)(2? + 5082 + 1),

¢) (22 + 5052 + 1) (a2 + 5z 4 1),

(6) Nacrtnéte mnozinu vsech bodii v komplexni roviné spliujici vztahy

c) et +ad+al+a+1

22019\/>

n}, c) {exp(% kri): k=1,2,3,4}.

a) [Rz| <2 b) |¥z] <1, 0<Rz< 1 c) |z—1]<1
d) |z—1—i|=|2+1] e) [z —2[+|2+2/=5 f) 2|z = |z — 2
g) [Rz| +3z2] <1

(7) Dokazte pro kazdé z,w € C:
a) |2+l < |2l + o b) 12l — ] < |z — wl

(8) Necht z € C spliiuje |z| > 1. Dokazte odhady

|2 + |2
~ (el =12

24 + iz
22+ 2z+1

|2 — |2]
212 + 12l +1




(9) Spoctéte
/ dx
R 1 -+ $4 ’

2 .
RZT +1

/dx):ln\/(xa)2+b2+iarctanxga+0,
x_

(a+ bi

(Navod: Integrél pocitejte jako

a vyuzijte vzorec

kde a,b,C € Rab#0.)
Piiklady pro koumaky

(10) Spoctéte integral

s
/1n(1—2acosx+a2)dx, a€R, |a] #1.
0

, ) . . .. . 1 2
(Navod: Uvazujte limitu nll):l:loo Ly oIn(1 — 2acos(L) + a?)).

i
n
(11) Ukazte, Ze kruhové inverze zobrazuji kruznice a piimky v roviné R? na kruznice a pfimky v roviné.

(Néavod: Necht k(s,r) znac¢i kruznici v roviné se stfedem v s a polomérem r > 0. Vzdalenost bodu z,y €
R? znac¢ime |ry|. Kruhova inverze uréena kruznici k(s, r) je zobrazeni I, : R?\{s} — R?\{s}, I5,(z) = 2/,
kde bod 7’ je jednoznac¢né uréen tim, ze =’ lezi na polopfimce vychazejici z s a prochéazejici = a |sz||sz’| = r2.

Ukazte, ze kruhova inverze urcéend jednotkovou kruznici se stfedem v poc¢atku odpovida zobrazeni C* —

C*, zm % a prevedte pfipad obecné kruhové inverze na tento speciélni pfipad. Zde C* := C \ {0}.)



