
Řešené př́ıklady

1. Integrály typu
∫∞
−∞R(x)dx

c)
∫∞
−∞

x dx
(x2+4x+13)2 .

Řešeńı: ∫ ∞
−∞

x dx

(x2 + 4x+ 13)2
=

∫ ∞
−∞

x dx(
(x− α−)(x− α+)

)2∣∣∣∣α+ = −2 + 3i, α− = −2− 3i

∣∣∣∣
= 2πi resα+

z

((z − α−)(z − α+))2

= 2πi

(
z

(z − α−)2

)′∣∣∣∣
z=α+

= 2πi

(
1

(α+ − α−)2
− 2α+

(α+ − α−)3

)
= 2πi

(
1

(6i)2
− 2(−2 + 3i)

(6i)3

)
= 2πi

(
1

−36
+
−2 + 3i

3.36i

)
= − π

3.9
= − π

27
.

d)
∫∞
−∞

dx
(x2+a2)(x2+b2) , a, b > 0.

Řešeńı: ∫ ∞
−∞

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)
= 2πi

(
resai

z

(z2 + a2)(z2 + b2)
+ resbi

z

(z2 + a2)(z2 + b2)

)
= πi

(
1

(ia)(−a2 + b2)
+

1

(−b2 + a2)(ib)

)
=

π(a− b)
ab(a2 − b2)

=
π

ab(a+ b)
.
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e)
∫∞
0

x2dx
(x2+a2)3 , a > 0.

Řešeńı: ∫ ∞
0

x2 dx

(x2 + a2)3
=

1

2

∫ ∞
−∞

x2 dx

(x2 + a2)3

= πi resai
z2

(z2 + a2)3

=
πi

2

(
z2

(z + ia)3

)′′∣∣∣∣
z=ia

=
πi

2

(
2z

(z + ia)3
− 3z2

(z + ia)4

)′∣∣∣∣
z=ia

=
πi

2

(
2

(z + ia)3
− 6z

(z + ia)4
− 6z

(z + ia)4
+

12z2

(z + ia)5

)∣∣∣∣
z=ia

=
πi

2

(
2

−8a3i
− 2

6ia

16a4
+
−12a2

25a5i

)
=

πi

2

(
i

4a3
− 3i

4a3
+

3i

8a3

)
=

π

16 a3
.

2. Integrály typu
∫∞
−∞ cosxR(x) dx,

∫∞
−∞ sinxR(x) dx

a)
∫∞
−∞

cos x dx
x2+a2 , a > 0.

Řešeńı: ∫ ∞
−∞

cosx dx

x2 + a2
= <

∫
R

eizdz

z2 + a2

= <
(

2πi resai
eiz

z2 + a2

)
= <

(
2πi

e−a

2ia

)
=

πe−a

a
.
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b)
∫∞
0

sin(πx)
x3−x dx.

Řešeńı: ∫ ∞
0

sin(πx)

x3 − x
dx =

1

2
=
∫
R

exp(iπz)

z3 − z
dz

=
1

2
=
(
πi

(
resz=0

exp(iπz)

z3 − z
+ resz=1

exp(iπz)

z3 − z
+ resz=−1

exp(iπz)

z3 − z

))
=

1

2
=
(
πi(−1 +

eiπ

2
+
e−iπ

2
)
)

=
1

2
=(−2πi)

= −π.

c)
∫∞
−∞

(x−8) cos(πx)
4x2−1 dx.

Řešeńı: ∫ ∞
−∞

(x− 8) cos(πx)

4x2 − 1
dx = −8

∫ ∞
−∞

cos(πx)

4x2 − 1
dx

= −2<
∫
R

exp(iπz)

z2 − 1
4

dz

= −2<
(
πi

(
res 1

2

eiπz

z2 − 1
4

+ res− 1
2

eiπz

z2 − 1
4

))
= −2<

(
πi(e

i
2π − e− i

2π)

)
= 4<

(
π sin(

π

2
)
)

= 4π.

V postupu b) a c) jsme použili Lemma o obcházeńı jednoduchých pól̊u.
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3.a)
∫ 2π

0
dx

a+cos x , |a| > 1.

Řešeńı: ∫ 2π

0

dx

a+ cosx
=

∫
|z|=1

1

a+ z+z−1

2

dz

iz

= 2

∫
|z|=1

1

z2 + 2az + 1

dz

i

= −2i

∫
|z|=1

dz

z2 + 2az + 1

= −2i

∫
|z|=1

dz

(z − α1)(z − α2)∣∣∣∣α1 = −a+
√
a2 − 1, α2 = −a−

√
a2 − 1

∣∣∣∣
=

{
4π

α1−α2
= 2π√

a2−1 , a > 1,
4π

α2−α1
= −2π√

a2−1 , a < −1,∫ 2π

0

dx

a+ cosx
=

2π sgn(a)√
a2 − 1

.
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3.b)
∫ 2π

0
dx

(a+b cos x)2 , a > b > 0.

Řešeńı:

∫ 2π

0

dx

(a+ b cosx)2
=

∫
|z|=1

1

(a+ b z+z
−1

2 )2
dz

iz

=
4

ib2

∫
|z|=1

z dz

(z2 + 2cz + 1)2

∣∣∣∣ c =
a

b

=
4

ib2

∫
|z|=1

z dz

(z2 + 2cz + 1)2∣∣∣∣α1 = −c+
√
c2 − 1, α2 = −c−

√
c2 − 1, |c| > 1⇒ |α1| < 1, |α2| > 1

∣∣∣∣
=

8π

b2

(
z

(z − α2)2

)′∣∣∣∣
z=α1

=
8π

b2

(
1

(α1 − α2)2
− 2α1

(α1 − α2)3

)
=

8π

b2

(
1

4|c2 − 1|
− −2c+ 2

√
c2 − 1

8(
√
c2 − 1)3

)
=

2π

b2
c

(
√
c2 − 1)3

=
2πa

(
√
a2 − b2)3

5



3.c)
∫ π
0

cos(nx)dx
1−2a cos x+a2 , a ∈ R, a 6= ±1, n ∈ N.

Řešeńı: 1. postup ∫ 0

−π

cos(nx)dx

1− 2a cosx+ a2
= −

∫ 0

π

cos(−ny)dy

1− 2a cos(−y) + a2

∣∣∣∣ x = −y

=

∫ π

0

cos(ny)dy

1− 2a cos(y) + a2

∫ π

0

cos(nx)dx

1− 2a cosx+ a2
=

1

2

∫ 2π

0

cos(nx)dx

1− 2a cosx+ a2

=
1

4

∫
|z|=1

zn + z−n

1− a(z + z−1) + a2
dz

iz

=
1

4i

∫
|z|=1

(zn + z−n) dz

z − az2 − a+ a2z

= − 1

4ia

∫
|z|=1

(z2n + 1) dz

zn(z2 − az − a−1z + 1)

∣∣∣∣ b =
1

2
(a+ a−1)

= − 1

4ia

∫
|z|=1

(z2n + 1) dz

zn(z2 − 2bz + 1)∣∣∣∣α− = b−
√
b2 − 1, α+ = b+

√
b2 − 1

∣∣∣∣
=


− π

2a

(
resα−

z2n+1
zn(z2−2bz+1) + res0

z2n+1
zn(z2−2bz+1)

)
, a > 0,

− π
2a

(
resα+

z2n+1
zn(z2−2bz+1) + res0

z2n+1
zn(z2−2bz+1)

)
, a < 0.
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res0
z2n + 1

zn(z2 − 2bz + 1)
= res0

1

zn(z2 − 2bz + 1)

= lim
z→0

1

(n− 1)!

(
1

(z − α−)(z − α+)

)(n−1)

= lim
z→0

1

(n− 1)!

(
(α− − α+)−1

(z − α−)
+

(α+ − α−)−1

(z − α+)

)(n−1)

= lim
z→0

1

(n− 1)!

(
(α+ − α−)−1

α−(1− z
α−

)
+

(α− − α+)−1

α+(− z
α+

)

)(n−1)

= lim
z→0

1

(n− 1)!

(
(α+ − α−)−1

α−

+∞∑
k=0

( z
α−

)k
+

(α− − α+)−1

α+

+∞∑
k=0

( z
α+

)k)(n−1)

=
1

(α+ − α−)αn−
+

1

(α− − α+)αn+

=
αn− − αn+
α− − α+

resα−

z2n + 1

zn(z2 − 2bz + 1)
=

α2n
− + 1

αn−(α− − α+)
=
αn− + αn+
α− − α+

resα+

z2n + 1

zn(z2 − 2bz + 1)
=

α2n
+ + 1

αn+(α+ − α−)
=
αn− + αn+
α+ − α−

Uvažujme čtyři př́ıpady, a to a > 1 nebo 1 > a > 0 nebo 0 > a > −1 nebo −1 > a.

• 1 < a

− π

2a

(
αn− − αn+
α− − α+

+
αn− + αn+
α− − α+

)
= −π

a

αn−
(α− − α+)

= −π
a

a−n

(a−1 − a)
=

π

an(a2 − 1)

α− = b−
√
b2 − 1 =

1

2

(
(a+ a−1)−

√
(a− a−1)2

)
= a−1

α− − α+ = −2
√
b2 − 1 = −

√
(a− a−1)2 = a−1 − a

• 0 < a < 1

− π

2a

(
αn− − αn+
α− − α+

+
αn− + αn+
α− − α+

)
= −π

a

αn−
(α− − α+)

= −π
a

an

(a− a−1)
=

πan

1− a2

α− = b−
√
b2 − 1 =

1

2

(
(a+ a−1)−

√
(a− a−1)2

)
= a

α− − α+ = −2
√
b2 − 1 = −

√
(a− a−1)2 = a− a−1
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• −1 < a < 0

− π

2a

(
αn− − αn+
α− − α+

+
αn− + αn+
α+ − α−

)
=

π

a

αn+
(α− − α+)

=
π

a

an

(a−1 − a)
=

πan

1− a2

α+ = b+
√
b2 − 1 =

1

2

(
(a+ a−1) +

√
(a− a−1)2

)
= a

α− − α+ = −2
√
b2 − 1 = −

√
(a− a−1)2 = −a+ a−1

• a < −1

− π

2a

(
αn− − αn+
α− − α+

+
αn− + αn+
α+ − α−

)
=

π

a

αn+
(α− − α+)

=
π

a

a−n

a− a−1
=

π

an(a2 − 1)

α+ = b+
√
b2 − 1 =

1

2

(
(a+ a−1) +

√
(a− a−1)2

)
= a−1

α− − α+ = −2
√
b2 − 1 = −

√
(a− a−1)2 = a− a−1

Celkově tedy máme

∫ π

0

cos(nx)dx

1− 2a cosx+ a2
=



π
an(a2−1) , 1 < a,

πan

1−a2 , 0 < a < 1,

πan

1−a2 , −1 < a < 0,

π
an(a2−1) , a < −1.

2. postup:

∫ 2π

0

cos(nx)dx

1− 2a cosx+ a2
= <

∫ 2π

0

einx dx

1− 2a cosx+ a2

=

∫
|z|=1

zn

1− a(z + z−1) + a2
dz

iz

= −i

∫
|z|=1

zn dz

z − az2 − a+ a2z

=
i

a

∫
|z|=1

zn dz

z2 − (a+ a−1)z + 1

=
i

a

∫
|z|=1

zn dz

(z − a)(z − a−1)

=



− 2π
a

(
a−n

a−1−a
)

= 2π
an(a2−1) , 1 < a,

− 2π
a

(
an

a−a−1

)
= 2πan

1−a2 , 0 < a < 1,

− 2π
a

(
an

a−a−1

)
= 2πan

1−a2 , −1 < a < 0,

− 2π
a

(
a−n

a−1−a
)

= 2π
an(a2−1) , a < −1.
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3.d)
∫ π
0

tan(x+ ia) dx, a 6= 0, a ∈ R.

Řešeńı:∫ π

0

tan(x+ ia) dx =
1

2

∫ 2π

0

tan(x+ ia) dx

=
1

2

∫ 2π

0

sin(x+ ia)

cos(x+ ia)
dx

=
1

2i

∫ 2π

0

exp(ix− a)− exp(−ix+ a)

exp(ix− a) + exp(−ix+ a)
dx

=
1

2i

∫
|z|=1

z exp(−a)− z−1 exp(a)

z exp(−a) + z−1 exp(a)

dz

iz

= −1

2

∫
|z|=1

z2 − exp(2a)

z2 + exp(2a)

dz

z

= −1

2

∫
|z|=1

(z − exp(a))(z + exp(a))

(z + i exp(a))(z − i exp(a))

dz

z

=

πi, a > 0

−πi

(
− 1 + exp(2a)(i−1)(i+1)

2i exp(a)i exp(a) + exp(2a)(−i−1)(−i+1)
−2i exp(a)(−i) exp(a)

)
= −πi, a < 0∫ π

0

tan(x+ ia)dx = sgn(a)πi
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