Geometrie 1

Tento soubor obsahuje znéni ¢islovanych poloZek (pfedevsim definic a vét) jak byly predne-
seny v ZS 2020/21. V této verzi chvili je doplnéna naprostd vétSina diikazd, které vSak nenahra-
zuji prednasku. Nejsou podrobnym slovnim vysvétlenim vSeho, ale spiSe zachycenim klicovych
krokii a vzorct v diikazech pouZitych.

Spolu se zéapisky a videi z predndSek je tento seznam i hlavnim studijnim materidlem ke
zkouSce. ZkousSka bude pisemnd, bude trvat 150 minut a bude obsahovat pocetni i teoretickou
Cast. V pocetni ¢asti budou vSechny typové piiklady, které se objevily na cviCenich (ne vSak
hvézdiCkované). V teoretické Casti se budou zkouset

» Zékladni definice, u kterych bude zde nastaven vysoky pozadavek na ziskané body (kdo
neumi zakladni definice, neud€la zkousku). Jedna se o definice 1.2, 1.9,2.2, 2.4, 2.5, 2.9,
2.12,2.16, 2.19, 2.27, 2.29, 2.32, 3.1, 3.4, 3.6, 3.14, 3.20, 3.27, 4.1, 4.2, 4.3, 4.19, 4.22,
4.27, 4.30, 4.38,

» Znéni vSech ostatnich definic, vét, lemmat a disledkil (ne vSak poznamek a prikladd).

* Vsechny kratsi diikazy, coz jsou ty, které nespadaji ani do delSich dikazt ani do poloZek,
u kterych se diikaz nezkousi. VSechny dikazy se zkousi v té mife pfesnosti a podrobnosti,
v jaké byly odpredneseny.

* Delsi diikazy, takovy bude u zkousky nejvyse jeden, jednd se o 1.4, 1.11, 1.17, 2.13, 2.14,
2.22,2.36,3.32,3.33,4.12,

* Nebudou zkousSeny tyto dikazy: 1.14,2.24,2.31, 2.33, 2.35, 3.2, 3.16, 4.13, 4.14, 4.21,
4.40, 4.43, 4.45,

Do téchto seznamu bude jesté doplné€na latka z posledni lednové prednasky.



1 Shodna zobrazeni

Cilem této kapitoly je studovat shodnd zobrazeni v roviné a v prostoru bez toho, Ze by se formalné
definoval afinni prostor. Zaroven chceme zopakovat stfedoSkolskou analytickou geometrii a co
nejprirozenéji na ni navazat.

Priklad 1.1. V rovin¢ analyticky vyjadiete osovou soumérnost podle pifimky p : 3z+4y—7 = 0.

Definice 1.2. Zobrazeni f : R™ — R" se nazyva shodné (nebo shodnost), jestlize pro kazdé dva
body X, Y € R” plati || f(X) — f(Y)|| = || X = Y]]

Lemma 1.3. Piimo z definice plyne, Ze sloZeni dvou shodnosti je shodnost, shodnosti jsou prostd
zobrazeni a inverzni zobrazeni ke shodnosti je opét shodnost.

Dukaz. Necht’ f, g : R” — R" jsou shodnosti a X, Y € R".
* Ziejmé ||g(f (X)) —g(f(Y)II = [[/(X) = f(O)|| = [ X =Y

e Je-li f(X) = f(Y), potom plati 0 = || f(X) — £(Y)|| = [|X = Y]], tedy X = Y. Cili f
je prosté.

, tedy g o f je shodnost.

o Jestlize X, Y € D(f™'), pak nalezneme A, B € R" takova, ze f(A) = X, f(B) =Y.
Potom plati

1F7X) = W)l = llA = B[ = [|f(A) — f(B)]| = X - Y.

Tedy f~! je shodnost.

Véta 1.4. Shodnd zobrazeni f : R” — R" jsou praveé zobrazeni tvaru
kde p € R" je libovolny vektor a A je matice n x n spliujici ATA = 1,,.

Dikaz. Poznamenejme, Ze plati AT A = I, (to jest A m4 ortonormalni sloupce) pravé tehdy,
kdyz AAT =1, (to jest A md ortonormdlni Fddky). JestliZe totiZ plati AT A = I,, nebo AAT =
I, pak A~! = AT atedy plati i druh4 rovnost.

RovnéZ si pfipomefime, Ze pro libovolny vektor u = (uy, - -+ ,u, )T =€ R™ plati

llul| = Vu-u=vulu

Piedpoklddejme nejprve, Ze f(X) = AX +pprop € R"a A € R, ATA = I,,. Pro
libovolné dva body v R™: X = (z1,- - ,2,)", Y = (y1,- -+ ,y,)7T plati

1F(X) = F(Y)]| = [|AX + p — (AY +p)|| = [[A(X — Y)|| = vAX — Y))"(A(X - Y))
— VX - YJTATAX - Y) = /X - Y)TX - Y) = X - Y|
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atedy f je shodné zobrazeni.

Naopak piedpokladejme, Ze f je shodnost a chceme ukazat, Ze je nutné tvaru f(X) = AX +
p. Definujme body O = (0,0,...,0)", E; = (0,...,0,1,0,...,0)" proi € {1,...n} v R™
Vektory e; = E; — O tvofti ortonormdlni (kanonickou) bazi R".

Ukézeme, Ze také vektory f; = f(E;) — f(O) tvofi ortonormdlni bazi R™. Zobrazeni f je
shodné, tedy pro kazdé i dostdvame

IE:]] = {17 (E:) = F(O)]| = |[E: = Ol = 1
a vektory jsou tedy jednotkové. Déle pro kazdé i # j dostivame
16 — &1 = ||/ (Ei) — F(O) — (f(Ey) — fODI| = |If (B:) — F(E))|| = ||Ei — Ejl| = V2
a protoze

dostdvame f; - f; = 0 a vektory jsou po dvou kolmé.
Definujme nyni matici A = (f,|---|f,), vektor p = f(O) a zobrazeni ¢(X) = AX + p,
které je podle prvnim ¢4sti dikazu shodné a pro jeho invers plati g1 (X) = ATX — ATp. Navic
zjevné plati g(O) = f(O) a g(E;) = f(E;) pro vSechna i. Definujme konecné h = g~ ' o f,
které je shodné a pro které tedy plati h(O) = O a h(E;) = E;. DokdZeme, Ze takové h uzZ mus{
byt identické zobrazeni.
Uvazujme libovolny bod Y = (y1, 42, ..., yn) € R™ajehoobraz h(Y) = (hi1(Y), ha(Y), ..., ha(Y)).
Pak plati

1P(Y)=h(O)I]* = [IM(Y)[]* = ki (Y)+h5(Y)+- - +h(Y) = yi+y5+ 4y, = [[Y=OI*,

12(Y) = M(E:)|* = [[M(Y) = E|[* = hi(Y) + -+ + (h(Y) = 1)* + - + b (Y)
=yl (=)t =Y B

Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostaneme 2h;(Y) — 1 = 2y; — 1, tedy pro kazdé i €
{1,2,...,n} mdme h;(Y) = y;, tedy h je identita a tedy f(X) = g(X) = AX + p. O

Poznamka 1.5. V definici shodnosti se vyuZziva pouze toho, Zze R" je metricky prostor. Pfedchozi
véta ukazuje hlubokou souvislost s jeho strukturou linedrniho prostoru.

Dusledek 1.6. Shodnosti jsou surjektivni a vzhledem ke skladani tvoii grupu, kterou budeme
oznaCovat E(n). Jestlize

fX)=A-X+p, ¢9gX)=B-X+q

pak
TX)=A"-X-A"p, (gof)(X)=(B-A)-X+B-p+aq.
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Definice 1.7. Zobrazeni f nazveme piimé jestlize det(A) = 1 a nepiimé jestlize det(A) = —1.
Pfimd zobrazeni tvoii podgrupu, kterou oznalime E, (n). Zobrazeni, pro kterd je A jednotkova
matice nazyvame posunuti a tvoii podgrupu oznacovanou (pokud nehrozi nedorozuméni) rovnéz
R™. Zobrazeni, pro ktera je p nulovy vektor tvoii podgrupu oznacovanou ON(n).

Véta 1.8. Pro kazdou shodnost f € E(n) tvaru f(X) = A - X 4+ p, plati maticovd rovnost

zapsand blokové jako
FX)N_ (AP X
1 0 1 1 )

Navic zobrazeni, které kazdé shodnosti pfifazuje tuto matici (n + 1) x (n + 1), tedy

A p
=(o )

je vnofeni grupy [E(n) do grupy reguldrnich matic GIL(n + 1).
Dukaz. Plyne trividlné z blokového maticového ndsobeni.

Definice 1.9. Méjme shodné zobrazeni f(X) = A - X + p. Jeho body spliujici f(X) = X
nazyvame samodruzné body. Linedrni zobrazeni f4 : R” — R"™ dané matici A nazyvame asoci-
ovanym homomorfismem k zobrazeni f a vlastni sméry tohoto zobrazeni nazyvame samodruzné
sméry zobrazeni f.

Definice 1.10. Mnozina M je samodruZnd mnoZina zobrazeni f, jestliZe ji zobrazeni zachovava
(jako celek, ne nutné kazdy jeji bod zvlast’). Presnéji jestlize plati

VX eR": XeM = f(X)e M.

Véta 1.11. Pro kazdou shodnost f € E(2) nastane pravé jedna z téchto moZnosti.
* f je pfimé shodnost a
— ma vSechny body samodruzné a v§echny sméry samodruzné s vl. ¢islem 1, pak jde o
identitu.

— ma pravé jeden samodruzny bod, pak ji nazyvame otoCeni. Samodruzné sméry pak
nemé bud’ Zadné, nebo vSechny s vl. ¢islem —1. V tomto poslednim piipad€ jde o
otoceni o 7 neboli o stiedovou soumérnost.

— nemad 7Zadné samodruzné body a vSechny sméry jsou samodruzné s vl. ¢islem 1, pak
Ji nazyvdme posunuti .

* f je nepfima shodnost. Pak ma pravé dva samodruzné sméry, jeden s vlastnim ¢islem 1 a
jeden s vlastim ¢islem —1 a

— bud’ ma pravé jednu piimku samodruznych bodd, pak ji nazyvame osova soumérnost

s v oz

— nebo nema zadné samodruzné body, pak ji nazyvame posunutd osovd soumérnost.
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. . . “ . Osova Posunuta
Zobrazeni Identita Posunuti Otoceni y 8
soumernost soumernost
Samodruzné . . . . | osa soumér-
vSechny - stfed otoceni . -
body nosti
vSechny
_p identita smér osy a
Samodruzné . . (V i N y )
smér vSechny vSechny sttedovd sou- | sméry kolmé | -
y mérnost) nebo | na osu
Zadné (jinak)
Piimé/
neprimé zob- | primé primé pifimé nepiimé nepiimé
razeni
Dukaz. Podle véty 1.4 je f tvaru
fX)=AX+p

pro néjakou A € R™*" ortogondlni a p € R". Samodruzné body f jsou pravé feseni soustavy
( IL,-A \ P ) a samodruzné sméry f odpovidaji vlastnim vektoriim A. Rozli§ime dva pfipady:

* fje pfimé, tedy det(A) = 1. Potom je

A — ( COS v

—sina
sina  COs
pro néjaké a € [0, 27). Ddle rozli§ujeme dva ptipady:

- a =0, tedy A = I,, a vSechny sméry jsou samodruzné s vlastnim ¢islem 1. Prop = o
jde o identitu — pak jsou vSechny body samodruzné. Pro p # o jde o posunuti, a to
nemd Zadné samodruzné body (soustava ( I,— A ‘ P ) nema reseni).

- «a # 0. Potom plati det(I, — A) = 2(1 — cos ) # 0, tedy soustava md pravé jedno
reSeni pro libovolné p a tey f ma pravé jeden samodruzny bod S. Lze psat

FX)=A(X—-S)+AS+p=A(X-S)+8,

takZe jde o rotaci kolem S. Pro a« = 7 je A = —I,,, tedy vSechny sméry jsou sa-
modruzné s vlastnim ¢islem -1 a jde o stfedovou soumérnost. V opacném piipadé A
nemd zadné vlastni vektory, tedy f nemd samodruzné sméry.

* [ je nepfimé, tedy det(A) = —1. Potom je
A — < cos o sin «v )
sina — cosa

pro néjaké o € [0, 27). Matice A mad vlastn{ Cisla 1, -1 s pfisluSnymi na sebe kolmymi
vlastnimi vektory v, = (cos §,sin §),v_; = (—sin §, cos §).



|

Oznatme B = (vi,v_;), coZ je ON baze vektorového prostoru R? a (ai,as) = [p|g
soufadnice vektoru p.

— Je-li a; = 0, jako mnoZina samodruznych bodl vyjde pifmka P = %2v_; + (vy)
a jednd se o osovou soumérnost podle této pfimky.

— Pro a; # 0 jde o sloZeni osové soumérnosti podle P = “v_; + (v;) a translace
v jejim sméru o vektor a;vy, tedy posunutou osovou soumérnost. f nema zZadné sa-
modruzné body a ma jedinou samodruznou ptimku P.

]

Priloha, klasifikace shodnosti v R?

posunuti

[otoéeni o¢pF#km ke Z}

Zadmy-samodruzny smér

O otodeni
eden samodruzny bod \
vSechny samodruZmé-smeéry

otoCeni o 7
fimé vSechny samodiuzné body (Stfedové Soumémost)

posunuta osova
soumérnost

{Shodnosti \% roviné}

nepii

[osové souméfnost}




Véta 1.12 (Rodriguesova formule). M&me dva vektory n,r € R3, pfi¢emZ n je jednotkovy.
Pak pro vektor r’ € R3, ktery dostaneme otoenim vektoru r kolem vektoru n € R? o tihel ¢ v
kladném sméru plati:

r' = (1 —cos¢)(r-n)n+ cos¢r +sing(n x r).

Rotaci v kladném sméru pfitom myslime, Ze pfi thlu ¢ € (0, 7) tvoii vektory (n,r,r’) kladné
orientovanou bézi R? a pfi Ghlu ¢ € (—7,0) zdporné orientovanou.

Diikaz. RozloZzme r na slozku r; = (r - n)n (4. projekci do sméru n) a slozkury = r — ry
kolmou nan. Oznaéme v =n X r = n X (r; +ry) = n X ry. JelikoZn L ry, plati

VI = [ raf| = [Inl[[|ra|| = [fra].

Rotace kolem vektoru n o thel ¢ zdZend na (ro, v) = (n)" je zfejmé také rotace o thel ¢.
JelikoZ (rq, v) je ,,ndsobkem“ , kladné orientované“ ortonorméalni baze tohoto prostoru, mizeme
psét

1), = COS ¢T3 + Sin Pv.
(Cérka vzdy znadi obraz v uvaZovaném zobrazeni.) Dile ziejmé r} = r;. Dohromady dostdvame
e
=Ty + cOoS ¢ry + sin pv
= (r-n)n+cos¢(r — (r-n)n) + sin pv
= (1 —cos¢)(r-n)n + cos ¢r +sinp(n x r).

[]

Definice 1.13. Pfipomenime si z LA, Ze kvaterniony tvofi nekomutativni téleso a maji tvar ¢ =
s+axi+yj+ 2k, piiCemzi? = =k* = —laij= —ji=k, jk = —kj =i, ki = —ik = j.
V této predndsce budeme s nazyvat skaldrni ¢ast, vektor v = (a, b, ¢) vektorova ¢dst a budeme
kvaterniony zapisovat ve tvaru
q= (87 (I, Y Z))
——
v

Redlnd &isla jsou do kvaterniond vnofena jako s — (s,0) a vektorovy prostor R? je do nich
vnofen jako v — (0,v).



Lemma 1.14 (Geometricky vyznam kvaternionovych operaci). Pro libovolné kvaterniony ¢; =
(81, Vl), q2 = (327V2) plati

G +q = (14 S2,v1+Va)

Q1-q2 = (8182 — V1-Va, V1 X Va2 + 51V + SaV1).
Dukaz. Plyne pfimo z rozepsani ¢; a go pomoci Ctyf slozek.

Definice 1.15. Pro libovolny kvaternion ¢ = (s, v) definujeme konjugovany kvaternion § =
(s,—v) a jeho normu ||¢|| = \/q@ = /qq = /s> + 22 + y* + 22. Kvaterniony, které maji
normu rovnou 1 nazyvame jednotkové.

Lemma 1.16. Jednotkové kvaterniony tvoii multiplikativni grupu. Kazdy jednotkovy kvaternion
s nenulovou vektorovou ¢4sti 1ze jednoznacné zapsat ve tvaru

q = (cosa,nsina),
kde n je jednotkovy vektor a € (0, ).

Diikaz. Multiplikativni inverz jednotkového kvaternionu g je g, protoze qg = 1 = Gq a ||g|| =
llg|| = 1. Déle jsou-li ¢1, g2 jednotkové kvaterniony, pak

lnge]| =y (01¢2)(@1¢2) = Vi (@)@ = Vad = 1,

tedy q1¢- je jednotkovy kvaternion. Jednotkové kvaterniony tak tvofi neprdzdnou podmnoZinu
multiplikativni grupy vSech nenulovych kvaternioni uzavienou na skladani a inverze, Cili pod-

grupu.
Je-li ¢ = (s,Vv) jednotkovy kvaternion a v # o, potom nutné

sl = Vgl = [Iv* < L.

Jedind moZna vyhovujici volba « € (0, 7) je a = arccos s. Z toho plyne

VI = V/llgl[* = 8* = sin e,
\4

tedy ¢ = (s,v) = (cos a, ™I sin «v) a oznacime n =

_|<
O

vl
Lematko. Pro kazdé tfi vektory u, v, w € R? plati

ux (vxw)=(u-w)jv—(u-v)w.
Diukaz. RozliSime dva piipady:

* v, w jsou linedrn& zavislé. JelikoZ vektorovy souin antikomutuje, méizeme BUNO pied-
pokladat, Ze w = A\v pro néjaké A € R. Potom je v X w = o, takZe leva strana (LS) doka-
zované rovnosti je rovna o. OvSem pravd strana (PS) je rovna (u- Av)v — (u- v)\v = o,
takZe rovnost plati.



* v, w jsou linedrn& nezdvislé. Potom je B = (v, w, v X w) baze R3. Obé& strany dokazované
rovnosti jsou vyrazy linedrni v u, tedy sta¢i ukdzat platnost v pripadé, kdy je u roven
jednomu z prvki B.

— u = v: Rovnost prejde do tvaru
vXx (vxw)=(v-w)v— (v -v)w.
Staci ukazat, Ze skalarni soucin libovolného prvku B s LS je stejny, jako s PS. Snadno
je vidét, ze
v:-LS=o0=v-PS,
(vxw)-LS=o0=(vxw)-PS.

Konecné oznacime-li thel mezi v a w jako a, plati

w-LS =det(w,v,vxw) =—det(vxw,v,w)=—(VvxXWw): (VW)
= —[lv x wl[* = —[[v[[*||w][* sin® o,
wPS = (v-w)? — (v v)(w- w) = [[v|P*||w]|* cos” & — [[v|]*||w||*

= —||[v||*[|w||*sin®’ @ = w - LS.
— u = w:LSiPS jsou ,antisymetrické vzhledem k v a w*, tedy prohodime-li v nich v
a w, ob¢ se pouze prondsobi -1. Tim padem je tento pripad analogicky pfedchozimu.

— U=V XW:
LS=uxu=o.

Diéle z kolmosti u na v a w plyne

PS =0v +0w =0 =LS.

Véta 1.17. Pro pevny jednotkovy kvaternion ¢ = (cos a, nsin «) je zobrazeni R, : R®* — R?
definované jako

Ry(r) = qrq
rotaci kolem osy n thel 2« v kladném sméru.
Diikaz. Ozna¢me g = (s, V). S vyuzitim Lemmatu 1.14 a Lematka

qrq = (87 V) (07 I‘)(S, _V)
(—v-r,vXr+sr)(s,—V)

=(—(v-1)s+(VXr1) - VHsr-v,—(VXT) X V—sr XV+(V-1T)v+s(vxr)+ sr)
———
0 (vr)v=(v-v)r
= (0,2(v-1)v + (s> — ||[v]|*)r +2s(v x 1)
= (0,2sin” a(n - r)n + (cos® a — sin® a)r + 2sinacos a(n x r)
= (1 —cos2a)(n - r)n + cos2av +sin2a(n x r).

Ovsem to je podle Rodriguesovy formule vektor vznikly oto¢enim vektoru r kolem vektoru
n o uhel 2« v kladném sméru. [



Priklad 1.18. Vypocitejte vektor, ktery vznikne oto¢enim vektoru (1,0, 0) kolem vektoru 7i =
(3,4,0) o dhel ¢ = 7/3 v kladném sméru.

Véta 1.19. Kazdou pfimd shodnost v R ma alespoii jednu samodruZnou pifmku a Ize sloZit z
otoCeni kolem této pfimky a posunuti ve sméru této piimky (ma tedy tvar Sroubového pohybu).

Dukaz. Kazdé f € E,(3) je tvaru f(X) = AX + p, kde A € R3*3 je ortogondlni a det A = 1.
Matice A (brand jako komplexn{) m4 vlastni ¢isla 1 a cos ¢ & i sin ¢ pro néjaké ¢ € [0, 27). Je-li
¢ = 0, potom A = I3 a tvrzeni ziejmé plati. Déle uvazujme ¢ # 0. Necht' v je néjaky nenulovy
vlastni vektor piislusny 1. Oznaéme W = (v)+. RozloZme p na p; + p2, kde p; = A\v, pa L v.
Ozna¢me g : R? — R3 pifmou shodnost danou piedpisem g(X) = AX + p,. W je samodruznd
mnoZzina g a g|w je rotace o thel ¢ # 0, ¢ili ma pravé jeden samodruzny bod S. f je tedy slozen{
otoceni kolem pifmky S + (v) o tGhel ¢ a posunuti o vektor p; (tj. ve sméru dané pfimky). [
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2 Diferencialni geometrie krivek

Priklad 2.1. Uvazujme v R? jednotkovou kruznici z* + y*> — 1 = 0 bez bodu (—1,0). Tuto
mnoZinu parametrizujme jako c(t) = (cost,sint)” prot € (—m,7) a uvaZujme reparametrizaci
= 2arctan s pro s € (—oo, 00). Novd parametrizace ma tvar

o) = (Troios).  selx)

145271+ 52

Definice 2.2. Bud’ / C R interval (pfipadné neomezeny), spojité zobrazeni ¢ : [ — R" se
nazyva parametrickd kiivka v R™. MnoZina (c) := c(I) C R" se nazyva obraz krivky. Para-
metricka ktivka se nazyva hladkd, jestlize c je tiidy C* a reguldrni, jestliZe c je reguldrni, tedy
c'(t) # (0,0,...,0)" prokazdé t € I.

Poznamka 2.3.

1. Je-li I uzavieny nebo polouzavfeny interval, rozumime hladkym zobrazenim na [ restrikci
na [ hladkého zobrazeni definovaného na néjakém otevieném nadintervalu.

2. Parametrickd kiivka je popsdna n-tici funkci c(t) = (ci(t), -+ ,cq(t))? jedné proménné
definovanych na /.

3. Jeji derivace je linearni zobrazeni (totdlni diferencial), které vyjadiime sloupcovym vek-
torem (matici n X 1) a budeme ho chépat jako (te¢ny) vektor c’(t) € R", ktery zavisi
na parametru. Pro hladkou reguldrni parametrickou kfivku definujeme jeji funkci rychlosti
||c’(t)]], kterd je hladk4 a kladna.

4. Ve vétach a definicich budeme pro jednoduchost pracovat s hladkymi kiivkami (tfidy C*°),
ale vétSina pojmi a vysledku plati i pro nizs{ tfidu hladkosti.

Definice 2.4. Je-li ¢ : I — R" reguldrni parametrickd kiivka a ¢ : I—1 hladky difeomorfismus
intervalu I na I, jec=co¢: I - R" reguldrni parametrickd kiivka se stejnym obrazem jako
c. Difeomorfismus ¢ pak nazyvame zménou parametru a ¢ reparametrizaci c. Je-1i navic ¢ > 0
na I, nazveme ¢ reparametrizaci ¢ zachovdvajici orientaci.

Definice a lemma 2.5. Byti reparametrizaci je relace ekvivalence na mnoZing vSech reguldrnich
parametrizovanych kiivek a kazdou jeji tfidu nazyvame krivka. Kazdého zastupce ptislusné tiidy
ekvivalence nazyvame parametrizact této kiivky. Byti reparametrizaci zachovavajici orientaci je
rovnéz relace ekvivalence na mnoziné vSech reguldrnich parametrizovanych ktivek a kazdou jeji
tfidu nazyvame orientovand krivka.

Diikaz. Difeomorfismus je zobrazeni ¢ : I — I které je bijekce, hladké C™ a ¢/ # 0 viude. Z
toho plyne, Ze ¢! je také difeomorfismus.

* Tranzitivita: slozeni difeomorfismi je difeomorfismus, tedy (¢ = co ¢ a ¢ =¢o )

= ¢&=co(po)
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* Symetrie: inverze defeomorfismu je difeomorfismus, tedy kdyZ¢ = co¢ = c=co ¢!
* Reflexivita: identita je difeomorfismus a tedy ¢ = c o id

* Orientace: sloZeni rostoucich funkci je rostouci a inverze k rostouci funkci je rostouct, tedy

(id' > 0); (¢ > 0) = (¢71) > 0; (¢ > 0& %' >0) = (¢po¢) > 0.
[]

Poznamka 2.6. Pokud nebude nebezpeci omylu, budeme slovem krivka (pfipadné orientovana
kfivka) oznaCovat nejen tfidu ekvivalence, ale i jejiho reprezentanta (reguldrni parametrizovanou
ktivku), se kterym pravé pracujeme, nebo dokonce jeji obraz. V diferencidlni geometrii studu-
jeme prave takové vlastnosti kfivek, které se neméni pfi reparametrizaci.

Poznamka 2.7. V diferencidlni geometrii studujeme vlastnosti kfivek, které se pfi reparame-
trizaci neméni nebo méni odpovidajicim zptisobem (napiiklad méni znaménko pii zméné ori-
entace). Naddle budeme pouZivat zkrdceny zdpis parametrizaci téZe kiivky. Napriklad pokud
mdme parametrickou kfivku c(t) budeme jeji reparametrizaci ¢(s) = c(¢(s)) oznacovat jedno-
duse c(s). Kone¢né kvili zjednoduseni zapisu budeme né€kdy vynechdvat hodnotu parametru a
budeme psat napzﬂdad ¢’ misto ¢’(¢) a podobné. Pokud nefekneme jinak, ¢arka znaci derivaci %

a teCka derivaci I

Lemma 2.8. Pro derivace dvou parametrizaci c(t) a c(s) = c(¢(s)) téZe hladké regularni kiivky
v kazdém odpovidajicim bod¢ plati

0 6 9
(cléf€) = (c[c"[c") [ 0 ¢* 399
0 0 ¢
Dukaz. Piimy vypocet derivace sloZené funkce,
. d d do
= — = —c(t)— = ¢c’.
¢ = —-c(9(s)) = Jelt) = = de
2. p
< /BN el
¢=gc | ds
I R N RO
3.

.c.:.:és"C/_i_é.(b'c//_i_m's_g'b'.cu_i_(g'b)2'q'5_c///:’é’_cl_'_gq's.é.c//_i_(q'b)?)'cm
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2.1 Rovinné krivky

Pokud se netfekne jinak, budeme v této kapitole terminem kfivka oznacovat hladkou regularni
kiivku v R2.

Definice 2.9. V kazdém bodg hladké reguldrni parametrické kiivky c(¢) v R? definujeme jednot-

kovy tecny vektor
/
t
b() = &
e’ (B

déle orientovany jednotkovy normalovy vektor

a znaménkovou kiivost

t) det(c'(t)[c"(2))

K = "
lle’'()][?

Bod, ve kterém je znaménkova kiivost nulova nazyvame inflexni.

Véta 2.10. Pii reparametrizaci kiivky v R? zachovéavajici orientaci se v daném bodé& te¢ny vek-
tor, orientovany normalovy vektor a znaménkova kiivost neméni. Pfi reparametrizaci kterd méni
orientaci se tyto vektory méni na opacné a znaménkova kiivost pouze zméni znaménko.

Dukaz. S vyuzitim lemmatu 2.8

) = 1o = 25— sign(d) S = sign(d)(0).

el ~ el E e @]
Dale plati
P (0 -1 (0 -1\ . o
n.( = (1 3 )= (] ) st = sen(@m. 0
Konecné
¢
det (C/|CN> 12 e c/ C// .
o) = ST | : éc,(lf 2l = sign(d) 5 ) = sign(dn 1)

]

Véta 2.11. Znaménkova kiivost, tecny a normalovy vektor jsou equivariantni vici shodnostem
R?. Pfesné&ji, mé&jme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kfivku c(t) a v jejim
libovolném bodé veli€iny &, t, n.. Pak kiivka ¢(t) = f(c(t)) = Ac(t) + p md v odpovidajicim
bod& znaménkovou kiivost &, = (det A)x., te¢ny vektor t = At a normélovy vektor n, =
(det A)An.,.
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Dukaz. Uvédomme si, Ze det A = +1. Navic plati, Ze

c(t) =Ac(t)+p=¢(t) = Ac'(t) = &"(t) = Ac"(¢).

o
=
*

Tedy
 det(@,8")  det(Ac, Ac”)  det(A)det(c’,c")
ke = =3 = Ac’||3 = /113
1’| | Ac/]] lIc'||

nebot’ pro libovolny vektor ||v|| = VoTv = [|Av|| = /(Av)TAv = VuTATAv =
vulo = |Jvf].

.E: ¢ _ Al :A(C)zAt

. h, = (0 _1) i— (Y _1) At = det(A)A (0 _1> t = det(A)An,.

= (det A)k,,

1 0
[]

Definice 2.12. Pro kazdou ktivku c definujeme v kazdém bod¢ jeji tecnou primku jako mnoZinu

c(t) + (t(t)) a normdlovou pfimku jako mnoZinu c(t) + (n.(t)). Déle v kazdém neinflexnim
bod¢ definujeme jeji orientovany polomér kfivosti jako R(t) = %(t) jeji stred krivosti jako bod
S(t) = c(t) + R(t)n.(t) a kruznici se stfedem S(¢) a polomérem R(t) nazyvame oskulacni

kruznice v bodé c(t).

Véta 2.13. Kiivka ma v kazdém svém bod¢ kontakt nejvyssiho fadu s tecnou piimkou (ze vsech
pfimek) a v kazdém neinflexnim bodé s oskulacni kruZnici (ze vSech kruznic).

Vv

Dukaz. Kontaktem myslime nejvy$$i moznou shodu derivace ve vhodné parametrizaci. Uva-
Zujme tedy dvé kiivky a néjakym zpiisobem sjednocené parametrizace (napiiklad obé obloukem)
C1, Co a zajima nas jejich kontakt v bodé ¢,
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¢ kontakt 0. fadu — Cl(to) = Cog (to
* kontakt 1. fadu — ¢/ (to) = ch(to
* kontakt 2. fadu — ¢/ (to) = c4(to)

Diky linedrni reparametrizaci postaci tuto vlastnost studovat v bodé ¢ = 0 a diky shodnosti

muiZeme navic pfedpoklddat, ze c(0) = (0,0) a ¢/(0) = (c,(0),0), kde ¢,(0) > 0. Mame tedy

xT

t(0) = (1,0) an,(0) = (0,1). V tomto bodé uvazujme Tayloriv rozvoj kiivky
1 1
c(t) = (c;(o)t + 5c;;(o)tQ + o(t?), 5c;j’(o)t2 + o(t2)) .
Dosazenim do obecné rovnice pfimky Az + By + C' = 0, pro A # 0 nebo B # 0 dostdvame:

2 2

Odtud vyvodime, Ze pro kontakt fadu O (jednondsobny prasecik) musi platit C' = 0 a pro
kontakt fadu 1 (dvojnasobny prisecik) musi navic platit A = 0, ¢imZ dostavime By = 0, tedy
osu z a tim te¢nou pfimku a B musi byt nenulové. Kontakt vyssiho fadu neni mozny, nebot’ pro
kontakt fadu 2 by ¢;/(0) = 0 = #.(0) = 0, coZ je spor s predpokladem neinflexniho bodu.

C + Ac.(0)t + Fm:;;(o) + 13@(0)} £+ o(t?) =0

Dosazenim do obecné rovnice kruznice (z — S;)* + (y — S,)? — R? = 0 dostdvdme:

1 1
(S2+5; — R?) — 25,¢,(0)t + [c;(())? — 2Sx§cg(0) — 2Sy§c;’(0) 2 +o(t?) =0
Tedy pro kontakt ¥4du O (jednondsobny priise¢ik) musi platit R* = 52 + Sﬁ a pro kontakt fadu
1 (dvojnasobny prusecik) musi platit S, = 0. Pro kontakt fadu 2 (trojnasobny prasecik) pak
Sy = c;(0)2/c;’(0) = 1/k.(0), nebot’

(0) ¢ (0)

x xT

0 c”(O)‘

K.(0) = ———~ L = (0)/c(0)?

¢imZ7 dostdvame oskulacni kruznici. Kontakt vyssiho fddu neni obecné mozny, nebot’ jsme vy-
Cerpali vSechny volné parametry. MuZe nastal pouze v ptipadé, Ze . (0) = 0, tedy v kritickém
bode¢ kiivosti, naptiklad v jejim maximu. ]

Véta 2.14. Pro hladkou reguldrni parametrickou kiivku ¢ : I — R? plati

t'(2) = [|c"()]r= (t)n.(2).
Diéle plati, Ze existuje hladka funkce 0(¢) : I — R spliiujici t(¢) = (cosf(t),siné(t)) prot € [
a pro znaménkovou kfivost pak plati

o' (t
o) = 20
e’ ()]

Pokud je tedy kifivka parametrizovana konstantni jednotkovou rychlosti
znaménkova kiivost rychlosti zmény sméru kiivky.

tel

c/(t)]| = 1, pak je tedy
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Diikaz. Uvédomme si, Ze ||c’|| = v/¢ - ¢. Derivovdnim a dpravami dostaneme
(i ) VIO e — (¢ )
[le'l] '
Skaldrnim soucinem predchozi rovnice ziskdme ¢’ - t' = 0 a proto je t’' ndsobkem n. (), tedy
t' = Kn,(t). Z rovnosti
det(t,t") = det(t, Kn,(t)) = K det(t,n.(t)) = K
—_——

=1

& eI

a

/ 20" _ (o . e / 1|2 / RPN/ AN
det(t, ') = det | — ,”C“ € ,<§ N _ et c ,Hc “fj —det | — ,(C Cgc =
el 'l el e’ et e’

. J/
~\~
0

1 det(c’, ")

d t /’ " . — 9 . /
et(c’ ) |c'[|? e[ <]l
~——— =

KRz

@)

dostaneme, ze K = rk,.
Funkce 6 je spojitou verzi argumentu funkce t(¢) a jeji existence a diferencovatelnost je zndmad z
komplexni analyzy. t'(t) = 0(t)’ (—siné(t), cos 0(t)) z predchozi ¢asti mame 0’ (t) = r(t)r.(t).

i

n.(t)

]

Véta 2.15. Na otevieném intervalu / budiz zadany dvé hladké redlné funkce k(t), r(t), pfi¢emz
r(t) > 0 prot € I. Pak existuje aZ na pifimou podobnost pravé jedna hladkd parametrickd
rovinna kiivka c(t), t € I, pro kterou plati

'@l =r(t),  ra(t) = f(1).
Diikaz. Zafixujme t, € I libovolné a definujeme funkci 6(t) aby platilo
e 0'(t) = || (V|| - k.(t) = 7(t) - f(t), tedy 6 nalezneme jako primitivni funkei k r(t) - f(¢),
kterd jisté existuje, protoze r(t) - f(t) je hladkd,
* O(to) = by, kde 0y je libovolna konstanta.
Nyni poloZime
t(t) = (cosO(t),sinb(t)).
Ziejmé ||t(¢)|| = 1 a mizeme tedy kone¢né definovat
c(t)=||c@)]-t(t) = r(t) - (cosb(t),sinb(t)).

c(t) nalezneme jako primitivni funkci k c’(¢), coZ lze, protoze c'(t) je hladkd funkce. Zvolime

X,Y € Rlibovolnd a necht’ c,(ty) = X ac,(tp) =Y.
V priibéhu konstrukce funkce c(t) jsem volili polohu bodu c(ty) = [X, Y] a smér tecného
vektoru t(ty) = (cos by, sinby), ¢imz jsme ur€ili kiivku jednozna¢né az na pfimou podobnost.
O
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2.2 Prostorové krivky

Pokud se netfekne jinak, budeme v této kapitole terminem kfivka oznacovat hladkou regularni
kiivku v R3.

Definice 2.16. V kazdém bodé& hladké regularni parametrické kiivky c(¢) v R? definujeme jed-
notkovy tecny vektor t(t) a krivost r(t)

o) — <0 e < el

“Teen O T emP

Bod, ve kterém je kfivost nulova se nazyva inflexni bod. V kazdém neinflexnim bodé dale defi-
nujeme jednotkovy binormdlovy vektor b(t), jednotkovy normdlovy vektor n(t) a torzi (t)

c'(t) x c"(1) _ det(c'(t)|c"(t)|c"(2))

PO e e MO TPOH0 0= e e

Z definice plyne, Ze trojice vektort {t(¢),n(t),b(¢)} tvoii v kazdém neinflexnim bodé kladné
orientovanou ortonormalni bazi R?, které se nazyvé Frenetiiv repér.

Véta 2.17. Pfi reparametrizaci kfivky v R? zachovdvajici orientaci se v daném bodé kiivost, torze
a Frenetdv repér neméni. Pfi reparametrizaci kterd méni orientaci se kfivost, torze a normalovy
vektor rovné€Z neméni, zatimco te¢ny a binormdalovy vektor se méni na vektory opacné.

Dukaz. VyuZijeme lemmatu 2.8 a oznac¢ime

o 6 ¢
M=1[0 ¢* 3¢9
0 0 ¢

Dile spocitdme
Ex €= () x (o' +¢°c") = (- ¢) x (6¢) + (¢ ¢) x (§*C") = 0+ §*(c/ x ).

Nyni uz mame vse potfebné k dikazu véty, a pocitame

ts) = i = | éf‘ic,u — sign(d) - (1),
b(6) = (el \q;ff.( o x e = 9800
n(s) = b(s) x t(s) — sign(@)b(t) x sign(d)(t) = b(#) x ¢(t) = n(®)
ot = U = %3”,“"@';"” e
-
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Véta 2.18. Kfivost, te¢ny a normélovy vektor jsou equivariantni vii¢i shodnostem R3. Pfesnéji,
méjme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kfivku c(¢) a v jejim libovolném
bodé veliiny k, t a v neinflexnim bodé€ navic 7, n, b. Pak kfivka ¢(¢) = f(c(t)) = Ac(t) + p
md v odpovidajicim bodé kiivost & = k a te¢ny vektor t = At. V neinflexnich bodech m4 navic
torzi 7 = (det A)7, normalovy vektor i = An a binormalovy vektor b = (det A)Ab.

Dikaz. DokaZme nejprve, Ze pro ortonormalni matici A a libovolné vektory x,y € R? plati
Ax x Ay = det(A)A(x X y). Skute¢né, Vz € R? dostdvame

z - (Ax x Ay) = det(z, Ax, Ay) = det(A) det(A'z,x,y) = det(A4)(ATz) - (x x y) =

det(A)(z- A(x xy) =z - (det(A)A(x x y)).

Nyni uZ snadno ovéfime dokazované vztahy. Plati totiz, Ze
c(t)=Ac(t)+p=¢(t) = Ac'(t) = &"(t) = Ac"(t) = ¢"'(t) = A" (¢).

Pfimym vypoctem dostdvame

P ¢ Ac
@l e
- ¢ x ¢ det(A)A(c" x ")
S I R = B

i =b x t=det(A)(Ab x At) = A(b x t) = An,

- e e [det(A)] - [lA(" x )| _ [l x "] _
ST [Ac][? P
a koneCné det(él‘é/l‘é/l!) det(A) . det(c’]c”]c’”)
F= = = det(A) - .

Hé/ % é//HQ - HC/ % C//H2
]

Definice 2.19. Pro hladkou reguldrni kiivku c(t) v R? definujeme v kazdém bodé& tecnou p¥imku
jako mnozinu c(t) + (t(¢)) a déle v kazdém neinflexnim bodé definujeme

* oskulac¢ni rovinu jako mnoZzinu c(t) + (t(¢), n(t)),
* rektifikacni rovinu jako mnoZinu c(t) + (t(¢), b(t)),
* normdlovou rovinu jako mnoZinu c(t) + (n(t), b(¢)).

Definice a lemma 2.20. O hladké parametrizované kiivce c(t) fekneme, Ze je parametrizovand
obloukem nebo jednotkovou rychlosti, jestlize pro vSechna ¢t € [ plati ||c/(¢)|| = 1. KaZzdou hlad-
kou reguldrni kfivku lze parametrizovat obloukem. Je-li c(¢) néjakd parametrizace obloukem,
pak vSechny ostatni parametrizace této kiivky obloukem ziskdme reparametrizaci ¢t = ¢(s),
¢(s) = £s + sg, kde sq je libovolnd konstanta.
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Diikaz. Méjme libovolnou hladkou reguldrni kiivku c(t). Pak plati, Ze ||c’(t)|| > 0, cozZ je jisté
hladka funkce, a tudiZ muzeme definovat

wlt) = [ Il

Pak tedy plati vztah ¢(t)’ = ||c/()||. ¢ je prostd, tudiZ definujeme ¢ = 1L
Definujeme nyni c(s) = c(¢(s)), z ¢ehoZ plyne

- 1 c
c=¢-c=—.c = = t.
v [Ie']]
Z toho ovSem plyne, Ze ||¢|| = 1, tedy jsme nalezli parametrizaci obloukem.

Predpokladejme nyni, Ze mame kfivku c(t) parametrizovanou obloukem a jeji obloukovou repa-
rametrizaci c(s) = c(¢(s)). Pak

L=llell=I¢ll - ¢l =1 -4,

tedy nutné |¢p| = 1 = ¢ = £1 = ¢ = 5 + s,.
Naopak, méli bychom kifivku c(¢) parametrizovanou obloukem, pak takovou reparametrizaci
¢(s) = £s + so opét dostaneme parametrizaci obloukem z vypoctu vyse. O

Lemma 2.21. Pro kiivku hladkou c(t) v R? parametrizovanou obloukem v kazdém bodé& plati
t(t) = c/(t) a v kazdém neinflexnim bodé€ navic plati n(t) = % a k(t) = [|c"(t)|| =
[[€'(t) x " (#)]].

Diikaz. Méjme c(t) parametrizovanou obloukem. Ziejmé plati t(¢) = ¢/(t).
Ze vztahu ||c'(t)|| = 1 odvodime

/ / . d
c(t)-c(t)=1 pr
2c'(t) - c"(t) =0,

tedy c’(t) L c”(t), ¢ehoz plyne, Ze ||c’ x || = ||c|| - ||<"|| = ||c
Nyni snadno spocitdme, Ze v neinflexnich bodech

//H

||c" x "] p

= el = [|c"]]
a uzitim Lematka mame
¢ xc’ c 1 -1
=bxt= X = . "xcYxc)= — . (c x(c'xc")) =
" forx el Tl ~ flerg (1€ >0 ) = g (€ ()
_1 C//
/

((C/ 'C//)C/_ (C _C/)C//) —

[le”]] le”II
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Véta 2.22 (Frenetovy vzorce). Je-li c(t) hladkd kiivka v R® parametrizovana obloukem, pak v
kazdém neinflexnim bodé plati

t' = kn, n' = —xkt + 7b, b’ = —7n,
coz lze vyjadrit maticové jako
0 —k O
(t'In'[b") = (tn[b) [k 0 —7
0 7 O

nebo s vyuZitim takzvaného Darbouxova vektoru d = 7t + kb jako

t' =dxt, n =d xn, b'=d x b.

Diikaz. Uvazme tii vektory (v (t), vo(t), vs(t)), které zdvisi na parametru a pro jeho libovolnou
hodnotu ¢ € I tvoif ON bazi R3. Libovolny vektor v € R? lze (pro pevné t) vyjadiit jako

v=(v-vy)vy+ (v va)vy+ (V- Vv3)vs.

Tedy specidlné pro kazdé pevné ¢ plati

v = (vi-vi)vi + (Vi -va)va + (Vi - v3)vs, proi =1,2,3
Ziejmé lze psat

(V/la V/2a Vé) = (Vla Vo, V3)Ma
kde M je matice 3 x 3 s polozkami m;; = v, - v;.

ProtoZze plati v; - v; = 9,5, derivovanim podle ¢ dostdvdme rovnost v, - v, + V;- -v; = 0, ¢ili
vi-v; = —v}-v;atedy M musi byt antisymetrickd

0 -A -B
M={A 0 -C
B C 0

V nasem piipadé, kdy N(vy, ve,v3) = (t,n,b) a t odpovida parametrizaci obloukem plati
podle Lemma 2.21

e~

a tedy dostdvime A = k, B = 0. Snadno nahlédneme, Zze C' = n’ - b, a tedy pocitime

. b C” / C/ % C// c// ! C’ % C” HC/H o H/C” C/ % C”
n - e . f— _— . .
e”[l) [le" x e”||

K K K2 K

. [C/// . (C/ % Cl/)]

B det(C///|c/|C//) B det(c/|C//|C///) B
K2

- K2 - HC/ % c//||2
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Tudiz

0 —k O
M=1|x 0 -7
0 7 0

Dale pifimym vypoctem za uZziti vyse dokdzanych vztah mezi vektory Frenetova repéru a je-
jich derivacemi mame

dxt=(tt+rb)xt=rxbxt=xrn=t

dxn=(tt+xb)xn=7b—xt=n'
dxb=(rt+rb)xb=—-n=>»"
[

Poznamka 2.23. Vidime tedy, Ze v parametrizaci obloukem (kdy se poloha bodu méni jednotko-
vou rychlosti) kfivost vyjadiuje rychlost okamzité zmény te¢ného vektoru (a tim i te¢né pfimky)
a torze rychlost okamzité zmény binormélového vektoru (a tim i oskulaéni roviny). Rovnéz mi-
Zeme okamzitou zménu celého Frenetova repéru chépat jako rotaci kolem Darbouxova vektoru,
jejiz rychlost je dana jeho délkou, tedy v/x2 + 72, které se nékdy fika celkova kiivost.

Véta 2.24. Necht' f(t) > 0, g(¢) jsou hladké funkce definované na otevieném intervalu /. Pak
existuje az na ptimou eukleidovskou shodnost pravé jedna hladk4 kiivka c(t) v R? parametrizo-
vana obloukem na intervalu [ tak, Ze

Tyto rovnice se nékdy nazyvaji prirozené rovnice krivky.

Véta 2.25. Pro reguldrni hladkou parametrizovanou kfivku c : I — R3 bez inflexnich bod plati,
zZe lezi v néjaké roviné pravé tehdy, kdyz 7(¢) = 0 pro kazdé ¢ € I.

Dukaz.

* (=) Lezi-li ¢ = (¢, ¢y, ;) v n&jaké roving, existuji p, ¢, r, s € R takovd, Ze (p,q,r) #
(0,0,0) aprovSechnat € I je pc,(t)+qc,(t)+rc.(t) = s, tedy c-(p, ¢, ) = s. Postupnym
derivovanim podle ¢ dostaneme

C/ : (p7QJT) = 07
c”- (p7Q7r) = 07
<" (p,q,r)=0.

Vektory ¢/, ¢”, ¢ viechny lezi v prostoru ((p, ¢, 7)) dimenze dva, takZe jsou linedrné
zavislé. Z toho plyne rovnost det(c’|c”|c”') =0 atedyiT = 0.
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+ ( <= ) BUNO uvazujme c parametrizovanou obloukem. Je-li 7(¢) = 0 pro vSechna t € I,
potom b’ = —7n = o, tedy b je konstatni. Zvolme t, € I libovolné a definujme

h(t) = (c(t) — c(ty)) - b(t), t € 1.

Plati h(tp) =0ah’'=c¢' -b = rn-b =0, takZe h = 0, neboli c - b = c(ty) - b. Kfivka
tedy leZ{ v roviné c(ty) + (b)*. O

Véta 2.26. Pro reguldrni hladkou parametrizovanou kiivku ¢ : I — R? vnofenou do R? zobra-
zenim (z,y) — (z,y,0) plati & = |k,| a v neinflexnich bodech n = sign(x. )n..

Diikaz. Necht ¢ = (¢, ¢y) = (¢4, ¢y, 0). Snadno spocteme
Cl C//
det (Cj’“" Cj‘,)
Y Y
Weerai
(¢ ¢, 0) < (¢, ¢, 0)|

/ /

C C

0,0,det { 5 %

LR TR LI TR Cx Cy

K= = = |k,|.

(JET G+ T+ )

Dile v neinflexnich bodech ozna¢me t = (¢, t,,0). Dostdvdme

Ry =

n, = (—t,,t;,0),
c xc
b=———-=(0,0,sign(k.)),

le" > e

n =b x t =sign(k,)(—t,,t,,0) = sign(k,)n,.

2.3 Kfrivkovy integral

Definice 2.27. M¢&jme hladkou parametrickou kiivku c(t), t € (a, ) v R"™ a redlnou funkci f
definovanou na (c). Pak definujeme Krivkovy integrdl 1. druhu

/fds—/f DIIe/ (1)1,

pokud integral napravo existuje jako Lebesquetiv integral.

Véta 2.28. Kfivkovy integral prvniho druhu nezavisi na (re)parametrizaci.

Diikaz. At c(t),t € («, () je hladkd parametrickd kiivka v R", c(s) = c(é(s)),s € (&, 5) je
jeji reparametrizace a f je redlna funkce definovand na (c).
Rozlis§ime dva piipady a pocCitdme:
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1. ¢/ >0:
B B

/f DIl ()]t
B .
Fle)lie)lids = [ fel@)Ids)e@(s)]lds

/f DIle (8,

2. ¢/ <0

B .
=— | [le(o(s)Ic(@(s)|o(s)ds =

[0}

gbds

kde v posledni rovnosti se minus vykrati s prohozenim mezi.
[]

Definice 2.29. Délku kiivky definujeme jako integrdl prvniho druhu z konstantni jednotkové
funkce
l(c) = / 1ds.

Definice 2.30. Parametrizovana kfivka ¢ : [, 8] — R? se nazyvd uzaviend, jestlize c(a) =
c(pB). Tuto kiivku navic nazveme jednoduchou, je-li ¢ prosté na [«, [3). Jednoduchd uzaviena
rovinnd kfivka se rovnéz nazyva Jordanova.

Véta 2.31 (Umlaufsatz). Je-li c(¢), t € [«, 5] hladkd uzaviend kiivka, pro kterou navic t(a) =
t(5), pak existuje k € Z (nazyvané index kfivky) takové, Ze

/mz ds = 2km.

Je-1i navic c jednoducha a kladné orientovana (proti sméru hodinovych rucicek), pak k = 1.

Diikaz. (Céste¢ny.) Podle véty 2.14 existuje hladkd funkce 6 : [a, 5] — R splitujici

t(t) = (cos@(t),sinb(t)),
0'(t) = r()[I' @I, t € [or, B].

Zt(a) = t(B) plyne 0(3) = 6(«) + 2k pro né&jaké k € Z. Tedy dostdvame

[ras= [ wwlewian= [ o= o) = 2n
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Definice 2.32. Méjme hladkou parametrickou kiivku c(t), ¢t € (a, f) v R™ a zobrazeni (vekto-
rové pole) F : (c) — R". Pak definujeme KFivkovy integrdl 2. druhu

/chX - /j Fle(t)) - ¢/(1)dt,

pokud integral napravo existuje jako Lebesquetiv integral.

Véta 2.33 (Greenova véta). Necht' c je jednoducha, hladkd, uzaviend, kladn€ orientovand (proti
sméru hodinovych rucicek) kiivka v R?. Necht' F(z,y) = (Fi(z,y), F2(z,y)) je hladké vekto-
rové pole definované na néjakém okoli (2. Pak

B OF, OR
frox= [ (5 =5y oo

Dukaz. (Néaznak.) V&tu dokdZeme pro specidlni pifpad kiivky c : [a, 8] — R? ze znéni véty.
Predpoklddejme, Ze c lze ,;rozdélit” na dvé hladké kiivky ci(x) = (z, g1(x)), ca = (z, g2(2)),
x € |21, 29|, kde g1, g2 : [21, T3] — R jsou zobrazeni spliiujici:

* 9i(71) = ga(m1), G1(w1) = ga(z2) (tedy c(a) = c(B) = ci(z1) = caofz1) ac(y) =
ci(72) = ca(x2) pro néjaké v € (o, B)),

* gi(z) < gao(x), & € (11, 5) (tedy ¢4 je ,.dolni &dst“ ¢ a ¢y ,horni“, oviem ¢, je opatné
orientovand nez skutecnd prislusna cast c).

Symetricky budeme chtit, aby kfivka mohla byt rozdélena na ,levou ¢ast“ c3(y) = (g3(y), y)
a ,pravou ¢ast ¢y = (94(v),y), v € [y1,y2] s analogickymi vlastnostmi.
Pro hladké vektorové pole F = ([}, F;) miZeme psit:

/CFdX = /CFl(:r,y)dx + Fy(z, y)dy
- (/ Fi(w, gi(x))dz - / Fl(x,gg(x))dx) +

1

+(1ﬁ%mmww@+/”5@wmm@

Y1 Y1
Y2

=/ﬁﬂ@w@»%MwﬂWM+/<4wwww+a@@wmy

z1 Y1
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Pocitejme nyni (s vyuZitim Fubiniho véty):

fo e [ 1

_ / (Fi(z, 91(2)) — Fi(w, go(2)))da

z1
Analogicky ukdZzeme, Ze

O \wdy = /yQ(_FQ(gg(y), y) + F2(94(y), y))dy

Intc 85(? Y1
Secteni téchto dvou rovnosti ddva Greenovu vétu pro c. ]

Lemma 2.34. Bud’ c(t) = (c,(),y,(t))7, t € [, 8] kladn& orientovand, hladkd, jednoduchd,
uzaviend kiivka. Pak plosny obsah oblasti Int c je roven

B B 1 [P
A= / cx(t)c, (t)dt = —/ ey () (t)dt = 5/ (caCy — ey )dt.

Diikaz. At c(t),t € [, (] je kiivka ve znén{ véty. Dédle méjme vektorové pole F(z,y) = (0, z).
Pak z véty 2.33 dostdvame, Ze

/FdX = ldzdy = A.
c Intc
Také ovSem z definice miZzeme psat

B B
/ FdX — / (0, 2(t)) - (E.(0), &, ()t = / (1) (D),

¢imZ dostdvdme jednu z dokazovanych rovnosti. Zbylé rovnosti dostaneme analogicky volbou

F(i[), y) = (_y> 0)7 respektive F($, y) = (_%ya %IE) [
Lemma 2.35 (Wirtinger). Necht' f(t) : [0,7] — R je hladkd funkce, pro kterou plati f(0) =
f(m) = 0. Pak

/ f/2 dt > / f2
a rovnost nastane pravé tehdy, kdyz f(¢) = Dsin(t), kde D je konstanta.

Diikaz. OznaCme g(t) = Slg, t € (0,7), a (s vyuzitim L’Hospitalova pravidla) spojité dodefi-
nujme

9(0)—)3&9(0 f(0),
g(m) = lim g(t) = f.(m).
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Plati tedy f(t) = g(t)sint, t € [0, 7] a miZzeme pocitat:
/ "t = / (¢/(t) sin(t) + g(t) cos(t))*dt
0 0
:/ g?(t) sinQ(t)dt+/ 2g(t)g'(t) sin(t) cos(t)dt+/ g*(t) cos®(t)dt
" " (g%(1))’ "

= /Oﬂ(g'(t) cos(t))2dt + [¢(t) sin(t) cos(t)]5 — /07r g*(t)(cos?(t) — sin?(t))dt

(-

g

+ /07r g (t) cos®(t)dt
:/Oﬂ(g’(t) Cos(t))zdt+/07r(g(t) sint)thz/OﬂfQ(t)dt.

f(®)

Rovnost zfejmé nastava pravé pro ¢’ nulovou, tedy f(t) = D sin(t) pro néjaké pevné D € R.
O

Véta 2.36 (Isoperimetrickd nerovnost). Bud’ c : [a, b] — R? hladkd jednoducha uzaviend kiivka
délky [ a bud’ A plosny obsah Int c. Pak

l2
— > A
Agr — 7

pritom rovnost nastane, pravé kdyZ c je kruZnice.

Diikaz. Méjme kfivku ve znéni véty a at’ c(s) je jeji parametrizace obloukem. Pak s € [0, ]

a||¢|| = 1. Déle uZijeme reparametrizace t = ¢(s) = 7*, z ¢ehoZ plane, Ze t € [0, 7] a tudiz

pro rychlost plati ||/ (t)|| = [|(¢~!)" - €|| = L. Navic celou parametrizovanou kfivku zobrazime
pffmou shodnosti tak, aby platilo c(0) = c(7) = [0,0] a ¢/(0) = (c,,0), kde ¢, > 0.
Nyni kfivku vyjadiime v ,,polarnich souradnicich*:

c(t) = (cu(t), cy(t)) = r(t)(cos O(t),sinb(t)),

kde r, 6 jsou hladké a r je kladnd vyjma koncovych bodt, ve kterych mame r(0) = r(mw) = 0.
Plati

l 2
<_> =[P =¢f + Cly2 = (1’ cos @ — rf sin 0)? + (r'sin @ + r6 cos )* = r"* + r?0”?,
T
z ¢ehoZ plyne

l2

- .

/ (7,/2 —|—7”2¢9,2>dt —
0

Z lemmatu 2.34 spocitdme ploSny obsah oblasti Int c jako

A= %/ (cocy — cyc,)dt = %/ (rcosO(r' sinf + 16’ cos ) — rsinO(r' cos 6 — r6' sin 6))d¢
0 0

26



—1/ r29'dt.
2 Jo

[2 1 [ 1 [ 1 [
CoA=g [ e ooy =g [ -t g [0 -
- 4/0(7’—1—7“ =g [ -1 g [t )

Mizeme tedy pocitat:

Prava strana je ov§em nezdpornd, nebot’ v prvnim integrlu je mocnina a v druhém aplikujeme
Lemma 2.35. Celkem tedy

l2

— > A.

AT —

Zaroven z obou integrali vidime, kdy nastane rovnost; v prvnim prave tehdy, kdyz 0 = t,
a v druhém kdyz r = Dsin(t).

[0, 0]

V tom pripadé€ po pfechodu zpitky ke ,kartézskym souradnicim* a drobnych upravach do-
stdvame

c(t) = (0, %) + g(sin(%), —cos(2t)), t € [0,7],

takze jde o kruZnici. O

3 Afinni prostory a zobrazeni

Definice 3.1. M¢jme vektorovy prostor V' dimenze n nad té€lesem 7'. Neprazdnou mnoZinu A
spolu se zobrazenim @ : A x V' — A nazveme afinnim prostorem se zamérenim V jestliZe

I.VuuveVVXeA: (Xpu)dv=Xd(utv)

2. VX, Y € A, dlveV:X@v =Y, tento vektor znacime v =Y & X.

Prvky A nazyvdme body afinniho prostoru. Dimenzi afinniho prostoru definujeme jako dimenzi
jeho zaméreni. Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme misto & psdt obycejné + a misto ©
psdt —.
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Véta 3.2. M¢jme afinni prostor A se zamérenim V/, pak pro libovolné prvky A, B, C,D € A;
u, v € V plati

. Ado=A

2. (BeA)=—(ASB)

3. (AcB)+(BoC)=AcC

4. (Adu)— (Bov)=(ASB)+ (u—v)

5. (AcB)+(CeD)=(AeD)+ (CeB)
Diikaz.

1. Z druhého axiomu afinniho prostoru vime:

dveV:Aeov= A /®o
(Adv)®o= Ado

VW

Levou stranu upravime pomoci prvniho axiomu, vlastnosti pri¢itani nulového vektoru ve
vektorovém prostoru a pocate¢niho predpokladu.

(Adv)do=Ad(vdo)=Adv=A
Cim? ziskdvame pozadované tvrzeni.

2. Oznamev=B o Aaw = A ©B.

Jsou to ty jednoznacné urcené vektory, ze
Aov=B Bow=A.
K prvni rovnosti pficteme @&w a dale upravime.

(Apv)ow =A
Ad(v+w) =A

Jelikoz existuje pravé jeden takovy vektor pro kazdé A a o posledni rovnost spliiuje, plati
v+ w=o,tedy w = —vV.
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3. Necht v=BoCaw=A9B.

[ ]

Ukédzeme, Ze nésledujici vyraz je roven A.

Co(v+w)=(Coev)ew=Baow=A

Podobné bychom dokézali i zbylé formule.

Dusledek 3.3.

* Pro kazdé X € A je zobrazeni ¢, : V — A definované jako ¢,(v) = A + v bijekci
mnozin V a A.

* Pro kazdé v € V je zobrazeni f, : A — A definované jako f,(A) = A + v bijekci
mnoziny A. Navic zobrazeni v — f, je vnofenim aditivni grupy (V, +) do grupy bijekci
(permutaci) (A, o).

Definice 3.4. Soustavou souradnic (nebo také repérem) v afinnim prostoru A dimenze n ro-
zumime (n + 1)-tici S = (P,uj,uy,...,u,), kde P € A je bod nazyvany pocitek a B =
(ug,us, ..., u,) je biaze V. Pro libovolny bod X € A definujeme jeho soufadnice v soustavé S
vztahem

X]s = [X = P]p.

Jednd se tedy o jednoznalné uréenou n-tici skaldra (1, ..., t,)7 tak, Ze
X:P—l—tlul—l—tgug—l—...—i—tnun.

Pro jednoduchost se i pro vektory dovoluje zdpis [v]s := [v]5.

Véta 3.5. Méjme v afinnim prostoru A dvé soustavy soufadnic S = (P, uj,uy,...,u,)a s =
—_——
B
(P’,;u},uy, ..., u)). Pak pro libovolny bod X € A plati
—_——
B/

X]s = [Id] 55 [X]s + [P]s.
Zérovei pro kazdy vektor v € V trividlng plati [v]s = [Id]5,[v]s.

Diikaz. Pro vektory dovolujeme zépis [v]s := [v]p pro soustavu S a B bdzi V, tedy také

[V]s := [v]’s. Ze znalosti pfechodu mezi bazemi ve vektorovych prostorech pak dostivame
Vs = [1d]5 [V]s.
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Prvni ¢4ast tvrzeni spocteme prechodem do vektorového prostoru s
vyuzitim definice, prevodem mezi bazemi zde a pak navratem k druhé
soustavé soufadnic.

X]s = X=Plp =[X-P)+ ([P -P)|p =
= [(X=P)p+ [P -P)p =
[Pl
= [Id]} [X - Pz +[P]s
X]s

[
Definice a lemma 3.6. Pro libovolné body By, . .. By v afinnim prostoru A a koeficienty ¢y, ...c; €

k
T spliujici ¢y + ¢co + - - - 4+ ¢ = 1 definujeme afinni kombinaci Z ¢;B; jako bod

i=1

k

P+> «(B-P), )

i=1
kde P je libovolny bod a vyraz (1) na jeho volbé nezaleZi.

Dukaz. Méjme dva libovolné body P a P’. Ukdzeme, Ze se vyraz (1) pro P’ rovnd tomu pro P.
Pric¢teme vyraz rovny dle bodu 2. Véty 3.2 nulovému vektoru
a upravime. B,

B,
+(P—P)+ (P —P)- B, \ /
/

> (B —P)+ (P -P)+ (P -P)

k
P'+) (B - P)

=1

© 9

=P +

P

Podle druhého axiomu jsme mohli vektory v hranaté zdvorce nejprve secist, azZ pak je pricist
k bodu P’. Ddle z komutativity s¢itani ve vektorovém prostoru mame:

k

i=1

= IP’ + (P — P’)l+ =

P

Prvni ¢len je roven P z definice. Vektor (P’ — P) vyndsobime ¢;, jejichZ soucet je 1, a poséitame.
Poté sumy slouc¢ime, vytknutim ¢; a pouzitim bodu 3. z Véty 3.2 ziskdme vysledek.

k k

=P+ ¢(Bi-P)+ > (P —P)=

i=1 i=1
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]

Dusledek 3.7. Jestlize mame jakoukoliv soustavu soufadnic S, pak v ni vyjadiime afinni kom-
k k
binaci X = Z ¢;B; snadno jako [X]g = Z ¢i[Bis-
i=1 i=1

Diikaz. Necht' S = (P, vy, vy, ..., V,) je soustava soufadnic s po¢itkem soufadnic P. Z minulé
—_——

B
definice pro X plati (zvolili jsme P jako pocatek souradnic)

k
X=P+> «B;-P).

i=1
Vyjadiime X v soustavé S.

k k

=Y (B -P), =) «[Bis

B i=1 =1

X]s = [X —Plg = [Z ¢(B; — P)

Pouzili jsme definici soustavy soufadnic pro vyjadieni v B, zavedeni X, linearitu pfechodu mezi
bazemi vektorového prostoru a opét definici pro vyjadreni vysledku v soustavé souradnic S. [

Definice 3.8. O libovolnych bodech By, ... By v afinnim prostoru A fekneme, Ze jsou v obecné
poloze praveé tehdy, kdyz vektory (By — By), (B; — By), ..., (Bx — By) jsou linedrné nezavislé.

Definice a lemma 3.9. V afinnim prostoru A dimenze n méjme (n + 1) bodd By,... B, 1 v
obecné poloze. Pak 1ze kazdy bod X € A vyjadfit praveé jednim zpisobem jako afinni kombinaci

téchto bodua
n+1 n+1

X=> ¢B;, kde ) =1
=1 i=1

Posloupnost bodt Z = (By, ... B, 1) nazyvame barycentrickd soustava souradnic a (n+1)-tici
skalard (cq, ..., cn+1)T nazyvame barycentrické souradnice bodu X.

Diikaz. Méjme X € A. Oznaime si B = {(By — By), (B; — B4),...,(Bus1 — B1)}.
Diky predpokladu obecné polohy je to linedrné nezavisld posloupnost

n vektord v prostoru dimenze n, tedy baze. B B;
Vektor X — B; € V vyjddiime jednozna¢né v bazi B (tedy [X — By]p)

pomoci koeficientli co, . . . ¢, 1. Navic jelikoZ B; — B; = o, miiZeme sumu

sCitat od ¢+ = 1 a za ¢; zvolit libovolné ¢islo, aby rovnost platila. R2
n+1 n+1 n=2
=2 i=1 1
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Vezmeme
Clzl—CQ—...—Cn_H.

Pak je soucet ¢; + co2 + ... + 1 = 1, jak jsme chtéli, a X odpovidd vyrazu (1) z definice 3.6
k

pro volbu P = B, Ziskali jsme X = » " ¢;B;.
i=1
Nyni ukdZeme jednoznacnost. Mdme tuto afinni kombinaci, zvolime P = B; ve vyrazu (1).
n+1

Pak plati X — B; = Z ¢;(B; — By). Prvni vektor sumy je nulovy, koeficienty ¢; u ostatnich
i=1
jsou jednoznacné urCeny, nebot’ ty vektory tvofi bazi, a c; je jejich doplnék do jednicky. ]

Dusledek 3.10. Jestlize Z = (By, ... B, 1) je barycentrickd soustava soufadnic a (cy, . . ., ¢py1)T
odpovidajici barycentrické soufadnice bodu X, pak

S = (Bb (BQ - B1)7 (Bg - Bl), ey (Bk - Bl))
je afinni soustava soufadnic a [X]s = (co, ..., Cnp1) 7.

Poznamka 3.11. Jsou-li vSechny slozky barycentrickych soufadnic bodu X nezaporné ¢; > 0 (a
v disledku i ¢; < 1), pak tuto kombinaci nazyvame konvexni a charakterizuje to, zda-li bod X
leZi v konvexnim obalu bodu B;.

Definice 3.12. Necht' A je afinni prostor nad té€lesem 7" se zaméfenim V. Afinn{ prostor B nad
télesem 1" se zaméfenim W nazveme afinni podprostor prostoru A, pokud B C A, W < V a
s¢itani bodu a vektoru v B je ziZenim s¢itani bodu a vektoru v A.

Véta 3.13. Necht' A je afinni prostor nad t€lesem 7" se zaméfenim V', X € A libovolny bod a
W < V libovolny vektorovy podprostor. Pak mnoZina

X+ W

je podprostor A a kazdy vektorovy podprostor lze vyjadfit timto zpisobem, ktery nazyvame
parametrické vyjddrent.

Dukaz. Nejdiive dokdZzeme, Ze je to afinni podprostor A. Je jasné, Ze se jednd o podmnoZinu A
a zaméfeni W je podprostor V.

Nahlédneme, Ze mnoZina B = X + IV je afinnim prostorem,
ovéfenim dvou axiomd. Vlastnost s¢itani z prvniho axiomu se
zdédi z celého prostoru. Ve druhém chceme dokazat

VY, ZcB3IwecW:Y+w=27. B

Existuje nejvyse jeden takovy vektor w, protoZe v celém V', odkud jsou1 Y a Z, je prave jeden.
UkaZeme, Ze tento vektor je i ve V. Z popisu mnoZiny B médme pro wi, wo € W

Y:X+W1
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Z:X+W2

Chceme (X + wy) + w = X + wy, coz splnime, kdyZ zvolime w := wy — wy. Pak w € W,
protoZe W je vektorovy podprostor. Tedy popisovand mnoZina je afinni podprostor.

Nyni zbyva ukazat, Ze kazdy afinni podprostor B lze vyjadfit timto zpGsobem. Staci vzit
libovolny bod X € B, pak B = X 4 W, protoZe plati axiom, Ze do kazdého bodu z B se
dostaneme prictenim vektoru ze zaméreni. ]

Definice 3.14. Necht' Z je neprdzdnd mnozina bodi afinniho prostoru A. Afinnim obalem mno-
Ziny Z rozumime mnoZinu AO(Z) vSech afinnich kombinaci bodi z Z.

Véta 3.15. Pro kazdou kone¢nou neprazdnou mnozinu bodi je AO(Z) afinnim podprostorem.
Kazdy afinni podprostor dimenze k lze vyjadfit jako afinni obal (k + 1) boda. Toto vyjadieni
nazyvame bodové vyjddrent.

Diikaz. Oznatme Z = (By,...,B;). Pak body 3_\_, ¢;B;, kde >'_ ¢; = 1, tvoii mnozinu B
vSech téchto afinnich kombinaci, tedy AO(Z). Kazdou takovou afinni kombinaci miZeme zapsat

l
B + CZ‘Bz‘—B,

ew

kde linearni kombinace reprezentovand sumou miiZe byt libovolnd, ¢; uZ nemusi mit soucet 1,
aW = LO{(By—By),..., (B, —B))}. Tedy LO(Z) lze vyjadtit jako X + W a dle Véty 3.13
je to afinni podprostor.

Naopak ukazeme, zZe kazdy afinni prostor dimenze k se da vyjadfit jako AO k + 1 bodd.
Provedeme stejnou tvahu opacné. Mdme afinni prostor B = X + W, ozna¢ime bézi W jako
(Wl,...,Wk).PakB:AO{?(,X-i-Wl,...,X—i—Wk}. ]

k+1 bodl

Véta 3.16. Méjme soustavu linearnim rovnic s matici M typu m x n nad télesem 7T a pravou
stranou c¢. Pak jeji feSeni {z : Mx = c} tvoii afinni podprostor aritmetického afinniho prostoru
T™. Navic kazdy afinni podprostor 1™ lze vyjadfit timto zpisobem. Toto vyjadfeni nazyvame
rovnicové vyjddreni.

Diikaz (Caste¢ny). Z linedrni algebry vime, Ze mnoZina feeni soustavy Mz = ¢ m4 tvar
x1 + ker M pro néjaké partikularni feSeni x;. Dle Véty 3.13 je tedy tato mnoZina afinnim pod-
prostorem.

Naopak ukdZeme na prikladu postup, jak kazdy afinni podprostor 7™ takto vyjadfit. Mame
libovolny podprostor tvaru X + W, tedy bod a bdzi zaméteni. Necht’ je to takovyto podprostor:

+ LO

—_ = = =
O = O

1
1
0 )
0
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Chceme, aby nase zaméfeni W bylo jddrem matice M, budeme tedy feSit homogenni soustavu,
kde do fadki vloZime bazi prostoru, ktery mame.

1100 1 1 00
1 010 0 -1 10

Mame dva pivoty, dvé volné proménné, tedy feSeni bude mit dimenzi 2. (Obecné to 2 byt nemusi.)

S O ==
O = O =

-1 0
< o 1 0
Reseni: LO R
0 1
Vektory z baze feSeni ddme do fadkt matice M.
-1 110
M = ( 0 0 0 1) , ker M =W

Jesté ur¢ime pravou stranu c tak, aby X byl feSenim — jen dosadime.

) c=M -

— =
Il

7 N
— =
~__

—_ = = =

Ziskali jsme soustavu Mx = c, jejimz feSenim je zadany afinni podprostor, a jde to takto udé€lat
vzdy. [

Definice 3.17. (Pod)prostor dimenze 0 je bod, (pod)prostor dimenze 1 se nazyva primka, (pod)prostor
dimenze 2 se nazyva rovina, podprostor dimenze (n — 1) v prostoru dimenze n se nazyva nadro-
vina.

Definice 3.18. Necht' A je afinni prostor a B = X + U, C' = Y + W jeho podprostory. Rikdme,
7Ze B a C jsou

* rovnobézné, pokud U < W nebo W < U
* ruznobéZné, pokud nejsou rovnobézné a mnoziny bodii maji neprazdny prinik B N C.
* mimobéZné pokud nejsou ani rovnobézné, ani riznobézné.

Poznamka 3.19. Aritmeticky prostor R" ve kterém uvazujeme standardni skaldrni soucin se
nazyva Eukleidovsky prostor. S jeho pomoci miiZzeme definovat vzdalenosti a thly podprostora
podobné jako v analytické geometrii.
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Definice 3.20. M&jme afinni prostory A, B se zaméfenimi V, W nad stejnym t&lesem 7'. Rek-
neme, 7e zobrazeni f : A — B je afinni, jestlize zachovava afinni kombinace, tedy jestlize pro
libovolné body By, ... B, € A akoeficienty ¢y, ...c, € T spligjici ¢; + ¢o + - -+ + ¢ = 1 plati

k
f(_cB
=1

Definice a lemma 3.21. M&jme afinni prostory A, B se zam&fenimi V', W nad stejnym télesem
T a f: A— B afinni zobrazeni. Definujeme zobrazeni f : V' — W predpisem

fv) = f(X+v) = f(X),

kde X € A je libovolny bod. Tato definice na volbé bodu X nezavisi a navic takto definované f
je linedrni a nazyva se asociovany homomorfismus.

IIMw

Dusledek 3.22. Obrazem afinniho podprostoru v afinnim zobrazeni je opét afinni podprostor.
Afinni zobrazeni navic zachovavaji rovnobéznost podprostora.

Dusledek 3.23. Afinni zobrazeni je injektivni, surjektivni ¢i bijektivni pravé tehdy kdyz tuto
vlastnost ma asociovany homomorfismus.

Véta 3.24. Afinni zobrazeni f : A — A z afinniho prostoru do sebe nazveme dfinita, jestlize je
bijektivni. VSechny afinity daného prostoru tvoii grupu vzhledem ke skladani, kterd se nazyva
afinni grupa.

Diikaz. ProtoZe je zobrazeni f bijekci, miZzeme k nému nalézt inverzni zobrazeni f~!. Dale
vime, Ze vSechny bijekce na A tvori grupu, nebot’ sloZeni dvou bijekci, stejné jako inverzni
zobrazeni k bijekci, je znovu bijekce. Proto ndm staci dokazat, Ze inverzni zobrazeni k afinité je
afinita a sloZeni dvou afinit zobrazeni je také afinita.

Dokézeme nejprve, Ze inverzni zobrazeni k afinité je afinita.

Necht' f : A — A je afinita. Potom je f bijekci a existuje inverzni zobrazeni f~!: A — A.

V mnoZin& A nalezneme body B}, Bj,--- , B}, a k nim diky tomu, Ze zobrazeni f a f~!
jsou bijektivni, tedy i prosté, nalezneme body By, By, - - - , By, takové, 7Ze plati f(B;) = B..
Vezmeme libovolnou afinni kombinaci X = 3" ¢; - B/, kde } ¢; = 1. Pomoci téchto koeficientd,
nalezneme afinni kombinaci Y = ) ¢; - B;.

Pomoci predpokladu, Ze zobrazeni f je afinni plati, Ze f(Y) = X. Plati tedy také, Ze
f~YX) =Y. To ale znamena, ze f~! zobrazuje libovolnou afinni kombinaci prvkd z mnoziny
A na stejnou afinni kombinaci obrazi t&chto prvkii. Zobrazeni f~! je tedy afinni.

Nyni ukdZeme, Ze sloZeni afinnich zobrazeni zachovdva afinni kombinace.

Znovu si uréime libovolné body By, Bo, - - - , By.. Pro dvé afinni zobrazeni f~' : A — Aa

1. A— A, prokteré plati g(B;) = Bl a f(B}) = B/,kde i € {1,--- , k}. Pak pro libovolnou
afinni kombinaci X = ) ¢; - B] plati:

:f(zci'Bz’-) :Zc’i'Bz{/
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Véta 3.25. Zobrazeni f : R™ — R" je afinni pravé tehdy kdyz ma tvar

kde A je matice n X m a p je vektor n x 1. V pfipadé m = n je toto zobrazeni afinitou pravé
tehdy, kdyZ je matice A regularni.

Dukaz. Nejprve dokdZzeme prvni ekvivalenci. Pfedpokldadejme, Ze f je afinni.
Oznac¢ime X = o nulovy vektor. Potom pro kazdé Y plati

FY) = f(X) + f(Y = X),
kde f je asociovany homomorfismus, tedy linedrni zobrazeni. Jeho matici ozna¢ime A. Vek-
tor f(X) oznacime p.
fY)=p+A(Y)

Prvni implikace tedy plati.
Nyni budeme predpoklddat, Ze zobrazeni f : R™ — R"™ ma4 tvar

f(X) = AX +p.

Potom pro kazdou afinni kombinaci z R™ plati

k

k k k k k
f (Z ciBi> =A (Z ciBi) +p= Z c,-ABH—Z cp = Z (c;AB; +p) = Z ¢i f(Bj).
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

f je tedy afinni.

Afinni zobrazeni je bijekci pravé tehdy kdyz je odpovidajici linedrni zobrazeni bijekci. To
nastane prave tehdy, kdyZ je matice A Ctvercova a regularni. Vektor p uddva pouze posunuti,
které je jakoZto shodnost bijekci.

Dusledek 3.26. Kazda shodnost je afinitou. Dalsimi piiklady jsou projekce, stejnolehlosti, po-
dobnosti, osové afinity.
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Definice a lemma 3.27. M¢jme tfi body A, B, X na afinni pifimce nad télesem 7T, pricemz
A # Ba X # B.Pak délici pomér
AX
XB-
jako jediny skaldr, pro ktery plati A(B — X) = (X — A). Potom plati, Ze X je afinni kombinaci
bodu A, B

= A,

1 A
X = A B
A1t AT
a tedy naopak, jsou-li (c1, co) barycentrické soufadnice X v soustavé (A, B), pak
AX . Co
XB o

Definice 3.28. Pro trojihelnik ABC' v R? definujeme jeho orientovany obsah jako
1
SABC = 5 det(B — A|C - A)
Véta 3.29. Afinity zachovavaji délici poméry. Je-li f afinita v R? tvaru f(X) = AX + p, pak

St = (det A)Sapc.
Afinity v roviné tedy zachovavaji poméry obsahd.

Dukaz. ProtoZe afinity zachovavaji barycentrické soufadnice na pifimce, zachovévaji také délici
pomér. Ten je s nimi pfimo svazan.

Je-li f afinita s matici tvaru AX + p, pak je A matici asociovaného homomorfismu. A je
reguldrni. f zobrazi vektory B — AaC — Ana A(B — A) a A(C' — A). Pro orientovany obsah
zobrazeného trojuhelniku tedy plati
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S f(e) = %det(A(B — A)|A(C = A))
= Jdet(A(B ~ AIC — A))
_ %det(A)det(B _A|C - A)
- det(A)%det(B —AlC — A)
— det(A)Supc.
Tim je véta dokdzana.

Véta 3.30. Necht Z = (A, B, C) tvoii barycentrickou soustavu soufadnic v R? a P, ), R jsou
libovolné body R?2. Pak plati

1. Body P, @, R lezi na piimce pravé tehdy kdyz det([P]z|[Q]z|[R]z) = 0.
2. ObCCI’léji platl’ SPQR = det([P]Z| [Q]Z| [R]Z)SABC-

Diukaz. Nejprve dokdZeme prvni tvrzeni. OznaCime

P1 q1 1
Plz=|p2|,Qz= 1], .[Rlz=|r
P3 q3 s

Vyjadiime si potrebny determinant pomoci téchto soufadnic a upravime pomoci fddkovych a
sloupcovych uprav.

Pr 1 M
det([Pz][QlzI[R]z) = |p2 ¢z 12
P3 q3 T3
Pr+p2+ps 1 +q+q3 r3+re+73
= b2 q2 T2
D3 qs T3
1 1 1
= 1|P2 G2 T2
Ps 43 T3
1 0 0

=1|P2 G2 —P2 T2 — P2
P3 g3 —pP3 T3 —P3

G2 — P2 T2 — P2
g3 —P3 T3 —P3
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= (g2 — p2)(rs — p3) — (g3 — p3) (12 — p2)
Body P, ), R miZeme vyjadrit takto

P = A4 po(B — A) + ps(C — A),
Q = A+ go(B — A) +¢,(C — A),

R:A+T2(B—A)+T3<C—A),
a obsah trojihelniku PQ R takto

1
SPQR = idet(Q — P’R — P)

Obsah bude nulovy pravé tehdy kdyz lezi body P, () a R na piimce.
Misto ptivodnich bodti mizeme dosadit predchozi vyjadieni pomoci A, B, C'. Dostdvame

1
SPQR = §d€t(Q—P’R—P) =

= et (A= A+ (grp2) (B—A)+{as—ps) (C— A A=At (ro—p2) (B—A)+(rs—ps) (C—A)) =

= det((a — p2)(B — A) + (a5~ ps)(C — A)|(r — p2) (B — A4) + (15— ps) (C — A)) =

= %det(B —A|C —A) - ((g2 — p2)(r3 — p3) — (g3 — p3) (12 — p2))

= %det(B — A|C — A)det([P)2][Q]2|[R]2),

kde det(B — A|C — A) # 0.
Ekvivalence tedy plati.
Zaroven vime

1
SABC’ = 56[675(3 — A’C — A)
a plati tedy i druhé tvrzeni.

Priklad 3.31. V libovolném trojihelniku ABC' ved’'me z kazdého vrcholu spojnici do (vhodné)
tretiny protilehlé strany. PriiseCiky téchto spojnic ozna¢me P, (), R. Dokazte, Ze obsah trojihel-
niku PQR je jedna sedmina obsahu ABC'.
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Véta 3.32 (Cevova véta). Méjme trojuhelnik ABC' a bod X, ktery neleZi na Zadné ze stran
trojuhelnika (ani po prodlouZeni do piimek). Pfedpokladejme, Ze existuji praseciky P = AX N
BC,QQ =BXNCAaR=CXnNAB.Pak plati

AR BP CQ
RB PC QA
A
R
0
X
B C

Dikaz. ProtoZe vime, Ze afinni zobrazeni zachovéava délici poméry, miiZzeme fici, Ze hodnota
délicich pomérti ve znéni véty se nezméni, pokud trojihelnik zobrazime afinnim zobrazenim na
A =10,0], B=10,1] aC = [1,0]. Bude ndm stacit dokdzat tvrzeni pro tento trojihelnik.
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Oznacime si soufadnice X = [z, y]. Nyni miZzeme dopocitat soufadnice bodd P, ) a R.
P je priseéikem piimek AX a BC. Plati tedy P = [ax, ay], kde o € R a ax + ay = 1, tedy
a=-1a
x y ]
T4y xty
R je pruseCikem C'X a y = 0. Pfimku CX dokdZeme vyjadfit jako [0, 1] + t(z,y — 1).
Dosazenim ¢ = = ziskdvime

P

R = 0].
[1 _ y? ]
Stejnym zptlisobem dostaneme
Y
=0, —|.
@ =1 1- x]
V tuto chvili jsme schopni dopocitat délici poméry.
AR 1, iy w
- z 1l-y—x :
RB 1-— lTy —lgy 1-— y—x

ProtoZe se délici pomér zachovava i kdyZ ho pocitame jen pro jednu ze souradnic, miZeme si
vybrat, kterou do vypoctu dosadime. Tentokrat budeme pocitat pouze s prvni souradnici.

BP =1 a—az-y y

PC 0-5 —x x

V poslednim piipadé budeme pocitat podle druhé souradnice, protoZe prvni soufadnice je

nulova.
cQ . -1 y—-1+z

1=
QA 0-— = oy
Po dosazeni ziskavame
AR.BP.C’Q_ x .g_y—l—x—l_l
RB PC QA 1—-y—2x =« —y .
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Tim je dikaz dokoncen.

Véta 3.33 (Menelaova véta). Méjme trojihelnik ABC' a pifimku p, ktera neprochazi Zadnym

z vrcholli a neni rovnobéZznd se Zadnou se stran. OznaCme si P = pN BC, QQ = pNCAa
R = pN AB. Pak plati

AR BP CQ ]
RB PC QA
A
R
B P
C
Dikaz.  OznaCme si délici poméry ve znéni véty g—g = A, g—g =)\ a g—g = A4. Chceme

vyjadfit body R, P a () vzhledem k soustavé soufadnic Z = (A, B, (). Z definice déliciho
poméru plyne
- Loay M _p
N+ A+ 1
1 A
= B+ P
Ap 1 Ap+1
1 A
= C L _A
R W L

Z véty 3:30 vime, Ze body P, ), R lezi na piimce pravé tehdy kdyz det([R]z|[P]#|[@]z) = 0.
Vyjadiime si tedy tento determinant.

T %ﬁ N 1 | 1 LA 0
(§] ([ ]ZH ]Z|[Q]Z) )\q )\pg]. )\;14’1 )\r + 1 )\p + 1 )\q + 1 A O lp
Ngt1 Agt+1 7
1

SO DO, D0, r EARA)

Vime, Ze .
0
(N+Dﬂrﬂﬂ&+ﬂ%’

proto musi platit

1+ AAA, =0
AR BP CQ
=AM TR BE G
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4 Projektivni geometrie

Definice 4.1. Mé&jme vektorovy prostor V™! dimenze (n + 1) nad t&lesem 7. MnoZinu v§ech
1-dimenzionalnich podprostorit V' nazveme projektivnim prostorem dimenze n nad télesem 7" a
oznatujeme ho P(V"*1) nebo zkrdcené jen P":

P" = P(V"t) = {LO{v} : v € V"' v # 0}.

Prvky této mnoziny nazyvdme projektivni body a odpovidajici vektory v jejich vektorové z4-
stupce. Zjevné, jestlize v je vektorovym zastupcem X, pak pro libovelné 0 # \ € T jei \v
vektorovym zdstupcem X.

Definice 4.2. Podmnozinu P* C P" nazveme projektivnim podprostorem dimenze k, jestlize
existuje vektorovy podprostor V51 < V! dimenze (k + 1) tak, Ze

P* = {LO{v} :v € V¥ v £ 0}.

Projektivni (pod)prostor dimenze 0 nazyvame bod, (pod)prostor dimenze 1 pfimka, (pod)prostor
dimenze 2 rovina a podprostor maximalni dimenze (n — 1) nadrovina.

Definice 4.3. M&jme dva projektivni prostory P = P(V™"1) a P* = P(V""!) nad stejnym
t€lesem 7" a néjakou podmnozinu A C P™. O zobrazeni

F:A—-P"

fekneme, Ze je projektivni, jestlize existuje linedrni zobrazeni ' : V™! — V"+! tak, Ze pro
kazdé v € V™! takové, ze LO{v} € A plati

F(LO{v}) = LO{F(v)}.

Poznamka 4.4. Omezeni na podmnozinu A v definici 4.3 je nutné z toho duvodu, Ze kdyz li-
nearni zobrazeni F' neni prosté, tak zobrazeni F' nemiZe byt definovdno na bodech reprezen-
tovanych vektory z ker I, nebot LO{0} neni projektivni bod. Jestlize je F' prosté, pak je F
definovéno na celém prostoru P", v opaéném pripadé na dopliku projektivniho podprostoru (od-
povidajiciho ker F). Budeme studovat zejména projektivni zobrazeni na témze prostoru (tedy
m = n) generovana reguldrnimi linedrnimi zobrazenimi na V"1,

Véta 4.5. Projektivni zobrazeni F' : P" — P" z afinniho prostoru do sebe jsou bijektivni praveé
tehdy, kdyZ odpovidajici linedrni zobrazeni F jsou bijektivni. Tato zobrazeni F' nazveme projek-
tivni transformace. VSechny projektivni transformace daného prostoru tvoii grupu vzhledem ke
skladani, kterd se nazyva projektivni grupa.

Diikaz. Necht' F je bijekce. Zvolme v, w z piislusného vektorového prostoru V! a oznaéme
X = LO{v}, Y = LO{w}. Pfedpokladejme F'(X) = F(Y), z definice F plyne LO{F(v)} =
LO{F(w)}. JelikoZ se rovnajf linedrni obaly, musi se generujici vektory lisit pouze o n&jaky
nenulovy ndsobek A, tedy F(v) = AF(w) = F(Aw), nebot F je linedrni zobrazeni. Diky
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prostoté F' mdme v = Aw a nakonec LO{v} = LO{w}, neboli X = Y a F je prosté. Z
toho, zZe barF je surjektivni plyne, Ze v jeho obrazu jsou vSechny vektory a tedy i vSechny
jednodimenziondlni podprostory a tedy [’ je surjektivni.

Jestli-7e naopak predpokldddme, 7e F je bijekce, pak musi byt F' prosté, protoze jinak by
F nebylo definovano pro linearni obaly vektord z KerF. Ze surjektivity F pak plyne, Ze pro
libovolné v # 0 musi existovat \ # 0 takové, 7e A\v € ImF a z linearity jei v € ImF.

Projektivni transformace F' tvofi grupu, protoZe sklddéni, identita a brani inverzniho zobra-
zeni odpovidaji témto operacim pro bijektivni line4rni zobrazeni F. ! L

Definice a lemma 4.6. M¢jme vektorovy prostor V' dimenze n + 1 nad télesem 7" a odpovidajici
projektivni prostor IP,,. Libovolnou bazi (v, . . . v,,.1) nazveme soustavou projektivnich sourad-
nic prostoru P,. Souradnicemi bodu X € P, pak rozumime usporddanou n + 1-tici skaldra

(€1, ... Cny1) takovou, Ze
n+1

=1

Tyto soufadnice jsou ddny aZ na nasobek, protoZe pro libovolné 0 # X € T zjevné (c1, ... Cpi1)
a (Acy, ... Acpy1) urCuji stejny projektivni bod X. Proto se témto soufadnicim nékdy ik ho-
mogenni a zjevné vzZdy alespon jedno ¢; musi byt nenulové. Konecné pro libovolné 0 # p € T
zjevné baze (vy,...Vy1) a (uvy, ... uv,y1) urCuji stejny systém projektivnich soufadnic.
Definice 4.7. Jestlize P(V**1) je podprostor P(V"*1) a (wy, ..., W, 1) n&jaké baze VF+1, pak
Ize kazdy bod X € P(V**1) vyjadfit jako

k+1

=1

Tomuto vyjadieni fikdme parametrické vyjddreni podprostoru. Pro libovolné 0 £ A € T zjevné
(t1,...trs1) @ (Mty, ... Mtgyq) urcuji stejny projektivni bod X.

Definice 4.8. M&jme projektivni prostor P* = P(V"!) nad t€lesem T'. Kazd4 nadrovina P"~! C
P" miiZe byt popsdna pomoci nenulové linedrni formy ¢ € V"1

P! = {LO{v}:v € V* {(v) = 0,v # 0}.

Toto vyjadieni nazyvdme rovnicové vyjadreni nadroviny. Navic, pro libovolné 0 = A € T po-
pisuje A tutéZ nadrovinu. VSechny nadroviny v prostoru P(V"™!) tedy odpovidaji bodiim v
dudlnim projektivnim prostoru P(V"1). Je-li (vy,...Vv,1) soustava projektivnich soufadnic,
pak dudlni bazi (v7, ... v} ) nazveme dudlni soustavou soufadnic a piislu§né soufadnice ozna-
cujeme hvézdickou.

Priklad 4.9 (Vypolty v projektini roving.). V projektivni rovingé P? = P(R?) kazdymi dvéma
riznymi body prochdzi pravé jedna pfimka a kazdé dvé rtizné piimky se protnou v jednom bode¢.
M&jme zaddny body A = (1,2,3), B = (1,0, —1), C(0,1,1), D(5,2,1). Urcete bod AB N &D.

1Obe& grupy vsak nejsou isomorfni, protoze ' a AF' odpovida stejnému projektivnimu F. Line4rni zobrazeni
tvofi tak zvanou obecnou linedrni grupu GL(n + 1), zatimco projektivni{ transformace tak zvanou projektivni grupu
PGL(n) = GL(n + 1)/T*, kde T* oznaluje multiplikativni grupu nenulovych skaldrd.

44



Véta 4.10. V projektivnim prostoru P* = P(V"*1) nad télesem 7' mé&me ddno n + 2 bodi
Xq,..., Xuio znichZ Zddnych n + 1 neleZi v jedné nadroviné. Pak existuje projektivni soustava
souradnic takova, Ze

X, = (1,0,...,0,0)
X, = (0,1,...,0,0)

X, = (0,0,...,1,0)
Xpi1 = (0,0,...,0,1)
Xpio = (L,1,...,1,1).

Dikaz. Body X, ..., X, lze vyjadfit jako X; = LO{v1}, Xy = LO{vs},.... X1 =

LO{v,i1},kde vy, ..., v, 1 € V™ jsou linedrné& nezdvislé vektory. Oznalme By = (vy,...,V,11)

bazi prostoru V" *!. Soufadnice bodu X; vzhledem k soustavé projektivnich soufadnic C' pro-
storu P" budeme znacit [X;]¢. Pak mame

[Xl]B1 (1,0,...,0,0)
[X2]B1 (0,1,...,0,0)
[X,L]B1 = (0,0,...,1,0)
[Xn+1]31 = (0,0,...,0,1)
Uvazujme [X,,12]p, = (¢1,...,¢ny1). VSechna &isla ¢; jsou nenulovd, jinak by totiz X, o le-
zel v néjaké nadroviné spolecné s n body X;, a to je spor s predpoklady véty. Polozme B, =
(c1V1, oV, . .., Chy1Vae1) projektivni soustavu soufadnic. Pak ale miZzeme zapsat
[(Xilp, = (¢',0,...,0,0) = (1,0,...,0,0)
[(Xo]p, = (0,¢5%,...,0,0)=(0,1,...,0,0)

[Xulp, = (0,0,...,¢,",0)=(0,0,...,1,0)
[Xotlp, = (0,0,...,0,¢,1,) =(0,0,...,0,1)
[(Xoiolp, = (L,1,...,1,1),
jelikoZ souradnice bodu projektivniho prostoru vynasobené nenulovou konstantou urcuji stejny
bod. 0

Dusledek 4.11. V projektivnim prostoru P* = P(V"™!) nad t€lesem 7' m&jme ddno n + 2 bodd
X1,..., X0 z nichz Zadnych n + 1 neleZi v jedné nadroviné a také n + 2 bodl Y3, ..., Y, 1o
z nichZ Zadnych n + 1 neleZi v jedné nadroviné. Pak existuje pravé jedno projektivni zobrazeni
F P — P, pro které plati

F(X)=Y, i=1,....(n+2).
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Véta 4.12 (Pappova véta). V realné projektivni roving P? = P(R?) m&jme dvé& pifmky p, g, které
se protinaji v bod€ S. Na piimce p mé&jme body P, P, P; rizné navzdjem a rizné od .S. Podobné
na piimce Na piimce ¢ méjme body )1, (2, Q3 rizné navzdjem a rizné od S. Pak plati, Ze body

X =hQnBQ, Yi=PoinkQl. Z:=P0sn PQs

lezi na pfimce.

Dukaz. Nejprve si v§imneme, Ze bod X neleZi na pfimce P;();, protoZe pak by body P; a P,
splyvaly. Podle véty 4.10. miZeme zvolit soustavu projektivnich soufadnic tak, ze S = (1,0, 0),

P, =(0,1,0),Q, = (0,0,1) a X = (1,1, 1). Popis pifimky ﬁ ziskame jako feSeni soustavy

100

010/
Neboli 5P, = (0,0,1)*. Podobné ziskime 50, = (0,1,0)%, PiX = (1,0,—1)* a O1.X =
(1,—1,0)*. Body P, Q- spocitime jako pruniky pifimek ¢); X a S P, respektive EX aﬁ. To

odpovida feseni soustav
1 -1 0 1 0 —1
o0 1)*\o1 0)

Tedy P, = (1,1,0), Q2 = (1,0, 1). Bod P; leZi na pfimce ﬁ, 1ze ho tedy zapsat jako linedrni
kombinaci £1.5 + t2P;. Oba tyto koeficienty musi byt zfejmé nenulové, jinak by Ps splyval s
S nebo P;. Mizeme proto polozit P; = t1(1,0,0) + t2(0,1,0) = (¢1,%2,0) = (1,,0), kde
o= i—f Stejnou dvahou dostaneme Q3 = (1,0, 8). Nyni spoéteme P3(Q); = (o, —1,0)*, P32 =

(—a, 1, ), m =(4,0,—1)"a m = (=4, B, 1)*. Pomoci soustav

g0 -1 -5 B 1
a—lOa—Czla’
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které odpovidaji hledani priniku Png N PgQ{ a PQQ;; N PgQQ, spocteme Y = (1,, () a
Z = (af — 1,ap — a,af — B). To, ze body X,Y,Z lezi na jedné piimce oveéiime vypoctem

determinantu
1 1 1

1 Q 6] )
af—1 af—a af—p

2Nz s N2

Treti fadek je af-ndsobek prvniho fadku minus druhy fadek, takZe determinant je nulovy a body
X, Y, Z skutené lezi na jedné piimce. ]

Véta 4.13 (Princip duality). Jestlize v projektivni roving plati véta, ve které se vyskytuji pouze
pfimky, body, jejich priseciky, spojeni a vlastnost "leZet na", pak plati i véta dudlni, t.j. ve
které nahradime pfimky body, body pifimkami, prisecik spojenim, spojeni prisecikem a "leZet
na"nahradime "prochazet".

Véta 4.14 (dudlni k Pappové). V redlné projektivni rovingé P? = P(R3) mé&me dva body P,
@, které lezi na pfimce s. Bodem P prochazi pfimky p;, ps, p3 rdzné navzajem a rizné od s.
Podobné bodem () prochazi piimky ¢;, ¢2, g3 rGzné navzdjem a rtizné od S. Pak plati, Ze se
primky

= (pNg)pNa), yi=(iNaG)Psna), z:=p0a)(psNa)

protinaji v jednom bodg.

Definice a lemma 4.15. M¢&jme v projektivnim prostoru P nad télesem 7" ¢tyfi navzajem ziizné
body A, B, C, D, které lezi na jedné projektivni pfimce. Necht” a, b, c, d jsou jejich vektorovi
zéstupci a necht’ plati

c = ma+/pb
d = aga—i‘ﬁzb.
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Pak definuji dvojpomér usporadané Ctvetice bodi

04251

Q1 P2

(4,B,C,D) = €T,

kteryZto vyraz nezdvisi na volbé vektorovych zastupcu.
Pro permutace poradi bodu plati rovnosti
(B,A,C,D)=(A,B,D,C) = (A, B,C,D)™!
(A,C,B,D)=(D,B,C,;A)=1—-(A,B,C,D)

Jestlize (A, B,C, D) = —1 tfekneme, Ze uspotfddana ¢tvefice bodd tvoii harmonickou tve-
Fici. Pak ov§em harmonickou ¢tvefici tvofi i body v pofadi (B, A, C, D), (A, B, D, C), (B, A, D,C),
(C,D,B,A), (C,D,A,B),(D,C,A,B), (D,C,B,A).

Véta 4.16. Projektivni transformace zachovavaji dvojpomeér. Jestli-Ze je tedy F’ projektivni trans-
formace, pak
(A, B,C,D) = (F(A), F(B), F(C), F(D)).

Dukaz. Necht’ a, b, ¢, d jsou vektorovi reprezentanti bodt A, B, C, D a déle necht’
c = aa+pb
d = s + 621)
Pak plati
F(C) = F(c)=F(aa+ Bib) = a1 F(a) + B F(b)
F(D) = F(d) = F(aza+ :b) = agF'(a) + B2 F'(b),

kde F' je linedrni zobrazeni piislusné F. Vektory F'(a), F(b), F(c) a F'(d) reprezentuji body
F(A),F(B),F(C)aF(D). Vidime, ze F' zachovava koeficienty linedrni kombinace, a proto se
dvojpomér nezméni. ]

Definice 4.17. M&jme projektivni prostor P(V"*1) nad t€lesem 7' a kvadratickou formu ¢ na
V7t Neprdzdnou mnoZinu

Q= {LO{v} :ve V! ¢(v) =0,v # 0} Cc P(V")

nazveme projektivni kvadrikou. Tuto kvadriku nazyvame regularni, jestlize je forma ¢ reguldrni,
tedy md hodnost n 4 1. Kvadriky v projektivni roviné nazyvame téZ kuzelosecky.

Véta 4.18. Kazda reguldrni kuZeloseCka v redlné projektivni roviné P? = P(R?) je projektivni
transformaci kuZelosecky dané rovnici

2 2 2 _
r] + x5 —x5=0.

Kazda reguldrni kvadrika v redlném projektivnim prostoru P> = P(R*) je projektivni transfor-
maci pravé jedné z kvadrik

ri+as+as -2 = 0 (nepfimkova kvadrika)

i +a5—x:—27 = 0  (pfimkovd kvadrika).
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Diikaz. Mé&jme né&jakou reguldrni kvadriku () v P? danou kvadratickou formou ¢ s matici B.
Jelikoz nenulovy ndsobek ¢ urcuje stejnou formu, miZzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat,
Ze matice B ma signaturu (0,3,0), nebo (0,2, 1), tj. pozitivni index setrvacnosti je vEtsi neZ
negativni index setrvacnosti. Nulita musi byt 0, jinak B nemiiZe byt reguldrni matice. Pfipad
(0, 3,0) vSak neni mozZny, protoZe to urCuje pozitivné definitni formu, takzZe kvadrika () by byla
prazdnd. B ma4 tedy signaturu (0, 2, 1). Existuje proto matice P takovd,Ze

0
0
-1

= P'BP

o O =
O = O

Takovou matici P ziskdme metodou symetrickych tprav. Oznalme K kvadriku z% + x5 — 23 = 0.
Bod X = (21,72, x3) € P? ndleZi K pravé kdyz

10 O 1 T
(1’1 i) 1’3) 0 1 0 i) == (5(71 i) 173) PTBP ) =0
00 -1 T3 3

Z toho ale plyne, Ze PX € (. Dostdvame ekvivalenci X € K < PX € (). Matice P je
reguldrni a ur€uje tedy projektivni transformaci. Kuzelosecku () tak dostaneme zobrazenim bodt
na K pomoci matice P. Podobnou tvahou pouZitou na piipad P? dostaneme, Ze B by méla
signaturu (0, 3, 1) nebo (0,2,2) a opét by §la ziskat jako projektivni transformace kuZzeloseCky
x? 4+ a3 + x5 — 23 = 0 nebo kuZelosedky z7 + 22 — 23 — 23 = 0. O
Definice a lemma 4.19. Mé&jme projektivni prostor P(V"*1) nad t€lesem 7" a v ném kvadriku @
danou kvadratickou formou ¢ a necht’ b je pfislusnd symetrickd bilinedrni forma (tedy ¢(v) =
b(v,v)). Rekneme, 7e dva body X = LO(v), Y = LO(w) jsou poldrné sdruzené, jestlize
b(v,w) = 0.

Lemma 4.20 (O polarit€). M&jme projektivni prostor P(V"*1) nad télesem T" a v ném reguldrn{
kvadriku ). Pak

1. MnozZina bodd sdruzenych s libovolnym bodem X € P(V/"*!) je nadrovina, kterou na-
zveme poldra k X a oznaCime py.

2. Kazda nadrovina je polarou k praveé jednomu bodu, ktery se nazyva jejim polem.
3. Pro libovolné dva body X, Y plati

Xepy<:>Y€pX.

4. Bod je X sdruZen sam se sebou (nebo-li lezi na své polafe px) pravé tehdy, kdyz lezi na
Q. V takovém pripadé€ px nazyvame tecnou nadrovinou ke () v bodé X.

Diikaz. Zvolme bézi prostoru V"' a oznalme B matici kvadriky @) vzhledem k této bézi.
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. Zvolme X = (z1,x9,...,2,51) € P". Poldra k X ma duélni soufadnice B - X = B -

(71,22, ..., 2n11)T . Dle predpokladu je B regularni matice, tedy B - X ma nenulové dudlni
souradnice, a proto skute¢né tvori nadrovinu.

Vezméme néjakou nadrovinu (p1,...,p,e1)" € P". Ke kazdé takové roviné mizeme
diky regularit¢ B najit Y € P" takové, Ze (p1,...,pns1)* = B-Y.PakY = B!
(p1, .-+, Pus1)t, Y je tedy uréené jednoznalné.

. Polédra k bodu X je mnoZina bodi polarn€ sdruzenych s X. Uvazujeme-li prvni implikaci,

pak specidlné X je polarn€ sdruzeny s Y. Podle definice 4.19 je pak zfeymé 1 Y polarné
sdruzeny s X, atedy Y € px. Druha implikace je stejna.

Je-li X sdruZen sdm se sebou, musi platit podle definice 4.19 X7 BX = 0. To ale nastdva
praveé tehdy kdyz X € Q.

Lemma 4.21. Mé&jme projektivni rovinu P? = P(R?) a v ném regularni kvadriku Q). Pak

1.
2.

Jestlize A, B jsou dva rizné body na (), pak se tecny p4, pp protinaji v p6lu piimky j@ .

Pro libovolnou piimku p plati, Ze () N p je prazdnd, jednoprvkova nebo dvouprvkovd mno-
Zina a vSechny tyto pripady nastavaji. Jeden prisecik maji prave tecny ke Q).

. Kazdym bodem X prochazi 0, 1 nebo 2 tecny ke () a vSechny tyto piipady nastavaji. Jedna

teCna prochdzi bodem X pravé tehdy, kdyz X € () a je to poldra py.

Na kazdé piimce existuji body, kterymi prochézeji dvé teCny.

. Méjme pfimku p, kterd neni tecnou ke () a X € p. Pak existuje pravé jeden Y € p tak, Ze

X aY jsou polarné sdruzené. Jestlize navic X ¢ @, pak plati X # Y.

M¢éjme piimku p, kterd protind () ve dvou riznych bodech A, B. Necht' X € p rtizné od
A, Banecht Y = px Np. Pak (X,Y, A, B) tvoii harmonickou ¢tvefici. Navic se pfimky
Pa, PB @ px protinaji v jednom bodé, ktery je pélem piimky p.
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Dikaz. Kazdou kvadriku lze ziskat projektivni transformaci kuZelosec¢ky x2 +23— 22 = 0. Polty
prisec¢ika se pfi projektivni transformaci nezméni, staci tedy dokazat tvrzeni pro kuzeloseCku
Q:zi+2i—23=0.

1. Ozna¢me X prusecik tecen p4, pp a najdéme jeho polaru px. Jelikoz X € pya X € ppg,

plati podle bodu 3 lemmatu 4.20 A € px a B € px. Dostaneme px = AB a bod X je
skute¢né polem této primky.

2. Parametrizujeme kuzZelosecku () pomoci zobrazeni
P(t,s) = (s* — 12, 2ts, s> + 17).

Dosazenim bodu (71,75, 23) = (s* — t2,2ts, s* + t?) do rovnice kuZeloseCky dosta-
neme, Ze toto zobrazeni zobrazuje bod (¢, s) projektivniho prostoru P! na kuZelose¢ku
Q, kterd je podmnozinou P2, Ovéfime, Ze ¢ je dobie definované a bijekce. Definujme
¢t ¢ (71,29,73) — (22,71 + x3). Toto zobrazeni je dobie definovéno aZ na bod
(—1,0, 1), ktery se zobrazuje na (0, 0). Plati pro s # 0

(¢~ o @)(t,s) = (2st, 8% — 7 + 8% +17) = 25(t,8) = (t, 5).

Dodefinujme proto ¢—'(—1,0,1) = (1,0). Pro s = 0 pak totiz médme (¢~* o ¢)(¢,0) =
¢~ 1(—t%,0,1%) = (t%,0) = (1,0), protoZe ¢! zobrazuje mezi projektivnimi prostory P? a
P, Ziejm& it # 0. Celkové je zobrazeni ¢! o ¢ identita na P!, tedy ¢ je prosté. Dale

(po ¢~ ) (@1, w9, w3) = ((v1 + 23)* — 23, 2(w1 + x3)Ta, (T1 + 23)° + 23) =

= (2(z1 + x3)T1 — (2] + 75 — 13), 2(71 + 23) 79, 2(21 + 73)71 + (2] + 25 — 23)).

JelikoZ bereme (1, 75, 23) na kuzelosecce Q, plati 72 + x5 — 22 = 0. Dostaneme

(p o ¢ ) (@1, 29, w3) = 2(x1 + 3) (21, T, T3) = (71, Ta, T3)

, kde x1 # —x3. V pfipadé 1 = —x3 dosazenim do kuZeloseCky dostaneme x5 = 0. Tento
piipad jsme vyfesili dodefinovdanim ¢~ v bodé (—1,0, 1). TakZe ¢ je prosté i na, tedy
bijekce. Nyni dosad’me parametrizaci ¢(t,s) = (s> — 2, 2ts, s> + ?) do n&jaké piimky
P P12y + pexo + p3xs = 0. Ziskdme

0 = p1(32 — t2) + pa(2st) +p3(32 + t2) =
= t*(—p1 +p3) + st(2p2) + s*(p1 + p3)

Zobrazme nejdiive (¢, s) = (1,0), ten odpovidd bodu ¢(1,0) = (—1, 0, 1) na kuzelosecce.
Dosazenim dostaneme 0 = t*(—p; + p3), to nastdvd pravé kdyZz p; = ps. Opét dosadime
do rovnice vySe abychom ziskali 0 = st(2p2) + s*(2p1) = s(tps + sp1). To mé dvé feSeni
s =0as = —py,t = p;. V ptipad€ p, # 0 protind piimka p kuzelosecku ve 2 bodech
(1,0) a ¢(p1, —p2), jinak je to te¢na v bodé (—1,0, 1).

Nyni piipad s # 0, pak (¢, s) = (a, 1) poloZenim @ = £. Dosadime a dostaneme o (—p; +
p3) + a(2p2) + (p1 + p3) = 0. To je kvadratickd rovnice v proménné « a s diskriminantem
D = 4(p? + p3 — p3). V zdvislosti na D dostaneme 2,1, nebo Zddny prisecik.
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. Zvolme néjaky bod X. Dle pfedchoziho bodu jeho poldra protinad kuzelosecku ve 2,1, nebo
0 bodech. Pocet téchto prisecikii odpovida poctu teCen vedenych z X na kuZelosecku.
Polarak X = (z1,79,23) € Q, . 22 + 23 — 23 = 0, je (z1, T2, —23)*. Dosazenim poléry
do diskriminantu v diikazu pfedchoziho bodu dostaneme D = 4(z% + x3 — x2) = 0, takZe
je tecnou ke kuzelosecce Q.

. Nanéjaké ptimce p = (p1, p2, p3)* zvolme bod X = (—pa, p1,0). Plati px = (—p2, p1,0)*.
Jako v ditkazu druhého bodu dosadime do diskriminantu a spoéteme D = 4(p? + p2) > 0,
neboli poldra ma dva pruseciky s () a existuji 2 te¢ny vedené z X. Je-li p; = py = 0, pak
zvolime X = (1,0,0) s poldrou (1,0, 0)*, ten leZi na p a diskriminant bude také kladny.

. Y musi leZet na polafe px. Je-li px = p, pak X € px, z toho by ale plynulo, Ze px je
tecnou, coZ je spor s predpokladem. Existuje tedy pravé jeden prisecik p s px, atoje Y.
Pokud X ¢ (), pak polara neprochazi X a X # Y.

. Ozname b symetrickou bilinedrni formu pifislu$nou kvadrice ). Necht' X = LO(x),Y =
LO(y). Body A, B lezi na pfimce W, takze je lze psét jako A = LO(ayx + p1y), B =
LO(agx + Poy). Koeficienty o, g, 81, 52 jsou nenulové, jinak by nékteré body mohly
splyvat. Bod Y je poldrné sdruzeny s X, plati proto b(x,y) = 0. Diky vlastnostem biline-
arni formy plati

0 = blarx+ fry,a1x + pry) =
= a? b(x,x) + 20101 - b(x,y) +67 - b(y,y) =
=0
= ai-b(x,x)+ B} b(y,y).

Stejnym postupem pro druhy bod a drobnou tpravou dostdvame

Br\2 b(x,x) (2?2 b(x, x)
<a_1) " hly,y) " <a_z> T byy)

Pokud se tyto poméry budou rovnat, ptisluSné linedrni kombinace budou urcovat stejny
projektivni bod A = B, to mame zakdzano. Jedind moZnost tedy je

é _ _b(x,x) a& _ _b(x,x)
a by,y) o(y.y)’

nebo stejné poméry s opaénym znaménkem. V obou pfipadech vSak dostaneme

a5 — 1
a1 32 .

(X,Y,A,B) =
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Definice 4.22. M¢jme n-dimenziondlni afinni prostor A se zaméfenim V" nad télesem 7T a
(n + 1)-dimenziondlni afinni prostor B se zamé&fenim V™! nad stejnym télesem a prosté afinn{
zobrazeni ¢ : A — Babod P € B\ Im(yp). Pak je zobrazeni ® : A — P(V"*!) zadané
predpisem

®(X) := LO{p(X) — P},

prosté a nazyvd se vnofeni A do projektivniho prostoru P(V 1),

Definice 4.23. Pro libovolné téleso spliiuje zobrazeni ® : 7™ — P(T™"!) zadané predpisem
O(z1,...,2,) = LO{(z1,...,2s,1)}

definici 4.22 a nazyva se kanonické vnoreni aritmetického afinniho prostoru do aritmetického
projektivniho prostoru stejné dimenze. P(T"!) se pak nazyvé kanonickym projektivnim roz-
Sifenim nebo téZ zdplnénim afinntho prostoru 7™. Pfifazeni (x1,...,2,) — (x1,..., 25, 1) je
zaroven vyjadienim @ vici kanonickym afinnim soufadnicim 7™ a kanonickym homogennim
soufadnicim P(7T"1).

Poznamka 4.24. Nasledujici definice a véty by bylo Casto moZno uvazovat v obecném afinnim
prostoru a jeho libovolném projektivnim rozsiteni. Pro jednoduchost vykladu se v§ak budeme
omezovat jen na aritmeticky afinni prostor a jeho kanonické projektivni rozsifeni, nebo dokonce
jen na redlnou afinni a projektivni rovinu.

Definice a lemma 4.25. Necht' P = P(7™"!) je kanonickym projektivnim rozsifenim afinntho
prostoru 1™, pak

1. P* = ®(T") U P!, kde P*! je nadrovina s homogenni rovnici z,,.; = 0, tedy se
soufadnicemi (0, ..., 0, 1)*. Tato nadrovina se nazyva nevlastni nadrovina, oznacuje se P
a jeji body se nazyvaji nevlastni body. Ostatni nadroviny P" se nazyvaji vlastni.

2. Pro kazdou nadrovinu P"~! C P", kterd neni nevlastni plati, ze A"~! = &~ 1(P"~1 N
Im(®)) je afinni nadrovina prostoru 7. O P"~! hovofime jako o projektivnim roz3ifeni
nebo t€Z projektivnim ziplnéni nadroviny A"~! a o A"~! hovoiime jako o afinni verzi
P"~1. Toto pfifazeni je zdrovefi bijekci mezi vSemi vlastnimi nadrovinami P" a vSemi
nadrovinami 7™. Nevlastni body P"~! povaZujeme i za nevlastni body A"~1.

Priklad 4.26 (Pociténi v afinni a projektivni roving). UvaZzujme afinni rovinu R? s kanonickymi
afinnimi soufadnicemi [z, y| a jeji kanonické projektivni rozsifeni P? s kanonickymi homogen-
nimi soufadnicemi (x1, zo, 3).

1. Naleznéte projektivni bod, ktery odpovidé afinnimu bodu A = [3, —1], pfesnéji tedy na-
leznéte ®(A).

2. Naleznéte afinni bod, ktery odpovida projektivnimu bodu B = (—6,9, 3), pfesnéji tedy
naleznéte ®~!(B).

A

3. Naleznéte projektivni rozsiteni afinni pfimky 2z+3y+4 = 0 a urCete vSechny jeji nevlastni
body.
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4. Naleznéte afinn{ verzi pfimky s dudlnimi soufadnicemi (2, —1,5)*.

5. Rozhodnéte, zda-li afinni body A = [1,2], B[4, —4] a C[3,—2] lezi na piimce. UrCete
obecnou rovnici této primky.

6. Naleznéte bod 1B N DE, kde A, B jsou jako v predchozim bod& a D = [3,5], E = [1, 7).

Definice 4.27. Necht’ P* = P(T™"1) je kanonickym projektivnim rozsifenim afinniho prostoru
", pak
1. O mnozin& Q C A fekneme, Ze je to reguldrni afinni kvadrika, jestlize existuje reguldrni
kvadrika Q v P" takovd, Ze ®(Q) = Q N Im(®). O Q hovoiime jako o projektivnim
rozSiteni nebo téZ projektivnim zuplnéni Q a o Q hovofime jako o afinni verzi (). Nevlastni
body () povazujeme i za nevlastni body Q.

2. Te&né nadroviny k @ definujeme jako afinni verze te¢nych nadrovin ke Q ve vlastnich
bodech.

3. JestliZe je pol nevlastni nadroviny p., vlastni bod 7", pak jej nazyvame stfedem kvadriky

0.

4. JestliZze ma kvadrika v nevlasNtnl’m bodé¢ teCnou nadrovinu, kterd je vlastni, nazyvame tuto
nadrovinu asymptotickou k Q).

Priklad 4.28. Afinni verze kanonické redlné kuzeloseCky 2% + 3 — 22 je 2 +y* — 1 = 0. Afinni
verze jeji projektivni parametrizace

(t,s) = (s — 12, 2st, 5> + 1)
je
1—¢* 2t
Ot)=|——,——
(®) L+t2’1+t2}
Srovnej priklad 2.1.

Poznamka 4.29. Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme stejnym pismenem oznaCovat
afinni objekt (nadrovinu, kvadriku, prostor) a jeho projektivni ztiplnéni.

Definice a lemma 4.30. Reguldrni kuZelosecku v R? nazveme elipsa, jestlize nemd zadny ne-
vlastni bod, parabola, jestlize ma prave jeden nevlastni bod a hyperbola, jestlize ma dva nevlastni
body. Témto nazvim fikame afinni typ kuzelosecky. Elipsa a hyperbola maji stfed, parabola stfed
nema. Hyperbola ma dvé rizné asymptoty, parabola ani elipsa asymptoty nemaji.

Priklad 4.31. Ukazte, Ze afinni kuzelosec¢ka x2 + 22y — 2y + 2 = 0 je reguldrni, urlete jeji afinn{
typ, naleznéte jeji stfed (pokud existuje) a asymptoty (pokud existuji).

Véta 4.32. V projektivné rozsfiené roviné R? m4 kazda afinni pfimka p v R? se smérovym
vektorem v = (v, v,) pravé jeden nevlastni bod (v,,v,,0). Tento bod budeme rovnéz nazyvat
SMEr p.
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Diikaz. Pfimka p md normdlovy vektor (—v,,v,). Jeji afinnf verze je p : —v,x + v,z + ¢ = 0.
Pfimku si vyjadfime i projektivné jako —v,x1 +v,x2 +cx3. Nevlastni piimka v takovém prostoru
md dudlni soufadnice p., = (0,0, 1)*, jinak zapsano, p,, : 3 = 0. Nevlastni bod najdeme jako
P N Poo. Jednoduchym dosazenim dostaneme rovnici —v,x; + v,72 = 0, coZ ma jako feSeni bod
(vz,0y,0). O

Poznamka 4.33. V projektivné rozsifené roviné R? se vSechny rovnob&zky protinaji v jednom
nevlastnim bod¢ - ve svém sméru. Pritom vSechny nevlastni body leZi na (projektivni) piimce
(0,0, 1)*. Redlnou projektivni rovinu P? je tedy mozno chapat jako R?, ke kterému se ptidé jeden
bod v kazdém sméru. Pfitom ale po tomto pfiddni vznikne dokonale symetrickd (projektivni)
geometrie. Mnoho riznych afinnich problémi je mozno prevést na stejny projektivni problém -
napr. afinni verze Pappovy véty.

Véta 4.34. V projektivné rozsifené roviné R? uvazujme riizné body A, B, C, D lezici na jedné
primce. Pak pro dvojpoméry a délici poméry plati

1. JestliZe jsou vSechny tyto body vlastni, pak

AC
= AC BD
(A,B,C,D)=%£8 ="—.——,
D—g CB DA
2. Jestlize D je nevlastni,pak
(A,B,C,D) = AC
) ) ) - CB .
3. Speciélng, pokud je (A, B, C, D) harmonickd ¢tvefice a bod D je nevlastni, pak C' je stie-

dem AB.

Dukaz. 1. UvaZujeme ndsledujici vlastni body a jejich projektivni verze bereme zdvoven
jako jejich vektorové zastupce:

A = lag,ay] ~ (az,ay,1) =12
B = [by,by] ~ (bs,0,,1) =:Db
C = e, ¢y ~ (cs,0y1) =t C
D = [d;,dy)) ~ (ds,d,,1)=:d

Vsechny tyto body leZi na jedné pfimce, zvolime tedy barycentrickou soustavu této pfimky
jako (A, B) a vyjadiime C' = ;A + B, D = d; A + dy B pomoci barycentrickych sou-
fadnic (c1, o) a (dq, dy). Véta 3.27 ndm pak zaruCuje

AC o Co a AD . d2
CB ¢ DB di
Vsimneme si také, Ze
cC = Cla+02b

d = d1a+d2b.
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To plati protoze
c = cia+ b = (c1a, + by, cray + c2by, c1 + c2) = (c1a, + C2bs, cray + c2by, 1)
Stejné to plati i pro d. MiZeme tedy spocitat dvojpomér jako

dica ¢ di  AC BD £5
ABCD =—2_22_2" 22 _CB
(4,B,6,D) dyey ¢ dy CB DA 4D

2. Bod D je nevlastnim bodem piimky Zg se smérovym vektorem (b, — a,, b, — a,). Ten se
podle véty 4.32 spocitd jako (b, — a,, b, — a,, 0). Pak je zfejmé, Ze d = —a + b, coZ dava
dvojpomér

d102 (—1) + Co Co AO

( ’ ’C’ ) d2C1 1- C1 C1 CB

3. Je-li (A, B, C, D) harmonicka Ctvefice a D nevlastni bod, pak

AC

(A,B,C, D) - —1 — —@

To plyne z bodu 2 ¢asti tvrzeni. Pak ale % = 1, neboli C' je stredem usecky AB.
[]

Definice a lemma 4.35. V projektivné rozsifené roviné R? m&jme reguldrni kuZelosecku Q. O
dvou afinnich pfimkédch fekneme, Ze maji sdruzené sméry, jestlize jsou jejich nevlastni body
polarné sdruzené vici Q).

Pro elipsu jsou vZdy dva rizné sméry po dvou sdruZené. Pro hyperbolu jsou sméry asymptot
sdruzené vZdy samy se sebou a ostatni sméry jsou po dvou sdruZené. Pro parabolu existuje jeden
smér (jeji nevlastni bod), ktery je sdruzen sdm se sebou 1 se vSemi ostatnimi sméry.

Véta 4.36. Necht’ piimka p prochdzi stfedem S kuzelosecky () (elipsy nebo hyperboly) a protind
kuZeloseCku ve dvou riiznych bodech A, B. Pak

* S je stfedem dsecky AB.
* Tecny ke Q v bodech A, B jsou rovnobézné a maji smér sdruzeny se smérem p.

* Jestlize ma pifimka se smérem sdruzenym k p s kuzeloseckou () dva pruseciky C', D, pak
pfimka p pili dsecku C'D.

Dukaz. 1. Pfimka p protina nevlastni pfimku p., v n¢jakém bod¢ X. Body X, A, S, B leZi na
jedné pfimce, pficemZ X je bod nevlastni. Podle druhého bodu véty 4.34 je pak S stfedem
usecky AB.
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2. S vyhodou vyuzijeme bod 6 tvrzeni 4.21, ktery fika, Ze jsou-li body A, B dva rtizné priniky
piimky p s @, X € pje néjaky bod rizny od A, Ba S € px, pak se p4, pg a px protinaji v
polu piimky p. Ukdzeme tedy, Ze p6l primky p je bod leZici na p,, to ndm staci pro ukazani
rovnobéznosti tecen. Bod S je stfedem () a podle definice je to pdl nevlastni pfimky. To
znamena, Ze P, jsou vSechny body polarné sdruzené s S. PSl piimky p musi byt polarné
sdruZeny s kazdym bodem na p, specidlné se .5, takZe p6l musi leZet na p.. Tento pdl lezi
na pa a pp aje polarn€ sdruzeny s nevlastnim bodem X piimky p. Pfimky p4, pg a p tedy
maji sdruzené sméry.

3. Vezmeme nevlastni bod této pfimky 7, podle véty 4.34 je S stredem tsecky C'D. Jelikoz
p prochdzi bodem S, pili i disecku C'D.
[

Dusledek 4.37. UvaZzujme parabolu a smér X jejiho nevlastniho bodu a néjaky dals$i smér Y.
Uvazujme vSechny rovnobézky se smérem Y. Nékteré parabolu neprotnou, jedna z nich bude
tecna s bodem dotyku A a ostatni protnou parabolu ve dvou bodech. Pak pfimka prochazejici
AO pili vSechny vyt até usecky.

Definice 4.38. Smér nazyvame hlavni, jestlize existuje smér sdruzeny, ktery je na néj kolmy.
Bod A kuzelosecky nazveme vrcholem, jestlize v ném ma tecna p4 hlavni smér. Piimka, kterad
prochézi vrcholem a je kolm4 na te¢nu se nazyva osa. Usecka spojujici stfed a vrchol se nazyva
poloosa.

Véta 4.39. Elipsa ma Ctyfi vrcholy a dvé vzajemné kolmé osy, které prochdzeji stredem. Hy-
perbola ma dva vrcholy a dvé vzdjemné kolmé osy, které prochdzeji sttedem. Parabola ma jeden
vrchol a jednu osu, kterd prochdzi vrcholem a nevlastnim bodem paraboly.

Dukaz. Parabola ma jeden nevlastni bod X na piimce p.., kterd je zdroven jeji teCnou. VSechny
body na p., jsou polarné sdruzené s X. To znamend, Ze vSechny pfimky maji sdruZeny smér
s pfimkou, kterd ma nevlastni bod X . Specidlné existuje pravé jedna primka se sdruzenym kol-
mym smérem, kterd se dotykd paraboly v jejim vrcholu. Pfimka s nevlastnim bodem X ma hlavni
smér paraboly. Piimka vedena vrcholem a bodem X je tedy osou paraboly. Méjme néjakou ku-
ZeloseCku zadanou bilinedrni formou b a jeji matici B. Vezméme néjaky nevlastni bod (x,y,0) a
zobrazme ho bilinearni formou b. Nula ve tfeti sloZce ndm "ofizne"matici B na hlavni submatici
fadu 2, kterou ozna¢ime B’. Je-li B’ pozitivné definitni, pak

, x
(CL’ Y 0) (B ) y| >0,
. 0
B

neboli neexistuje prinik s nevlastni pffmkou a kuzelosecka je elipsa. Pokud je ale pozitivné B’
pozitivné definitni, pak je i ortonormdlné diagonalizovatelna. Existuje tedy ortonormdlni matice
U = (uy|uy) takovd, 7e D = diag(dy,dy) = UB'U” je diagondlni. Déle plati

u{ Buy = u{U"DUuy = (U'wny)" D(Uuy) = (1,0)D (g) = 0.
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Neboli nevlastni body piimek se sméry u; a u, jsou polarné sdruzené. Jsou to sdruzené, na sebe
kolmé sméry, tedy hlavni sméry. Pro oba tyto sméry existuji 2 tecny k elipse, celkové najdeme
4 vrcholy. Ma-li B’ signaturu (0, 1, 1), pak uréuje hyperbolu. Symetrickymi dpravami ji 1ze tedy
diagonalizovat a podobnym argumentem jako vyse zjistime, Ze mé 2 na sebe kolmé osy. Jedna
osa protind hyperbolu ve dvou vrcholech a druhd nemé s hyperbolou zZadny prinik. Celkové 2
vrcholy. []

Poznamka 4.40 (Meta-véta o projektivnich, afinnich a eukleidovskych pojmech). Projektivni
zobrazeni zachovavaji (spravné zobrazuji) projektivni pojmy, afinni zobrazeni zachovévaji afinni
pojmy a shodnosti zachovdvaji eukleidovské (na skaldrnim soucinu zavisejici) pojmy.

Véta 4.41. Uvazujme kanonicky projektivné rozsifeny afinni prostor 7. Projektivni transfor-
mace uvazovand na vlastnich bodech maji tvar linedrnich lomenych zobrazeni. Afinity tvofi pod-
grupu projektivnich transformaci a jsou to pravé ta zobrazeni, které vlastni body zobrazuji na
vlastni body a nevlastni body na nevlastni body.

Diikaz. Vétu dokdZeme v rozsifené roving R?. Analogie pro vyssi dimenze a jind t&lesa pak
bude zfejma. Projektivni transformaci popiSme reguldrni matici F' a zobrazme néjaky vlastni
bod (z,y,1):

ajirtaigy+ais /

a1 G2 Q13 T a11% + a2y + a3 @31+ azoytazs x
_ a21T+a22y+a23 _ /

a1 Qg2 A23 Yyl = |aaxr +anytams | ~ | e | — (Y
az1 Gz A33 1 a31T + azely + ass 1 1

~~

F

Z toho je zfejmy tvar linedrné lomenych zobrazeni. Afinitu ze zobrazeni F' ziskdme poloZenim
az; = Q32 = Oa aszz = 1. Pak totiz

ain a2 A13 x a11x + a2y + a3
Qo1 G2 Q23 Y| = | a1 + a0y + as
0 0 1 1 1

To odpovid4 afinnimu bodu

(2 262
a1 A2 ) az3

Vsechny afinity musi byt v tomto tvaru jinak bychom nasli z, y takové, Ze posledni sloZka nebude
konstantni. Pokud a33 # 1 (nemuZe platit az3 = 0 protoze pak by byla F' singularni), tak miZzeme
celou matici F' vydélit timto ¢islem a dostaneme stejny projektivni bod. Z toho taky vidime, Ze

takovd afinita zobrazuje vlastni body na vlastni, protoZe tfeti slozka je jedna. Pokud zobrazujeme
nevlastni bod, tj. s nulou ve tfeti sloZce, pak

ai; Q12 Q13 x an + appy + a3
Qo1 Q22 (923 Y| = | a1 + azy + ass
0o 0 1 0 0

je nevlastni bod. Afinity tedy zobrazuji vlastni body na vlastni a nevlastni body na nevlastni.
To, ze afinity tvofi podgrupu plyne z faktu, Ze sloZeni afinit je afinita, inverz je afinita a diky
regularité existuje, a identita je také afinita. ]
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Véta 4.42 (Pfiklad afinné zachovaného pojmu). V projektivng rozsifené roviné R? m&jme elipsu
@ se sttedem S. Jestlize F je afinita, pak F'(Q) je opét elipsa a F'(.S) je jejim stfedem.

Dikaz. Elipsa v roz§ffené roviné R? nemd z4dny nevlastni bod. Podle piedchozi véty 4.41 F
zobrazuje vlastni body na vlastni a nevlastni na nevlastni, takze F'(po) = P @ F(Q) N poo =

(). Obraz elipsy proto nema zadny nevlastni bod a je to opét elipsa. Oznaéme b a b bilinedrni
formy generujici @, resp. F'(Q). Je-li S stfedem @, pak pro kazdy X € p,, plati b(X, S) = 0.
Vsimneme si, ze b(F'(X), F(Y)) = b(X,Y). Pak mdme pro kazdy Y € p.

b(F(S),Y) =b(S, F(Y)) =0,
protoze F~1(Y) € pu. F(S) je proto skutecné stiedem F(Q). O
Véta 4.43. V projektivné rozsifené roviné R? plati, ze

1. kazd4 elipsa je afinni transformaci elipsy 2 + 3% — 1 = 0,

2. kazd4 parabola je afinni transformaci paraboly 2% — y = 0,

3. kazd4 hyperbola je afinni transformaci hyperboly zy — 1 = 0.

V disledku jsou tedy kazdé dvé kuZelosecky stejného afinniho typu mezi sebou zobrazitelné
afinni transformaci.

Definice 4.44 (Afinni klasifikace kvadrik v prostoru). V projektivné roziifeném prostoru R?
definujeme tyto afinni typy regularnich kvadrik

1. elipsoid jako nepifimkovou kvadriku, kterd nema Zadny nevlastni bod,
2. elipticky paraboloid, jako nepiimkovou kvadriku, kterd ma pravé jeden nevlastni bod,

3. dvojdilny hyperboloid jako neptimkovou kvadriku, jejiZ nevlastni body tvori regularni ku-
Zelosecku

4. jednodilny hyperboloid, jako pfimkovou kvadriku jejiz nevlastni body tvori reguldrni ku-
Zelosecku

5. hyperbolicky paraboloid, jako primkovou kvadriku jejiz nevlastni body tvori dvé pfimky.

Véta 4.45. Kazdé dvé kvadriky stejného afinniho typu mezi sebou zobrazitelné afinni transfor-
maci.
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S Mobiovy transformace

V této kapitole budeme studovat redlnou a komplexni projektivni pfimku, které budeme oznaco-
vat RP' a CP'.

Véta 5.1. Funkce realné proménné

fa(z) Zﬁ, a€ R, =(0,00),

jsou rostouci difeomorfismy intervalu [0, 1] na sebe. Pro libovolné hodnoty x¢, yo € (0, 1) exis-
tuje pravé jedno a € R, takové, Ze f,(xo) = yo. Tyto funkce tvoii vzhledem ke skladani grupu,
kterd je izomorfni s grupou (R, ). Jednd se o ziZeni na interval [0, 1] prvkd podgrupy projek-
tivni grupy PG L(RP").

Funkce f, pro nékolik hodnot parametru a.

Definice 5.2. Komplexni projektivni pfimka md vlastni body [z] ~ (z, 1) a jeden nevlastni bod
(1,0), ktery budeme té% oznacovat oo a tedy psat CP' ~ CU{oo} ~ R?U{oo}. Jsou-li z; vlastni
body pak

(zi = 00) < (|| = +00)

a jestlize ztotoznime C s R?, pak oo leZi na kazdé piimce a na Z4dné kruZnici. Spravnou predstavu
o CP*' ziskdme, kdyZ zobrazime C na sféru S pomoci projekce 7 z bodu N = (0,0, 1) (tak zvana
stereograficka projekce).

North Pole N

PinC
corresponds
toP' onS
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Dostaneme tak obrazy vSech vlastnich bodi:

21 2y 2 +y?—1
24yt + 1 a2+ + 1 22+ 241

7(2) = m(z + yi) = (

a navic definujeme 7(0c0) — (0,0, 1). Pak je 7 homeomorfismem (oboustranné spojitou bijekci)

~—
N

S' a CP', které nazyvame také Riemannova sféra. Obrazy pfimek a kruznic v R? jsou kruZnice
na S, tyto kiivky souhrné nazyvame kruhové krivky.

Grupa projektivnich transformaci PG L(CP'), pokud se uvaZuje na Riemannové sféfe R? U
{o0} ~'S, se nazyva téZ Mobiova a jeji prvky Mobiovy transformace.

Definice 5.3. Na Riemannové sféte definujme kruhovou inverzi p vzhledem k jednotkové kruznici
predpisem

p(z)=prozeC\ {0}, p(0) =00, ploc)=0.

Jestlize z = = + yi # 0, pak v redlnych souradnicich mame

z Y
x2+y x2+y

(A

Zobrazeni z — % nazyvame prevrdcend kruhovd inverze.

p(r,y) =

Véta 5.4. Kazdou Mobiovu transformaci 1ze vyjadiit jako sloZeni posunuti, otoceni, stejnoleh-
losti a prevracené kruhové inverze.

Véta 5.5. Kazda Mobiova transformace i kruhova inverze zachovava kruhové kiivky. Jinymi
slovy, obrazem primky nebo kruznice je pfimka nebo kruznice.

Véta 5.6. Kazda Mobiova transformace i kruhova inverze zachovava thly mezi kiivkami (je to
tedy konformni zobrazenf). Pfesnéji, mé&jme rovinné regularni hladké kiivky c;(t) a co(s) takové,
ze c1(tg) = ca(sg) = A € R? ~ C a Mdobiovu transformaci F, pficemz B = F(A) # oo.
Definujme ¢1(t) = F(c1(t)) a éa(s) = F(ca(s)). Pak vektory & (tg), & (so) sviraji stejny thel
jako vektory ¢ (to), c5(so)-

Véta 5.7. Jsou-li ddny tii rizné vzory 2z, 2, z3 € CP" a tii rizné obrazy wy, wo, w3 € CP', pak
existuje pravé jedna Mobiova transformace F' takova, ze F'(z;) = w;, proi = 1,2, 3.

Véta 5.8. Ctyfi rizné body 21, 2o, 23, 24 € CP' leZi na kruhové kfivce pravé tehdy, kdy?Z je jejich

dvojpomér (21, 22, 23, 24) redlné &islo.
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Definice 5.9. Poincarého polorovinovy model neeuklidovské geometrie ma mnoZzinu bodi
H = {z € C,Re(z) > 0},

primkami jsou vSechny kruhové kfivky kolmé na osu z a ptimé shodnosti jsou vSechny Mobiovy
transformace, které zachovavaji mnozinu H.
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