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Po ¢astech polynomidlni prostory

@ Prozatim jsme modelovali s bazi prostoru polynoma
nejvySe n na intervalu [0, 1]:

Pa([0,1]) = LO {B,”(t) = <7> (11— ji=o,..., n}

@ Z mnoha dlivodl potifebujeme funkce, které jsou nenulové
jen na ¢asti defini¢niho oboru.

@ Priklad: Studujte prostor funkci f : [0, 6] — R, které zGzeny
na intervaly [0, 1], [1, 3], [3, 6] jsou polynomy stupné 2, v
bodé& 1 maji spojitost C' a v bodé& 3 spojitost C°.

@ Je to vektorovy prostor? Jakou mé dimenzi? Jak najit jeho
bazi?

@ Pozorovani: zvySeni poCtu intervall (pfi zachovani
maximalni mozné spojitosti (p — 1) i snizeni spojitosti v
bodé zvySuji dimenzio 1.



B-spline baze

@ Pro posloupnost uzll (fy, t, . . ., tn), t < tir1 definujeme rekurentné
funkce Nip(t),i=0,...,(m— p— 1) stupné p takto
A — 1 te [t/7 D+1)
Niot) = { 0 jinde
t—1t li —t
Nip(t) = ——Nips(t) + 25— Ny o1 (1)
liyp — i livp+1 — lita

@ Jestlize t; = ti11 (nasobny uzel), pak chapeme [t;, ti.1) jako préazdnou
mnozinu.

@ Funkce Nip(t) je zjevné nulovd mimo interval [{, tiyp1) (Prop =0z
definice, pro vy$si stupen dokazeme indukci).

@ Pro pfipad ti1p — ti = 0 bude vzdy platit, Ze N ,_1(t) je vSude nulova a v
rekurzi uzijeme konvenci % =0.

@ Pro zvoleny stupen p je funkci pravé m — p polozime n=m—-p—1a
funkce jsou indexovany i =0,...,n.

@ Tyto funkce jsou definovany na celém R, ale vSechny jsou nulové mimo
[fo, tm] @ nds budou zajimat pouze na intervalu [{,, tm—p]. Jedna se o
bazi prostoru v8ech funkci které jsou definovany na [t,, tn—p], z4Zeny na
kazdy podinterval jsou polynomy stupné p a v bodé t, maji hladkost
p — ke, kde k; je nasobnost uzlu t,.



B-spline kfivky

@ pro fidici body P;, i = 0, ..., n, a bazové funkce N p,
i=0,...,n, je B-spline kfivka stupné p dana vztahem

C(t) = Z P,'N,'7p(t)
i=0



B-spline baze — uniformni vektor uzlu

@ bazové funkce pro uniformni vektor T = (0,1,2,...,7)
rlizného stupné — je vidét, Ze se vzdy jedna o stejné, pouze
posunuté bazové funkce




Cviceni

@ spoctéme bazové funkce pro p =2 a uzle (0,1,3,4,5)
@ spoctéme bazové funkce pro p =2 auzle (0,1,1,4,5)
@ spoctéme bazové funkce pro p =2 a uzle (0,1,1,1,5)



Dulezité vlastnosti B-spline bazovych funkci:

@ bazoveé funkce jsou nezdporné, tedy N p(t) > 0 na celém
R.

n
@ pro kazdé n funkce tvofi rozklad jednotky Z Nip(t) =1.
i=0
@ support (kde je funkce nenulova) N p(t) je lokalni, j[de o
interval [t;, fi p11)-
@ naintervalu [f;, fi;1) jsou nenulové pouze bazové funkce
N;,pyp(t), R N,'7p(t).
@ bazové funkce jsou zUzZeny na kazdy interval polynomem

stupné p (tedy C*>°) a v uzlu nasobnosti k maji hladkost
cPk



Oteviend (clamped) B-spline kfivka

Nejcastéji se pouziva uzlova posloupnost, kde prvni a posledni
uzel maji ndsobnost p + 1.

o uzly T = @ vektor uzld
(0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4), T=(0,0,0,1,2,2,3,3,3),
tj. uniformni vektor uzld, tj. neuniformni vektor uzld,
p =3, n=6, vysledny p =2, n=>5, vysledny

spline je tfidy C? spline je obecné tfidy C°




B-spline baze

@ Bernsteinovy polynomy stupné n jsou specialni B-spline
bazi pro uzlovy vektor

@ oteviené (clamped) bazové funkce interpoluji kraje
intervalu parametru, pfip. dalsi fidici body, pokud néktery
uzel je ndsobnosti p



Dulezité vlastnosti B-spline kfivek:

@ hladkost B-spline kfivka stupné p ma v uzlu nasobnosti k
hladkost CP—% a mimo uzlové body C>

@ lokalizace zmén — poloha fidiciho bodu P; ovliviiuje tvar
kFivky pro parametr t € [t;, ti} pi1]

@ podminka konvexniho obalu — kazdy oblouk kfivky stupné
p lezi v konvexnim obalu p 4+ 1 bodu fidiciho polygonu

@ afinni invariantnost — je jedno, jestli transformuje afinni
transformaci kfivku nebo jeji fidici polygon, vysledek je
stejny



B-spline kfivka — pfiklad

@ najdéme B-spline kfivku uréenou Fidicim polygonem
P1=10,0], P> =[1,4], P3 = [3,3], P, = [5, 1],
Ps = [7,—1], Ps = [9, 2] a uzlovym vektorem
T=(0,0,0,1,2,2,3,3,3).

@ kfivka je sloZzena ze 3 oblouk( (&asti) a je tfidy C?, jak
naznacoval uzlovy vektor

@ prvni a posledni hrana fidiciho polygonu urcuji te€ny ke
kfivce na zaCatku a na konci, vlivem snizeni spojitosti také
hrany P3P4, P4Ps urluji teCny kfivky v okoli napojeni
druhého a tfetiho oblouku



Vlozeni uzlu do uzlového vektoru

@ chceme vlozit uzel do existujiciho uzlového vektoru, aniz
bychom zménili tvar B-spline kfivky
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Vlozeni uzlu do uzlového vektoru

@ chceme vlozit uzel do existujiciho uzlového vektoru, aniz
bychom zménili tvar B-spline kfivky

@ jelikoz plati m = n+ p + 1, vloZeni uzlu je spojeno se
zvySenim poctu fidicich bodl o jeden.

@ meéjme dany fidici body Py, ..., P, uzlovy vektor
T = (o, ..., tm), stupen kfivky p a chtéjme vlozit novy uzel
t*

@ necht t* € [t, t,1), potom déale staci pracovat s body
Pi_ps - Pk

@ hledame nové fidici body Q;, i= k—p+1,..., k, takové,
Ze pavodni fidici body Pk_p.1, ..., Px_1 nahradime body
Q,i=k—p+1,...,k ,odfezavanim vrcholl“

@ novy bod na hrané P;_{P; najdeme ze vztahu
-t .
Q =(1-a)Pi_1+aPi, a= —, prok—p+1<i<k
ti+p — i
@ geometricky: novy uzel t* definuje pomery ax_pi1, ..., ak,
ve kterych t* rozdéluje intervaly (tx—p41, tk1)s - - -» (ks tktp)



Vlozeni uzlu do uzlového vektoru — pfiklad

@ meéjme B-spline kfivku stupné 3 s uzlovym vektorem

T= (To,l‘nfz,fs,tmT5,f67T7,T8,f9,T1o,T11)—
(0,0,0, 0 5 5 ,1,1,1,1)achcemevI02|tuzeI t"=1/2



Vlozeni uzlu do uzlového vektoru — pfiklad

@ meéjme B-spline kfivku stupné 3 s uzlovym vektorem
T =(to,t1, b, 13,1, t5, 85, b7, I3, B9, Lo, t11) =
(0,0,0,0,%,2,3,2,1,1,1,1) a chceme vlozit uzel t* = 1/2
@ t* € (15, %) = k = 5 a tedy pracujeme pouze s body P>,
..., Ps, ostatni body zUstavaji neménné



Vlozeni uzlu do uzlového vektoru — pfiklad

@ meéjme B-spline kfivku stupné 3 s uzlovym vektorem
T =(to,ty, bo, 13,14, b5, B5, b7, Ig, B9, b0, ty1) =
(0,0,0,0,%,2,3,2,1,1,1,1) a chceme vlozit uzel t* = 1/2

@ t* € (15, %) = k = 5 a tedy pracujeme pouze s body P>,
..., Ps, ostatni body zUstavaji neménné

@ body P3, P4 chceme odfiznout a nahradit novymi body Qg,
Q4, Qs



Vlozeni uzlu do uzlového vektoru — priklad

@ meéjme B-spline kfivku stupné 3 s uzlovym vektorem

T=(lo,ty,bo, 13,4, 15,15, b7, I, Ig, b0, 1) =
(0,0,0,0,1,2,3,2,1,1,1,1) a chceme vlozit uzel * = 1/2

@ t* € (15, %) = k = 5 a tedy pracujeme pouze s body P>,
..., Ps, ostatni body zUstavaji neménné

@ body P3, P4 chceme odfiznout a nahradit novymi body Qg,

Q4, Qs
@ tedy dosazenim
tF—t3 5 -t |
ST k-t 6 T -4 22 K-t 6
a

5 5 1 1 1 1
Q; = (1_§)P2+6P3’Q4 =(1 —E)P3+§P4,Q5 = (1_6)P4+6P5



Vlozeni uzlu do uzlového vektoru — priklad

@ meéjme B-spline kfivku stupné 3 s uzlovym vektorem
T =(to,ty, bo, 13,14, b5, B5, b7, Ig, B9, b0, ty1) =
(0,0,0,0,%,2,3,2,1,1,1,1) a chceme vlozit uzel t* = 1/2

@ t* € (15, %) = k = 5 a tedy pracujeme pouze s body P>,
..., Ps, ostatni body zUstavaji neménné

@ body P3, P4 chceme odfiznout a nahradit novymi body Qg,
Q4, Qs

@ tedy dosazenim

L -t 5 -t 1t 1
ST k-t 6 T -4 22 K-t 6
a
5 5 1 1 1 1
Q; = (1_§)P2+6P3’Q4 =(1 —E)P3+§P4,Q5 = (1_6)P4+6P5

@ dostavame tak novy fridici polygon Pg, P1, P2, Q3, Q4, Qs,
Ps, Pg, P7 a novy uzlovy vektor
T =(ty,... . ts, 1" lg,..., t11)



Rozdéleni B-spline kfivky na Bézierovské segmenty

@ B-spline kfivku stupné p je mozné rozdélit na sekvenci
Bézierovskych segmentl pouze s vyuzitim algoritmu
vlozené uzlu do uzlového vektoru

@ staci vlozit kazdy vnitfni uzel tolikrat, aby jeho vysledna
nasobnost byla p

@ vedlejSim efektem je samozfejmé vyrazné zvySeni poctu
fidicich bodu
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de Boorlv algoritmus

@ je zobecnénim algoritmu de Casteljau

@ algoritmus je zaloZen na faktu, Ze zvySovani nasobnosti
vnitfnich uzl( snizuje pocet nenulovych bazovych funkci v
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funkce nenulova a nabyva v ném nutné hodnoty 1, tedy
C(t*) = Njp(t*)P; = P;

@ pokud tedy hledame bod C(t*) na kfivce, staci vlozit uzel
t* do uzlového vektoru tolikrat, aby jeho nasobnost byla p —
posledni vygenerovany bod je pfimo bodem C(t*) na kfivce

@ de Boor(v algoritmus se tedy od algoritmu de Casteljau lisi
ve dvou zakladnich vécech:

@ na rozdil od pevné danych koeficientl 1 — t* a t*, které se
pouzivaji v pribéhu celého algoritmu de Casteljau, se koeficienty
v de Booroveé algoritmu méni a zavisi na uzlovém vektoru

@ v de Booroveé algoritmu pracujeme pouze s p + 1 fidicimi body,
které urcuji oblouk B-spline kfivky pro t* € (i, tx+1); algoritmus de
Casteljau vzdy pracuje s celym Fidicim polygonem



de Boorlv algoritmus — priklad

@ méjme dan fidici polygon
P = ([0,0],[-2,0],[-8,3],[-1,7],[5,6],[6, 1]) a uzlovy
vektor T = (0,0,0,0,1/3,2/3,1,1,1,1), chceme najit bod
na B-spline kfivce pro parametr * = 4/5
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Aplikace vkladani uzlu.

@ Zjemneéni intervall a ziskani vice stupnt volnosti (uzel
vloZime jednou).

@ Snizeni spojitosti (napf. za ucelem vytvoreni ostrych roht).
@ Nalezeni bodu na kfivce (uzel vloZzime do nasobnosti p).
@ Nalezeni te€ny (uzel vloZime do nasobnosti p — 1).

@ Rozdéleni kfivky na dvé (uzel vloZzime do nasobnosti
p+1.)



