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Racionalni Bézierovy krivky

@ nékteré standardni objekty, zejména kruznice, resp. jeji
¢asti, nelze popsat pomoci Bézierovych kfivek, proto se
zavadi racionalni verze Bézierovych kfivek (a pozdéji také
B-spline krivek), které jsou ur€eny nejen fidicim
polygonem, ale také tzv. vahami fidicich bodu.
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@ Jedna se vlastné o projekce prostorovych polynomialnich
kfivek.




Racionalni Bézierovy krivky

@ Méme P; = [Pix, Piy], i =0,..., nfidici body v roviné a
w; > 0 vahy téchto bodul, potom tzv. projektivni fidici body
racionalni Bézierovy kfivky jsou definovany jako

P = Wi[Pix, Piy, 1] = [WiPi x, WiPjy, wi].

Jedna se vlastné o vloZeni bodu do roviny z = 1 a jejich
stejnolehlé "vysunuti’do prostoru s riznymi vahami.



Racionalni Bézierovy krivky

@ Méme P; = [Pix, Piy], i =0,..., nfidici body v roviné a
w; > 0 vahy téchto bodul, potom tzv. projektivni fidici body
racionalni Bézierovy kfivky jsou definovany jako

Pyv = Wi[Pi,X7 Pi,y, 1] - [WI'PI',Xa WIPI,y7 WI]

Jedna se vlastné o vloZeni bodu do roviny z = 1 a jejich
stejnolehlé "vysunuti’do prostoru s riznymi vahami.
@ Z nich vytvofime Bézierovu kfivku v prostoru

()= Y PrEN()
i=0

a tu pak zprojektujeme zpét do roviny z = 1 a dostaneme
vyslednou racionalni kfivku
_ 2o wiPiBf(t)
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Racionalni algoritmus de Casteljau

@ algoritmus de Casteljau pro racionalni Bézierovy kfivky je
standardni algoritmus pro polynomialni Bézierovy kfivky
pouzity na projektivni fidici body P}, i = 0,..., n, fidiciho
polygonu
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fidicimi body Py, ..., P3 a jejich vAhami wy, ..., ws plati

P/ =(1—t)Pfy+ 1Py, j=0,1,2
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Racionalni algoritmus de Casteljau

@ algoritmus de Casteljau pro racionalni Bézierovy kfivky je
standardni algoritmus pro polynomialni Bézierovy kfivky
pouzity na projektivni fidici body P}, i = 0,..., n, fidiciho

polygonu
@ napf. pro kubickou racionalni Bézierovy kfivku ur€enou
fidicimi body Py, ..., P3 a jejich vAhami wy, ..., ws plati

P/ =(1—t)Pfy+ 1Py, j=0,1,2

@ je zfejme, ze vaha nového bodu P; 1 je urCena treti
soufadnici bodu P}’jq ajerovna w1 = (1 —t)wjo + W10
@ kartézské souradnice nového bodu potom tedy jsou

Wio Witi10
Pii=(1—1t)—=Piog+t J Pit10

i1 i1



Racionalni algoritmus de Casteljau

@ cely proces je mozné obecné zapsat ve tvaru

PP = P,
j1
' 1 pj—1
Pi = ( +1 '+, Pl
WI Wi

w o= (1-t)w m/m‘, j=1,...,n,i=0,....n—j



Moznost nastaveni krajnich vah na 1

Véta: Necht ¢(t), t € [0, 1] je racionalni Bézierova kfivka s fidicimi
body (P, ...,P,) a vdhami (wy, ..., wy). Zvolme A € R™ a definujme
c(s), s € [0, 1] jako reparametrizaci ¢(t) pomoci funkce

AS
A—1s+1°
Pak c(s) je racionalni Bézierova kfivka s tymiz fidicimi body
(Po,...,Pp) asvahami (wy, ..., W,), kde w; = A'w;.

t=1(s) =

Dikaz: Pfimym dosazenim dostavame
)\i
n —B"
atedy i
n P;B" " MNwP;BP
C(S) — C(f(S)) _ E/:no WiF, ,(t(S)) _ Z/:no/\ W/ ! I(S)
j=0 Vit i=0 B
> WiBP(H(S)) S g AwiBI(S)
>oo WiPiB](s)
>0 WiBP(s)




KuZeloseCky jako racionalni Bézierovy kfivky

@ Pron=2mametedy wo =1, wy = w, wo = 1.
@ Plati, ze vysledna kfivka je ¢ast paraboly pro w = 1,
hyperboly pro w > 1 a ¢ast elipsy pro w < 1.

@ Oblouk kruznice dostaneme, jestlize |PoP1| = |P1P2|,
wo=1,w=1aw=sina.




NURBS kfivky

@ NURBS = Non-Uniform Rational B-Splines
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NURBS krivky

NURBS = Non-Uniform Rational B-Splines

pomoci raciondlnich Bézierovych kfivek stale nedokazeme
popsat celou kruznici, pomoci NURBS kfivky ano

NURBS kfivka je ur€ena fidicimi body, vahami téchto
fidicich bodu, stupném a uzlovym vektorem

i pro NURBS kfivky miize byt uzlovy vektor uniformni nebo
neuniformni

kfivky jsou racionalni, protoze parametrizace oblouku
kfivky jsou tvofeny racionalné lomenymi funkcemi

vahy funguji obdobné jako u racionalnich Bézierovych
kfivek

o uzlovém vektoru plati totéz, co bylo fe€eno pro
polynomialni B-spline kFivky

analogicky k racionalnim Bézierovym kfivkam, pro fidici
body P; a jejich vahy w;, i =0,...,n, jsou

P/ = [W;Pi x, W,‘(P,"y, wil, i=0,...,n
tzv. projektivni fidici body NURBS kfivky



NURBS krivky

@ projektivni fidici body P} a uzlovy vektor T ur€uji
polynomialni B-spline kfivku v prostoru o dimenzi vy$§im a
projekci dostavame racionalni parametrizaci rovinné
NURBS kfivky

@ kruznice na obrazku dole je ziskana projekci po ¢astech
kvadratické B-spline kfivky v R3




NURBS krivky

@ pokud P;aw;, i =0,...,njsou fidici body a vahy NURBS
kfivky, T je vektor parametrizace, potom parametrizace
NURBS kfivky stupné p je

> o Nip(u)wiP;
C(u) = :
() > iz Nip(u)wi




NURBS krivky

@ pokud P;aw;, i =0,...,njsou fidici body a vahy NURBS
kfivky, T je vektor parametrizace, potom parametrizace
NURBS kfivky stupné p je

C(U) _ ZI():O Ni’p(U)WiP,'
@ pokud P} jsou pfisludné projektivni fidici body, potom plati

()
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i=0 i=0

a projekci dostavame (2).



NURBS krivky

@ pokud P;aw;, i =0,...,njsou fidici body a vahy NURBS
kfivky, T je vektor parametrizace, potom parametrizace
NURBS kfivky stupné p je

_ 2ico Nip(u)wiP;

@ pokud P} jsou pfisludné projektivni fidici body, potom plati

C(u) ()

n n
C¥(u) = Nip(u)PF =" Nip(u)(Wi(P;)1, wi(Pi)2, wi)
i=0 i=0
a projekci dostavame (2).
@ vlastnosti obdobné B-spline kfivkam — lokalizace zmén,
plati podminka konvexniho obalu, projektivni invariantnost



NURBS krivky

@ pokud P;aw;, i =0,...,njsou fidici body a vahy NURBS
kfivky, T je vektor parametrizace, potom parametrizace
NURBS kfivky stupné p je

_ 2ico Nip(u)wiP;

@ pokud P} jsou pfisludné projektivni fidici body, potom plati

C(u) ()

n n
C¥(u) = Nip(u)P} =" Nip(u)(Wi(Pi)1, wi(P))2, w;)
i=0 i=0

a projekci dostavame (2).

@ vlastnosti obdobné B-spline kfivkam — lokalizace zmén,
plati podminka konvexniho obalu, projektivni invariantnost

@ pokud jsou vahy vSech fidicich bodu stejné, dostavame
polynomialni B-spline kfivku



NURBS krivky

@ pokud P;aw;, i =0,...,njsou fidici body a vahy NURBS
kfivky, T je vektor parametrizace, potom parametrizace
NURBS kfivky stupné p je

C(U) _ ZI():O Ni’p(U)WiP,'
@ pokud P} jsou pfisludné projektivni fidici body, potom plati

()

n n
C¥(u) = Nip(u)P} =" Nip(u)(Wi(Pi)1, wi(P))2, w;)
i=0 i=0

a projekci dostavame (2).

@ vlastnosti obdobné B-spline kfivkam — lokalizace zmén,
plati podminka konvexniho obalu, projektivni invariantnost

@ pokud jsou vahy vSech fidicich bodu stejné, dostavame
polynomialni B-spline kfivku

@ (racionalni) Bézierovy kfivky a B-spline kfivky jsou tedy
specialnimi pfipady NURBS kfivek



