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Toto jsou prubezné vznikajici zapisky z prednasek Linedrni algebra a geometrie 1
a Linedrni algebra a geometrie 2. Pokud naleznete jakoukoliv chybu, dejte ndm
urcité vedet!

1. OPAKOVANT

Cil. Zopakujeme si zdklady analytické geometrie v roviné a pro-
storu a pocitani s komplexnimi cisly.

V tvodni kapitole si zopakujeme nékteré poznatky, se kterymi se vétsina z vas
seznamila uz na stfedni skole.

Pripomeneme si zéklady analytické geometrie, zejména rovnici primky v roviné
a roviny v prostoru a jejich parametrickd vyjadreni. V druhé c¢asti zopakujeme
pocitani s komplexnimi ¢isly. Ukézeme jejich geometricky vyznam a podrobnéji se
budeme vénovat feseni binomickych rovnic.

1.1. Analytickd geometrie v roviné a prostoru.
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OBRAZEK 1. Soufadnice bodu v roving

Date: 13. ledna 2015.
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1.1.1. Souradnice v roviné. Pokud zvolime v roviné néjaky souradny systém, mizeme
kazdy bod zapsat pomoci jeho soutradnic jako uspofaddanou dvojici redlnych cisel
(p, q)- A naopak, kazdé usporddané dvojici redlnych ¢isel odpovida préavé jeden bod
v roviné. Na pridavné jméno usporddand nesmime zapominat, protoze v uspora-
dané dvojici ¢éisel zalezi na jejich poradi. Je-li p # ¢, jsou dvojice (p,q) a (q,p)
riizné. Dvojicim (p, ¢) a (g, p) také odpovidaji rizné body v roviné. Jsou symetrické
vzhledem k ose prvniho a tietiho kvadrantu.

Je-li u vektor v roviné s po¢ateénim bodem P = (p;,p2) a koncovym bodem @Q =
(¢1,92), pak za jeho soufadnice povazujeme usporddanou dvojici (¢1 — p1, g2 — p2)
realnych ¢isel. Souradnice vektoru u nezavisi na volbé pocate¢niho bodu.
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OBRAZEK 2. Soufadnice vektoru v roving

Naopak, kazda uspotddand dvojice (r, s) redlnych ¢éisel uréuje vektor u v roviné.
Pocatecni bod P = (p,q) mizeme zvolit libovolng, koncovy bod @ mé pak soutrad-
nice (p + r,q + s). Pokud za pocéate¢ni bod zvolime pocatek soufadnic (0,0), pak
mluvime o polohovém vektoru bodu (r, s).

Kazdé usporadané dvojici redlnych éisel (r,s) tak odpovidd bud néjaky bod
R = (r, s) nebo néjaky vektor u = (r,s) v roviné.

Pripomenme jesté, ze body v roviné mtzeme zapsat pomoci souradnic az poté,
co jsme si zvolili néjaky souradny systém. Jeden a ten samy bod mize mit v riz-
nych souradnych systémech rtzné souradnice. Totéz plati pro vektory. S jedinou
vyjimkou, a tou je nulovy vektor, ktery ma stejny pocatecni a koncovy bod. Ten
mé v jakémkoliv soufadném systému soutradnice (0, 0).

1.1.2. Rownice primky a parametricke vyjadrent primky v roviné. Kazdé feSeni jedné
linearni rovnice o dvou neznamych

a1r1 + agxe = b



LINEARNI ALGEBRA 3

(7,5)

> x|

OBRAZEK 3. Polohovy vektor bodu

je uspofddand dvojice redlnych ¢isel (z1,x2). Mnozina S vSech FeSeni takové rovnice
je néjaka mnozina usporadanych dvojic realnych cisel:

S = {(.Tl,SCQ) S RQ La1x1 + asxe = b} .

Tyto dvojice miizeme povazovat za souradnice bodii v roviné. Mnozina vSech feseni
rovnice pak geometricky odpovidé pfimce v roviné (pokud je aspoti jeden z koefici-
entll a1, az nenulovy).
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OBRAZEK 4. Rovnice pfimky
Je-li a; = 0, je pfimka rovnobézna s prvni souradnou osou, je-li as = 0, je

rovnobézna s druhou souradnou osou.



4 LIBOR BARTO A JIRI TUMA
Pfimku v roviné mizeme také zapsat parametricky pomoci dvou vektord u a
v # (0,0) jako mnozinu
{u+tv:teR} ,

vektory s¢itame a nasobime realnym ¢islem po slozkach. Vektor v nazyvame smé-
rovy vektor primky.
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OBRAZEK 5. Parametrické vyjadieni pfimky

Priklad 1.1. Najdeme rovnici a parametrické vyjadieni ptimky S, kterd prochézi
body P =(2,3) a @ = (—1,1).

Snazsi je vyjadrit pfimku v parametrickém tvaru. Za vektor u zvolime polohovy
vektor (2,3) bodu P. Vektorem v bude vektor s po¢ate¢nim bodem P a koncovym
bodem @, tj. v = (—1,1) — (2,3) = (=3, —2). Parametrické vyjadfeni pfimky S je

{u+tv:teR}={(2,3)+t(-3,-2): t € R} .

K nalezeni rovnice pfimky najdeme pruseciky piimky S se souradnymi osami.
Vyjdeme z parametrického vyjadfeni. Volbou ¢ = 2/3 dostavdme bod (0,5/3)
piimky S na druhé soufadné ose, a volbou ¢ = 3/2 najdeme priise¢ik (—5/2,0)
primky S s prvni soufadnou osou. Z obrazku 4 pak nahlédneme, Ze musi platit

-5 b 5 b
T o, 2=
2 ap 3 a
Staci tedy zvolit napt. b =5, a; = —2 a ag = 3. Jedna z moznych rovnic pfimky S

je tedy —2x1 4+ 322 = 5.

Otazky 1.2. K rovnici pfimky —2x7 + 3z2 = 5 najdéte rovnici néjaké rovnobézné
primky. Které dalsi rovnice popisuji stejnou primku jako rovnice —2x; + 3zo = 57
Kdy dvé rovnice urcuji riznobézné primky?
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OBRAZEK 6. Soufadnice bodu a vektoru v prostoru

1.1.3. Souradnice v prostoru. Podobné volba soufadného systému v prostoru umoziuje
zapsat kazdy bod prostoru jako usporaddanou trojici (p, g, r) redlnych éisel.

Na obrazku 6 je také zndzornén polohovy vektor bodu (p, g, 7) a vektor s po¢a-
teénim bodem P a soufadnicemi (p, ¢, ). Jakékoliv uspofadané trojici redlnych ¢isel
odpovida jednozna¢né uréeny bod v prostoru a také jednoznacné urceny vektor v
prostoru.

Stejné jako v roviné také souradnice bodu v prostoru zavisi na volbé souradného
systému. Rovnéz na ném zavisi souradnice jakéhokoliv nenulového vektoru. Nulovy
vektor mé v kazdém soufadném systému soufadnice (0,0, 0).

1.1.4. Rownice roviny a parametrické vyjddreni roviny v prostoru. Kazdé feseni
jedné linearni rovnice o tfech neznamych
a1r1 + asxo + asxrsy = b
je usporadand trojice (x1,x2,x3) redlnych ¢isel, kterd odpovida néjakému bodu v
prostoru. Mnozina vSech Teseni
3
S = {(.’1,’171'27.%'3) € R’ :a1x1 + asrs + azrs = b}
pak odpovida néjaké roviné v prostoru, pokud je aspon jeden z koeficientti ay, as, as
nenulovy. Rovina je rovnobéznd s prvni soufadnou osou pravé kdyz je a3 = 0,
podobné s dalsimi osami. V ptipadé a; = as = 0 jde tedy o rovinu rovnobéznou s
rovinou urc¢enou prvnimi dvéma souradnymi osami 1, xs.
Také rovinu v prostoru mizeme vyjadrit v parametrickém tvaru
S={u+sv+itw:steR},
kde u je polohovy vektor néjakého bodu roviny a v, w jsou dalsi vhodné vektory.

Priklad 1.3. Najdeme parametrické vyjadieni roviny uréené body P = (0,2,1),
Q= (1,2,3), R = (2,1,0). Za vektor u zvolime polohovy vektor bodu P, tj. u =
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OBRAZEK 7. Rovnice roviny v prostoru
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OBRAZEK 8. Parametrické vyjadieni roviny v prostoru

(0,2,1). Za vektor v muzeme zvolit napiiklad vektor s pocateénim bodem P a
koncovym bodem @, tj. v = (1,2,3) — (0,2,1) = (1,0,2). A nakonec za vektor w
zvolime vektor s poéateénim bodem P a koncovym bodem R, tj. w = (2,1,0) —
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(0,2,1) = (2,—1,—1). Parametrické vyjadieni roviny je tedy
{(0,2,1) + 5(1,0,2) + £(2,—1,—1) : s,t € R} .

Rovnici této roviny muzeme z jejiho parametrického vyjadfeni najit podobné,
jako jsme hledali rovnici pfimky v roviné z jejiho parametrického tvaru. Najdeme
hodnoty parametri s, ¢, které urcuji bod roviny na prvni soutadné ose. Takovy bod
musi mit druhou a tfeti soufadnici rovnou 0. Tato podminka vede na soustavu dvou
linearnich rovnic o dvou neznadmgych:

24+0s—1t = 0
14+2s—t = 0,
kterd m4 feseni t = 2 a s = 1/2, na prvni soufadné ose lezi bod (0+ 1s+2t,0,0) =
(5/2,0,0). Podobné najdeme priise¢iky parametricky zadané roviny s dalsim sou-
fadnymi osami. Ze soufadnic téchto prusecikid potom odvodime koeficienty a1, as, as

a b pomoci obrazku 7. Brzy se nau¢ime mnohem rychlejsi postup a proto ten prave
naznaceny uz nebudeme délat podrobné az do konce.

Otazky 1.4. Jak pozndme, ze dvé linedrni rovnice o tfech nezndmych urcéuji rov-

nobézné roviny? Kdy uréuji riiznobézné roviny? Jak by feseni predchoziho prikladu

probihalo, kdyby body P, @, R lezely na jedné pfimce?

1.1.5. Soustava rovnic primky a parametrické vyjadreni primky v prostoru. Jedno-

dussi je najit v tomto pripadé parametrické vyjadreni. To je
S={u+tv:teR},

kde u, v jsou vhodné vektory v prostoru.
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OBRAZEK 9. Parametrické vyjadieni pfimky v prostoru

Méme-li parametricky vyjadfit pfimku prochazejici body P = (—2,3,1) a Q =
(1,0,5), zvolime u = (—2,3,1), tj. polohovy vektor bodu P, a za v napfiklad
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vektor s poéateénim bodem P a koncovym bodem @, tj. v = (1,0,5) — (=2,3,1) =
(3,—3,4). Parametrické vyjadreni je tedy
{(-2,3,1) +t(3,-3,4) : t e R} .
Neexistuje jedna linedrni rovnice o tfech neznamych, jejiz mnozina feSeni by
odpovidala pfimce v prostoru. Kazdou pfimku v prostoru ale mtizeme vyjadrit jako
mnozinu vSech feSeni soustavy dvou linearnich rovnic o tfech neznamych:

1171 + a19T2 + 4133 = by
2171 + a22T2 + az3T3 = by

Kazda ptimka je totiz prinikem dvou rovin a kazdou z téchto dvou rovin mizeme
popsat jednou linearni rovnici o tfech neznamych Pranik téchto dvou rovin odpo-
vidéd mnoziné vSech spolecnych feseni obou rovnic.

X2

OBRAZEK 10. Prinik dvou rovin v prostoru

Musime dat jenom pozor, aby kazda z rovnic urcovala rovinu, tj. aspon jeden z
koeficient a1, a1z, a3 byl nenulovy, a stejné tak mezi koefienty as1, ase, azs musi
byt aspoil jeden rizny od nuly. A jesté musi byt obé roviny rtznobézné, coz zajis-
time pozadavkem, Ze zadny z vektort (a11,a12,a13) a (ag1, asz, ass) neni nasobkem
druhého.

Nyni mizeme geometricky nahlédnout, jak mize vypadat mnozina vSech feseni
jakékoliv soustavy linearnich rovnic o tfech nezndmych. Protoze je to prinik néja-
kych rovin, mtze to byt bud rovina, nebo pfimka, nebo bod, a nebo prazdna
mnozina (to v piipadé, Ze je soustava nefesitelnd). A nakonec musime jesté pridat
cely prostor, coz nastane pokud je kazda rovnice v soustavé tvaru 0z 4+ 0xo+0x3 =
0, kterou splituje jakakoliv trojice (x1,x2,x3).

Podobné nahlédneme, Ze mnozina vSech feseni jakékoliv soustavy linearnich rov-
nic o dvou nezndmych je bud pfimka, nebo bod, nebo prazdnéd mnozina, a nebo
celé rovina.
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1.2. Komplexni ¢isla.

1.2.1. Pocitani s komplexnimi c¢isly. Komplexni ¢islo je ¢islo tvaru
a+ib ,
kde

e a,b jsou redlna cisla
e i je imagindrni jednotka, pro kterou plati i2 = —1 .

Je-li z = a + ib komplexni cislo, pak
e (islo a nazyvame redlnd c¢dst Cisla z a oznacujeme je Rez
e (islo b nazyvame imagindrni ¢dst ¢isla z a oznacujeme je Im z .

Kazdé komplexni ¢islo z tak mizeme zapsat jako z = Re z+4i Im 2. Dvé komplexni
Cisla z = a +ib a w = ¢+ id se rovnaji praveé kdyz se soucasné rovnaji jejich realné
Casti a imaginarni ¢asti, tj. prave kdyz plati a = ca b = d.

S komplexnimi ¢isly pocitame stejné jako s algebraickymi vyrazy. Séitame

(a+1ib) + (c+id) = (a+c)+i(b+4d) ,
a nasobime

(a +ib)(c + id) = (ac + i2bd) + iad + ibc = (ac — bd) + i(ad + bc) .

Diky piedpokladu i? = —1 je soucin komplexnich ¢isel opét komplexni &slo.

Stejné snadné je odcitani,
(a+1ib) —(c+id)=(a—c)+i(b—4d) ,
zatimco pii déleni komplexnich ¢isel musime vice pocitat:

a+ib a+ib c—id (ac+bd)+i(bc—ad) ac+bd . bc—ad

c+id  c+id c—id E+d+ (—cd+cd) A+ d? ‘et

Posledni t¥i zlomky ve vypoétu maji smysl pravé kdyz ¢ + d? > 0, coz je pravé
kdyz aspon jedno z redlnych cisel c,d je rtizné od 0, a to nastava pravé kdyz je
komplexni ¢islo ¢ 4 id nenulové.

1.2.2. Cisla komplexné sdrufend. PFi Gpravé zlomku z komplexnich é&isel do alge-
braického tvaru jsme zlomek rozsitili ¢islem ¢ —id. Pti pocitani s komplexnimi ¢isly
mé zména znaménka imaginarni slozky dtlezité misto.

Definice 1.5. Je-li z = ¢ + id komplexni ¢islo, pak ¢islo ¢ — id nazyvame c¢islo
komplexne sdruzené k cislu z a oznacujeme jej z.

Cislo komplexné sdruzené k Z = ¢ — id je tedy c + id = z, proto pro kazdé kom-
plexni ¢islo z plati prvni z nasledujiciho seznamu jednoduchych vlastnosti komplex-
niho sdruzovéani.

IRl w

= Z pravé kdyz je z realné ¢islo
+zZ=2c=2Rez ,
—z=12d=1i2Imz ,
z=c2+d? .

e o o o o
[SIERS RS ISR
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Také ostatni vlastnosti snadno odovodime z definice komplexné sdruzeného ¢isla
k cislu z a mizete si je dokazat sami. Zde si vypoctem ovérime pouze tu posledni:

2%z = (c+id)(c—id) = ¢ —i*d* +i(dc — cd) = * + d* .
Komplexni sdruzovani také ,zachovava“ algebraické operace s komplexnimi ¢isly.
Je-li w = a + b dalsi komplexni ¢islo, pak plati
cewtz=w+7z,
C WZ=WZ .
Prvni vlastnost 1iké, Ze ¢islo komplexné sdruzené k sou¢tu dvou komplexnich ¢isel
dostaneme také tak, ze vezmeme cisla komplexné sdruzena k obéma scitanciim a

ta pak secteme. Druhé vlastnost ¥ika totéz pro soucin. Druhou vlastnost si ovérime
vypoctem:

\q
|

wz = (a—ib)(c—1id) = (ac—0bd)—i(ad+ be

(a+1b)(c+ id) = (ac — bd) + i(ad + be) = (ac — bd) — i(ad + be) ,
) .
ODbé ¢isla wz a wZ maji stejné redlné a imaginarni ¢asti a proto se rovnaji.

1.2.3. Zdkladni ciselné obory. Kazdé realné ¢islo a je soucasné komplexnim ¢islem
a + i0. Mnozina vsSech realnych ¢isel, budeme ji oznacovat R, je tak podmnozinou
mnoziny vSech komplexnich ¢isel, kterou budeme oznacovat C. Komplexni ¢isla jsou
nejvétsim z ¢iselnych obord, se kterymi jste se dosud uéili pocitat. Od prirozenych
¢isel, kterd znac¢ime N (natural numbers), pfes cela ¢isla Z (Zahlen), racionalni ¢éisla
Q (quotients), realnd ¢isla R (reals) az po komplexni éisla C (complex numbers):

NcZcQcRcC.

vsxe

1.2.4. Zdkladni véta algebry. Jednou z ptic¢in postupného rozsifovani ¢iselnych obort
byla potfeba Tesit rovnice. V kazdém oboru obsazeném v mnoziné redlnych ¢isel R
Ize formulovat rovnici, ktera v tomto oboru neméa zadné reSeni. Rovnice z +2 =1
mé pouze prirozené koeficienty, ale zadné prirozené ¢islo ji nefesi. Podobné rovnice
22 = 1 nem4 z4dné celociselné feseni, rovnici 22 = 2 nefesi zadné racionalni &islo, a
rovnice 2 = —1 nemé Zadny realny kofen. Obor komplexnich ¢isel uz kvili Feseni
polynomialnich rovnic neni nutné dale rozsifovat, nebot plati nasledujici zdkladni
véta algebry.

Véta 1.6. Kazdy nekonstantni polynom s komplexnimi koeficienty md aspor jeden
komplexni koten.

Zakladni vétu algebry lze formulovat také nasledujicim zpiisobem.

Véta 1.7. Pro kazdyj polynom p(z) = apx™+an 12" 1+ -+ajz+ag stupnén > 1
s komplexnimi koeficienty a,, an—1,...,a1,a9 existuji komplexni cisla z1, 29, . .., 2n
(nemust byt navzdjem rizna), pro kterd plati

2™ + ap 12" b aztag = an(z —21) (T —22) - (T — 2n)

Tuto formulaci mizeme také strucné vyjadrit slovy kazdy nekonstantni polynom
s komplexnimi koeficienty se rozklddd na soucin linedrnich ciniteli. Kazdé z kom-
plexnich &isel 21, 29, .. ., 2, je kofenem polynomu p(x) a tedy FeSenim polynomidlni
rovnice a,x" + - -+ a1x + ag = 0. Z porovnani stupni polynomut na obou stranach
posledni rovnosti dostaneme ihned nésledujici dtisledek.

Disledek 1.8. Kazdy polynom stupné n s komplexnimi koeficienty md nejvyse n
navzajem ruznych komplexnich korenii.
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Polynom s realnymi koeficienty nemusi mit zadny realny kofen, zndmym pii-
kladem je polynom 2 + 1. Podle zékladni véty algebry ma ale né&jaké komplexni
kofeny. Pro komplexni kofeny polynomui s redlnymi koeficienty plati nésledujici
tvrzeni. Rika, Ze komplexni kofeny polynomii s redlnymi koeficienty se sdruzuji do
part.

Véta 1.9. Je-li p(x) = apa™ + ap_12" "1 + -+ + a1z + ag polynom s redlnymi
koeficienty, pak je ¢islo z € C koten polynomu p(x) prdvé kdyz je zZ (¢islo komplexné
sdruzené k z) také koten polynomu p(x).

Diikaz. Narozdil od zakladni véty algebry ma véta o komplexnim sdruzovani kofenti
jednoduchy dtkaz, a proto si jej uvedeme.

Kazdy koeficent a; polynomu p(x) je realné éislo, plati proto @; = a;. Stejné tak
plati 0 = 0. ProtoZe pfedpokladame, Ze 2 je kofen polynomu p(z), plati p(z) = 0, a
tedy také p(z) = 0 = 0. V nasledujicim v¥poctu pouzijeme, ze komplexni sdruzovani
zachovava séitani a nasobeni komplexnich cisel. Plati

0=p(z) =apnz"+ apn_12""1+-- -+ a1z +aog

=ap 2"+ ap_12" 1+ +az+ag

e m-1 .
=0, 2" +ap,12" +--t+a1z+ag

_ n—1 _ -
=apz2"+an1z2" "+ a1z + a0 =p(Z) ,

coz dokazuje, ze Z je kofen polynomu p(z).
Je-li naopak z kofen polynomu p(z), pak jsme pravé dokazali, ze také z = z je
kofen polynomu p(z). O

1.2.5. Komplexni rovina. Realna ¢isla znazornujeme na redlné ose. Komplexni ¢islo
2z = a + ib mizeme znizornit jako bod (a,b) v roviné s kartézskymi soufadnicemi.
V takovém pfipadé mluvime o komplexni rovine. Také se muizete setkat s nazvem
Gaussova rovina a v anglicky psanych uéebnicich s ndzvem Argand plane, ptipadné
Argand diagram.

Na obrazku je kromé ¢isla z = a + ib zndzornéné také ¢islo komplexné sdruzené
k z, tj. ¢islo Z = a — ib. Geometricky je komplexné sdruzené ¢islo Z symetrické s
¢islem z vzhledem k realné ose.

Obrazek 12 ukazuje geometricky vyznam véty 1.9 o komplexnim sdruzovani
kofent polynomt s readlnymi koeficienty — mnozina vSech kofent je symetrické vzhle-
dem k realné ose.

Déle si na obrazku 13 ukdzeme geometricky vyznam s¢itani komplexnich cisel.
Jsou-li z = a+ib a w = c+id komplexni ¢isla, pak soudet z+w = (a+c¢)+i(b+d)
odpovid4 bodu se soufadnicemi (a + ¢,b + d) a ten dostaneme jako koncovy bod
sou¢tu polohového vektoru bodu (a, b) odpovidajiciho z a polohového vektoru bodu
(¢,d) odpovidajiciho w.

1.2.6. Poldrni souradnice v roviné. Geometricky vyznam nasobeni je o néco slozi-
téjsi. Pro jeho pochopeni je vhodnéjsi pouzit k zapisu bodi v roviné polarni sourad-
nice. V roviné s kartézskymi soufadnicemi muzeme kazdy bod P = (a,b) riizny od
pocatku soutfadnic jednoznacéné urcit pomoci vzdalenosti » > 0 bodu P od pocatku
a orientovaného thlu «, ktery dostaneme tak, ze kladnou x;-ovou poloosu otacime
kolem pocatku souradnic proti sméru hodinovych ruci¢ek az do poloptimky s pocat-
kem v bodé (0,0) a prochézejici bodem P. Dvojici €isel (r, o) nazyvame poldrni
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X2
A
a+ib
b p===mmmmmmmmmmmmes -*
|
: P X
ia
b ]
a—1ib

OBRAZEK 11. Geometrické znazornéni komplexniho ¢éisla v roviné

X2

X1

@ - -9
o--|--o
R e e )
]
e ————— | @

OBRAZEK 12. Komplexni kofeny polynomu s redlnymi koeficienty

souradnice bodu P, viz. obrazek 14. Protoze otocenim o plny tihel 27 neboli 360
stupid dostaneme zpét kladnou poloosu 1, neni thel @ uréeny jednoznacné. Rizné
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z+w = (a+c) +i(b+d)

OBRAZEK 13. Soucet komplexnich ¢isel

mozné hodnoty « se lisi o néjaky celoéiselny nasobek 27. V piipadé, ze P = (0,0)
je pocatek souradnic, je r = 0 a thel « neni definovan.

Q  ER R g g
\J

X1

OBRAZEK 14. Polarni soutadnice bodu v roviné

Z polérnich soufadnic (r, @) bodu P # (0,0) vypocteme jeho kartézské sourad-
nice (a,b) jako
a=rcosa, b=rsina .
Naopak z kartézskych soutadnic (a,b) bodu P # (0,0) dostaneme jeho polarni
soutradnice pomoci vztaht

R b
r = a2+b2, COSO{ZGI%W, Slnazﬁ .
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Protoze funkce sinus a kosinus maji periodu 27, plyne odtud znovu, ze thel « je
urceny jednoznacné az na celociselny nasobek 2.

1.2.7. Goniometricky tvar komplexniho c¢isla. Bod P odpovida komplexnimu ¢islu
z = a + ib. Vyjadifme-li jeho kartézské soufadnice (a,b) pomoci polarnich, dosta-
neme
z=a+ib=rcosa+irsina=r(cosa+isina) .
Vyjadieni z = r(cos @ + i sin ) nazyvame goniometricky tvar komplexniho éisla

z # 0.

e (¢islo r nazyvame absolutni hodnota ¢isla z a oznacujeme jej |z| ,

e thel a nazyvame argument komplexniho ¢isla z a oznacujeme jej argz .

Plati tedy
a b
z| =Va%+ b2, cos(argz) = ———, sin(argz) = ——— ,
1 ( ) a? + b? ( ) Va? + b2
také arg z muze nabyvat rtiznych hodnot, které se ale vzdy lisi o celo¢iselny néso-

bek 27. Protoze plati (posledni pata rovnost pod Definici 1.5), ze 2z = a? + b?,
dostavame pro absolutni hodnotu ¢isla z vyjadreni

o 22=27 .
1.2.8. Geometricky vyznam ndsobeni kompleznich c¢isel. Body na jednotkové kruz-
nici odpovidaji komplexnim ¢islim cos a+i sin . Takovym ¢islim fikdme komplezni
jednotky.
2%)

A

OBRAZEK 15. Soucin komplexnich jednotek



LINEARNI ALGEBRA 15

Pro souc¢in dvou komplexnich jednotek w = cosa + isina a z = cos 3 + isin
plati

wz = (cosa+isina)(cos+isinf)
= cosacosf —sinasin § + i(cos asin 5 + sin o cos 3)
= cos(a+ ) +isin(a+G) ,

v posledni rovnosti jsme pouzili vzorce pro sinus a kosinus souctu dvou uhli.
Soucin dvou komplexnich jednotek je tedy opét komplexni jednotka, pro kterou
plati

e arg(wz) = argw + arg z ,
rovnost plati az na celoc¢iselny nasobek 2.
Jednoduchou indukci podle n pak snadno dokazeme dtlezitou Moivreovu vétu:

Véta 1.10. Pro kazdy uhel o a kaZdé prirozené ¢islo n plati
(cosa +isina)™ = cos(na) + isin(na) .
X2

rs

r

P X

OBRAZEK 16. Soucin komplexnich ¢isel
Jsou-li nyni w = r(cosa+isina) a z = s(cos § + isin 3) libovolnd dvé nenulova
komplexni ¢isla, pak pro jejich soucin plati
wz = r(cosa+isina)s(cosS +isinf)
= rs(cosa+ isina)(cos B+ isinf)
= rs(cos(a+ B) +isin(a+ 5)) .
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Pro absolutni hodnotu a argument soucinu w z tak plati

o |wz| = [wl|z] ,
o arg(wz) = argw + argz .

V jednoduchém specidlnim piipadé, kdy w = i = cos(w/2) + isin(w/2) dosté-
vame, ze |iw| = |i| |w| = |w| a arg(iz) = argi +argz = § 4 arg z. Vynasobit ¢islo z
¢islem 4 tak znamend pootocit ¢islo z kolem pocatku soufadnic o pravy thel proti
sméru hodinovych ruci¢ek. To muzeme také snadno nahlédnout z algebraického
tvaru z = a + ib, nebot iz = i(a +ib) = —b+ ia .

X2

()
T
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
:
I

o

P X

OBRAZEK 17. Soucin komplexniho ¢isla s imaginarni jednotkou

Dokézeme si jesté dvéma zptisoby trojuhelnikovou nerovnost pro komplexni ¢isla,
ktera 1ika, ze pro libovolna dveé ¢isla z = a + ib a w = ¢ + id plati
o [z+w| < [z|+ |l .

K algebraickému ditkazu trojihelnikové nerovnosti vyuzijeme dalsi dvé jedno-
duché vlastnosti absolutni hodnoty komplexnich c¢isel. Pro kazdé komplexni c¢islo
z = a + b plati

o |z| = [z|
e Rez < |z

)

Prvni rovnost plyne pfimo z definice absolutni hodnoty, dokdZzeme druhou. Je-li
z = a + b, pak plati

a<lal=Va* < Va2 +b=]|z| .
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Pro kazdou rovnost nebo nerovnost v nasledujicim vypoétu (s vyjimkou posledni
rovnosti) si najdéte v predchozim textu tu vlastnost komplexnich ¢isel, kterou pou-
zivame.

|z + wl|? zHw)(z+w)=(z+w)(Z+W) =22+ 20+ wZ + ww

= 2]+ 20+ wZ + |w|? = |2]* + 2@ + 2w + |w|?

= [2I* + 2Re (2@) + [wl* < |2 + 2] + [w]” = |2* + 22| [@] + Jw]?

|2 + 22| [w] + Jw]? = |2 + 2 2] [w] + [w]* = (|2 + [w])* .
Dokézali jsme tak |z +w|? < (|]z|+|w|)? a po odmocnéni dostévéame trojthelnikovou
nerovnost pro komplexni ¢isla.
Pomoci geometrického vyznamu s¢itani komplexnich ¢isel trojuhelnikovou ne-

rovnost snadno nahlédneme z obrazku.

X2

A

|z]

|z+w] Z+w

OBRAZEK 18. Trojtuhelnikové nerovnost pro komplexni ¢isla

1.2.9. Reseni binomické rovnice 2" = 1. Za¢neme feSenim rovnice z° = 1. Tuto
rovnici zfejmé splnuje ¢islo zg = 1. Z Moivreovy véty plyne, ze komplexni jednotka

2 s 2T
= — in | —
Zz1 = COS 5 1S 5

je dal§i kofen rovnice z° = 1, nebot 20 = cos(27) + isin(27) = 1.
Polozime-li zp = 27, plati 25 = (z%) 5= 21 = 1 a dosttavame tak dalsi koten zs.
Moivreova véta rika, ze

) 20\ . 27\’ 2.27\ . (2.2«
29 = z1] = | cos 5 + 28in 5 = cos 5 + 2 sin 5
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Analogicky najdeme dalsi dva kofeny

327 . 327
cos( 5 )—Hsm( 5 ) ,
427 . 427
cos<5)+zs1n( 5 )

Nasli jsme tak pét navzajem rtznych kofent zo = 1,21, ..., 2. Polynom 2° — 1
mé stupeti 5, podle Diisledku 1.8 rovnice z°> — 1 = 0 vice kofenti mit nemuize. A
protoze zo = 1 = cos(0- 27w /5) + isin(0 - 27/5), mizeme vSechny kofeny zapsat jako

k-2 k-2
2} = COS (57T> + 7 sin <57r)7 pro k=0,1,2,3,4 .

Znézornime-li je v komplexni roviné, dostaneme vrcholy pravidelného pétitthelniku,
ktery je vepsany do jednotkové kruznice a jeden z vrcholu je ¢islo 1.

Z3

Z4

X2

A
z)

)

@ ! X1
Z()=1

Z3

Z4

OBRAZEK 19. Kofeny rovnice 2° = 1

Na dalsim obrazku vidime kofeny rovnic z* = 1 a 28 = 1. Rovnice 2> = 1 m4

kotfeny
k-2 k-2
Z) = COS <37T> + isin <37T>, pro k=0,1,2 ,

které tvori vrcholy rovnostranného trojihelniku vepsaného do jednotkové kruznice
tak, aby jednim z vrcholi bylo ¢islo 1.
Rovnice 2% = 1 mé kofeny

k-2 k-2
zkcos<87r>+isin( 87T>’ pro k=0,1,...,7 ,
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které tvori vrcholy pravidelného osmithelniku vepsaného do jednotkové kruznice
tak, aby jednim z vrcholti bylo ¢islo 1.

Z3

\

X2

22

Z1

(]
\

X1
0=1 Zy

" e

z5

X1
zp=1

27

22
Z6

OBRAZEK 20. Kofeny rovnic 2> =1a 28 =1

Obecné ma rovnice 2" = 1 celkem n navzajem ruznych korent

k-2 k-2
zk—cos<ﬂ>+isin(ﬂ>, pro k=0,1,...,n—1
n n

které tvori vrcholy pravidelného n-tthelniku vepsaného do jednotkové kruznice tak,
aby jednim z vrcholu bylo ¢islo 1. Kofeny rovnice 2" = 1 také nazyvame n-té
odmocniny z 1.

1.2.10. Resen{ binomické rovnice 2™ = w pro libovolné w. Zaéneme piipadem w =
i = cos(m/2) + isin(n/2). Je-li navic n = 2, FeSime rovnici

2% = cos (f) + 7sin (E)
N 2 2

Také v tomto pripadé nam Moivreova véta napovi jeden koten

(3)+ism (§)
Zo = COS | — 781N | —
0 4 4

Druhy kofen snadno ziskdme z prvniho:

oo (7)<t ) o (o) (4
21 = —2y = — COS 1 i 8in 1 = cos 1 T isin 1 T

Pokud si z; pfepiSeme jako

5 +2m .. (5+27m
21 = COs 5 —+ 7 81n B ,

miizeme oba kofeny rovnice z? = cos(7/2) + isin(w/2) vyjadiit jednou formulkou

T+k2 T+k2
Z = COS <M> + i sin <27T> pro k=0,1 .

2 2
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X2

20

> X

21

OBRAZEK 21. Kofeny rovnice 22 = i

3 4

Podobné najdeme kotfeny rovnic z° = i a 2* = i. V obou pfipadech vyjdeme z
toho, Ze prava strana i = cos(r/2) + i sin(7/2). Rovnice 23 = cos(7/2) + i sin(r/2)

mé kofeny
T+ k2m T+ k2w
Zl = COS (23> + 7 sin <23> pro k=0,1,2 .

21 20

22

z3
22

OBRAZEK 22. Kofeny rovnic 2% =ia z? =1
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4

Rovnice z* = cos(7/2) 4 isin(7/2) mé kofeny

LAY LA
zkcos<m>+isin(m> pro k=0,1,2,3 .

V obou ptipadech snadno provedeme zkousku pomoci Moivreovy véty.
Na zakladé analogie mizeme nyni najit vSechny kofeny rovnice z™ = w pro
jakoukoliv komplexni jednotku w = cos a + i sin a.

k2 4+ k2
zk—cos<a+7r)+isin<a+7r> pro k=0,1,2,....,.n—1 .
n n

® 20

OBRAZEK 23. Kofeny rovnice z" = cosa + isina

Pomoci Moivreovy véty ovérime, ze kazdé cislo zx je kofenem rovnice z" =

cos « + i sin a:
n ( <a+kj2ﬂ'> . (a+k27r>)n
z, = cos| —— | +esin | ———
n n

( a+k27r> o ( a+k27r)
= cos({n——— | +sm|n————
n n

= cos(a+k2m)+isin(a+ k27)

= cosa+isina .

Cisla zj, jsou navic navzajem rtzna pro k = 0,1,...,n — 1, nebot se argumenty
libovolnych dvou z téchto ¢isel lisi o méné nez 2.



22 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Nakonec najdeme kofeny rovnice 2z = w pro libovolnou nenulovou pravou stranu
w = r(cos a + isin «v). Pro kazdy kofen z; rovnice 2™ = w musi platit

2| = |z = [w| =7,
odkud plyne |z;x| = {/r. VSechny kofeny rovnice 2" = w tak musi mit absolutni
hodnotu rovnou {/r. Stejné jako v piedchozim p¥ipadé |w| = 1 ovéfime pomoci

Moivreovy véty, ze kofeny rovnice z" = r(cos « + i sin «) jsou
)

k2 k2
= V;(COS(OWT)H-Sin(W)) pro k=0,1,2,...,n—1.
n n

X2

A

° V) rn z

.ZO

OBRAZEK 24. Kofeny rovnice z" = w

1.2.11. Eulerova formule. Dfive nebo pozdéji se setkate s Eulerovo formuli, ktera
tiké, ze pro kazdé realné ¢islo a plati

e = cosa +isina .
K dikazu této formule potfebujete védét, jak se definuje Fulerovo ¢islo e, které je
iracionélni (stejné jako ) a jeho pfiblizna hodnota je 2, 718. O néco pozdéji se pak
dozvite, jak spoéitat mocninu e!® s ¢isté imaginarnim exponentem icv.

V této chvili mizeme Eulerovu formuli pouzit jako pohodInéjsi zapis komplexnich
jednotek cos a + isin «. Diive dokazané vlastnosti souc¢inu dvou komplexnich ¢isel
muzeme pomoci Eulerovy formule zapsat jako pravidla pro poc¢itani s mocninami,
které v pripadé realnych exponentti znate ze stiedni skoly.

Vzorec pro soucin dvou komplexnich jednotek pak mtzeme zapsat jako

eicx 61',6’ _ ei(a+ﬁ) )
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Podobné jednoduse lze zapsat Moivreovu vétu:
(eia)” _ ei(na) )
Goniometricky tvar nenulového éisla w = r(cos a + isin a) je potom

z=re<

kde r = |w| a o = argw.
Souéin dvou komplexnich ¢isel w = 7€' a z = s e’ miizeme zapsat ve tvaru

wz = e se = (rs)el@th |
odkud pfimo plynou uz diive uvedené formulky pro absolutni hodnotu a argument
sou¢inu dvou komplexnich ¢isel, které fikaji, ze |wz| = rs = |w||z] a arg(wz) =
a+ [ =argw+ arg z.

Cviceni
1. Spocitejte redlnou a imaginarni ¢ast komplexnich ¢isel

1+

(1+D)@2=30), 57

(1—d)* .

2. Pro 2z =1—1 a w = 2+ 3i spocitejte
z
zH+w, z—w, 2w, —, ZwW, Wz .
w

3. Najdéte realné a imaginarni ¢asti kofenti rovnice

zi=1 .
4. Najdéte koreny kvadratické rovnice

22— (B34+)z+(2+3)=0.
5. Dokazte, ze 1 + i je kofenem kubické rovnice
P42+ (B5-Ti)z—(10+2i) =0

a najdéte zbyvajici dva kofeny této rovnice.
6. Dokazte, ze pro libovolnd dvé nenulova komplexni ¢isla z, w plati

arg <i) =argz —argw .
w

7. Najdéte absolutni hodnotu a argument ¢isel 144 a v/3+i. Najdéte redlnou a imaginérni

slozku ¢isla,
1+

V34
Col_\/g+1 w311

S = , a sin = — .
12 2v/2 12 2y2

8. Najdéte vsechny koreny rovnice

a dokazte, ze

28 =—1.
9. Pomoci Moivreovy véty dokazte, ze pro kazdy thel « plati

cos 5o = 16 cos® o — 20 cos” o + Heosa, sinba = (16 cos’ a —12cos’ a+1) sina .

10. Najdéte vyjadieni cos 3a a sin 3o pomoci cos « a sin a.
11. Dokazte, ze pro kazdou komplexni jednotku z = cos a + i sin « plati
1

1 .
2cosa=z+—, 2sina=z-—— .
z z
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12. Dokaite, 7e je-li w # 1 kofen rovnice z* = 1, pak plati
1+w+uw?=0.

13. Dokazte, ze pro komplexni jednotku

z—cosQ—ﬂ-qLisinz—ﬂ-
N 5 5
plati

14+z422+22+2"=0.
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2. RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

Cil. Naucime se vesit soustavy linedrnich rovnic Gaussovo eli-
minacnt metodou. UkdZeme si jak parametricky vyjddrit mnozinu
véech Teseni takové soustavy. A upozornime na problémy, které
prindsi resent velkych soustav linedrnich rovnic na pocitacich.

2.1. Ulohy vedouci na soustavy linearnich rovnic.
Mnoho nejriiznéjsich tiloh lze pfevést na feseni soustavy linearnich rovnic. Pro
ilustraci uvedeme pét jednoduchych prikladd z rtiznych obori.

2.1.1. Elektrické obvody. U elektrického obvodu na obrazku chceme urcit proudy

protékajici jednotlivymi vétvemi.

10

AW

250 @ 3002
1 1Q

10V — @ AVAVAY.

5092 @ 55

OBRAZEK 25. Elektricky obvod z ¢asti 2.1.1

Pouzijeme metodu elementarnich smycek. Spociva v tom, ze obvod néjak roz-
délime na elementarni smycky a v kazdé smycce si libovolné zvolime smér prochaze-
jiciho proudu. Proudy protékajici jednotlivymi elementarnimi smyckami oznacime
11, I, I3 podle obrazku. Pouzijeme druhy Kirchhofftv zdkon, ktery fika, Ze soucet
orientovanych napéti na jednotlivych odporech v uzaviené smycce se rovna souctu
napéti na zdrojich v této smycce. Pro kazdou smycku tak ziskdme (jesté s pomoci
Ohmova zdkona) jednu rovnici:

11 +25(11 — 1) + 50(1; — I3) =10
25(I — 1) + 301 + 1(Iy — I3) =0
50(Is — I1) + 1({3 — I3) + 5515 =0 .
Zjednodusenim dostaneme soustavu tfech linearnich rovnic o tfech neznamych,

kterd mé pravé jedno feseni (11, I, I3) = (0,245, 0,111, 0,117). Z toho dopoéteme
proudy pro jednotlivé vétve.

2.1.2. Proklddant kruznice danymi body. Chceme najit kruznici v roviné prochaze-
jici body (1,0), (—1,2), (3,1). (Napiiklad vime, ze néjaky objekt se pohybuje po
kruhové draze, mame zméreny t¥i polohy a chceme urcit stfed obihani.)

Rovnice kruznice v roviné mé tvar

P2+ +ar+by+c=0.
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1Q

J\/\/\/ 0,245A 0,111A

250

300
0,134A

55Q

0,1284

OBRAZEK 26. Proudy v elektrickém obvodu z ¢asti 2.1.1

y
4
3
2
1
\ﬁ xT
1 12 3

OBRAZEK 27. KruZznice prochdzejici danymi tfemi body

Dosazenim danych tfech bodu ziskdme soustavu linearnich rovnic

l+a+c=0
5—a+2b+c=0
10+3a+b+c=0.
Soustava ma prévé jedno Feseni (a,b,c) = (=7/3,—-13/3,4/3), takze hledana kruz-

nice mé rovnici

T4
—r——y+-=0.
3773973

Chceme-li znat stied a polomér kruznice, rovnici miZeme upravit na tvar

T L, BY %
6 Y% ) 18

ze kterého vidime, Ze hledana kruznice ma stfed (7/6,13/6) a polomér ,/85/18.

2?4 y? -
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2.1.3. Vycislovani chemické rovnice. Uvazujme chemickou reakci toluenu a kyseliny
dusicné, pri které vznikna TNT a voda:

C7Hg + HNO3 — C7;H506N3 + H0 .

Vy¢isleni chemické rovnice znamend nalezeni poméri jednotlivych molekul, aby
pocet atomu kazdého prvku byl na obou stranach stejny.

IC7H8 + yHN03 — ZC7H506N3 + UHQO .

Chceme tedy najit hodnoty z,y, z,v, které spliuji soustavu rovnic. To vede na
rovnice

T =Tz
8xr+y =524+ 2v
y =3z,

y=6z+v .

Vzhledem k vybusné povaze tohoto prikladu nebudeme na tomto misté radéji uva-
dét feseni.

Realny vyznam maji pouze nezdporna feseni. Nezajimaji nas tedy vSechna feseni
soustavy, ale pouze ta feSeni, kterd splnuji dodateéné omezujici podminky = > 0,
y>0,2z>0,v>0.S témito omezujicimi podminkami dostavame soustavu linedr-
nich rovnic a nerovnosti. Mnoziny vsech feseni takovych soustav hraji vyznamnou
roli v matematickém oboru nazyvaném linedrni programovdni nebo linedrni optima-
lizace. V téchto tlohach se maximalizuje hodnota néjaké linearni funkce definované
na mnoziné viech fedeni soustavy linearnich rovnic a nerovnosti. Ulohy linedrniho
programovani jsou nejjednodussi t¥idou a nejpouzivanéjsim typem optimalizacnich

vy

1loh, rozsahlého oboru s aplikacemi v nejriznéjsich oblastech lidského konéni.

2.1.4. Nezndmd zdvazi. Mame tii zavazi. Prvni vazi 2kg, ale hmotnost dalsich dvou
nezname. Podafilo se ndm ale najit dvé rovnovazné polohy:

ARG 234

50 40 30 20 10 A 10 20 30 40 50

g | [a

50 40 30 20 10 A 10 20 30 40 50

OBRAZEK 28. Neznidmd zavazi
7Z téchto informaci muzeme hmotnosti ur¢it. Porovndnim momenta totiz dosta-
neme soustavu linearnich rovnic

40h 4+ 15¢ =50 - 2
25¢ =252+ 50h ,

kterou snadno vyresime.
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OBRAZEK 29. Pohyb hlavy ¢tecky

2.1.5. Pohyb hlavy disku. Objekt jednotkové hmotnosti se pohybuje bez tfeni po
pfimce, na pocatku je v poloze 0 a mé nulovou rychlost.

Po dobu 8 vtefin na objekt piisobi vngjsi sily f(t). Vnéjsi sila je konstantni vzdy
béhem jedné vtefiny, tj. f(t) = z; pro j—1 <t < jaj=12,...,8 Chceme
dosdhnout toho, aby se po 8 vtefinach poloha objektu rovnala b; a jeho rychlost

byla by. Vektor neznamych sil (z1,...,zs) proto musi spliiovat soustavu
1 + 13 + + + ! + > + 5 + L b
— —x —r3+ x4+ —x —Te¢+ =T —rg =
g L1 5 P2 s+ ST s+ 5 ¥6 T 57+ 5 1

x|+ 2o+ x3+ 24+ x5+ 26+ 7+ T8 :bg .
2.2. Soustavy linearnich rovnic a aritmetické vektory.
2.2.1. Soustavy linedrnich rovnic.
Definice 2.1. Linedrni rovnice o n neznamych s redlnymi koeficienty je rovnice
a1x1 + agxo + -+ apxy, =b

kde v8echny koeficienty aq, as, ..., a, a ¢islo b jsou dand realnd ¢isla a x1, xa, ..., T,
jsou neznameé.
Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych je soustava

a1121 + 41222 + -+ ATy = by

(1) 2121 + G22%T2 + -+ - + 2Ty = b

Am1T1 + Am2Z2 + -+ GpnTn = bm
s realnymi koeficienty a;;, redlnymi pravymi stranami b; a nezndmymi 1, 2z, . . ., Zy,.

Koeficient a;; je koeficient v i-té rovnici u j-té nezndmé x;. Prvni z indexti ij je
index rovnice, druhy je index neznamé.

Jedno feseni soustavy linedrnich rovnic o n neznamych budeme zapisovat jako
usporadanou n-tici ¢isel. To predpoklada néjaké pevné usporadani neznamych. 7
kontextu bude toto usporadani zfejmé, neznadmé jsou vétsinou znaceny xi, ..., T,.
Uspotadanou n-tici ¢isel nazyvame n-slozkovy aritmeticky vektor.

2.2.2. Aritmetické vektory.

Definice 2.2. Aritmetickym vektorem nad R s n sloZkami rozumime usporadanou
n-tici redlnych ¢isel (x1,xa, ..., zp).

Pozdéji uvidime, Ze za vektor lze povazovat i funkci, matici, atd. Ptivlastek
aritmeticky pouzivame proto, abychom zddraznili, ze mame na mysli usporadané
n-tice ¢isel.



LINEARNI ALGEBRA 29

Aritmetické vektory budeme psat sloupcoveé. Napiiklad 3-slozkovy vektor
zapiseme
1
v = -33
5

Pro dsporu mista aritmeticky vektor ¢asto napiseme fadkové a pridame exponent
T, napriklad
v=(1,-33,57 .

V prvni kapitole jsme si pfipomnéli, ze 2-slozkovy aritmeticky vektor mutzeme
interpretovat jako soutadnice bodu nebo jako soutadnice vektoru v roviné se sou-
fadnym systémem. Podobné 3-slozkové aritmetické vektory mohou geometricky od-
povidat bodim nebo vektorim v prostoru.

Na zakladé analogie mizeme Fikat, ze 4-slozkové aritmetické vektory (aq, as, as, a4)T
odpovidaji bodiim nebo vektorim ve ¢tyrdimenzionalnim prostoru s néjakym sou-
fadnym systémem, prestoze ¢tyfdimenzionalni prostor si uz vizualné predstavit ne-
umime. Podobné pro kazdé n € N mtzeme n-slozkové aritmetické vektory interpre-
tovat jako body nebo jako vektory v prostoru dimenze n.

2.2.3. Operace s aritmetickymi vektory. Kazdy realny aritmeticky vektor muzeme
nasobit redlnym cislem a aritmetické vektory se stejnym poctem slozek muzeme
sCitat. Obé operace provadime ,,po slozkach®.

Definice 2.3. Jsou-li u = (uy,us...,u,)’ a v = (vy,v2,...,v,)7 dva n-slozkové
aritmetické vektory nad R, pak jejich sou¢tem rozumime aritmeticky vektor

Uq U1 Uy + U1
U V2 U + V2
u+v= . + . =
Unp, Un, Up + Up
Je-li u = (uy,...,u,)T aritmeticky vektor nad R a ¢ € R redlné &islo, pak t-
nasobkem vektoru u rozumime vektor
(5% tu1
u9 tUQ
t-u=tu=t . =

Up, ty,

Pro dva n-slozkové vektory u, v definujeme
—u=(-1)-u a u-v=u+(-v).
Vektor —u nazyvame opacny vektor k vektoru u.

Priklad 2.4.

1 5 2 -5 -3
2. [ 3= 2 |=6 |+ =2 |=| 4
7 -2 14 2 16

Obé operace maji pfirozenou geometrickou interpretaci. Ukazeme si ji na pii-
kladu vektorti v roviné. Stejné tak by to vyslo v prostoru, pouze obrazky by byly
méné prehledné. (Fyzikalni) vektory miizeme séitat bez systému soutradnic.
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" N , _ u+v
/

OBRAZEK 30. Soucet vektortt v roving

Pokud v roviné zvolime souradny systém, ve kterém ma vektor u soutradnice
(u1,u2)” a vektor v soufadnice (vi,v2)7, pak jejich soucet u + v ma v tomtéz
soufadném systému soufadnice (u; + vy, us + ’U2)T. Sé¢itani aritmetickych vektori
tak odpovida séitani (fyzikalnich) vektoru.

Podobné je tomu s nésobenim (fyzikdlnich) vektort redlnym éislem. Ty také
miizeme nasobit realnym c¢islem bez néjakého systému soutradnic.

u 0,5/ e /

OBRAZEK 31. Néasobky vektort v roviné

Pokud mame v roviné zvoleny soufadny systém, ve kterém ma vektor u soutrad-
nice (uy,us)T, pak pro jakékoliv realné ¢islo t méa vektor tu v témze soufadném
systému soufadnice (tuy,tus)”. Opaény vektor —u mé soutfadnice —(u,uz)”

2.3. Priklady. Resime-li ruéné soustavu o nékolika malo rovnicich a nezndmych,
postupujeme obvykle tak, ze postupné eliminujeme neznamé.

2.3.1. Ekvivalentni upravy. Na prostém piikladu dvou linearnich rovnic o dvou ne-
znamych si ukazeme, jak eliminaci neznamych provadét jednoduse. Pouzivame k
tomu upravy, které neméni mnozinu vsech feseni soustavy. Takovym upravam 1i-
kame ekvivalentni upravy.

Definice 2.5. Fkvivalentni upravou soustavy linearnich rovnic rozumime tupravu,
ktera neméni mnozinu vsech fesSeni.



LINEARNI ALGEBRA 31

Priklad 2.6. Vyfesime soustavu
T + QZQ =3
31 — a0 =2 .
Budeme eliminovat neznamou 1. Z prvni rovnice ji vyjadiime pomoci xo:
xr1 = 3— 2%2 s
a dosadime do druhé rovnice, prvni rovnici nechdme beze zmény:
xr1 + 2.’E2 =3
3(3*21?2)7.%2 =2 .
Po roznasobeni a tpravé druhé rovnice dostaneme soustavu
xr1 + 2332 =3
—71’2 =-7.

Eliminovali jsme tak nezndmou xz; z druhé rovnice. Stejné tpravy soustavy
mizeme dosdhnout mnohem rychleji tak, ze pfipo¢teme (—3)-nasobek prvni rovnice
k druhé a prvni rovnici nechdme beze zmény.

Soustavu pak jednoduse dofesime. Z druhé rovnice vypocteme x5 = 1 a dosadime
do prvni rovnice (znovu eliminace, tentokrat nezndmé ;). Dostaneme

Tl = 3— 21‘2 =1

Ukazuje se, ze pfi feSeni jakékoliv soustavy linedrnich rovnic vystac¢ime pouze se
tfemi jednoduchymi typy ekvivalentnich tiprav, které nazyvame elementdrni upravy
soustavy. Jsou to

(i) prohozeni dvou rovnic,
(ii) vynéasobeni néjaké rovnice nenulovym ¢islem ¢,

(iii) pFicteni t-nédsobku jedné rovnice k jiné rovnici .

Dokézeme, ze elementarni Gpravy jsou skutecéné ekvivalentni, tj. Ze neméni mnozinu
vSech Teseni soustavy linearnich rovnic.

Tvrzeni 2.7. Elementdrni upravy neméni mnozinu véech teSeni soustavy linedr-
nich rovnic.

Diikaz. Dtikaz dostaneme spojenim tii jednoduchych tivah. Napfed si vSimneme,
7e kazda elementarni iprava zméni nejvyse jednu rovnici v soustave.

Potom si ukdzeme, Ze kazdé TeSeni (z1,xo,... , )7 plivodni soustavy je také
fesenim jediné zménéné rovnice v nové soustaveé. Dokézeme si to na tfeti elementarni
uprave, kdy pfi¢itdme t-nasobek i-té rovnice k j-té rovnici pro néjaké j # i. Dané
feseni (w1, 23, ...,7,)T pivodni soustavy spliiuje rovnice

a;171 + @i2%T2 + -+ QinTy = b;
aj1T1 + ajows + -+ AjnTn = bj
spliiuje proto také rovnici
ta;1x1 + taprs + - - + tainx, = th;
(tim jsme mimochodem dokézali, Ze kazdé FeSeni ptivodni soustavy je také Feenim
nové rovnice vzniklé druhou elementérni Gpravou) a tedy také rovnici

(ajl + taﬂ)zl —|— (ajg + taig)xg + cee + (Cljn —|— tam)mn = bj —|— tbi .
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Vektor (x1,2,...,2,)7 je samoziejmé také fesenim viech ostatnich (nezménénych)
rovnic nové soustavy.

Oznacime S mnozinu vSech feSeni pivodni soustavy a 7' mnozinu vsech feseni
nové soustavy. Pravé jsme dokazali, ze plati S C T — zadné feseni ptuvodni soustavy
se elementarnimi dpravami neztrati.

A nakonec si uvédomime, ze efekt kazdé elementarni tipravy mizeme zvratit jinou
elementarni Gpravou a dostat zpét pivodni soustavu. V pfipadé prvni Gpravy staci
prohodit jesté jednou prohozené rovnice. V pripadé druhé upravy staci tutéz rovnici
vynasobit inverznim éislem ¢! (proto je nutné piedpoklddat ¢ # 0). V piipadé tieti
apravy pii¢teme (—t) nasobek i-té rovnice k j-té rovnici. (To pfedpoklada, ze i-t&
rovnice se tfeti elementarni Gpravou nezménila, proto predpoklad j # i.)

Protoze ptuvodni soustavu dostaneme z nové také jednou elementarni apravou,
platirovnéz T' C S, odkud plyne rovnost S = T'. Ta fika, ze puvodni a nova soustava
maji stejné mnoziny vSech Teseni. O

2.3.2. Soustava s jednim tesenim. Zacneme prikladem feSeni soustavy t¥i linedrnich
rovnic o tfech neznamych x1, x2, x3 pomoci elementarnich tprav.

Priklad 2.8. Vyfesime soustavu

21‘1 + 6%’2 + 5%‘3 = O
3x1 + 5x0 + 1823 = 33
21’1 +4.T2 + 101‘3 =16 .

Principem elimina¢ni metody je prevést soustavu elementarnimi Gpravami do
tvaru, ze kterého se feseni snadno dopocita. Tvar, o ktery se snazime, je tzv. od-
stupriovany tvar. Pfesné bude definovan pozdéji, ale neformélné feceno odstupno-
vany tvar znamena, ze v kazdé rovnici je na zacatku vice nulovych koeficient nez
v rovnici predchézejici.

Nejprve docilime toho, ze ve vSech rovnicich kromé prvni bude nulovy koeficient u
21. Tomuto procesu se také fika eliminace nezndmé z;. Udélame to tak, Ze pricteme
vhodné nésobky vhodné rovnice (vhodna je kazda rovnice s nenulovym koeficientem
u x1) k ostatnim tak, aby z ostatnich rovnic nezndma x; ,zmizela“, tj. méla v nich
nulovy koeficient.

V nasem piipadé bychom mohli (—3/2)-ndsobek prvni rovnice pfi¢ist k druhé a
(—1)-néasobek prvni rovnice pficist ke tfeti. Aby ndm vychézely hezéi koeficienty,
vynasobime napted tfeti rovnici jednou polovinou:

2x1 + 620 4+ dxry =0
3561 + 5]32 + 18133 =33
r1 + 229 + dx3 =8

a pak ji prohodime s prvni rovnici:

r1 + 2x9 + bxrg =8
3I1 + 5I2 + 18:1?3 =33
2x1 + 6x9 + 53 =0 .
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Nyni jsme pfipraveni k eliminaci nezndmé z,. P¥i¢teme (—3)-ndsobek prvni rov-
nice ke druhé:
I1+2$2+5$3 =8
—X2 + 3%‘3 = 9
2:E1+6.l‘2+51‘3 =0 .

a (—2)-nasobek prvni rovnice ke tteti:

.’L‘1+2$2+5.’L'3:8
9
—16 .

—x9 + 313
+2.Z'2 — 5.’L’3

Po eliminaci jedné neznamé jiz prvni rovnici nebudeme ménit a budeme se zaby-
vat pouze zbylymi rovnicemi. V nasSem pfipadé jiz zbyvaji pouze dvé a k eliminaci
neznamé xo staci pric¢ist 2-nasobek druhé rovnice ke tieti.

Z'1+2.’E2+5.’L'3 :8
—Z9 + 323 =9
Tr3 = 2.
Tim jsme dokoncili eliminacni fazi feSeni soustavy a miuzeme dopocitat feSeni
tzv. zpétnou substituct, kdy postupujeme od posledni rovnice k prvni a postupné
dosazovanim ziskavame hodnoty jednotlivych nezndmych. V nasem pripadé dosta-

vame r3 = 2, x9 = —3, x1 = 4. Plvodni soustava ma pravé jedno feseni, a to
aritmeticky vektor

T 4
X = X9 = -3
X3 2

Jak jsme si uz ukazali v ptikladu 2.6, vypocet néjaké neznamé z jedné rovnice a
dosazeni vysledku do jiné je elementérni Gprava typu (iii). Také p¥i zpétné sustituci
pouzivame pouze ekvivalentni apravy, které neméni mnozinu vSech feSeni soustavy.

Pfi feSeni soustavy jsme mohli samoziejmé zacit eliminaci libovolné neznamé,
také nebylo nutné tieti rovnici prehazovat s prvni a nasobit ji napied jednou polo-
vinou.

Pro Teseni velkych soustav tisicti rovnic o tisicich neznamych potfebujeme jed-
notlivé kroky eliminace néjak uspotfadat tak, aby je bylo mozné pouzit kdykoliv a
bez ohledu na to, jaké jsou koeficienty soustavy. Tomuto postupu se fika Gaussova
eliminacni metoda nebo zkracené Gaussova eliminace.

2.3.3. Maticovy zapis. K formulaci Gaussovy eliminace a také pro zkraceni zapisu
budeme misto soustavy psat jeji rozsirenou matici. Nejprve zavedeme pojem matice.

Definice 2.9. Matici (nad R) typu m X n rozumime obdélnikové schéma redlnych
¢isel s m tadky a n sloupci.

Zapis A = (aij)mxn znamena, ze A je matice typu m X n, kterd ma na pozici
(1,7) (tedy v i-tém Fadku a j-tém sloupci) €islo a;;.

Pozor na poradi indexu — prvni index oznacuje fadek, druhy sloupec.
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Definice 2.10. Matici soustavy
a1171 + a12%2 + - + @1 Ty = by

211 + Ag2To + -+ - + A2p Ty = by

Am1T1 + Am2X2 + -+ GpnTn = bm

rozumime matici koeficientii u neznamych:

ail a12 N AT
az1 G2 ... d2p
A= (aij)mxn -
am1 Am2 e Qmn
Vektor pravijch stran je vektor b = (by, b, ..., byn)T a roz§itend matice soustavy je
matice typu m x (n+ 1)
a1 a12 cee Q1p b1
a1 a292 ... Qop bg
(A[b) =
Gm1l  Gm2 - Gmn | bm

Rozsifena matice soustavy tedy vznikne tak, ze do i-tého rddku zapiSseme koe-
ficienty v i-té rovnici u proménnych x1,...,x, a nakonec priddme pravou stranu.
Pro prehlednost se pravé strany nékdy oddéluji svislou carou. Rozsifend matice se
tim rozdéli na dva bloky. V levém je matice soustavy a v pravém je sloupec pravych
stran.

Pro soustavu rovnic z predchoziho prikladu

21‘1 +6I2 + 5I3 =0
3x1 + dxo + 1823 = 33
2x1 4+ 4xo + 10x3 = 16

jsou jeji matice, sloupec pravych stran a rozsifena matice poradé

2 6 5 0 2 6 50
A=|3 5 18 |, b= 33 |, (A|b)=[ 3 5 18|33
2 4 10 16 2 4 1016

Prohozeni dvou rovnic se v rozsifené matici projevi prohozenim odpovidajicich
dvou fadkd, vynasobeni i-té rovnice ¢islem ¢ odpovidd vynasobeni i-tého rfadku
matice Cislem ¢ a podobné pric¢teni t-nasobku i-té rovnice k j-té odpovida pficteni
t-nasobku i-tého fadku k j-tému fadku. Pro vyznaceni, ze rozsifend matice vznikla
z predchozi ekvivalentni tipravou, pouzivame symbol ~. Upravy provedené u nasi

soustavy tedy zapiseme takto:

2 6 510 1 2 5|8
5 18133 |~ 3 5 18|33 | ~
2 4 10|16 2 6 5|0
1 2 5 8 1 2 518
~1 0 -1 3 9 ~1 0 -1 3|9
0 2 -5]|-16 0 0 1]2

Zapis uprav se timto znacné zkratil a zpiehlednil.



LINEARNI ALGEBRA 35

Misto ,soustava rovnic s rozsifenou matici (A |b)“ budeme nékdy strucné rikat
ysoustava (A |b)“. V dalsim textu také budeme ¢asto misto slova nezndmd pouzivat
slovo promeénnd.

Poznamenejme jesté, ze uzitim nasobeni matic z kapitoly 4 lze FeSeni soustavy
rovnic s rozsifenou matici (A4 |b) zapsat jako hleddni vSech aritmetickych vektort
x takovych, ze

Ax=Db .
Maticovy popis se hodi nejen ke zkraceni a zpiehlednéni, je vyhodnéjsi i pro te-
oretické ivahy. Po zavedeni vSech pojmu jiz vlastné jiny nez maticovy zapis ani
nebudeme pouzivat.

2.3.4. Jeden parametr. Podivejme se nyni na priklad soustavy t¥i rovnic o tfech
nezndmych, kdy feSenim je primka. Pouzivime rovnou maticovy zapis.

1 4 3|11 1 4 3 11
1 4 5115 ~ 0 0 2 4 ~
2 8 3|16 0 0 —-3|-6
1 4 3|11 1 4 3111
SRR MR
0 0 0|0

V prvni Gpravé jsme piicetli (—1)-nédsobek prvniho faddku k druhému a (—2)-
nasobek prvniho radku k tfetimu. V druhé tpravé jsme (3/2)-nasobek druhého
rfadku pricetli k tfetimu. Nakonec jsme jen vynechali posledni fadek odpovidajici
rovnici 0z + 0xo + Ox3 = 0, kterd mnozinu reseni neméni. Vznikla soustava rovnic
je v nematicovém zapisu

T +4.’[}2 + 3%3 =11
21‘3 =4 .
7 posledni rovnice umime spocitat x3 = 2 a z prvni rovnice x1, zname-li ovSem

9. Nezndmou x5 Ize volit libovolné a budeme ji fikat parametr. Parametr oznacime
ro =t avyjde 1 = 11 — dxy — 3x3 = 5 — 4t. Mnozina vSech feSeni je tedy

5—4t
t :teR
2
V nasem konkrétnim pripadé lze za parametr zvolit také neznamou z; = s,

dopoéitat zo = 5/4 — s/4 a ziskat mnozinu feseni ve tvaru

s
5/4—s/4 | :s€R
2

Nevyhodou této druhé volby je, Ze by nefungovala, pokud by byl koeficient u x5 v
prvni rovnici roven nule. Volba parametri, kterd funguje vzdy, bude diskutovana u
nasledujiciho prikladu a pak v plné obecnosti v casti 2.4.

Vratme se ale k mnoziné feseni {(5 — 4t,¢,2)7 : t € R}. Vektor (5 — 4t,t,2)T 1ze
pomoci s¢itani aritmetickych vektort a jejich nasobeni redlnymi ¢isly vyjadrit také
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jako
5—4t 5—4t 5 —4t 5 —4
t = 0+t =0 |+ t |=|0|+t| 1
2 2+ 0t 2 0t 2 0
Takze mnozinu vSech feSeni lze napsat ve tvaru
5 —4
0 |+t 1 :teR
2 0

Tento tvar je lepsi nez predchozi. Vidime z néj totiz ihned, zZe fesenim je pfimka
prochézejici bodem (5,0,2)7 se smérovym vektorem (—4,1,0)7.

2.3.5. Vice parametri. Podivime se na soustavu s vice parametry, ze které jiz
snad bude vidét obecny postup. Soustava bude mit pét neznamych x1, xo, 3, x4, 5,
jeji feSeni budou 5-slozkové aritmetické vektory, které odpovidaji bodim (nebo
vektortim) v pétidimenzionalnim prostoru. Vizualni predstava proto neni dost dobie
mozna.

Elementarnimi ipravami rozsifené matice soustavy dostaneme

00 1 0 2|-3 1 2 -1 3 0| 2
24 -1 6 2|1 ~1 2 4 -1 6 2|1 ~
1 2 -1 3 0| 2 00 1 0 2|-3
1 2 -1 3 0| 2 1 2 -1 3 0| 2
oo 1 0 2{-3]~100 1 0 2|-3
00 1 0 2|3 00 0 0 O0]O0

V prvni tpravé jsme prohodili fadky tak, aby byl na prvnim misté v prvnim radku
nenulovy prvek. V druhé tpravé jsme (—2)-nasobek prvniho fadku pficetli ke dru-
hému. Ve tfeti tpravé jsme (—1)-ndsobek druhého fadku pricetli ke t¥etimu.

Soustava je ted v odstupriovaném tvaru. K volbé parametri nejprve uréime pi-
voty, to jsou prvni nenulové prvky v kazdém fadku. Proménné odpovidajici sloup-
cim s pivotem se nazyvaji bdzové promeénné. V nasem pripadé jsou jimi x1 a x3.
Zbylé proménné jsou tzv. volné promenné, v naSem piipadé xs, x4, x5. Volnym pro-
ménnym také ¥kdme parametry, nebot jejich hodnoty muzeme zvolit libovolné:
To = to, x4 = tg, T5 = t5 pro néjaka Cisla to, ty,t5 € R.

Hodnoty bazovych proménnych x1, x3 pak dopoc¢teme zpétnou substituci. Tim
dostaneme x3 = —3 —2t5 a x1 = 2 — 2ty +x3 — 3ty = —1 — 2ty — 3t4 — 2t5. Mnozinu
vSech Teseni soustavy tak miizeme zapsat jako mnozinu 5-slozkovych aritmetickych

vektort
—1 — 2ty — 3ty — 2t5

to
—3 — 2t5 tto,tg,t5 € R s
21
ts
kterou pomoci operaci s aritmetickymi vektory zapiseme v parametrickém tvaru

-1 -2 -3 -2
0 1 0 0
-3 + 12 0 + 14 0 +t5 -2 ttg,tg,ts €ER
0 0 1 0
0 0 0 1
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Pozdéji si ukdzeme o néco rychlejsi zpisob, jak najit parametrické vyjadieni
mnoziny vSech Teseni soustavy linedrnich rovnic.

2.4. ReSeni obecné soustavy rovnic Gaussovo eliminaci. Nyni predstavime
obecnou metodu feSeni soustav linearnich rovnic.

2.4.1. Odstupniovany tvar. Dosud jsme pfi feSeni soustav linedrnich rovnic vystacili
s ekvivalentnimi ipravami tfi typ. A protoZe misto rovnic piSeme rozsifenou ma-
tici soustavy, provadime upravy fadka této matice. Proto jim fikdme elementdrni
radkové upravy. Definujeme je pro jakoukoliv matici.

Definice 2.11. Elementdrnimi radkovymsi tipravami jakékoliv matice A = (a4 )mxn
rozumime nasledujici t¥i typy tprav:
(i) prohozeni dvou fadkd matice,
(ii) vynésobeni jednoho z fadki matice nenulovym éislem,
(iii) pricteni libovolbého nasobku jednoho fadku k jinému radku.

Upravu (i), tedy prohozeni dvou fadki matice, lze docilit posloupnosti zbyljch
dvou tprav, viz cviceni.

Gaussova elimina¢ni metoda je zalozend na prevodu jakékoliv matice do fad-
kové odstupriovaného tvaru pomoci elementarnich fadkovych tprav. Odstupnovany
tvar matice C' = (¢;;)mxn jsme dosud popisovali neformalné podminkou, ze v kaz-
dém nenulovém fadku matice C' je na pocatku (tj. zleva) vice nul, nez na pocatku
fadku nad nim. Z neforméalniho popisu ihned plyne, Ze nad zZadnym nenulovym rad-
kem nemuze byt nulovy fadek. V matici v fadkové odstupriovaném tvaru tak jsou
vSechny nenulové fadky v horni ¢asti matice a teprve pod nimi jsou fadky nulové.

1 ky ky k. n
1 ()
.9
P °
()
r ®

OBRAZEK 32. Matice v fadkové odstuptiovaném tvaru

Formélné definujeme matici v fadkové odstupriovaném tvaru néasledovné.

Definice 2.12. Matice C' = (¢ij)mxn je v Tddkové odstupriovaném tvaru, pokud
existuje celé ¢islo r € {0,1,...,m} takové, ze fadky r+1,...,m jsou nulové, fadky
1,...,r jsou nenulové, a plati k; < ky < --- < k., kde k; je index sloupce, ve kterém
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je prvni nenulové ¢islo v i-tém Tadku (tedy plati ¢;y = ¢i2 = -+ = ¢ 5,1 = 0 a
Cik; 7 0; jesté jinak, k; = min{l : ¢;; # 0}).
Prvkim c; 1, i =1,2,...,r, fikdme pivoty.

Soustava linedrnich rovnic je v 7adkové odstupriovaném tvaru, pokud jeji rozsifena
matice je v fadkové odstupnovaném tvaru.

Lze také definovat sloupcové odstupnovany tvar matice. Ten ale nebudeme pou-
zivat, proto budeme misto fadkové odstupnovany tvar rikat strucnéji odstupriovany
tvar.

Priklad 2.13. Matice

01034 0 0
17 2 00200 -1 0
(888),031,0000423
00 7 00000 0 10
00000 0 O

jsou v odstuptiovaném tvaru. Matice
1 7 2 2 31
< 8 8 (1) > , 0 0 1 |, 0 3 1
0 0 7 0 2 0
v odstupniovaném tvaru nejsou.

Gaussova eliminace prevadi kazdou matici A = (a;;)mxn do odstupnovaného
tvaru posloupnosti elementarnich radkovych tprav.
Eliminace jednoho sloupce (jedné proménné) probéhne nésledovné.

1. Najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznac¢ime k;. Pokud takovy
sloupec neexistuje, je matice A v fddkové odstupiiovaném tvaru (nebot je
nulova), jsme tedy hotovi.

2. Pokud je ajx, = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym fadkem 4, ve kterém
je aik, #0.

3. Pro kazdé i = 2,3,...,m pfic¢teme (—a;x, /a1x, )-nasobek prvniho fadku k
i-tému radku.

(Vsimnéte si, ze po provedeni kroku 2. mame aip, # 0 a po provedeni kroku 3
mame agk, = Asgy, =+ = Gmk, = 0.)

Dale postup opakujeme s matici bez prvniho fadku. V dalsim kroku tedy na-
jdeme prvni sloupec s indexem kg, pro ktery je alespon jedno z ¢isel asp,, - . ., Gmk,
nenulové, feknéme a;, # 0,7 > 2. Prohodime druhy a j-tj fddek a pak pro kazdé
i =3,4,...,m pfi¢teme (—a;x,/asx,)-nasobek prvniho fddku k i-tému radku.

Gaussova eliminace kon¢i bud v bodé 1, nebo ve chvili, kdy dojdou nenulové
radky. To je i ptipad, kdy mé matice A pouze jeden nenulovy radek.

Nas popis Gaussovy eliminace neni algoritmus, protoze nepfedepisujeme, ktery
tfadek prohodime s prvnim fadkem v kroku 2. Rzné implementace Gaussovy eli-
minace to fesi riznym zpusobem, coz je divod, pro¢ zadny konkrétni zptisob ne-
predepisujeme. Vice o tom v ¢asti 2.6 o numerické stabilité.

Véta 2.14. Gaussova eliminace prevede kazdou matici A = (aij) typu m x n do
odstupnovaného tvaru.

Diikaz. Dukaz provedeme indukci podle poc¢tu fadkt matice A, tj. podle m. Pred-
pokladejme tedy, ze véta plati, pokud ma matice méné nez m radkit, a vezméme
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matici A s m fadky. Pokud ji tvofi samé nuly, pak se eliminace zastavi v bodé 1. a
véta plati, protoze nulova matice je v odstupniovaném tvaru. Predpokladejme tedy,
ze tomu tak neni.

Necht k& je index prvniho nenulového sloupce v matici soustavy. Ozna¢me B
matici po provedeni eliminace k-tého sloupce.

1 k k+1 n
1 ()
2
[ ]
m

OBRAZEK 33. Gaussova eliminace po prvnim cyklu

Z matice B vynechdame prvni fadek a na matici se zbylymi m — 1 fadky pro-
vedeme Gaussovu eliminaci. Podle indukéniho pfedpokladu dostaneme matici C' v
odstupniovaném tvaru. Prvni nenulovy sloupec v matici C' mé index [ > k, nebot
prvni nenulovy sloupec v celé matici A mél index k a vSechny prvky v k-tém sloupci
matice B pod nenulovym prvkem v prvnim fadku jsou nulové. Vratime-li do ma-
tice C' nahoru prvni fadek matice B, dostaneme tak opét matici v odstupriovaném
tvaru.

Tato matice je vysledkem Gaussovy eliminace na puvodni matici A. O

Plati dokonce vice — pocet r nenulovych fadka v matici C' je matici A urceny
jednoznac¢né, tj. nezavisi na tom, jak jsme Gaussovu eliminaci pouzili. Stejné tak
jsou matici A jednoznac¢né urcené indexy ki, ko, ...,k sloupct v matici C, které
obsahuji pivoty. Dokazeme si to pozdéji, prislusnou terminologii zavedeme uz nyni.

Definice 2.15. Cislo r, tj. pocet nenulovych fadkd v matici C' v odstupiiovaném
tvaru, kterou dostaneme z matice A Gaussovo eliminaci, se nazyva hodnost ma-
tice A a znadi se r(A) nebo rank(A). Sloupce v matici A s indexy k1, ko, ...,k z
definice 2.12 nazyvame bdzové sloupce matice A.

2.4.2. Eliminacni fdaze reseni soustavy linedrnich rovnic. Mame-li Tesit soustavu
m linedrnich rovnic o n nezndmgych x1,...,z, s rozsifenou matici (A|b), pouzi-
jeme Gaussovu eliminaci na matici (A|b). Vysledkem je néjaka matice (C'|d) v
fadkové odstupiiovaném tvaru. Dostaneme tak bazové sloupce matice (A |b). Je-li
sloupec pravych stran b bazovy, je posledni nenulovy fadek matice (C'|d) tvaru
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(00 ... 0]d,), kde pivot d, # 0. Tento fadek odpovidé rovnici
0xy +0x2 + -+ 0x), =d, ,

kterd nemd zadné feseni. Piivodni soustava (A |b) je proto také nefeSiteln4.

Pokud sloupec pravych stran neni bazovy sloupec matice (A |b), tj. plati-li 1 <
k1 < ko < --- <k, <n, ukdZeme Ze soustava (A |b) je FeSitelna a najdeme vSechna
feSeni pomoci zpétné substituce.

2.4.3. Zpélnd substituce. Oznacime P mnozinu indexu téch sloupct od 1 do n, které
neobsahuji pivot, tj.
P={12,....n}\ {k1,..., K} .

Mnozina P mtze byt i prazdna, pokud kazdy sloupec rozsifené matice soustavy
(A|b) s vyjimkou sloupce pravych stran obsahuje pivot. Proménnym xz,, p €
P, tikdme volné proménné (nebo téz parametry). Ostatni proménné, tj.proménné
Thys Thys - - -, Tk, jSOU bazové proménné.

Nyni nahlédneme, zZe kazda volba hodnot volnych proménnych dava pravé jedno
fFeSeni soustavy (A | b). Matici (C'|d) po provedeni Gaussovy eliminace odpovida
soustava linearnich rovnic ve tvaru

Clhy Thy + C1Lky+1Tky41 + -+ CLpTn = dy

C2ks Thy + C2 kot 1T kg1 + -+ + ConTpy = da

Crk, Tk, + Crk,+1Tk,+1 + -+ Crnln = d'r )

coz je ekvivalentni soustavé rovnic

—1

Ty = ¢ g, (d1 = CLE +1Thy 41 = -+ = CLnTn)
—1

Ty = Co 1, (d2 — C2 k41 Thy 41 — - — C2,nTy)
—1

e (dr = Crkep+1Thpt1 = - = CrnTn) -

Posledni rovnice jednozna¢né urcuje hodnotu bazové proménné xj,. pomoci hodnot
volnych proménnych — parametri. Po dosazeni za xj, do pfedposledni rovnice jed-
noznac¢né spocteme xj, , pomoci hodnot volnych proménnych — parametri, atd.
Tomuto dopocitavani hodnot bazovych proménnych fikame zpétnd substituce. Do-
kazali jsme tak néasledujici pozorovani.

Pozorovani 2.16. Pokud sloupec pravych stran rovnice (A|b) neni bdzovy, pak
pro libovolnd redlnd cisla z, € R, p € P, existuji jednoznacne urcend redlnd cisla
Thys Thys - - Tk, € R takovd, Ze aritmeticky vektor (x1,xa,...,1,)T je vesenim sou-
stavy (A|b).

Nakonec podobné jako v Castech 2.3.4 a 2.3.5 vyjadiime mnozinu vSech feSeni
soustavy (A|b) ve tvaru

S=qu+ ) t,v,: t,eR prokazdé pe P, |
peP

kde u a v, pro p € P jsou vhodné n-slozkové aritmetické vektory.
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Dosavadni poznatky o feSeni soustav linearnich rovnic si shrneme do nésledujici
vety.

Véta 2.17. Mnozina vSech teseni tesitelné soustavy (A |b) o n nezndmich je rovnd
mnoziné

S = u+thvp: t, € R pro kazdé p e P
peP

pro vhodné n-slozkové aritmeticke vektory u a vy, p € P.

V kapitole 5 si ukdzeme mnohem elegantnéjsi a kratsi diikaz poledni véty. Z n€ho
bude také vidét vyznam aritmetickych vektorti u a v, p € P.

2.4.4. Shrnuti. Obecnou soustavu m linearnich rovnic o n neznamych lze vytesit
nasledujicim postupem.

1. Gaussovou eliminaci pfevedeme soustavu na ekvivalentni soustavu v od-
stupnovaném tvaru.

2. Rozhodneme, zda soustava mé feseni. Pokud ne, tj. pokud existuje rovnice
typu 0z +0xo+- - -40x,, = b # 0, skonc¢ime s tim, ze soustava je nefesitelna.

3. Uréime volné proménné (parametry) — tj. proménné odpovidajici sloupciim,
kde nejsou pivoty. Mnozinu indexi téchto sloupct oznacime P.

4. Mnozinu vSech feSeni vyjadrime tvaru

u+thvp: t, € R prokazdé pec P
peEP

pro vhodné n-slozkové aritmetické vektory u a v,, p € P.

Vsimnéte si, ze pocet volnych proménnych je roven ¢islu n—r, kde r je pocet ne-
nulovych fadkt matice v odstuptiovaném tvaru, kterou jsme dostali z rozsifené ma-
tice Fesitelné soustavy (A |b) Gaussovo eliminaci. Jiz dfive jsme definovali, Ze toto
¢islo se rovnéd hodnosti rank(A | b) rozsifené matice soustavy. Zatim sice neumime
dokézat, ze hodnost matice nezavisi na tom, jaké ekvivalentni tipravy pouzivame
k jejimu prevodu do odstupniovaného tvaru, nicméné tomu tak je. Intuitivné to lze
zdtvodnit tim, Ze v popisu mnoziny feseni mame n — r parametri, takZze mnozina
feSeni je (n — r)-dimenziondlni Gtvar, pficemz tato dimenze samoziejmé zavisi jen
na ptivodni soustavé, nikoliv na konkrétnim odstupnovaném tvaru.

Na popsany postup feseni rovnic se da také divat takto: na zacatku mame rovni-
covy popis ,rovného utvaru“ v n-rozmérném prostoru, v bodé 1. nalezneme ptehled-
néjsi rovnicovy popis stejného tutvaru a v bodé 4. nalezneme jeho parametricky
popis.

V dalsi ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat tfemi souvisejicimi otazkami.

e Jak rozumét geometrii soustav linedrnich rovnic?
e Co se miize prihodit, budeme-li soustavy linearnich rovnic fesit na pocitaci?
e Jak dlouho to bude trvat?

2.5. Geometrie soustav linearnich rovnic.
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2.5.1. Rddkovyj pohled na soustavy linedrnich rovnic. V prvni opakovaci kapitole
jsme si ukazali, ze v pfipadé soustavy linearnich rovnic o dvou neznamych xq, zo
urcuje kazda rovnice néjakou pfimku v roviné, pokud je aspon jeden z koeficientt u
z1 a x2 nenulovy. Mnozina vsech feseni je potom prinikem téchto pfimek. Z toho
je intuitivné jasné, jak muize vypadat mnozina vsech feSeni.
e (Cela rovina. To se stane v pripadé, ze vSechny rovnice maji trivialni tvar
OCEl + 01‘2 =0.
e Piimka. To se stane v piipadé, Ze vSechny (netrividlni) rovnice popisuji
tutéz primku, neboli vSechny rovnice jsou nasobkem jedné z rovnic.
e Bod. Nastane v pripadé, Ze rovnice soustavy popisuji alesponn dvé rizné
piimky a vSechny tyto piimky prochazeji jednim bodem.

OBRAZEK 34. Geometrie jednoznacné fesitelné soustavy o dvou neznamych

e Prazdna mnozina. Nastane v ptipadé, Ze dvé rovnice urcuji rovnobézné
pfimky, nebo rovnice urcuji t¥i ptimky neprochézejici jednim bodem, nebo
jedna z rovnic je trividlné nesplnitelna, naptiklad 0z; + Oxy = 123.

V ptipadé soustavy linearnich rovnic o tfech neznamych 1, xo, x3 je kazdé feseni
néjaky bod v trojrozmérném prostoru. Kazda rovnice s aspon jednim nenulovym
koeficientem u nezndmych x1,x2,x3 urcuje néjakou rovinu v prostoru. Mnozina
vSech TeSeni soustavy je tedy prunikem néjakych rovin. Pro mnozinu vSech feseni
tedy mame nésledujici moznosti, uz bez obrazki.

e Cely prostor. To nastane v trividlnim pripadé, kdy jsou vSechny rovnice v
soustaveé tvaru 0xq + Ozo + Oxz = 0.

e Rovina.

e Primka.
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OBRAZEK 35. Geometrické divody nefesitelnosti soustavy o dvou nezndmych

e Bod.

e Priazdna mnozina. Tento pripad nastane, pokud dvé rovnice urc¢uji rovno-
bézné roviny, nebo jsou roviny sice po dvou riznobézné, ale nemaji zadny
spoleény bod (v tom pfipadé musi byt asponi tfi), a nebo je v soustavé
trivialné nefesitelnd rovnice, napriklad 0z, + Ozo + Oz3 = 123.

Jedna netrividlni linearni rovnice o dvou neznamych odpovidd pfimce v ro-
viné. Jedna netrividlni linedrni rovnice o tfech nezndmych odpovida roviné v tii-
dimenzionédlnim prostoru. Na zakladé analogie mtizeme tvrdit, Ze jedna netrivialni
rovnice o ¢tyfech neznamych odpovida 3-dimenzionalnimu rovnému dtvaru ve 4-
dimenzionalnim prostoru. A s jes$té vétsi odvahou muzeme prohlésit, Ze mnozina
vSech TeSeni jedné netrividlni rovnice o n nezndmych odpovidé néjakému (n — 1)-
dimenzionalnimu rovnému utvaru umisténému v n-dimenzionalnim prostoru. Tako-
vému Utvaru fikdme nadrovina v n-dimenziondlnim prostoru. Mnozina vSech feseni
soustavy linearnich rovnic o n nezndmych pak odpovida pruniku néjakych nadrovin
v n-dimenzionalnim prostoru.

2.5.2. Sloupcovy geometricky pohled. Ukéazeme si jesté jeden geometricky pohled na
soustavy linearnich rovnic. Tento pohled bude v dalsim textu nabyvat na vétsim
vyznamu nez puvodni pohled pres rovnice pfimek, rovin, atd. Vezméme si jedno-
duchou soustavu dvou rovnic o dvou neznamych

—$1+3$2:1
2I1—1‘2:3 .

Rozsifena matice této soustavy je

-1 3 |1
2 =113

Pii feSeni soustavy hledame hodnoty proménnych x1, zo tak, aby platila rovnost
dvouslozkovych vektoru
—x1 + 3%‘2 _ 1
2x 1 — T2 - 3

Vsimnéme si, ze v prvnim sloupci matice soustavy jsou koeficienty u proménné
r1 a ve druhém sloupci jsou koeficienty u proménné zo. Témto vektortim fikame
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sloupcové vektory matice soustavy. Levou stranu posledni rovnosti mtizeme pomoci
sloupcovych vektori prepsat ve tvaru

—1‘1+3ZE2 — —1 +z 3
2x1 — 12 - 2 2\ -1

a celou soustavu jako

(o) 2)=(5)

Na obrazku je geometrické znazornéni této soustavy. Mame dany dva vektory a; =
(—1,2)T aay = (3, —1)T, a hleddme néjaké jejich nasobky tak, abychom se souctem
téchto nasobki ,trefili“ do bodu se soufadnicemi (1,3)7, coz je aritmeticky vektor
b pravych stran soustavy.

a;

Y

X1

a

OBRAZEK 36. Sloupcovy pohled na soustavu o dvou neznamgch

Na dalsim obrazku pak vidime ,,geometrické“ feseni této soustavy.

Plati totiz
-1 3 1
2 (3) (4 )-(5)

feenim je aritmeticky vektor (2,1)7.
Ze sloupcového pohledu na tuto soustavu mtzeme ziskat jesté vice. Leva strana
soustavy miize nabyvat hodnot

(7)o %) imamme)

To je parametrické vyjadfeni roviny. Vhodnou volbou nasobkii vektortia; = (—1,2)7
aay = (3,—1)T se tak mtzeme trefit do jakéhokoliv bodu roviny a navic pravé
jednim zputsobem. Tento geometricky poznatek mtzeme zformulovat také tak, ze

soustava
-1 3 | b
2 =11 by
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X2

A

a

2(11 2

a)

Y

X1

a

OBRAZEK 37. Geometrické Feseni soustavy o dvou nezndmych

je fesitelnd pro jakoukoliv pravou stranu b = (b1,bs)? a feseni je vidy uréené
jednoznacné.
Jesté zajimavéjsi je pripad tii linearnich rovnic o dvou nezndmych, napfr.

X1 + 31‘2 = -5
21‘1 + 212 = -2
3371 + T = 1.
Rozsifena matice této soustavy je
1 3|5
2 2| -2
3 1|1
Soustavu muzeme pomoci sloupcovych vektoru rozsifené matice zapsat jako
1 3 )
xr1 2 “+ X9 2 = -2
3 1 1

Tentokrat hledame koeficienty x1 a x5, kterymi je tfeba vynasobit sloupcové vektory
a; = (1,2,1)T aay = (3,2,1)T tak, abychom se aritmetickym vektorem xa; +z2as
trefili do bodu se soufadnicemi (—5,—2,1)7.
Mnozina
{aclal + Xga2 : X1,T2 € ]R}
je parametrické vyjadieni roviny v trojrozmérném prostoru, kterda prochéazi bodem
(0,0,0)T, tj. pocatkem soufadnic. Mtizeme se proto trefit pouze do bodfi, které lezi
v této roviné. Pokud vektor b = (by, b2, b3)T v roviné {z1a; + zsay : 11,72 € R}
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nelezi, soustava

1 3|bh
2 2| b
3 1|bs

neni fesitelnd. Pokud vektor b v této roviné lezi, soustava mé feSeni a navic je
uréené jednoznacné. Soustava je tedy FeSitelna praveé kdyz vektor pravych stran b
lezi v roviné s parametrickym vyjadfenim {z1a; + xoas : x1, 22 € R}.

V nagem konkrétnim piipadé vektoru (—5, —2,1)7 plati

1 3 -5
12 )-2(2]= 2],
3 1 1

coz dokazuje nejen to, Ze soustava s pravou stranou (—5,—2,1)7 je fesitelnd, ale
také, ze vektor (—5, —2,1)% lezi v roviné

1 3
xr1 2 + Z9 2 txy,x0 €R
3 1

Abychom zjednodusili dalsi vyjadfovani, zavedeme nésledujici zcela zakladni
definici. Jde o jednu z nejdilezitéjsich definic celého dvousemestralniho kurzu line-
arni algebry.

Definice 2.18. Jsou-li uj,us,...,u, m-slozkové vektory a aq,as,...,a, realnd

¢isla, pak definujeme linedrni kombinaci vektori uy, us, . . . , u, s koeficienty ay, ao, . .

jako m-slozkovy vektor
aijuy + asug + -+ -+ auy .
Soustavu

a1121 + a12T2 + -+ ATy = by

(2121 + A29%s + -+ - + A2, Ty = b

Am1T1 + Qa2 + - - + ATy = bm

pak muzeme piepsat do tvaru

aiy a2 a1p by

an a22 a2n bo
T . + X9 . +---+xy =

am1 Am?2 Amn bm

Na levé strané mame linearni kombinaci sloupcovych vektorid matice soustavy s
nezndmymi koeficienty x1, xs,...,z,. Soustava je fesitelnd pravé kdyz lze sloupec
pravych stran vyjadrit jako linearni kombinaci sloupcovych vektorii matice sou-
stavy. Vektory koeficientii kazdé takové linearni kombinace pak tvori mnozinu vSech
feSeni soustavy.

Sy
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2.5.3. Vyznam obou geometrickijch pohledii na soustavu linedrnich rovnic. Rad-
kovy pohled ndm déava predstavu, jak mize vypadat mnozina vSech feseni soustavy
linedrnich rovnic o n-neznamych. Mnozina vSech feSeni jedné rovnice je nadro-
vina (za predpokladu, ze aspon jeden z koeficientid u neznamych je nenulovy) v
n-dimenzionalnim prostoru. Mnozina vSech feseni soustavy m-linearnich rovnic o n
nezndmych je pak prinikem néjakych nadrovin.

Naproti tomu sloupcovy pohled ndm dava geometrickou predstavu, kdy je sou-
stava linedrnich rovnic Ax = b Tesitelna. Je to pravé kdyz lze sloupcovy vektor
pravych stran b vyjadrit jako linedrni kombinaci sloupcovych vektort matice sou-
stavy A. Geometricky vyznam této podminky v piipadé soustavy dvou nebo t¥i
rovnic o dvou neznamych jsme si ukazali vyse.

2.6. Praktické problémy pri numerickém feSeni velkych soustav rovnic.

2.6.1. Numerickd stabilita. PTi TfeSeni soustav linearnich rovnic na pocitaci casto
reprezentujeme realna cisla s néjakou predem urcenou piesnosti. Takovych cisel,
které miizeme reprezentovat v pocitaci pomoci plovouci desetinné ¢arky, je ale pouze
konec¢né mnoho, jakkoliv obrovsky ten pocet je. Mtze se prihodit, ze vysledek néjaké
aritmetické operace se dvéma reprezentovatelnymi ¢isly uz reprezentovat nejde a
pocitac jej musi zaokrouhlit.

Problémem je, zaokrouhlovani koeficientti neni ekvivalentni tprava soustavy. Na
konci algoritmu tak sice dostaneme presné resent, ale jiné soustavy. Otazkou obrov-
ské diilezitosti je jak moc se lisi presné feseni soustavy pozménéné zaokrouhlovanim
od presného feseni pivodni soustavy. Témito otdzkami se mimo jiné zabyva nu-
merickd linedrni algebra. Zékladni poznatek zni, ze Gaussova eliminace je obecné
numericky nestabilni. To znamend, ze malé zaokrouhlovaci chyby mohou vést k
vysledku, ktery se velmi lisi od spravného.

Uvazujme naptiklad soustavu

—107% 112
1 113 )

1 2,0003\"
1,0001° 1,0001

Pokud pouzijeme aritmetiku s tfemi platnymi ciframi, Gaussova eliminace ndm

—107* 12 -107* 1 2
( 1 13)N< 0 10t 2~104)
a zpétnou substituci dostaneme feseni (0,2)7, které se od spravného lisi vyznamné v
prvni sloZce. Problémem je, e jsme pii tipravé pfi¢itali 10*-nasobek prvniho fadku
k druhému a ¢islo 10? je tak velké, ze smaZe pro danou soustavu podstatny rozdil
mezi koeficientem 1 u proménné x5 a pravou stranou 3 ve druhé rovnici.

Tomuto problému lze nékdy predejit tak, ze vzdy pred eliminaci jedné proménné
prohodime fadky tak, aby pivot byl co nejvétsi (v absolutni hodnot&). Tomu se k4
castecna pivotace. V nasem piikladu bychom napied prohodili oba fadky a teprve
pak eliminovali prvni sloupec:

—107% 112 1 13 1 113
1 113 —107% 112 0 12

jejimz presnym Tesenim je
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Dostaneme tak fegeni (1,2)7, které se rovna spravnému feseni zaokrouhlenému na
t¥i desetinna mista. Lépe to se zaokrouhlovanim na t¥i desetinnd mista nejde.
Céastecna pivotace ale nezamezi véem problémfim s numerickou stabilitou. P¥i-
kladem mtize byt soustava
2-10°
3 b

ktera vznikne z piedchozi vynasobenim prvni rovnice &islem 10°. Reseni pii pouziti
aritmetiky se tfemi platnymi ciframi vyjde opét (0,2)7 a ¢astecna pivotace tomuto
problému nezamezi (Fadky jsou jiz od zac¢étku ve spravném poradi). U tohoto pfi-
kladu je problém ve znacném rozdilu ve velikosti ¢isel v prvnim fadku a druhém
radku.

Témto i dalsim typtm problému lze zamezit uplnou pivotact, pti niz prohodime
pred kazdym cyklem eliminace zbylé tadky a sloupce tak, aby pivot byl co nejvétsi.
Uplna pivotace je numericky stabilni v kazdém piipadé. Pii prohozeni sloupcti ne-
smime zapomenout na to, ze vlastné prohazujeme proménné. Misto prvni soustavy
bychom tak fesili soustavu

1 —107* |2
< 1 1 3 )

Gaussova eliminace se zaokrouhlovanim na tfi platna mista by probéhla nasledovné:

1 —107* |2 1 —107*|2
1 1 3 0 1 1

a zpétnou substituci bychom dostali 1 = 1 (prohazovali jsme sloupce, tak musime
také prohodit proménné) a xo = 2, coZ je tak blizko pfesnému Feseni puvodni
soustavy jak je to jenom pfi zaokrouhlovani na t¥i platna mista mozné.

Prohledavani matice v kazdém cyklu tak, aby byl pivot co nejvétsi, je casové
hodné naroc¢né, proto se mu algoritmy pro numerické feseni velkych soustav line-
arnich rovnic snazi vyhnout, pokud to jenom trochu lze. V takovém piipadé se
v elimina¢ni fazi pouzivaji jiné algoritmy, které nejsou zalozené na Gaussové eli-
minaci, jsou ale numericky stabilnéjsi. Jeden z nich si ukdzeme na konci prvniho
semestru.

—10 10°
1 1

2.6.2. Spatné podminéné soustavy. Jiny typ problémi ukaZeme na soustavé

0,835 0,667 | 0,168
0,333 0,266 | 0,067 ) °

jejiz fesenim je (1,—1)T.

Pokud ¢islo 0,067 jen nepatrné zménime na hodnotu 0,066, feSeni se zméni na
(—666, 834)T. Divodem tohoto drastického rozdilu je, Ze piimky uréené rovnicemi
jsou témér rovnobézné, takze mald zména jedné z nich miize posunout priinik daleko
od ptivodniho. V nasem piikladu se smérnice obou pfimek lisi zhruba o 3,6 - 1076.

Soustavam, jejichz feSeni je velmi citlivé na malou zménu koeficientt, fikame
spatné podminéené. U Spatné podminénych soustav nam nepomiize ani numericky
velmi stabilni algoritmus, protoze koeficienty jsou v praxi vétsinou ziskdny méfenim,
takze jsou zatizeny chybou. Je proto zapotiebi zménit matematicky model, ktery
vedl k soustavé, navrhnout jiny experiment, apod., abychom se vyhnuli Spatné
podminénym soustavam.
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2.7. Jak dlouho to bude trvat. Mame-li fesit velkou soustavu linearnich rov-
nic na pocitaci, potfebujeme néjakou ptredstavu, jak dlouho bude vypocet trvat —
vtefinu, den, mésic, do vanoc? Doba vypoctu samoziejmé zavisi na konstrukei poci-
tace. Nicméné jakousi predstavu ndm miize dat odhad poctu aritmetickych operaci,
které je tfeba pii vypoctu provést.

Pocet operaci se obvykle udava v jednotce flop, coz je zkratka od floating-point
operation pouzivana i v cestiné. Kazda z operaci s¢itani, odc¢itani, ndsobeni a déleni
dvou c¢isel predstavuje jeden flop. My budeme radéji pouzivat termin aritmetickd
operace. Piipadné prohazovani fadkt nepocitame.

Pro zjednoduseni se omezime na feSeni soustav n linedrnich rovnic o n nezna-
mych, které maji jednoznacné reseni. To znamend, Zze mnozina vSech feSeni neméa
zadny volny parametr, neboli ze kazda proménna je bazova. Po Gaussové eliminaci
rozsifené matice (A | b) tak vyjde v kazdém fadku jeden pivot, a protoze je soustava
feitelnd, neni sloupec pravych stran bazovy. Zadny pivot tedy nelezi v (n + 1)-nim
sloupci. Pivoty jsou proto v matici v odstupniovaném tvaru na mistech s indexy 11,

22, 33, ..., nn. Ve skutecnosti toto je pfipad, ktery vyzaduje nejvice aritmetickych
operaci.
1 2 n  n+l
1] e
2 °
[
[ )
[ ]
[
[ ]
n [ ]

OBRAZEK 38. Rozsifend matice soustavy po Gaussové eliminaci

Zv1ast spocteme pocet aritmetickych operaci nutnych pro Gaussovu eliminaci a
zvl4st pro zpétnou substituci. Diivod pro toto rozdéleni uvidime pozdé&ji. Nékteré
kroky vypoctu si mtzete doplnit jako cviceni.

Pii Gaussové eliminaci pouzivame aritmetické operace pouze v kroku 3. Spoci-
tame, kolik aritmetickych operaci je maximélné tfeba pro krok 3., tj. pro jeden
cyklus Gaussovy eliminace.

Chceme-li vynulovat prvni prvek ve druhém fadku, musime napted spocitat podil
asi /a1, to je jedno déleni. Pak musime spocitat n — 1 sou¢inil (a21/a11)ai; pro
1 =2,3,...,n a jeden soudin (az1/a11)b; pro pravou stranu. To je celkem nejvyse
n+ 1 nasobeni/déleni. Mtize jich byt méné, pokud je nékteré z éisel ai;nebo b; rovné
0.
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Nakonec spoéteme n — 1 souéttt —(ag1/ai1)a; + az; pro i = 2,3,...,n. Pro
i = 1 jej pocitat nemusime, protoze pfedem vime, ze vyjde 0. Nakonec pridame
jesté jeden soucet —(asz1/a11)bi + b2 na pravé strané. Celkem potfebujeme nejvyse
n séitani/odéitani.

Dohromady vynulovani prvku as; pod pivotem na misté (1,1) v matici typu
nx (n+1) vyzaduje nejvyse n+1 nasobeni/déleni a n s¢itdni/odéitani. Je-li as; = 0,
nemusime tyto operace vibec provadét.

Musime vynulovat vsech n — 1 prvkd v prvnim sloupci, to znamend, 7e na tfeti
krok Gaussovy eliminace potfebujeme nejvyse

2

(n —1)(n+1) =n? — 1 néasobeni/déleni a (n — 1)n =n? —n scitani/odcitani .

Druhy cyklus Gaussovy eliminace provadime s matici bez prvniho fadku a nemu-
sime se starat o prvni sloupec, ktery uz je cely nulovy. Potfebujeme na néj nejvyse

(n —1)? — 1 nésobeni/déleni a (n —1)% — (n — 1) séitani/odéitani .
Ve tfetim cyklu je to nejvyse
(n —2)? — 1 nésobeni/déleni a (n —2)? — (n —2) séitani/odéitani, atd.

Posledni cyklus Gaussovy eliminace nuluje prvek pod pivotem na misté (n—1,n—1)
a stoji nas nejvyse

22 — 1 nasobeni/déleni a 22 — 2 séitani/odéitani .
Dohromady tak celd Gaussova eliminace vyzaduje nejvyse
Z k* — (n — 1) nésobeni/déleni .
Nyni vyuzijeme vzorecky, jejich dikaz (matematickou indukei) je ponechén jako

cviceni:
2

n

n L n? Ln

k? = k=—+= .

Z a ) k=F+3

k=1
Gaussova elimlnace vyzaduje nejvyse
3 2
5
E E—(n—-1)= ——f———i—g—l—(n—l) T; +%—Fn nasobeni/déleni .

Pocet operaci +/— je pak nejvyse
n n 3 2 2 3
n n n n n n
K% — k=—+—4+--1-|—4+--1)=— -
1;2 1;2 3 * 2 +6 (2 +2 > 3

Vypocet narocnosti Gaussovy eliminace si shrneme do nasledujciho tvrzeni.

wl3

Tvrzeni 2.19. Gaussova eliminace rozsitené matice soustavy n linedrnich rovnic
o n neznamich vyZaduje nejvyse

2n3 2 Tn - 23

L
3 2

6 3

aritmetickych operact.
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Pro velkéd n je prvni ¢len dominantni. Gaussova eliminace soustavy s 10000 rov-
nicemi o 10000 neznamyrch tak vyzaduje zhruba (2/3)10'2 ~ (2/3)24° aritmetickych
operaci (nebot 103 ~ 210).

Pro odhad narocnosti zpétné substituce si pfipomenme tvar soustavy po probéhlé
Gaussove eliminaci v pripadé, Ze pivoty jsou na mistech 11, 22, ..., nn:

c1121 + C1o2 + €133 + - F Cln—1Tp—1 + C1nTp = dy

C22%2 + Co3T3 + -+ - 4 Cop—1Tn—1 + C2nTy = da

Cn—1n—1Tn—1+ Cpn—1nTn = dp—1
CnnTn = dy .
Pr1i zpétné substituci tak postupné dopocitavame
Tn = C;idn

—1
Tp—1 = cn_l’n_l(dn—l - cn—l,nxn)

—1
Ty = Coy (dg —C23%3 — - — C2n—1Tp—1 — CanEn)
— e l(q
T1 = Cqy ( 1 — C12%2 — C13T3 — - — C1,p—1Tpn—1 — Clnxn)
a to vyzaduje

n 2 n—1 2

n n e 7 v e n n v/ 7 7 v/ 7 z
E k= —+ — na,sobenl/de]enl a E = — — — sc1tan1/0dc1tan1 .
k=1 2 2 k=1 2 2

Tvrzeni 2.20. Zpétna substituce vyZaduje pri Teseni soustavy n linedrnich rovnic
o n nezndmyjch nejvyse n? aritmetickijch operact.

Nyni je vidét, ze pro velka n je pocet operaci nutnych pro zpétnou substituci
zanedbatelny vzhledem k poc¢tu operaci nutnych pro Gaussovu eliminaci.
Cviceni
1. Najdéte kvadraticky polynom p(z) = ax® + bz + ¢, pro ktery plati p(0) = 3, p(1) = 1,
p(2) =2.
2. Dokazte, ze prohozeni dvou fadkd matice lze docilit zbylymi dvémi elementarnimi
radkovymi tpravami.
3. Matematickou indukci podle n dokazte, ze pro kazdé ¢islo n > 1 plati

2
n

Dok=1+42+3+4n="+

k=1

3

4. Matematickou indukci podle n dokazte, ze pro kazdé ¢islo n > 1 plati
- 2 2 2 2 2 n® n® n
K2 =12422 432 4. “nyn

> 2043 = e g

k=1
5. Spoctéte, kolik aritmetickych operaci je nejvyse tfeba pro Gaussovu eliminaci soustavy
m rovnic o n neznamych pro libovolna m, n.
6. Spoctéte, kolik aritmetickych operaci je nejvyse tfeba pro zpétnou substituci pfi feseni

soustavy m rovnic o n neznamych pro libovolna m, n.
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Shrnuti druhé kapitoly

(1)

(2)
(3)

Soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych s redlnymi koeficienty je sou-
stava

a1171 + a9 + - -+ a1, = by

2171 + AT + -+ - + G2,T, = by

Am1%1 + Am2X2 + -+ GpmnTyn = bm.

Soustavy linedrnich rovnic fesime pomoci ekvivalentnich uprav. To jsou
upravy, které neméni mnozinu vsech feseni soustavy.
Vystac¢ime s ekvivaletnimi tipravami t¥i typt, kterym fikdme elementdrni
upravy:
(i) prohozeni dvou rovnic,

(ii) vynésobeni néjaké rovnice nenulovym ¢islem ¢,
(iii) pri¢teni ¢t-nasobku jedné rovnice k jiné rovnici.
Kazdé feseni soustavy linearnich rovnic s n neznamymi je usporadana n-tice
(21,22, ...,x,) redlnych ¢isel. Uspotddanou n-tici redlnych ¢éisel nazyvame
aritmeticky vektor nad R s n sloZkami. Aritmetické vektory chapeme jako
sloupce ¢isel, kviili tispofe mista je ale zapisujeme také (z1,xa,...,2,)7.
Mnozinu vSech n-slozkovych aritmetickych vektorti nad R oznacujeme R",
nazyvame ji také redlny aritmeticky prostor dimenze n.
Aritmetické vektory séitdme po slozkdch

(1,22, ..., 2)T + (Y1, y2, )t = (@1 Y1, T2 + Y2 ooy T+ yn) T

a ndsobime redlnym cislem také po slozkach
t(xy, o, ..., x0)T = (twy, tag, ... te,)T

Postup pri feSeni soustavy linedrnich rovnic zapisujeme prehledné pomoci

matic. Matice nad R typu m x n je obdélnikové schéma realnych cisel s

m fadky a n sloupci. Zapisujeme ji symbolicky A = (@ij)mxn, Cislo a;; je

prvek matice v i-tém Fadku a j-tém sloupci.

Soustava linedrnich rovnic z bodu (1) urcuje dvé matice. Matice soustavy

je matice koeficienti u neznamych:

a1 a192 e QA1n
a1 a99 .o agn
A= (aij)mxn =
am1 Am?2 e Amn,
Piiddme-li k matici soustavy vektor pravijch stran (by,ba, ..., by,)7T, dosta-

neme rozsirenou matici soustavy

aiq ai12 Ce A1n bl
as a9 Ce aon bg

(A]b) =

m1  Am2 ... (mn bm



(9)

(10)

(11)

(12)

(13)
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Elementarnim tpravam soustavy linearnich rovnic odpovidaji elementdrni
radkové Upravy rozsifené matice soustavy. Definujeme je ale pro jakoukoliv
matici A a jsou to

(i) prohozeni dvou Fadkd matice,

(ii) vynésobeni jednoho z fadkt matice nenulovym ¢islem,
(iii) pricteni libovolného nésobku jednoho fadku k jinému fadku.
Gaussova eliminace je postup, jak kazdou matici prevést do odstupriova-
ného tvaru.
Matice C' = (¢ij)mxn je v odstupniovaném tvaru, pokud v kazdém nenu-
lovém fadku matice C' je na pocatku (tj. zleva) vice nul, nez na pocétku
fadku nad nim. Grafické znazornéni matice v odstupniovaném tvaru je

1 ky k2 ke n

-

m

Formalné definujeme, ze matice C' = (¢;j)mxn je v Tddkové odstupriova-
ném tvaru, pokud existuje celé ¢islo r € {0,1,...,m} takové, ze fadky
r+1,...,m jsou nulové, fadky 1,...,r jsou nenulové, a plati k1 < ko <
-+ < k., kde k; je index sloupce, ve kterém je prvni nenulové ¢islo v i-tém
radku.

Prvkim c¢; x,, ¢ = 1,2,...,7, tj. prvnim nenulovym prvkim v jednotli-

vych tadcich, fikdme pivoty.
Gaussova eliminace spo¢iva v nésledujicich krocich:

1. Najdeme prvni nenulovy sloupec, jeho index oznacime k;. Pokud ta-
kovy sloupec neexistuje, je matice A v fadkové odstupniovaném tvaru
(nebot je nulovd), a jsme hotovi.

2. Pokud je ajx, = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym fadkem i, ve
kterém je a;r, # 0.

3. Prokazdéi = 2,3,..., m pri¢teme (—a;x, /a1x, )-nasobek prvniho fadku
k i¢-tému radku.

4. Postup opakujeme s matici bez prvniho radku.

Gaussovo eliminaci prevedeme kazdou matici A = (@;;)mxn do odstuptiova-
ného tvaru C' = (¢;;)mxn. Riznym pouzitim Gaussovy eliminace mizeme
dostat rtzné odstupriované tvary, nebot v kroku 2. mame moZnost volit
index i. Bez dukazu jsme si fekli, ze pocet nenulovych radkt r a indexy
k1 < ko < -++ < k. z formélni definice odstupniovaného tavru vyjdou vzdy
stejné, jsou urcené jednoznacéné matici A.

Cislo r nazyvame hodnost matice A a znac¢ime je rank(A). Sloupce s indexy
ki, ko, ..., k. nazyvame bdzové sloupce matice A.

Soustavu linearnich rovnic fesime ve tfech krocich. Eliminacni fdaze spociva
v prevedeni rozsifené matice soustavy do odstuptiovaného tvaru Gaussovo
eliminaci. Je-li sloupec pravych stran bazovy sloupec rozsifené matice sou-
stavy, nema soustava FesSeni.
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Pokud sloupec pravych stran neni bazovy, nasleduje zpétnd substituce. Na-
pfed urcime bdzove proménné xy,,Tk,,...,Tk,, zbyvajici proménné jsou
volné proménné a jejich hodnoty mtizeme zvolit libovolné. Poté odzadu po-
stupné spocteme hodnoty bazovych proménnych zj, _,xy, ,,...,2; pomoci
volnych proménnych.

Nakonec zapiSseme mnozinu vsech feSeni soustavy v parametrickém tvaru

u—i—thvp: t, € R pro kazdé pec P
peP

pro vhodné n-slozkové aritmetické vektory u a v,,, p € P, kde P je mnozina
indexti volnych proménnych-parametrti. Kazdé volné proménné x, odpo-
vida jeden vektor v,

Reseni soustavy linedrnich rovnic lze chapat geometricky dvéma rtiznjmi
zpusoby. Mnozina vSech FeSeni soustavy je prinik mnozin feSeni jednotli-
vych rovnic. Mnozina vSech feSeni jedné linedrni rovnice o n neznamgych je
nadrovina, tj. ,rovny utvar dimenze n — 1 v prostoru R” dimenze n. To v
pripadé, ze aspoi jeden z koeficientti u neznamych je nenulovy. V triviadlnim
pripadé, kdy jsou vSechny koeficienty u neznamych nulové, je mnozina vsech
FeSeni bud préazdna nebo cely prostor R™. Pokud soustava linedrnich rovnic
obsahuje aspon jednu netrivialni rovnici, je mnozina jejich feSeni prinikem
nadrovin.

Pro sloupcovy pohled na feseni soustavy linearnich rovnic potifebujeme
klicovy pojem linearni kombinace. Jsou-li uy, uo, . .., u, aritmetické vektory
s m slozkami a ay,asq,...,a, redlnd cisla, pak linedrni kombinaci vektoru
up, U, ..., U, s koeficienty a1, as,...,a, nazyvame vektor

ajuy + agug + - - +azu, € T .

Reseni soustavy linearni rovnic (A|b) spoéiva v nalezeni vSech moznych
linedrnich kombinaci sloupcovych vektori ay, as, . . ., a, matice soustavy A,
které se rovnaji vektoru pravych stran b. Soustava je tedy TeSitelna praveé
kdyz sloupec pravych stran lze vyjadrit jako linearni kombinaci sloupcovych
vektorti matice soustavy.

Resime-li soustavu linedrnich rovnic na poéitaci, je tfeba mit na paméti,
Ze v pocitaci 1ze ulozit presné pouze konecné mnoho cisel. Mize se stat,
ze pri nékterych krocich vypoctu je nutné vysledky zaokrouhlit, aby se do
pocitace ,vesly“. Zaokrouhlovani koeficienti ale neni ekvivalentni tprava.
Pocita¢ nam sice da néjaké feseni, je to ale Feseni jiné soustavy. Numerickad
stabilita, tj. vztah mezi presnym FeSenim a FeSenim ziskanym na podcitaci,
je zakladnim problémem numerické linedrni algebry.

Neékteré soustavy maji jinou nepfijemnou vlastnost - drobna zména nékte-
rého koeficientu nebo prvku na pravé strané zpisobi velkou zménu FeSeni.
Takovym soustavam se fika spatné podminéene. Pokud koeficienty soustavy
ziskdvame meéfenim, tak se na TeSeni Spatné podminéné soustavy nelze
vitbec spolehnout. Tento problém nelze odstranit ani numericky velmi sta-
bilnim algoritmem.

Pro hruby odhad doby, jakou bude trvat feseni velké soustavy linearnich
rovnic o0 mnoha neznamych na pocitaci, je dobré odhadnout pocet arit-
metickych operaci, které vypocet vyzaduje. Gaussova eliminace soustavy n
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linedrnich rovnic o n nezndmych potiebuje nejvyse (2/3)n® operaci. Zpétna
substituce jich potiebuje nejvyse n?. Pro velka n je asova naro¢nost zpétné
substituce zanedbatelna.

Kli¢ové znalosti z druhé kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

Aritmetické vektory a poc¢itani s nimi.

Pojem linearni kombinace vektort.

Matice, zejména védét Ze prvek a;; lezi v i-tém faddku a j-tém sloupci.
Definice fadkové odstupniovaného tvaru matice.

Fakt, ze Gaussova eliminace pfevede kazdou matici do fadkové odstupiio-
vaného tvaru.

Umét Tesit soustavy linearnich rovnic a vyjadrit mnozinu vSech feSeni v
parametrickém tvaru.

Rozumét radkovému a sloupcovému pohledu na feseni soustavy linearnich
rovnic.
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3. TELESA

Cil. Studiem vlastnosti redalnych cisel, které pouZivame pii reseni
soustav linedrnich rovnic, dojdeme k pojmu télesa. UkdZeme si
nékolik duleZitych prikladi téles.

3.1. Motivace.

V minulé kapitole jsme Tesili soustavy linearnich rovnic nad redlnymi ¢isly. Zcela
stejny postup lze vyuzit pro FeSeni soustav linearnich rovnic nad jinymi obory,
napftiklad komplexnimi ¢isly. Pomoci detailni analyzy feseni jednoduchych rovnic si
uvédomime, jaké vlastnosti pocitani s redlnymi ¢isly nam umoznuji takové rovnice
Tesit.

Zamysleme se nejprve jaké vlastnosti realnych cisel vyuzivame pii feseni rovnice
x4+ a = b, konkrétné tieba

r+11=18 .
Snazime se odhlédnout od toho, Ze FeSeni okamzité vidime a Ze nékteré vlastnosti
realnych ¢isel jiz pouzivame zcela automaticky.

Vétsina z nas by na tomto misté navrhla odecist od obou stran ¢islo 11. My
se budeme snazit vystacit se dvémi zakladnimi operacemi, s¢itdnim a nasobenim.
Ostatni operace, jako odéitani a déleni, budeme povazovat za odvozené. Proto k
obéma stranam radéji pricteme c¢islo —11. Protoze jsme zapomnéli na komutativitu
s¢itani, musime se domluvit, z které strany pri¢itame. V nasem pfipadé potfebujeme
pricist zprava. Dostavame

(x4 11) + (—11) = 18 + (—11) .
Dalsim krokem je prezavorkovani levé strany a vypocet souctu na pravé strane:
x+ (114 (-11) =7 .
Ted muzeme zavorku vypocitat:
r+0=7.
Nakonec vyuzijeme skutecnosti, ze © + 0 = x a dostavame
r=7.

P7i feSeni rovnic typu x+a = b tedy vyuzivame asociativitu s¢itani, existenci ne-
utralniho prvku a existenci opa¢nych prvki. Presnéji feceno, vyuzivame nésledujici
vlastnosti:

(S1) (,asociativita s¢itani“) Pro libovolné éisla a, b, ¢ € R plati
(a+b)+c=a+(b+c) .
(S2) (,existence nulového prvku*) Existuje ¢islo 0 € R takové, ze pro libovolné
a € R plati
O+a=a+0=a .
(S3) (,existence opa¢ného prvku“) Pro kazdé a € R existuje b € R takové, ze
a+b=b+a=0.

Takové b znacime —a.
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Pointa je v tom, ze kdykoliv mame na néjaké mnoziné operaci + s témito vlast-
nostmi, pak mizeme na FeSeni rovnic typu = + a = b (nebo a + z = b) pouzit
zcela stejny postup. S¢itani a nasobeni je bindrni operaci na mnoziné 7'. Binarni se
rozumi jakékoliv zobrazeni, které kazdé usporadané dvojici prvkt z T jednoznacné
prifadi prvek T

Definice 3.1. Bindrni operaci na mnoziné T' rozumime zobrazeni z T x T do T

Je-li @ binarni operace na T, pak jeji hodnotu na dvojici (a,b) zapisujeme vétsi-
nou a @ b, misto ®(a,b), nebo formalné jesté spravnéjsiho &((a,b)).

Vsimnéte si, ze a @ b musi byt definované pro kazdou dvojici a,b € T a ze
vysledek operace je opét prvek T. Pokud mé @ vlastnost (S1), pak ve vyrazech typu
a1 ®as @ - - D a, nemusime psat zavorky, protoze kazdé smysluplné uzavorkovani
dé stejny vysledek (dikaz je technicky docela néro¢ny, nebudeme jej provadét).
Obecné v8ak nemuzeme beztrestné prohazovat poradi.

Priklady mnozin a operaci splitujici (S1), (S2), (S3) jsou

T =7 a + je bézné scitani.

e Podobné T'= Q (nebo T' =R, nebo T'= C) a + je bé&zné s¢itani.

e Vétsim prikladem je mnozina vSech redlnych funkci readlné proménné s ope-
raci séitani funkci.

e Naopak velmi malym piikladem je 7' = {0,1} s operaci @ definovanou
060=191=0a0pl=100=1.

e Zcela odlisnym pfikladem pak je mnozina vSech permutaci na néjaké pevné
mnoziné s operaci o skladani permutaci. Tento pfiklad se od predchozich
lisi v tom, Ze operace neni komutativni (tj. nesplituje aob =boa).

Vratme se nyni k problému, které vlastnosti realnych ¢&isel vyuzivame pii FeSeni
soustav linearnich rovnic. Uvazujme rovnici typu a - * = b, napriklad 3 - x = 12.
Postup feseni je nasledujici.

3-x=12

371 .(3-2)=3"1.12
(371.3) . x=4
1l-2=4
r=4 .

Vsimnéte si, ze postup je velmi podobny postupu na feseni rovnice x+a = b. Rozdil
je v tom, Ze misto operace + pracujeme s operaci -, misto 0 pouzivame prvek 1 a
misto —x pouzivame z~!. Vlastnosti -, které vyuzivame, jsou proto velmi podobné
vlastnostem (S1), (S2), (S3) s jednim dilezitym rozdilem — obdoba vlastnosti (S3),
coZ je existence inverzniho prvku, plati pouze pro nenulova ¢isla. Pouzité vlastnosti
jsou nésledujici.
(N1) (,asociativita ndsobeni“) Pro libovolna ¢isla a, b, ¢ € R plati
(a-b)-c=a-(b-c) .

(N2) (,existence jednotkového prvku“) Existuje ¢islo 1 € R takové, Ze pro libo-
volné a € R plati
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(N3) (,existence inverzniho prvku“) Pro kazdé a € R takové, ze a # 0, existuje

b € R takové, ze
a-b=b-a=1".
Takové b znacime a~'.

Pfi elementarnich upravach soustavy linearnich rovnic pouzivame jesté dvé dalsi
vlastnosti. Ty lze vidét naptiklad z tiprav, které automaticky pouzivame, pric¢itame-
li 2-nésobek rovnice x+3y = 10 k rovnici (—2)z+4y = 15. V Gpravéch jiz vyuzividme
(S1) a (N1), takze nepiseme zévorky.

2 +3y)+ (-2)z+4y=2-10+15
20423y + (—2)x +4y = 35
2r + 6y + (—2)z+4y =35
2z + (—2)x + 6y +4y =35
2+ (=2)r+(6+4)y =35

Oz + 10y = 35
0+ 10y =35
10y =35 .

Kromé jiz formulovanych vlastnosti jsme vyuzili tyto:

(D) (,oboustranna distributivita®) Pro libovolna éisla a, b, ¢ € R plati
a-(b+c)=a-b+a-¢c a (b+c)-a=b-a+c-a .
(S4) (,komutativita s¢itani“) Pro libovolnd éisla a,b € R plati
a+b=b+a .

Jesté jsme vyuizili, ze 0 -z = 0. Pozdéji vsak ukazeme, Ze tento vztah plyne ze
zbylych vlastnosti.

Shrneme-li v8echny doposud zformulované vlastnosti, dostaneme pojem neko-
mutativniho télesa. Nikde jsme totiz nevyuzili komutativitu nasobeni a soustavy
linearnich rovnic lze Gaussovou eliminaci fesit i nad nekomutativnimi télesy, jen
bychom se museli dohodnout, zda koeficienty v rovnicich budeme psat zleva nebo
zprava. Rovnice ax = b totiz mize mit jiné feSeni nez rovnice xa = b. Dllezitym
prikladem nekomutativniho télesa je téleso kvaternionti, o kterém se zminime na
konci kapitoly.

My ale budeme pracovat s télesy, kde nasobeni je komutativni, proto do definice
télesa tuto vlastnost pridame. Tim padem staci vyzadovat jen jeden z distributiv-
nich zédkont a mizeme také zjednodusit vlastnosti (S2), (S3), (N2) a (N3). Jesté
pridame tzv. axiom netriviality, tj. pozadavek ze téleso mé alespon 2 prvky. Jedno-
prvkovou mnozinu totiz za téleso nechceme povazovat.

3.2. Definice télesa.

Definice 3.2. T¢lesem T rozumime mnozinu 7" spolu s dvémi binarnimi operacemi
+,- na T, které spliuji nasledujici axiomy.

(S1) (,asociativita s¢itdni“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati
(a+b)+c=a+(b+c) .
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(S2) (,existence nulového prvku*) Existuje prvek 0 € T takovy, ze pro libovolné

a € T plati
a+0=a .
(S3) (,existence opa¢ného prvku*) Pro kazdé a € T existuje —a € T takové, ze
a+(—a)=0 .

(S4) (,komutativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b € T plati
a+b=b+a .
(N1) (,asociativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati
(a-b)-c=a-(b-c) .
(N2) (,existence jednotkového prvku*) Existuje prvek 1 € T takovy, ze pro libo-
volné a € T plati
a-1=a .
(N3) (,existence inverzniho prvku“) Pro kazdé 0 # a € T existuje a=! € T
takové, ze
a-a”lt=1.
(N4) (,komutativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b € T plati
a-b=b-a .
(D) (,distributivita*) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati
a-(b+c)=a-b+a-c.
(= T) (,netrivialita®) |T'| > 1.

Prvek 0 z axiomu (S2) téz nazyvame neutrdlni prvek vzhledem k operaci + a
prvek 1 z axiomu (N2) je neutrdlni prvek vzhledem k operaci - . V néasledujicim
tvrzeni ukazeme, Ze oba neutralni prvky jsou urcené jednoznacné. Tyto jednoznacné
uréené prvky pak vystupuji v axiomech (S3) a (N3).

Formulace (S3) mtize byt trochu matouci. Pfesnéji bychom méli fict, Ze pro kazdé
a € T existuje b € T takové, ze a + b = 0, a poté libovolné takové b oznacit —a.
V nésledujicim tvrzeni dokézeme, ze b = —a je pro dané a urceno jednoznacné.
Podobné pro inverzni prvky.

Stejné jako je bézné u realnych ¢isel budeme sou¢in a - b casto zapisovat jako
ab. Také budeme dodrzovat konvenci, ze nasobeni ma prednost pred s¢itanim. Déle
definujeme

a—b=a+(-b) a %:ab_1 .

Téleso je zadané mnozinou T a uréenim dvou bindrnich operaci + a - na
mnoziné 7. Samotnd mnozina téleso neurcuje. Rovnéz poznamenejme, ze vzhledem
k definici bindrni operace (definice 3.1) musi byt a+b a ab definované pro kazdou
dvojici prvkt a,b € T a vysledek musi lezet v mnoziné 7.

Piikladem télesa je mnozina racionalnich (nebo redlnych nebo komplexnich) ¢isel
spolu s béznymi operacemi. Mnozina celych ¢isel spolu s béznymi operacemi téleso
netvoii kvili axiomu (N3). Dfive nez se podivame na dalsi pfiklady, dokdzeme
nékolik jednoduchych vlastnosti, které maji vSechna télesa.

Tvrzeni 3.3. V kazdém télese T plati

(1) nulovy prvek je urceny jednoznacné,
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rovnice a + x = b md vZdy prdvé jedno tesent, specidlné opacny prvek —a
je prokem a € T urceny jednoznacné,

jednotkovy prvek je urceny jednoznacné,

rovnice ax = b, a # 0, md vidy prdvé jedno Teseni, specidlné prvek a=*
inverzni k prvku 0 # a € T je prvkem a uréeny jednoznacné,

0a = 0 pro libovolny prvek a € T,

je-li ab =0, pak bud a = 0 nebo b =0,

—a = (—1)a pro kazdy prvek a € T,

z rovnosti a + b = a + ¢ plyne b = ¢,

z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0 vyplyvd b = c,

0% 1.

(1) Predpokladejme, ze 0 a 0" jsou prvky, pro které a +0=a=a+ 0’
pro libovolné a € T'. Pak plati
0=0+0=0+0=0 .
V prvni rovnosti jsme vyuzili, Ze a = a + 0 pro libovolné a (vyuzili jsme
to pro a = 0'), ve druhé rovnosti vyuzivame komutativitu s¢itdni — axiom
(S3) — a ve tfeti rovnosti vyuzivame, ze a + 0’ = a (pro a = 0).
Tedy 0’ = 0, coz jsme chtéli dokézat.
Vezmeme libovolné a,b € T a predpokladame, ze xz € T i 2’ € T spliuji
a+x=>baa-+z =b. Priéteme k obéma strandm rovnosti a + r = a + 7’
libovolny pevné zvoleny opacny prvek —a k a, pouzijeme asociativitu s¢itani
a axiomy (S3),(S4) a (S2). Dostavame
a+r=a+a
(—a)+ (a+2)=(-a) + (a +2)
((=a)+a)+z=((—a)+a)+2
0O+z=0+2a
r=a .
Tvrzeni o jednoznac¢nosti opacného prvku dostaneme volbou b = 0.
Obdobné jako (1)
Obdobné jako (2)

Pro libovolné a mame uzitim (D)

0a+ 0a = (0+0)a = 0a .
Rovnice 0a + & = 0a méa tedy feseni x = Oa, ale také x = 0 podle axiomu
(S2). Z bodu (2) nyni vyplyva 0a = 0.
Predpokladejme, ze ab = 0 a a # 0, a dokdzeme Ze b = 0. Rovnice ax = 0
ma FeSeni z = b a také x = 0 podle piedeslého bodu a axiomu (N4). Takze
0 = b podle bodu (4).
Je tieba ukézat, ze (—1)a je opaény prvek k a. Pak tvrzeni plyne z jedno-
zna¢nosti opa¢ného prvku (bod (2)). Skuteéné

a+(—la=1la+(-la=(1+(-1))a=0a=0,
kde jsme vyuzili (N2), (D), (S3) a bod (6).

Rovnice a + = = (a + ¢) ma FeSeni = = ¢ (zfejmé) a © = b (podle predpo-
kladu). Z bodu (2) plyne b = c.
Podobné jako predesly bod.
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(10) Pokud 0 = 1, pak vynésobenim obou stran libovolnym ¢islem a a uzitim (5)
a (N2) dostaneme 0 = O0a = la = a. Tedy kazdy prvek je roven nulovému,
takze |T| = 1.

O

Dalsi spolecné vlastnosti vsech téles jsou ve cvicenich.

3.3. Télesa Z,.

Dutlezitym prikladem téles jsou télesa Z,,, kde p je prvocislo. Tato a jina konecna
télesa se pouzivaji naptiklad v informatice pti navrhu kédu, které umoznuji spoleh-
livy prenos informace kanalem se Sumem, nebo pfi navrhu rychlych algoritmt pro
pocitani s celo¢iselnymi polynomy.

3.3.1. Delent se zbytkem. Pocitani v télesech Z,, je zaloZené na déleni se zbytkem.
Nasledujici tvrzeni shrnuje to, co jste se naucili uz na prvnim stupni zakladni skoly.

Tvrzeni 3.4. Pro kazdé prirozené c¢islo n € N a kaZdé celé ¢islo a € 7 existuji
jednoznacné uréend éisla ¢ € Z ar € {0,1,2,...,n — 1} takovd, Ze plati

a=nqg+r .

Rovnost a = ng + r mizeme také chapat jako zkousku, kterou ovérujeme, ze
spocitany celoc¢iselny podil a zbytek pti déleni a ¢islem n jsou spravné.

Priklad 3.5.
12:5=2, =zbytek 2, nebot 12=5-2+2
—32:7= -5, zbytek 3, mnebot —32=7(-5)+3
62:8=7, zbytek 6, nebof 62=8-7+6 .

Tvrzeni 3.4 dokazovat nebudeme. Z prvniho stupné zakladni skoly dokonce znéte
algoritmus, jak cisla ¢ a r spocitat. Pro nas bude dulezité cislo r, kterému rikame
zbytek pri délent c¢isla a c¢islem n, a budeme jej oznacovat

amodn .

3.3.2. Moduldrni pocitdni. Libovolna dvé celd Cisla a, b mtzeme secist a vynasobit
modulo n:
a®b=(a+b)modn, a®b=(a-b)modn .

Na levych stranach jsou nové definované operace modularniho s¢itani a nasobent,
které definujeme, a na pravych stranach jsou bézné operace v Z. Vysledkem operace
a @ b je zbytek pti déleni bézného souctu a + b ¢islem n. Podobné modularni soucin
a ® b je zbytek pii déleni bézného soucinu ab cislem n. Napfiklad pfi pocitani
modulo 5 plati

1$4=0,304=2,202=4,203=1,303=4,708=1,...

Zbytek pii déleni éislem n je vzdy v mnoziné {0,1,...,n — 1}. Tuto ,mnozinu
moznych zbytkt pti déleni ¢islem n“ budeme oznacovat Z,,. Nadéale budeme pied-
pokladat n > 2, aby mnozina Z,, méla aspon dva prvky.

Bézné scitani celych cisel je komutativni, plati

a+b=b+a

pro libovolna dvé c¢isla a,b € Z. Proto se také rovnaji zbytky pfi déleni obou cisel
¢islem n € N:
(a+b)modn=(b+a) modn ,
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coz dokazuje rovnost a ® b = b @ a. S¢itani modulo n je tedy komutativni. Zcela
stejné ovérime komutativitu nasobeni modulo n.

vvvvvv

noduché pomocné tvrzeni, ze pii moduldrnim séitdni (nebo ndsobeni) se vysledek
nezméni, pokud kterykoliv ze séitanct (nebo €initeli) nahradime éislem se stejnym
zbytkem modulo n.

Lemma 3.6. Pro libovolné prirozené c¢islon a cela ¢isla a, b, d takovd, Ze a mod n =
d mod n, plati pri pocitini modulo n rovnosti

1) ab=dab,
2) a@b=dob .

Diikaz. Protoze modularni s¢itani a nésobeni je definovdno pomoci zbytkd mo-
dulo n, oznacime si 7 = a mod n = d mod n a s = ¢ mod n. Existuji tedy cela ¢isla
u, v, w, pro kterd plati

a=nu+r, d=nw+r, b=nv+s .
(1) Pak plati
a+b=(nu+r)+ (nv+s)=n(ut+v)+(r+s) .

Nyni najdeme zbytek ¢t € {0,1,...,n — 1} pfi déleni ¢isla r + s ¢islem n.
Pro zbytek t plati rovnost (r + s) = ng + ¢, kde ¢ je néjaké celé ¢islo. Po
dosazeni do posledniho vyrazu pfedchoziho vypoctu dostaneme

a+b=n(ut+v)+ (r+s)=n(u+v)+ (ng+t)
=n(ut+v+q)+t,
coz dokazuje, ze a ® b = (a + b) mod n = t. Stejné tak z
d+b=(nw+r)+ (nv+s)=n(w+v)+ (r+s)
=nw+v)+ (ng+t)=n(w+v+gq)+t

plyned®b=tatedy dbb=t=acb.
(2) V pfipadé nasobeni oznacime ¢ = (rs) mod n, coZ znamend, ze rs = nq + ¢
pro néjaké celé ¢islo ¢q. Pak spocteme

ab = (nu +r)(nv + s) = n*uv + nus + nur +rs
=n(nuv +us+or) + (ng+t) = n(nuv +us +vr +q) +t
a tedy a © b = (ab) mod n = t. Rovnéz
db = (nw + r)(nv + s) = n(nwv + ws + rv) + (rs)
=n(nwv+ws+rv+q) +1t,

coz dokazuje rovnost d© b=t =a ® b.
O

vvvvvv

modulo n lze jakykoliv sc¢itanec nebo ¢initel nahradit jeho zbytkem modulo n a
vysledek se nezméni.

Priklad 3.7. Budeme pocitat modulo 3:
(587©422) B (7240128) =(202)d (102)=1®2=0 .
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Pokud stejny vypocet délame modulo 7, dostaneme
(587©422) @ (724 ©128) = (602) P (302) =506 =1 .

Lemma 3.6 mtizeme také pouzit k ditkazu obecnych vlastnosti poc¢itani modulo n.
Z definice a ® b = (a 4+ b) mod n totiz plyne, ze obé ¢&isla a &b = (a + b) mod n a
a+b (b&Zné s¢itani) maji stejny zbytek modulo n. Pro libovolnd t¥i celd ¢isla a, b, ¢
proto plati

(a@b)dc=(a+b)@dc=((a+b)+c)modn ,

v druhé rovnosti jsme pouzili definici s¢itani modulo n. Cely vypocet l1ze proto pro-
vést pomoci bézného sc¢itani celych ¢isel a teprve na konci spocitat zbytek modulo n.
Stejné tak plati

a®dbdc)=ad(b+c)=(a+ (b+c)) modn .
Vzhledem k tomu, ze bézné sc¢itani celjch cisel je asociativni, plyne odtud také
asociativita modularniho séitani:
(adb)®dc=ad (bdc) .
Zcela stejné ovérime asociativitu modularniho nasobeni:
(a®b) ®c=((ab)c) mod n = (a(bc)) modn =a® (b® c)
a distributivitu:
a® (bd®c)=(alb+c)) modn=(ab+ac)modn=(a®b)®(a®c) .

Nulovy prvek pro s¢itani modulo n neexistuje. Pfirozenym kandidatem je ¢islo

0, nicméné pro kazdé a € Z plati

a®0=(a+0)modn=amodn € Z,=1{0,1,...,n—1}
a odtud dostavame, ze a ® 0 = a pravé kdyz a = a mod n a to nastane pravé kdyz
a € Zy,. Z analogického dtivodu neni ani ¢islo 1 jednotkovym prvkem pro nasobeni
modulo n, nicméné pro kazdé a € Z,, plati a ©® 1 = a.

Omezime-li s¢itani a ndsobeni modulo n na prvky mnoziny Z,, = {0,1,...,n—1},
bude vysledek obou operaci také v Z,. S¢itani a nasobeni modulo n jsou proto
bindrni operace také na mnoziné Z,,. Pravé jsme si ukazali, ze pro kazdé a € Z,
platia 0 = a = a ® 1, pro sc¢itani a nasobeni modulo n na mnoziné Z,, nulovy a
jednotkovy prvek existuji. Zbyva vyjasnit existenci opac¢nych a inverznich prvki.

Pro kazdy nenulovy prvek a € Z,, plati n — a € Z,,, a protoze

a®(n—a)=nmodn=0,

je prvek n — a opacny k prvku a. Vzhledem k tomu, ze 0 & 0 = 0, je nulovy
prvek opa¢ny k sobé samému. Opacny prvek proto existuje ke kazdému a € Z,.
Oznacime jej & a. Pro kazdé a € Z,, ale plati rovnost (©a) mod n = (—a) mod n.
Podle lemma 3.6 tak mizeme pri modularnim pocitani také kazdy vyskyt prvku
© a nahradit béZznym opac¢nym prvkem —a a vysledek se nezméni.

Piiklad 3.8. Budeme poditat modulo 6:
3210 (©223)© 115 =3210 (-223) ® (©115) =305 (—115) =3®5=2 .

vvvvvv

ji podrobnéji zabyvat za chvilku. Dosavadni poznatky si shrneme v nésledujicim
tvrzeni.
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Tvrzeni 3.9. Pro kaZdé prirozené c¢islo n > 2 jsou operace scitani a ndasobeni
modulo n bindrni operace na mnoziné Z, = {0,1,...,n — 1} a spliuji viechny
aziomy télesa s vyjimkou aziomu (N3) o existenci inverzniho prvku ke kaZdému
nenulovému prvku a € Z,.

3.3.3. Euxistence inverznich prvkiu v Z,. Nadéle budeme pfi poc¢itani modulo n pou-
zivat bézné oznacné operaci 4+, —, -, pricemz budeme - obvykle vynechévat.
Skutecnost, ze po¢itdAme modulo n je dana sdélenim, ze pocitame v Z,.

Zkusime zjistit, existuje-li v Zg inverzni prvek k prvku 2. Udélame to zkusmo,
spocteme vSechny souciny 2z pro z € Zs.

z |[01]2
2¢ 1021 °

Zjistili jsme, Ze v Z3 je 2 inverzni prvek k 2. A protoZze v Z3 plati také 1-1 =1
(coz plati v kazdém Z, ), nasli jsme inverzni prvek ke kazdému nenulovému prvku
a € Zs. To znamend, ze poCitini v Zs spliluje i axiom (N3) a Zs je téleso.

Zkusime stejnym zpusobem najit inverzni prvek ke 2 v Zy4:

z [0]1]2]3
2¢0[0[2]0]2

K ¢islu 2 tedy v Z4 inverzni prvek neexistuje a Z4 proto neni téleso. Jiny dvod,
pro¢ Z4 neni téleso spociva také v rovnosti 2 - 2 = 0, protoze v libovolném télese
musi byt sou¢inn dvou nenulovych prvki riizny od 0 - viz vlastnost (6) v tvrzeni 3.3.
Na zakladé posledniho argumentu mizeme ihned dokézat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.10. Je-li n > 2 sloZené€ cislo, pak Z,, s operacemi scitani a ndsobeni
modulo n nent téleso.

Diikaz. Protoze predpokladame, Ze n je slozené ¢islo, miizeme jej napsat jako bézny
soucin n = ab, kde obé ¢isla a, b jsou kladna, nenulova, a mensi nez n. Patii proto
do Z,,. Pro jejich souc¢in modulo n pak plati ab = n mod n = 0. Pocitani v Z,
tak nemé vlastnost (6) v tvrzeni 3.3, kterd musi platit v kazdém télese, a proto Z,
télesem neni. O

Zkusime-li pfesto najit v Z4 inverzni prvek k 3, vyjde

z [0]1]2]3
3x[0]3]2]1

Inverzni prvek k 3 v Z, existuje. Cislo 2 je jediny nenulovy prvek v Zy, ke kterému
inverzni prvek neexistuje.
Pokroc¢ime dale k Zs:

z [0]1]2]3]4 z [0]1]2]3]4
2002413 > dr[0]4]3]2]1

V Zs proto plati 2-3 =1 a 4-4 = 1, a protoze také 1 -1 = 1, inverzni prvky
existuji ke vSem nenulovym prvkim Zs a Zs proto télesem je. Té€lesa Zs a Zs jsou

specialnim pfipadem konecnjch télesech popsanych v nasledujici vété.

Véta 3.11. Pro libovolné prvocislo p je mnoZina Z, spolu s operacemi scitini a
ndasobeni modulo p téleso.



LINEARNI ALGEBRA 65

Diikaz. 7 tvrzeni 3.9 uz vime, Ze Z, spliiuje vSechny axiomy télesa s vyjimkou
axiomu (N3).

Myslenka dikazu existence inverznich prvka v Z, vychdzi z pozorovani, Ze ve
vSech dosud uvedenych prikladech, kdy inverzni prvek k nenulovému a € Z,, exis-
toval, bylo zobrazeni

x = ax : Ly — Ly
vzédjemné jednoznacné. Dokazeme, ze v piipadé Z,, kdy p je prvocislo, je pro kazdy
nenulovy prvek a € Z, toto zobrazeni prosté.

Pokud pro néjaké dva prvky =,y € Z, plati, Ze ax = ay v Zp, maji oba (bézné)
souciny ax a ay stejny zbytek r pii déleni prvocislem p. Existuji tedy cela ¢isla u, v,
pro kterd plati

ar=pu-+r a ay=puv+r .
Odectenim rovnosti dostaneme a(x — y) = p(u — v). Z této rovnosti plyne, Zze
prvoéislo p déli (bézny) soudin a(x — y). Protoze je to prvoéislo, musi délit aspon
jednoho z ¢initelét @ nebo 2 — y. Cislo a délitelné prvoéislem p byt nemiize, nebot
a € {1,2,...,p — 1}. Prvocislo p tedy déli rozdil x — y. Protoze =,y € Z, =
{0,1,...,p — 1}, pro absolutni hodnotu |z — y| plati 0 < |z — y| < p. Jedinou
moznosti délitelnou p je tedy | — y| = 0 a proto x = y.
Zobrazeni
T ax : Ly — Ly
je tedy prosté. Protoze je mnozina Z, konecnd, je zobrazeni x — ax také na celou
mnozinu Z,. Proto existuje x € Z, takové, ze v Z, plati ax = 1. |

Priklad 3.12. V télese Zs mame
17'=1,271=3,31=2 471=4.
V télese Z7 je
17t=1,271=43"1=541=2 51=3 61=6.

Inverzni prvky jsme nasli zkusmo, napiiklad v télese Zs plati 27! = 3, protoze
2 -3 = 1. Uvedeme nékolik snadnych pozorovani, které usnadni praci. Kazdé z nich
ovérte na uvedenych prikladech.

V kazdém télese plati 171 = 1 a také (—1)"' = —1. Tedy v Z, je (p —1)~! =
(p—1), protoze —1 = p — 1 (¢ti ,opaény prvek k 1 je p — 1¢). Podle cviceni 3. na
konci této kapitoly je (—a)~t = —(a~1), takZe zndme-li inverzni prvek k a, mtzeme
téz urcit inverzni prvek k —a = p — a. Podle stejného cviceni je inverzni prvek k
inverznimu prvku pivodni prvek, tj. vime-li, 7e b =a~!, pak a = b~ !.

Piiklad 3.13. V télese Z; plati

T —_—4.51=4.3=5.
5 5

Vyuzili jsme 571 = 3, coz jsme nahlédli v predchozim piikladu. Alternativné se lze
primo zeptat jakym ¢islem je v Z; tfeba vynasobit 5, abychom dostali 4. Jesté jinak
miizeme pocitat
-3 4
E -5 2=5.
Poznamenejme, 7Ze zatimco v télese redlngch (nebo raciondlnich) éisel je 4/5 ¢islo,
v télese Z7 jde o vyraz ,4 déleno 5“. Takové vyrazy by se ve vysledcich ptiklada

nemély objevovat, protoze jdou jesté dopocitat.
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Nez se pustime do fesSeni soustavy linearnich rovnic s koeficienty v Zq; v nasle-
dujicim prikladu, pripravime si tabulku inverznich prvki v télese Ziq:

0
0

z |1]2] \4\3\

3 6
vt [16[4]3]0]2

718191
817151
Piiklad 3.14. V télese Z1; vyfeSsime soustavu linedrnich rovnic s matici

2 41 2 10|3
41 3 8 6|7
7 5 0 2 6|8

Soustavu prevedeme do odstupnovaného tvaru.

2 41 2 103 2 41 2 103
4138 6|7 |~10414 8|1 |~
75 0 2 6|8 02 2 6 413
2 41 2 103 1 2 6 1 5|7
~1 041 4 8|1 |~(013 1 2|3
00 7 4 08 0 01 10 019

V prvni dpravé jsme 9-nasobek prvniho fadku pricetli ke druhému a 2-nésobek
prvniho fadku jsme pficetli ke tfetimu.

Jak jsme prisli naptiklad na ¢islo 9 pfi nulovani pozice (2,1)7 Jednou moznosti
je spocitat (—4)27! = 7.6 = 9. Pro mald télesa, zejména Zs, Zs, Zs, Zz, je asi
nejrychlejsi urcit potiebné c¢islo zkusmo. Tim myslime v nasem piipadé tvahou
Hkolika je tfeba vynésobit 2, aby po pficteni 4 vznikla 0“. Mozna o néco pocetné
pi{jemnéjsi nez pficitat 9-nasobek je pfi¢itat (—2)-nésobek.

Na koeficient 2 pfi nulovani pozice (3,1) mtzeme obdobné piijit bud vypoctem
nebo zkusmo. Vypocet provedeme pfimocate

[ -1
nebo rychleji napfiklad takto:
-7 o 4 o
7 5

V dalsi apravé jsme 5-nasobek druhého Fadku pricetli k tfetimu. V posledni
apravé jsme vynasobili fadky cisly tak, aby pivoty byly rovny 1. To nam usnadni
zpétné substituce pri dopocitani feseni. Konkrétné jsme prvni fadek vynasobili
¢islem 27! = 6, druhy fadek ¢islem 4! = 3 a tieti fadek &islem 771 = 8.

Bazové proménné jsou x1, x2 a xs a volné proménné jsou x4 a xs. Hodnoty
volnych proménnych zvolime libovolné x4 = t4 a 5 — t5 a zpétnou substituci do-
poc¢teme hodnoty bazovych proménnych

x3=9— 1024 =94 (—10)t4 = 9 + 14,

X9 =3 —3x3 — g — 205 = 3+ 8(9 + t4) + 10t4 + 9t5
=3+6+ 84+ 10ty + 95 =9 + Tty + 915,

x1=7—2x9 — 623 — x4 —Dws =7 —2(9+ Tty + 9t5) + 5(9 + t4) — t4 — Bt5
=7—18—3ty — Tts + 1+ 5ty —t4 — 5t5 =1+ t4 + 10t5 .
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Obecné feseni soustavy se tedy rovna

T 1 1 10
i) 9 7 9
T3 = 9 + t4 1 + f5 0
T4 0 1 0
T5 0 0 1
a mnozina vSech Teseni soustavy je

1 1 10

9 7 9

9 +ty 1 +t5 0 Tty ts € Za1

0 1 0

0 0 1

3.4. Charakteristika. Dilezitym ¢iselnym parametrem téles je jejich charakteris-
tika.

Definice 3.15. Existuje-li kladné celé ¢islo n takové, ze v télese T plati
1+14--+1=0,
| ——
n

pak nejmensi takové kladné cislo nazyvame charakteristika télesa T.
Pokud zadné takové kladné celé cislo n neexistuje, tak fikdme Ze téleso T ma
charakteristiku 0.

Charakteristika tedy urcuje, kolikrat nejméné je tfeba secist jednotkovy prvek,
abychom dostali 0. Pokud s¢itdnim 1 nikdy nedostaneme nulovy prvek, charakte-
ristika je 0.

Véta 3.16. Charakteristika kaZdého télesa je bud 0 nebo prvocislo.

Diikaz. Jestlize charakteristika t€lesa T neni rovna 0, pak existuje néjaké kladné
celé ¢islo n > 2, pro které plati

1+14--41=0.
| ——
n
Jestlize je n slozené cislo, plati n = kl pro néjakad kladné cela ¢isla k,l < n. V
dusledku axiomu distributivity (D) plati
(I+1+- -+ D)A+1+-+1)=1+1+---+1=0.
k l kl=n

Podle tvrzeni 3.3.(6) miZe byt soucin dvou prvki v télese rovny 0 pouze pokud je
aspoi jeden z ¢initeli rovny 0. Proto je bud
I4+14--4+1=0
k
nebo
14+1+--+1=0.



68 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

V kazdém pripadé nemiize byt slozené ¢islo n > 2 nejmensim kladnym celym ¢islem,
pro které plati
1+14+---+1=0".
| ——
n

Protoze je 1 # 0 podle tvrzeni 3.3.(10), musi byt nejmensi takové ¢islo prvoéislo. O

Charakteristika téles Q,R,C je 0. Pro libovolné prvocislo p je charakteristika
télesa Z, rovna p.

Télesa charakteristiky 2 maji tu pfijemnou vlastnost, ze s¢itani a od¢itani sply-
vaji, viz cviceni. V nékterych situacich tato télesa tvoti vyjimecné piipady, které je
tFeba zv1ast rozebirat. Jednim z dtvodt je fakt, ze v nich nelze podéitat aritmeticky
prumér dvou cisel — vyraz

a+b
2
totiz nedava smysl, protoze v ném délime nulou. V télese s charakteristikou 2 se
nelze bratrsky rozdélit.

3.5. Dalsi priklady téles.

3.5.1. Ctyrprokové téleso. Pokud n neni prvoéislo, pak Z,, neni téleso. Tedy napii-

klad Z4 neni téleso. Neni splnény axiom (N3), prvek 2 nem4 inverzni prvek. Mtzeme

také pouzit vétu 3.16, protoze charakteristika by byla 4, coz pro téleso neni mozné.
Ctyiprvkové téleso ale existuje. Nejlépe je poéitat s polynomy

GF(4) ={0,1,a,a + 1}

jedné proménné « s koeficienty v Zs. S¢itani je definované jako pfirozené séitani
polynomt, pficemz s koeficienty pocitame jako v télese Zy. Napf.

a+(a+l)=(14+1)a+1=1.

Pfi ndsobeni polynomy vynasobime pfirozenym zpisobem (s koeficienty opét poci-
tame jako v Z3) a piipadny ¢len o nahradime sou¢tem « + 1. Napiiklad

(a+D(a+1)=a*+(1+1Da+1=

=a’+l=(a+1)+1=qa .

2 2

Néhradu ¢lenu o® souc¢tem v+ 1 Ize chapat také jako zbytek pti déleni polynomu o
polynomem a? + o + 1. Nasobeni ve 4-prvkovém télese GF(4) 1ze tedy chapat také
jako b&zné nasobeni polynomii s koeficienty v Zs modulo polynom o +a+1. Stejné
tak je mozné i s¢itani povazovat za bézné séitani polynomt modulo o? + a + 1.
Pro polynom o2 + a + 1 je dillezité, Ze jej nelze vyjadfit jako souéin dvou poly-
nomu mensiho stupné. Této analogii prvocisel mezi polynomy rikdme nerozloZitelné
polynomy.

3.5.2. Dalsi konecna telesa. Té€leso s n prvky existuje praveé tehdy, kdyz n je moc-
nina prvocisla. Diikaz uvidite pozdéji v kurzu algebry. Pro kazdé prvocislo p a
pFirozené ¢slo k dokonce existuje jediné téleso, které mé p* prvki. lze jej sestrojit
podobné jako ctyiprvkové téleso. Prvky budou polynomy stupné nejvyse k — 1 s
koeficienty v Z, a pocitat budeme modulo pevné zvoleny nerozlozitelny polynom
stupné k, tj. polynom, ktery se neda napsat jako (bézny) soucin polynomi nizsiho
stupné.
Kazdé téleso s p¥ prvky mé charakteristiku p.
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3.5.3. Charakteristika a konecnost. Kazdé téleso charakteristiky 0 ma nekonecné
mnoho prvkid, protoze ¢isla 0,1,1 4+ 1,1 4+ 1 + 1 jsou vSechna navzajem rtzna. Lze
ukézat, ze takové téleso v jistém smyslu ,obsahuje“ téleso raciondlnich ¢isel (viz
cviceni).

Na druhou stranu neni pravda, zZe téleso nenulové charakteristiky ma nutné ko-
neény pocet prvkia. Priklad uvadét nebudeme, fekneme si pouze, ze kazdé téleso
charakteristiky p ,,obsahuje“ téleso Z, (opét viz cviceni).

3.5.4. Podtelesa komplexnich cisel. Existuje celd fada téles ,mezi“ racionalnimi a
komplexnimi ¢isly. Napriklad mnozina komplexnich ¢isel
{a+bi:a,beQ}

tvofl s béznymi operacemi téleso. K diikazu musime ovérit, Zze tato mnozina je
uzaviena na s¢itdni a nasobeni. Vétsina zbylych axiomu je pak ocividna, kromé
existence inverzniho prvku. Uplny diikaz pfenechame do cvicend.

Dalsim ptikladem je mnozina

{a+bV2:a,becQ}

opét s béznymi operacemi.

Tato a podobna télesa hraji velkou roli napfiklad pfi dikazu slavné véty, ze
neexistuje vzorecek (vyuzivajici operace +, -, —,, a ) pro kofeny polynomu vétsiho

nez ¢tvrtého stupné, nebo pii dikazu neexistence konstrukce kvadratury kruhu,
trisekce tthlu nebo zdvojeni krychle kruzitkem a pravitkem.

3.5.5. Kwvaterniony. Dulezitym pfikladem nekomutativniho télesa jsou kvaterniony.
Kvaterniony definujeme jako vyrazy tvaru

a+ib+je+kd

kdea,b,c,d € Rai, j, k jsou kvaternionové jednotky. S¢itani je definovano prirozené,
tedy

(a+ib+je+kd)+ (@' +ib +jc' +kd') = (a+ad') +i(b+ V) +jlc+ )+ k(d+d) .

P1i nasobeni roznasobime zavorky a vyuzijeme vztaht ai = ia,aj = ja,ak = ka
pro libovolné a € R a

P=2=k==1, ij=k, jk=i, ki=j, ji=—k kj=—i, ik=—j ,

které se dobre pamatuji pomoci cyklu i — j — k — :

/\-
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Pokud nésobime po sméru cyklu, dostaneme tfeti kvaternionovou jednotku s
kladnym znaménkem, a nasobeni proti sméru znaménko obraci. Tedy

(a+ib+ jc+ kd) - (a/ +ib' + jc' + kd') =
=ad' +iab + jac + kad' + iba’ + %00’ + ijbc’ + ikbd'+
+ jea’ + jich' 4 j2cc + jked + kda' + kidV + kjdc’ + k*dd’ =
= aa’ +iab + jac + kad' +iba’ — bb' + kbc' — jbd'+
+jea' — ket — ed +icd + kda' + jdb' —idd — dd' =
= (aa’ — b’ — cc’ —dd') + +i(ab' + ba’ + cd — dc')+
+jlac —bd + ca’ +db') + k(ad' +bc’ —cb' +da’) .

Kvaterniony typu a + b+ 70 4+ k0 mtzeme scitat a nasobit jako komplexni ¢isla,
nebot

(a+ib+j0+ k0) + (a' + b + jO+ k0) = (a +a') +i(b+b") + jO+ kO
a rovnéz
(a+ib+ jO+ k0) - (a’ 4+ ib" + j0 + k0) = aa’ — bb' + i(ab’ + ba’) + jO + kO .

Téleso kvaternionti je tedy rozsifenim télesa komplexnich ¢isel stejné jako je téleso
komplexnich ¢isel rozsifenim télesa realnych cisel.

Linearni algebru lze mimo jiné pouzit také ke zkouméani geometrickych zobra-
zeni. Rotace o tihel o kolem néjaké osy patii mezi dilezitd geometricka zobrazeni.
V letnim semestru si ukazeme, ze slozeni dvou rotaci kolem rtznych os je opét
rotace kolem néjaké osy. Najit osu a thel slozené rotace neni viibec jednoduché.
Patrani po tom, jak osa a thel slozené rotace zavisi na oséch a tthlech pivodnich
rotaci které skladame, vedlo k objevu kvaternion.

Délkou kvaternionu a + ib + jc + kd rozumime realné ¢islo va? + b% + c2 + d2.
Kvaternion délky 1 nazyvame jednotkovy kvaternion. Lze spoéitat (viz cviéeni),
ze sou¢in dvou jednotkovych kvaterniont je zase jednotkovy kvaternion. Pfimo
z definice také plyne, ze je-li a + ib + jc + kd jednotkovy kvaternion, pak také
—a —ib — jc — kd je jednotkovy kvaternion.

Je-li a® + b? + ¢ = 1, pak rotaci kolem osy prochazejici po¢atkem soufadnic a
bodem (a,b,c) # (0,0,0) o thel a v kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych
rucicek divame-li se na rovinu, ve které se body pohybuji, z kladného sméru osy
rotace) zapiSeme pomoci jednotkového kvaternionu

cos(a/2) 4 (ia + jb+ kc) sin(a/2) .
Tak napiiklad otoceni o tihel 7/2 kolem prvni soufadné osy zapiSeme jako kvater-
nion
V2 V2

PRI

Otoceni kolem osy z o tthel 7/2 v kladném sméru zapiSeme pomoci kvaternionu

V2 V2o
2 2

Jednotkovy kvaternion

cos(a/2) + (ia + jb + kc) sin(a/2)
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popisuje stejnou rotaci jako jednotkovy kvaternion
—cos(a/2) — (ia + jb+ kc) sin(«/2) .

Pro kazdou rotaci médme proto na vybér dva mozné jednotkové kvaterniony. Oba
priklady z pfedchoziho odstavce jsou jednotkové kvaterniony.

Slozime-li dvé rotace, dostaneme osu a uhel slozené rotace tak, ze vynasobime
prislusné kvaterniony v daném potadi.

Piiklad 3.17. Slozime rotaci kolem osy x o tihel 7/2 s rotaci kolem osy z o thel
/2. Osu a thel slozené rotace najdeme jako soucin kvaterniont

1T 1
2 2 9 2>_2+(H]+k)2

1 1
=+ \|t—0=+tj—F—+k—] -,
2 ( V3TIVBTVB) 2
pouzili jsme rovnost ki = j.
Plati tedy, Ze slozené rotace je kolem osy prvniho oktantu o tthel 27 /3 v kladném
smeéru.

1 k1>\/§

Cvicéeni

1. Dokazte, Ze v libovolném télese T plati pro kazdé dva prvky a,b € T vztahy (—a)(—b) =
ab, (—a)b = —(ab) a

2. Dokazte, ze v libovolném télese T funguje prevod na spole¢ny jmenovatel, tzn. dokazte,
ze pro libovolna a,b,c,d € T, b, d # 0, plati
a ¢ ad+bc

b d  bd

3. Dokaite, 7e v libovolném télese plati —0 =0, 1"' =1, (—a) ' = —a %, (') ' =a
pro libovolné 0 # a € T.

4. Dokazte, ze pro libovolné n > 2 plati, ze k prvku a € Z, existuje inverzni prvek v Z,
pravé kdyz je ¢islo a nesoudélné s n (tj. nejvétsi spoleény délitel ¢isel a,n se rovna 1).

5. Dokazte, ze v libovolném télese T charakteristiky 2 plati a = —a pro libovolny prvek
acT.

6. Vytvorte tabulku pocitani ve ctyfprvkovém télese a ovéite, ze se skutecné jednd o
téleso.

7. Rozhodnéte (a odpovéd dokazte), které z nasledujicich podmnozin C tvoii s béznymi
operacemi téleso.

{a+bi:a,beQ}

{a+bv2:a,beQ}

{a+by/n:a,be Q}, kde n je pevné zvolené prirozené ¢islo
{a+bV2:a,bcQ}

{a+bV2+cV4:a,b,ceQ}

{a +bvV2+cV3:a,b,cecQ}
{a+b\/§+0\/§+d\/6:a,b,c,d€@}
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8. Dokazte, ze v télese charakteristiky O jsou vSechna ¢isla 0,1,1+1,1+141, ... navzadjem
rizna.
9. Necht T s operacemi $,® je téleso charakteristiky 0. Opa¢né prvky a déleni v tomto
télese budeme znacit ©, @. Pro libovolné prirozené ¢islo n ozna¢me
n=191l®---®1 a —n=0n
—_————
nx
Dokazte, ze pro libovolné pi,p2 € Z a q1,q2 € N plati, ze p1 © @1 = P2 @ G2 pravé tehdy,
kdyz se raciondlni ¢isla p1/q1 a p2/g2 rovnaji a plati
Proq) o P20®R)=pp200q0, P107) S [P20R) =pigz +paOqE -
Prvky T typu p @ @, p € Z, q € N se tedy sc¢itaji a nasobi jako racionalni ¢isla. V tomto
smyslu obsahuje kazdé téleso charakteristiky O téleso racionalnich cisel.

10. Po vzoru pfedchoziho tvrzeni pfesné zformulujte a dokazte tvrzeni, ze kazdé téleso
charakteristiky p obsahuje téleso Z,.

11. V télese kvaternioni najdéte prvek inverzni k nenulovému kvaternionu a+ib+ jc+ kd.
12. Dokazte, ze sou¢in dvou jednotkovych kvaterniont je opét jednotkovy kvaternion.
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Shrnuti t¥eti kapitoly

(1)
(2)

3)

(4)
(5)

Binarni operace na mnoziné T je zobrazeni z 7' x T do T.
Téleso T je mnozina T spolu se dvémi binarnimi operacemi + a -
na T spliujici néasledujici axiomy
(S1) pro kazdé a,b,c € T plati (a +b) +c=a+ (b+ ¢),
(S2) existuje prvek 0 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati a + 0 = a,
(S3) pro kazdy prvek a € T existuje —a € T takovy, Ze a + (—a) = 0,
(S4) pro kazdé a,b € T plati a+b=b+ a,
(N1) pro kazdé a,b,c € T plati (a-b)-c=a- (b-c),
(N2) existuje prvek 1 € T takovy, Ze pro kazdé a € T plati a - 1 = q,
(N3) pro kazdy prvek a € T, a # 0, existuje a=* € T takovy, ze a-a~ ' =1,
(N4) pro kazdé a,be T plati a-b=10"aq,
(D) pro kazdé a,b,ce Rplatia-(b+c)=a-b+a-c.
(nT) T mé asponl dva prvky.
Vlastnostem pocitani v télese fikdme aziomy télesa.
7 axiomu télesa vyplyvaji nasledujici bézné vlastnosti obou operaci, které
proto plati v kazdém télese T:
e nulovy prvek je uréeny jednoznacné,
e rovnice a + x = b mé vzdy praveé jedno feseni, specialné opacny prvek
—a je prvkem a € T urceny jednoznacné,
e jednotkovy prvek je urceny jednoznacné,
rovnice ax = b, a # 0, méa vzdy pravé jedno feSeni, specidlné prvek
a~! inverzni k prvku 0 # a € T je prvkem a uréeny jednoznaéné,
e Oa = 0 pro libovolny prvek a € T,
e je-li ab = 0, pak bud a = 0 nebo b = 0,
e —a = (—1)a pro kazdy prvek a € T,
[ ]
[ ]

z rovnosti a + b = a + ¢ plyne b = ¢,
z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0 vyplyva b = c,
e 0#1.

Klasické ¢iselné obory @, R a C jsou télesa.
Pro kazdé pfirozené Cislo n > 2 definujeme soucet modulo n dvou celych
¢isel a, b jako zbytek pti déleni bézného souctu a+b ¢islem n. Zbytek bereme
vzdy z mnoziny Z, = {0,1,...,n — 1}.
Analogicky definujeme soucin modulo n jako zbytek pfi déleni bézného
soucinu ab Cislem n.
Pro kazdé prvocislo p je mnozina vSech ,zbytka“ Z, spolu s operacemi
sCitani a nasobeni modulo n téleso. Jsou to pfiklady koneénych téles. K
dikazu je nutné ovétit platnost vSech axiomu télesa.
Existuje-li kladné celé ¢islo n takové, ze v télese T plati

1+14-41=0,
—_———
n

pak nejmensi takové kladné cislo nazyvame charakteristika télesa T.
Pokud zadné takové kladné celé cislo n neexistuje, tak fikdme ze téleso

T mé charakteristiku 0.

Charakteristika kazdého télesa je bud 0 nebo prvodislo.

Klasické ciselné obory Q, R a C maji charakteristiku 0, konecné téleso Z,

ma charakteristiku p. Kazdé konecné téleso ma nenulovou charakteristiku.
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Kli¢ové znalosti z treti kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani pred-
nasek s pochopenim

(1) Znét axiomy télesa a umét pocitat v télesech.
(2) Umét pocitat v télesech Z, a umét Fesit soustavy linedrnich rovnic nad
télesy Zy,.
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4. MATICE

Cil. Ukdzeme si zakladni operace s maticemi. Jednoduché jsou
je soucin dvou matic. Jednoduchd geometrickd zobrazeni muzeme
popsat pomoct matic. KaZdd matice urcuje néjaké zobrazeni. De-
finice soucinu dvou matic ma prirozené vysvetleni pomoci sloze-
ného zobrazeni. Naucime se provadeét elementdarni radkové upravy
pomoci nasobent elementarnimsi maticemi zleva. Pak si ukdaZeme,
ze k nekterym maticim existuji inverzni matice a naucime se je
pocitat. Nakonec si ukazeme dalst praktickd pouZiti matic.

Matice pro nas zatim byly pouze pomtickou k prehlednému zapisu soustav linear-
nich rovnic. V této kapitole se budeme divat na matice jako na samostatné objekty.
Definujeme zédkladni operace, zminime nékteré aplikace a odvodime zékladni vlast-
nosti poc¢itani s maticemi.

K pochopeni nasobeni matic nahlédneme, ze matice prirozenym zptisobem urcuji
zobrazeni. Pomoci matic lze popsat napfiklad rotace nebo osové soumeérnosti v
roviné. Nasobeni matic pak odpovida skladani zobrazeni.

4.1. Matice a jednoduché operace.

Zacneme definici matice a specidlnich typi matic. Nova definice rozsifuje sté-
vajici definice 2.2 a 2.9 tim, Ze prvky mohou byt z libovolného pevné zvoleného
télesa.

Definice 4.1. Necht T je téleso. Matici typu m X n nad télesem T rozumime
obdélnikové schéma prvki télesa T s m fadky a n sloupci. Matice typu m x m se
nazyva ctvercovd matice radu m. Matice typu m x 1 se nazyva sloupcovy aritmeticky
vektor (nad T) a matice typu 1 X m se nazyva fddkovy aritmeticky vektor (nad T).

Pfipomerime, Ze zapisem A = (a;;)mxn» rozumime matici A typu m x n, kterd ma
na pozici (7, ) prvek a;; € T. Typ matice m x n vynechavame, pokud jej nechceme
specifikovat nebo je ziejmy z kontextu.

Zavedeme nékolik jednoduchych operaci s maticemi, které zobecnuji prislusné
operace pro vektory. Zacneme s¢itanim matic.

Definice 4.2. Jsou-li A = (a;;) a B = (b;;) matice stejného typu m x n nad
stejnym télesem T, pak definujeme

o soucet matic A a B jako matici A+ B = (aij + bij)mxn,

o matici opacnou k A jako matici —A = (—aij)mxn,

e nulovou matici typu m X n jako matici Opmxn = (0)mxn-

Soucet matic riuznych typt nebo nad raznymi télesy neni definovan.

Matice A = (a;5) a B = (b;;) povazujeme za stejné, pokud maji stejny typ
m x n a také maji stejné prvky na odpovidajicich pozicich. Forméalnéji, pro kazdé
i€ {1,2,...,m} a kazdé j € {1,2,...,n} plati a;; = b;;. Rovnost mezi dvéma
maticemi tak znamenda mn rovnosti mezi jejich prvky na stejnych mistech.

Piiklad 4.3. Nad télesem Zs plati

213+42272+41+23+27130
4 0 1 113) \441 0+1 143 ) \ 0 1 4 )"
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(21 3\ _ (-2 -1 =3\ _(3 42 0o (0 00
40 1)\ =4 -0 =1/ \V1o4) 2"Lo o0 o0

Sc¢itani matic ma podobné vlastnosti jako s¢itani v télese. Musime dat ale pozor,
abychom séitali matice stejného typu.

Tvrzeni 4.4. Jsou-li A, B,C matice stejného typu m X n nad stejnym télesem T,
pak plati

(1) (A+B)+C=A+(B+0C),

(2) A4 Omxn =4,

(4) A+ B=B+ A.

Dikaz. Matice maji stejny typ, takze vyrazy (A+ B)+ C a A+ (B + C) jsou
definovéany a vysledkem jsou matice typu m X n. Prvek na misté (4,7) v matici
(A+ B)+C serovna (a;; + bij) + ¢;j, na misté (4, j) v matici A+ (B + C) se rovna
a;j + (bij + ¢;j). Protoze s¢itani prvki télesa je asociativni — axiom (S1) v definici
télesa — prvky na stejném misté v maticich (A + B) + C a A + (B + C) se rovnaji.
Proto plati (A+B)+C=A+ (B+ ().

Ostatni vlastnosti s¢itani matic se dokazi podobné. O

Analogicky k definici t-nasobku aritmetického vektoru definujeme ¢-nasobek ma-
tice.

Definice 4.5. Je-li A = (a;;) matice typu m x n nad télesem T a ¢t € T, pak
definujeme

o t-ndsobek matice A jako matici t - A =tA = (taij)mxn-
Zduraznéme, ze vyraz At jsme nedefinovali, t-ndsobek matice A piseme vzdy tA.

Piiklad 4.6. Nad télesem Zs plati

3 21 3\ (32 31 33\ _ (13 4
4 0 1) (34 3.0 3-1) \20 3
7 axiomu pocitani v télese plyne ihned nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.7. Pro matice A = (a;;) a B = (bi;) téhoZ typu m x n nad stejnym
telesem T a pro libovolné dva prvky s,t € T platy
(1) s(tA) = (st)A,
) 1A= A,
(4) (s+t)A=sA+1tA,
) s(A+ B) =sA+ sB.

Diikaz. Dokazeme napiiklad vlastnost (5). Protoze pfedpokladame, ze matice A, B
jsou nad stejnym télesem T a maji stejny typ m X n, je souc¢et A + B definovéan a
ma typ m X n. Proto také matice s(A + B) ma typ m X n. Stejny typ maji také
matice sA a sB, proto také soucet sA + sB je definovan a ma typ m x n.

Prvek na misté (4,j) v matici s(A + B) se rovnd s(a;; + b;;). Prvek na témze
misté (4, ) v matici sA + sB se rovnd sa;; + sb;j. Z axiomu distributivity (D) pro
pocitani v télesech plyne s(a;; + bi;j) = sai; + sbij.

Prvky na stejnych mistech v maticich s(A+ B) a sA + sB se rovnaji, plati proto
rovnost matic s(A + B) = sA + sB.

Ostatni rovnosti se dokazi stejnym zptsobem. (|
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Obé definované operace viibec neberou v tvahu tabulkovou strukturu matice,
jsou definované ,,po prvcich®“. Prvni operaci, ktera neni tohoto typu, je transpono-
vani.

Definice 4.8. Transponovand matice k matici A = (a;j)mxn je matice AT =
(bji)nxm, kde bj; = a;; pro libovolné indexy i € {1,2,...,m} a j€{1,2,...,n}.

Zavedené oznaceni AT je v souladu s diive pouzivanym znacenim (ay, ..., a,)"
pro sloupcovy vektor.

Sloupce transponované matice jsou tedy fadky puvodni matice a naopak. Napii-

4
0

klad
(300 -
3 1

Transponovani matic ma nasledujici tfi jednoduché vlastnosti.

2
1

o =

Tvrzeni 4.9. Pro matice A = (a;;) a B = (bi;) téhoZ typu m x n nad stejnym
telesem T a pro libovolny prvek s € T plati

(1) (A7) = 4,

(2) (A+B)" =A"+ BT,

(3) (sA)T =sAT.

Diikaz. Dokéazeme pouze vlastnost (1). Matice A7 ma typ n x m a matice (AT)T
mé proto typ m X n, stejny jako matice A.

Prvek na libovolném misté (i, j) matice (AT)T se rovna prvku na misté (j,1)
matice AT a ten se rovna prvku na misté (i,j) matice A, tj. prvku ai;. Tim je
rovnost (AT)T = A dokazéana. O

4.2. Soucin matic.

V pripadé soucinu matic je nékdy vhodnéjsi nahlizet na matici jako na posloup-
nost sloupcovych aritmetickych vektort, nikoliv jako na soubor prvka usporadanych
do obdélniku. V tom piipadé matici A = (ai;)mxn nad télesem T zapisujeme jako

A= (aj|ag|...|a,) ,

kde pro kazdé j = 1,2,...,n vektor a; = (a1;,azj,...,am;)" je m-slozkovy sloup-
covy aritmeticky vektor.
Naprtiklad realnou matici

1234
RN

zapiSeme také jako A = (a;|as|as|ay), kde

we(5) me (3) me(3) w (1)

Zapiseme-li matici A7 transponovanou k matici A = (a;;)mxn sloupcové, dosta-
neme zapis
T _ ~ ~ ~
AT = (ar]ag| - lam) ,
kde pro kazdé i = 1,2,...,m vektor a; = (a;1,a42,...,0:n)" je i-ty sloupcovy
vektor transponované matice AT
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(. . . oy . T
Po transponovani posledniho zdpisu (s pouZitim rovnosti (AT) = A) dostaneme
rfadkovy zapis matice A

aj
aj
A= . ,
~T
a'rn
kde al = (ai1, a;o, . . ., ain) je i-ty Fadkovy vektor matice A.

4.2.1. Soucin matice s vektorem. Nejdiive definujeme soucin matice s vektorem a
poté soucin dvou matic.

Definice 4.10. Je-li A = (aj|as|---|a,) matice typu m x n nad télesem T a
b = (by,ba,...,b,)T (sloupcovy) aritmeticky vektor s n-slozkami z télesa T, pak
definujeme soucin matice A s vektorem b jako

Ab:b1a1+b2a2+~~+bnan .

Soucin Ab je tedy linearni kombinace sloupcovych vektord aj,as,...,a, s koe-
ficienty b1, ba, ..., b,. Vysledkem je m-slozkovy vektor nad T.

Priklad 4.11. Spocteme soucin nad R

1 2 3 1 1 2 3 14
4 5 6 2 | =1 4 |+2 5 |+3| 6 | = 32
7 8 9 3 7 8 9 50

Pomoci sou¢inu matice s vektorem miizeme kompaktné zapsat soustavu linear-
nich rovnic

111 + a2 + - -+ a1y, = by

a21T1 + Ao + -+ - + A2p Ty = by

Am1T1 + Q22 + - 4 QT = by

nad télesem T. Je-li A = (aij)mxn = (ai]az|---|a,) matice této soustavy, pak
n-slozkovy vektor x = (x1,x2,...,2,)7 € T" je feSenim této soustavy pravé kdyz

Ax =x1a; +x0a9+ - +xa, =b .
Soustavu proto mtizeme zapsat jako
Ax=Db .

Od této chvile budeme pro soustavu linearnich rovnic pouzivat témér vyhradné
tento zapis.

4.2.2. Soucin dvou matic.

Definice 4.12. Je-li A matice typu m xn a B = (by|bs]---|b,) matice typu n x p,
obé nad stejnym télesem T, pak soucinem matic A a B rozumime matici

AB = (Aby|Aby|---|Ab,)

tj. j-ty sloupec souinu matic AB se rovnd soucinu matice A s j-tym sloupcem
matice B.
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Soucin AB je tedy definovan, pokud pocet sloupcti matice A je rovny poctu
rfadka matice B. Jinak definovan neni. To znamend, ze je-li m # p, souc¢in BA
definovan neni, pfestoze soucin AB definovan je.

Na obrazku vidime grafické znéazornéni souc¢inu matic.

A AB
OBRAZEK 39. Sloupce v soudinu matic

Kazdy sloupec v souc¢inu AB je néjakou linearni kombinaci sloupcti matice A.
7 definice také plyne, Ze souin matice typu m x n s matici typu n X p je matice
typu m X p.
Priklad 4.13. Spocteme soucin dvou redlnych matic

é Z ( 1 2 3 4 >

5 6 5 6 7 8
Souéin je definovan nebot pocet sloupctt v levém ¢initeli se rovnd poctu fadka v
pravém ciniteli. Prvni sloupec v soucinu se rovna

1 2 1 1 2 11
3 4 < 5 > =11 3 | +5]| 4 = 23
5 6 5 6 35
Analogicky spoc¢teme dalsi tfi sloupcové vektory soucinu:
1 2 9 14 1 2 3 17
3 4 ( 6 ) = 30 |, 3 4 ( 7 > = 37 |,
5 6 46 5 6 57
1 2 4 20
3 4 g | = 44
5 6 68
Plati tedy
1 2 11 14 17 20
3 4 ( é 2 Z; ;l ) = 23 30 37 44
5 6 35 46 57 68

Vsimnéme si, ze v opacném poradi obé matice vynasobit nelze, jejich soucin neni
definovan.

Pfi ruénim vypoctu soucinu dvou matic je ¢asto vyhodnéjsi pouzit néasledujici
tvrzeni, které rika jak primo spocitat jednotlivé prvky v souc¢inu matic.
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Tvrzeni 4.14. Jsou-li A = (a;j)mxn ¢ B = (bjk)nxp matice nad télesem T, pak
prvek na misté (i, k) v soucinu AB se rovnd

n
T
a;1b1j + aizba; + - + ainbn; = E a;jbjr = a; by .
i=1

Diikaz. Prvek na misté (i, k) v soufinu AB lezi v k-tém sloupci, ktery se rovna
Aby,.. Protoze

Abj, = bigay + bogag + -+ - + byray,

i-t4 slozka vektoru Aby se rovné

bikair + bagasa + - -+ + bppain = aj bk + aboy + - - + b

A AB
OBRAZEK 40. Prvky v sou¢inu dvou matic

Prvek na misté (i, k) v souc¢inu AB se tak rovnd souéinu i-tého fadku matice A s
k-tym sloupcem matice B. V pripadé realnych matic tento soudin nazyvame stan-
dardni skaldrni souc¢in fadkového vektoru a se sloupcovym vektorem by matice
B.

Priklad 4.15. Nad télesem R mame

(1,2)(2):1.3+2.4:11, (Z)(m):(iii Zé):(i g)

Posledni priklad ukazuje, Ze i v pfipadé, kdy jsou oba souiny AB a BA defino-
vané, tak nemusi mit stejny typ. Nasledujici piiklad navic ukazuje, ze dokonce i v
pripadé, kdy jsou oba souéiny AB a BA definované a maji stejny typ, muze platit
AB # BA.

Priklad 4.16. Opét pocitame s redlnymi maticemi.
1 2 4 1\ (10 5
3 4 3 2 ) 24 11 ’
4 1 12\ (7 12
3 2 3 4) 9 14

Poucka k zapamatovani tedy zni:

zatimco

nasobeni matic neni komutativni.
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Jsou pro to dokonce tfi rizné divody. Mtze byt definovan pouze jeden ze soucinti
AB a BA. Pokud jsou definovany oba, mohou mit rizny typ. A pokud maji stejny
typ, muze platit AB # BA.

Spocitame jesté jeden soucin vétsich matic.

Piiklad 4.17. Pocitame opét nad R.

Lo 35 2 4
Lo 11 -3 2 |=
02 -2 1

[ 1:340-14+(-1)-0 1-54+0-1+(-1)-2

- 1-34+1-1+0-0 1-54+1-1+0-4
1-240-(=3)+(-1)-(-2) 1-440-2+(-1)-1\ _
1:241-(=3)4+0-(-2) 1-44+1-2+40-1 -

(3 3 4 3

“\4 6 -1 6
4.2.3. Dalsi vlastnosti operaci s maticemi. Mnohé dalsi vlastnosti pocitani v téle-
sech se na pocitani s maticemi pfendsi.

Tvrzeni 4.18. Jsou-li A = (a;;) a B = (b;;) matice téhoz typu m x n, C = (c;i)
matice typun X p, a D = (d;), E = (er;) matice téhoZ typu p X q, pak plati
(A+B)C = AC +BC, C(D+E)=CD+CE .
Diikaz. DokédZzeme prvni rovnost. Soucet matic A+ B mé typ m X n a proto souéin
(A+ B)C ma typ m X p. Stejny typ m X p maji také oba souéiny AC' a BC' a proto
i jejich soucet AC' + BC'. Obé matice (A + B)C a AC + BC maji tedy stejny typ.
Prvek na misté (i, k) v souéinu (A + B)C' se podle tvrzeni 4.14 rovna

n

n n
Z(aij +bij)cjk = Zaijcjk + Zbijcjk .
j=1

j=1 j=1
Prvky na misté (i,%k) v souéinech AC' a BC a v souétu AC + BC' se postupné

rovnaji
n n n n
Zaijcjk> Zbijcjk; Zaijcjk + Zbijcjk :
j=1 j=1 j=1 j=1
Tim je rovnost (A + B)C = AC + BC dokézéana. O

Druhou rovnost v predchozim tvrzeni stejné jako vSechny dalsi vlastnosti poci-
tani s maticemi lze dokazat pomoci stejné osnovy:
(1) presvédéime se, ze vSechny operace na obou stranich jsou definované,
(2) ovéiime, Ze na obou strandch vyjdou matice stejného typu,
(3) dokézeme, ze kazdy prvek ve vysledné matici vlevo se rovné prvku na tomtéz
misté ve vysledné matici vpravo,
(4) krok 3. je zalozeny na definici pfislugnych operaci s maticemi a vlastnostech
pocitani v télese.
Diilezitou asociativitu nasobeni matic dokdzeme v nésledujicim tvrzeni.

Tvrzeni 4.19. Jsou-li B = (b;j) matice typu m x n, C' = (¢;jx) matice typu n X p,
a D = (dy;) matice typu p X q, pak plati

(BC)D = B(CD) .
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Diikaz. Sou¢in BC' je definovany a ma typ m X p, proto je definovany také soucin
(BC)D, ktery ma typ m x q. Podobné ovéfime, ze také soucin B(CD) je definovany
a ma tentyz typ m X q.

Zvolime libovolné i € {1,2,...,m}al € {1,2,...,q} a spoc¢itdme prvek na misté
(,1) v matici (BC)D. Prvek na misté (i, k) v sou¢inu BC' = (e;;;) se rovné

n
eik = E bijcjk -
=1

Prvek na misté (i,1) v souc¢inu (BC)D se potom rovnéa

P p n P n
D eindir =YY bijein | din =Y (bijcir)dir -
k=1 k=1 \j=1 k=1 j=1
K vypoétu prvku na misté (i,1) v soué¢inu B(CD) napfed spocitdme prvek na
misté (4,1) v soucinu (CD) = (f;1):

P
fin= E Cirdr -
=1

Prvek na misté (¢,1) v sou¢inu B(C'D) se potom rovna

n n P n p
T (z cjkdkl) S )
j=1 j=1 k=1 j=1k=1

Obé dvojité sumy, ke kterym jsme dospéli, se rovnaji nebot v nich s¢itame stejné
prvky (bijcjr)di = bij(cjrdri), pouze v jiném potadi.

Nahlédnout to miizeme napiiklad tak, Ze si kazdy s¢itanec b;;c;,dy; napiSeme na
misto (j, k) v matici G typu nxp. V piipadé prvni dvojité sumy >-7_) 377, bijcjndy
je napred se¢teme po sloupcich matice G a pak secteme soucty sloupcu. V pfipadé
druhé dvojité sumy 7, D77, bijcikdy je napied secteme po fadcich matice G a
pak secteme soucty fadkt. Vzhledem ke komutativité s¢itani v télese T je v obou
pripadech vysledkem soucet vSech prvkia matice G.

Tim jsme dokazali, ze prvky na témze misté v maticich (BC)D a B(CD) se
rovnaji, coz dokazuje rovnost matic (BC')D = B(CD). O

Dalsi vlastnosti souc¢inu matic jsou v nasledujicim tvrzeni, jehoz dikaz pone-
chame jako cviceni.
Tvrzeni 4.20. Pro libovolné matice A typu m X n a B typu n X p, a kaZdy prvek
s télesa T plati
e 5(AB) = (sA)B = A(sB),
o (AB)T = BT AT,
V nésledujicim prikladu vyuzijeme fadu vlastnosti operaci s maticemi.

Priklad 4.21. Ctvercovad matice A = (ai;j) Tadu n se nazyva symetrickd, pokud
a;; = a;; pro libovolné 4,5 € {1,2,...,n}. Ekvivalentné, A je symetrickd, pokud
AT = A. Pomoci vlastnosti z tvrzeni 4.20 a tvrzeni 4.9 ukéZeme, Ze pro libovolnou
¢tvercovou matici A je matice B = 24AA" + AT A symetricka:

BT = (24AT + ATA)T = (24AT)T + (ATA)T = 2(AAT)T 4 (ATA)T =
= 2(AT)TAT 4 AT(AT)T = 24AT + ATA=B .
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Ukézali jsme, ze B = BT, matice B je tedy symetricka. Mléky jsme pouzivali i prvni
vlastnost z tvrzeni 4.20, kdy#z jsme napiiklad nepsali zavorky ve vyrazu 24A7.

Vime uz, jak vypadaji sloupce a jednotlivé prvky v souc¢inu AB. V nésledujicim
tvrzeni popiseme jak v souc¢inu AB vypadaji radky.

Tvrzeni 4.22. Jsou-li A = (a;;) matice typu m x n a B = (bji) matice typu
n X p, pak pro kazdé i = 1,2,...,m se i-ty radek v souc¢inu AB rovnd linedrni
kombinaci Tddkiu matice B s koeficienty v i-tém tadku matice A. Formdlné, i-ty
radek v soucinu AB se rovnd

ailf)f + aigf)g —+ -4 amf)z = é?B .

Diikaz. Podle definice transponované matice se i-ty fadek v matici AB rovna i-tému
sloupci transponované matice (AB)T. Z druhé rovnosti v predchozim tvrzeni 4.20
dostavame (AB)T = BT AT.

Z definice souc¢inu matic plyne, Ze i-ty sloupec v soucinu BT AT se rovna linearni
kombinaci sloupctt matice BT = (by|bs|--- |b,) s koeficienty v i-tém sloupci a; =
(ai1, a2, . ., a;,)T matice AT, tj. rovna se

BTa; = aj1by + apbs + -+ + ainby,
Prechodem k transponovanym maticim na obou stranach posledni rovnosti a s
vyuzitim vlastnosti transponovani z tvrzeni 4.9 dostaneme rovnost

(11'1}3{ -+ aizf)g + 4 amf)z = (BTé.l)T = ~1TB .
0

Na obrazku vidime grafické znazornéni fadka v souc¢inu AB. Kazdy radek v
soucinu matic je néjakou linearni kombinaci fadkt pravého cinitele.

A AB

OBRAZEK 41. Radky v soudinu matic

Priklad 4.23. Podivejme se jesté jednou na soucin v piikladu 4.17.

35 2 4
AB:(i(l)()l) 1 1 -3 2
02 -2 1

Podle predchoziho tvrzeni je prvni fadek vysledku soucet 1-nasobku fadkového
vektoru bY = (3,5,2,4), O-ndsobku b = (1,1,-3,2) a (—1)-nasobku b} =
(0,2,—2,1), to je (3,3,4,3). Druhy fddek vysledku je souc¢tem prvnich dvou radku
matice B, tedy (4,6, —1,6). Timto zpisobem ziskdme vysledek

3 3 4 3
4 6 -1 6

daleko rychleji.
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4.2.4. Jednotkové matice. Neutralni prvky vzhledem k nésobeni tvori tzv. jednot-
kové matice.

Definice 4.24. Jednotkovd matice rddu n nad télesem T je ¢tvercova matice I,, =
(@ij)nxn, kde a;; = 1 pro kazdé ¢ € {1,2,...,n}, a a;; = 0 kdykoliv ¢ # j, pro
i,7€4{1,2,...,n}. Tj.

01 -+ 0
I, =
00 - 1

Prvky jednotkové matice také zapisujeme pomoci symbolu §;5, tzn. Kroneckerovo
delta. Ten se rovna 1, pokud 7 = j, a 0 jinak. T¢€leso, ve kterém pocitame, musi byt
ziejmé z kontextu.

Tvrzeni 4.25. Pro kaZdou matici A typu m x n plati
IL,A=A=AI, .

Diikaz. Druhd rovnost plyne z definice souc¢inu matic, prvni rovnost z tvrzeni 4.22.

O

4.2.5. Blokové ndsobeni matic. Nékdy je vyhodné nahlizet na matici jako roz-
délenou do bloku a operace, zejména nasobeni, provadét blokové. Optimalizované
algoritmy pro vypocet souc¢inu dvou matic vyuzivaji blokové nasobeni spiSe nez
vyjadreni jednotlivych prvki souc¢inu pomoci tvrzeni 4.14. Velikost blokd je volena
s ohledem na velikost cache v pocitaci.

Vezméme dvé matice nad télesem T, matici A typu m X n a matici B typu n x p.
Déle necht mq,...,m,, n1,...,ns a p1,...,p; jsou prirozend ¢isla, pro kterd

m=my+ma+-+my, N=nyt+ng+--+n, a p=pr+-o-+p .

Matici A rozdélime podélné na prvnich m; fadki, dalsich mo tadk, atd. az po-
slednich m,. radka, a vertikalné na prvnich n; sloupcti, dalsich ny sloupcu, atd. az

poslednich n, sloupcu. Matice A se nyni sklada z rs bloki A1, Ao, ..., A1s, As1,

sy A, ne ne N

mi A | Arg | iir | Ags

mo Agy | Aga | ... | Ao

A= : . :
my Arl Ar2 .o Ars
Kazdy blok A;; je matice typu m; x n;.

Podobné, matici B rozdélime podélné na oddily velikosti nq,no,...,ns a verti-

kalné na oddily velikosti p1, po, ..., p:. Matici B tim rozdélime na st bloku B4, ...,
Bst:

P1 P2 Pt
ny By | Bia | ::: | By
o le BQQ e Bgt
B= . i i
N le Bs2 oo Bst

Souc¢in C' = AB lze potom rozdélit do bloku nasledovné.
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b1 b2 Dt
mi Cu 012 R Clt
mo 021 CQQ ce Cgt
my Csl CSQ cee Cst

kde pro kazdé i € {1,2,...,r} ak € {1,2,...,t} plati
Cip = ZAiijk .
j=1

Diikaz, ktery pouze vyzaduje spravné si napsat jednotlivé prvky ve vSech maticich
a jejich blocich, prenechame do cviceni.

Nékdy lze vypocet sou¢inu dvou matic zjednodusit, pokud si v§imneme, Zze matice
maji prirozenou blokovou strukturu slozenou z jednoduchych bloki.

Piiklad 4.26. Najdeme A2 pro matici A nad Zr,

10 2 3 4
01 5 0 6
A= 0 0 1 0 0
00 0 1 0
0 00 01
Vsimneme si, ze matice A mé blokovou strukturu
1 0|2 3 4
0 1|5 0 6
A=1]1 0 0|1 0 0
0 00 1 0
0 0[O0 0 1
Oznacime-li pravy horni blok
2 3 4
B = ( 5 0 6 ) '

miizeme nasobit po blocich

L | B I
A2: 2 2
( O3x2 | I3 > ( O3x2

B ) _( 1715 + B03yo ‘ I,B + Bl; >
7 =

| I3 03x2l2 + 130352 | Osx2B + I3l3
1 0 4 6 1
01 3 0 5
= ( % QIB ) = 00 1 0 0
3 00010
0 0 0 0 1

4.3. Dvé aplikace. Diky asociativité muzeme pro prirozené ¢islo n definovat n-tou
mocninu ¢tvercové matice vztahem

A" =AA . A .
—_——
nx

Vysledek totiz nezavisi na uzavorkovani. Mocniny matic vyuzijeme v nasledujicich
dvou ukézkach pouziti nasobeni matic.
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4.3.1. Pocet cest. Na obrazku jsou vyznacena letecka spojeni mezi mésty Xi, Xo,
X3, X4. Vypocitdme pocet spojeni s nejvyse Ctyfmi pfestupy mezi kazdou dvojici

meést.

Informaci o spojenich mezi mésty ulozime do matice A = (a;;)4x4 nad R tak, Ze
a;; definujeme rovné 1, pokud z X; vede cesta do X, a a;; = 0 v opacném piipadé.

01 1 0
10 0 0
A= 01 01
00 10

Nyni se zamyslime, jaky je vyznam prvku na misté (i, k) v matici A2. Tento prvek
je rovny a;1a1x + G200k + a;3a3% + aj4a4r. VSimnéte si, ze j-ty ¢len souc¢tu je rovny
jedné pravé tehdy, kdyz z X; vede spojeni do X; a z X; vede spojeni do Xy, a je
rovny nule v ostatnich piipadech. Prvek na misté (i, k) v matici A? je proto rovny
poctu cest z X; do Xj s pravé jednim prestupem.

Podobné nahlédneme, ze prvek na misté (i, k) v matici A" je rovny poétu cest z
X; do X}, s pravé (n — 1) prestupy. Hledany pocet cest s nejvyse ¢tyfmi prestupy z
X, do X, je tedy prvek na misté (i, k) v matici

0110 1101
s s a1 000 0110
A+ A+ A+ A+ =1 g1 |t 101 0| T

0010 010 1
13 1 2 32 3 1
. rrzo ) s
2 1 1 1 133 1|7
02 1 1 2 1 1 1

Wk A PO
B -0 O N
NG NI el = )
Wk Wk O~ O

4.3.2. Rekurentni rovnice. Asi jste se jiz setkali s Fibonacciho posloupnosti defino-
vanou predpisem

ag=ay=1, aj12=a;+1 +a; prokazdéi=1,2,...

Chteli bychom najit explicitni vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu.
7 definice posloupnosti nahlédneme, ze dvojice sousednich ¢lend spliuje vztah

Q41 - 0 1 Qj
aiv2 )\ 1 1 Qit1
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Oznacime-li C' matici 2 x 2 vystupujici v této rovnosti, vidime ze

(m)=clam)(i)=cm)=cle(m))-(2)

a indukci podle ¢ dostaneme

<ai+1>zci<a1>zci<1>
Aj42 a9 1

Podstatnym zptisobem zde vyuzividme asociativitu nasobeni matic. K vypoctu i-
tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti tedy sta¢i umét mocnit matice. To se nau¢ime
v kapitole o vlastnich ¢islech a vektorech. Vyjde mozna ptrekvapivy vzorec

N et O
3 \/S \/5 )
kde ¢ = (1 ++/5)/2 je hodnota zlatého fezu.

4.4. Specialni typy matic. V dalsim textu budeme ¢asto pouzivat nasledujici
specialni typy matic.

Definice 4.27. Ctvercovou matici A = (a;;) nazyvame
o diagondlni, pokud a;; = 0 kdykoliv 7 # j,
e permutacni, ma-li v kazdém radku a kazdém sloupci pravé jeden prvek 1 a
ostatni 0,
e horni trojihelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv i > j,
o dolni trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv i < j.
U libovolné matice fikame, ze prvky a;; tvori hlavni diagondlu.

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze soucin dvou matic jednoho z uvedenych typt je
opét matice téhoz typu.

Tvrzeni 4.28. Jsou-li A = (a;;) a B = (bji) ¢tvercové matice téhoz fadu n, pak
jejich soucin AB je
(1) diagondlni, jsou-li obé matice A, B diagondlind,
(2) permutacni matice, jsou-li obé matice A, B permutacni,
(3) hornt trojihelnikovd matice, jsou-li 0bé matice A, B hornd trojihelnikové,
(4) horni trojihelnikovd s proky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice A, B
horni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagondle,
(5) dolnt trojuhelnikovd matice, jsou-li 0bé matice A, B dolni trojihelnikové,
(6) dolni trojuhelnikovd s prvky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice A, B
dolni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagondle.

Diikaz. K dikazu (1) pouzijeme vyjadfeni prvki v souéinu matic AB = (c;x) podle
tvrzeni 4.14. Prvek ¢;;, v soucinu AB se rovna

n
Cik =Y aijbjk -
Jj=1

Piedpoklad, ze obé matice A, B jsou diagonalni, znamena a;; = 0 kdykoliv i # j a
bjr = 0 kdykoliv j # k. Je-li ¢ # k, pak pro kazdé j =1,2,...,n je bud i # j nebo
J # k. Odtud plyne, ze bud a;; = 0 nebo b;; = 0, coz dokazuje ¢;;, = 0 kdykoliv
i # k, soucin AB je proto diagonalni matice.
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(2) mtizeme dokézat pfimo z definice 4.12 sou¢inu matic. Prokazdé j = 1,2,...,n
se j-ty sloupec v souc¢inu AB rovna Ab;. ProtoZe B je permutac¢ni matice, obsahuje
sloupec b; pouze jeden prvek b;; = 1 a ostatni prvky v j-tém sloupci jsou 0. Proto
sloupec Ab; = a; obsahuje rovnéz pouze jeden prvek rovny 1 a ostatni 0, nebot
predpokladame Ze A je také permutacéni matice.

Protoze je v i-tém fadku matice B také jediny prvek rovny 1 a ostatni 0, plyne
odtud, ze pouze jeden sloupec souc¢inu AB se rovna a,. Sloupce v soucinu AB
tedy dostaneme jako néjakou permutaci sloupctt matice A. Jelikoz v kazdém radku
matice A je jediny prvek 1 a ostatni prvky 0, obsahuje také kazdy radek soucinu
AB jediny prvek 1 a ostatni 0.

(3) opét dokdzeme pomoci tvrzeni 4.14. Prvek na misté (i, k) v souéinu AB =
(cir) je tedy

n
Cikk = E a;jbji -
i=1

Piedpoklad, Ze obé matice A, B jsou horni trojihelnikové znamend, Ze a;; = 0
kdykoliv @ > j a bj, = 0 kdykoliv j > k. Je-li nyni 7 > k, plati pro kazdé j =
1,2,...,n bud j > k nebo ¢ > j. Soudin a;;b;; se proto rovna 0 pro kazdé j =
1,2,...,n, proto ¢;x = 0 kdykoliv i > k. Souc¢in AB = (¢;) je tedy také horni
trojuhelnikova matice.

K dikazu (4) pouze doplnime pfedchozi ditkaz (3) ivahou, Gemu se rovna prvek
cii- Je-li j # i, pak bud ¢ > j nebo j > i. V souctu definujicim ¢;; je proto pouze
jediny nenulovy soucin pro j =i, tj. ¢;; = @b = 1.

Vlastnost (5) dokdzeme prechodem k transponovanym maticim. Jsou-li A, B
dolni trojahelnikové matice, jsou obé& transponované matice B” a A" horni troj-
tihelnikové. Podle bodu (3) je také sou¢in BT AT = (AB)T horni trojihelnikové
matice a proto je matice AB = ((AB)T)T dolni trojihelnikova.

Vlastnost (6) plyne analogicky ze (4). O

4.5. Mnozina vSech FeSeni soustavy linearnich rovnic. V této ¢asti vyuzi-
jeme algebraické vlastnosti pocitani s maticemi k dalsimu pochopeni mnoziny vSech
feseni soustavy linearnich rovnic. V druhé kapitole jsme si ukazali, ze mnozinu vSech
TeSeni soustavy

Ax=Db

m linearnich rovnic o n neznamych nad télesem T mizeme zapsat jako

u+thvp: t, € T prokazdé pc P
peP
kde
e P je mnozina indext volnych proménnych,
e u, v,, p € P, jsou ,vhodné“ n-slozkové aritmetické vektory nad T.

Hodnoty parametrt ¢, € T mizeme volit libovolné. Zvolime-li ¢, = 0 pro kazdé
p € P, dostaneme jedno feSeni x = u. Zvolime-li jeden z parametrt ¢, = 1 a ostatni
parametry rovné 0, dostaneme jiné feseni x = u + v,

Pozorovani 4.29. Jsou-li u a w dvé feseni soustavy linedrnich rovnic Ax = b,
pak w — u je fe§enim soustavy Ax = o.
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Diikaz. Protoze jsou aritmetické vektory u, w feSeni soustavy Ax = b, plati Au =
Aw = b. Potom

Aw—u)=Aw+ (—u)) =Aw+ A(—u) = Aw+ (—Au) =b+(-b) =0 .

Pouzili jsme distributivitu nasobeni matic vzhledem k jejich s¢itani, definici od¢itani
aritmetickych vektorti, a prvni vlastnost z tvrzeni 4.20. Vektor w — u je proto
feSenim soustavy Ax = o. a

Definice 4.30. Soustava Ax = o se nazyva homogenni soustava linedrnich rovnic
(pFislusnd k soustavé Ax = b).

Pozorovani 4.31. Je-li u resent soustavy Ax = b a v feseni prislusné homogenni
soustavy Ax = o, pak u+ v je také reseni soustavy Ax = b.

Diikaz spociva v jednoduchém vypoctu
A(lu+v)=Au+Av=b+o0=D>b

vyuzivajicim opét distributivity.
Mnozina vSech feseni homogenni soustavy Ax = o je dulezitou charakteristikou
matice A, kterd bude v dalsim textu hrat vyznamnou roli pfi zkouméani matic.

Definice 4.32. Mnozina vSech feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic Ax = o
se nazyva jadro matice A nebo také nulovy prostor matice A. Oznacujeme ji Ker A.

7 ptedchozich dvou jednoduchych pozorovani plyne nasledujici dilezita véta.

Veéta 4.33. Je-li u jedno pevné zvolené partikularni reseni soustavy linedrnich
rovnic Ax = b nad télesem T, pak se mnozZina véech Teseni této soustavy rovnd

{u+v:veKerd} = u+Kerd.

Diikaz. Je-li w feSeni soustavy Ax = b, pak w — u € Ker A podle pozorovéani 4.29
a tedy
w=u+(w—u)c{u+v:veKeAd} .
Naopak pro libovolné v € Ker A je u + v feSenim soustavy Ax = b podle
pozorovani 4.31. ]

4.6. Matice jako zobrazeni.
Ukazeme si nyni jak pomoci matic algebraicky popsat néktera jednoduché geo-
metrickd zobrazeni v roviné.

4.6.1. Zobrazeni v roviné. Zacneme otocenim kolem pocatku soufadnic o tthel o v
kladném sméru, tj. proti sméru hodinovych rucicek.

Priklad 4.34. Rovinu oto¢ime kolem pocéatku souradnic o tthel a. Kam se pootoci
bod se soufadnicemi (p1, p2), jaké budou jeho soufadnice po otoceni?

Spocitat nové souradnice pfimo pomoci euklidovské geometrie je dost pracné.
Ukazeme si algebraické feseni, na kterém lze vidét zakladni rysy linedrné algebraic-
kého uvazovani. Misto toho, abychom pocitali ihned soufadnice bodu, do kterého
se pootoéi bod (p1,p2)7, se napted zamyslime nad tim, miiZzeme-li ilohu snadno vy-
fesit pro néjaké jiné body. Nékolik takovych bodi vidime na nasledujicim obrazku.

Snadno nahlédneme, %e bod na prvni soufadné ose se soufadnicemi (1,0)7 se
pooto¢i do bodu o soufadnicich (cosa,sina)?. Tim padem také vime, ze se bod
(p1,0)T pootodi do bodu (p; cos o, py sin ).
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(p1-p2)

> X1

OBRAZEK 42. Otoéeni v roviné o thel o v kladném sméru

P2 (p1,p2)

Vxl

OBRAZEK 43. Otoceni v roviné o tithel o podruhé

Podobné snadno nahlédneme, Ze bod na druhé souradné ose se souradnicemi
(0,1)” se pootoci do bodu (—sina,cosa)’ a bod (0,p2)” se pootoci do bodu
(—p2sina,pycosa)l.

Nyni pfichazi klicovy moment. Polohovy vektor bodu (pi,p2)T je souctem po-
lohovych vektortt bodit (p1,0)7 a (0,p2)T. Tato vlastnost se otocenim zachova —
polohovy vektor bodu, do kterého se pootoc¢i bod (p1,p2)?, je souétem poloho-
vych vektorti bodt, do kterych se pootoci body (p1,0)” a (0,p2)T, tj. je soucétem
polohovych vektort bodit (p; cos o, py sina)? a (—pa sina, pe cosa)?.
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> X1

OBRAZEK 44. Otoceni v roviné o tithel o potieti

K-l;; --------------- (PI,PZ)

!
1
.
1
.
1
.
1
|
;
Land Vxl
P

OBRAZEK 45. Otoceni v roviné o thel « poctvrté

Bod se souiadnicemi (py,p2)? se tedy pootoéi do bodu se soufadnicemi

P1 COS (¢ —p9 sin « COoS & —sina
. + =p1 . + po
p1sina P2 COS (v sin « cos «
[ cosa —sina D1
"~ \ sina  cosa D2

Mizeme fict, Ze matice
cosa —sina
sina  cosa

91

Lyuréuje otoceni kolem pocatku soutadnic o tihel a v kladném sméru. Vsimnéme
si také, ze prvni sloupec v matici tvoii souradnice bodu, do kterého se zobrazi bod
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(1,0)T na prvni soufadné ose. Podobné druhy sloupec matice tvoii soufadnice bodu,
do kterého se zobrazi bod (0,1)” na druhé soufadné ose.
Také jina geometrickd zobrazeni v roviné mtizeme popsat pomoci vhodné matice.

Priklad 4.35. Osové symetrie vzhledem k prvni soufadné ose v roviné zobrazuje
kazdy bod (p1,p2)? do bodu se soutadnicemi

(5)=Co 5)(0)

X2
A
(p1,p2)
) 2 !
E L X1
1P
— Py H
(p1—p2)

OBRAZEK 46. Symetrie v roviné vzhledem k prvni soutadné ose

Vsimnéme si, ze opét jsou ve sloupcich matice A obrazy bodu (1,0)” (v prvnim

sloupci) a bodu (0,1)T (ve druhém sloupci).

V obou piikladech jsme ze znalosti hodnot zobrazeni (rotace nebo symetrie) v
téchto dvou bodech mohli odvodit hodnotu zobrazeni v kazdém dalsim bodé roviny.

4.6.2. Zobrazeni urcené matici. Pro kazdou matici A typu m x n nad télesem T
a kazdy n-slozkovy aritmeticky vektor x € T" je souc¢in Ax € T". Matice A tak
uréuje zobrazeni z T™ do T ve smyslu nasledujici dulezité definice.

Definice 4.36. Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak definujeme zobrazeni
fa: T — T™ uréené matici A predpisem

fa(x) = Ax
pro kazdy aritmeticky vektor x € T".

Priklad 4.37. V piikladu 4.34 jsme zjistili, Ze rotace v roviné kolem pocatku
soufadnic o tithel o v kladném sméru je zobrazeni f4 : R? — R? uréené matici

A - ( c.osa —sina )
sina cosa
Také symetrie v roviné vzhledem k prvni sourané ose je podle prikladu 4.35
zobrazeni urc¢ené matici
1 0
(s 5)
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P¥iklad 4.38. Zobrazeni f4 : R? — R? uréené matici

5 1
A= 2 3 = (aj]az)
1 -1

zobrazuje kazdy bod (py,p2)T

souradnicemi

v roviné do bodu v 3-dimenziondlnim prostoru se

fal(p1,p2)") = pra1 + poa
ktery lezi v roviné s parametrickym vyjadienim {zia; + zoas : 21,22 € R}.

X

~

]

X3

OBRAZEK 47. Zobrazeni uréené redlnou matici typu 3 x 2

Na obrazku vidime nékolik bodfi v roviné R? a jejich obrazy v prostoru R3.
Narozdil od realnych funkci jedné realné proménné si pro zobrazeni f4 uréené matici
A nemuzeme nakreslit graf, ze kterého bychom vidéli hodnotu zobrazeni v kazdém
bodé defini¢niho oboru.

Pro zobrazeni f4 : T™ — T™ uréené matici A typu m x n nad télesem T
méame pouze piedpis, jak pro dany vektor x = (xq,2,...,7,)T spo¢itat hodnotu
zobrazeni f, v bodé x:

falx) = Ax .

Dilezité je ale také umét si predstavit zobrazeni f4 : T™ — T™ jako celek, jako
jeden objekt. Graf zobrazeni nemame k dispozici, mizeme ale vyuzit blokové schéma
pouzivané v fadé inZzenyrskych obort. Elektroinzenyr si zobrazeni f4 predstavi jako
néjaky obvod (konkrétnich konstrukci obvodu muze byt vice), ve kterém lze ménit
néjaké hodnoty x1,zs na vstupu (napiiklad proudy), které ovlivni jiné hodnoty
Y1, Y2, y3 na vystupu (naptiklad napéti). Pokud si zddny obvod neumime piedstavit,
muzeme zobrazeni f povazovat za ,Cernou skifinku®. Na prvnim obrazku je ,Cernéd
skiinka“ reprezentujici zobrazeni z ptikladu 4.38.

Zobrazeni fa : T™ — T™ uréené obecnou matici A typu m X n si pak mizeme
predstavit jako na druhém obrazku:

Zobrazeni-cerné skiince mizeme klast dotazy typu jakd je tvoje hodnota v prvku
x € T" 7 Je-li A = (aj]az|---|a,) matice typu m x n nad télesem T a e; =
(1,0,...,07) € T", pak

faler) =1la; +0az+---+0a, =a; .

Sloupce v matici A tak mtzeme zjistit jako hodnoty zobrazeni f4 v dobfe zvolenych
prvcich T".



94 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

X

fA > »

Xy ————>

OBRAZEK 48. Zobrazeni f4 urdéené matici typu 3 x 2

X ——~—> A >y

OBRAZEK 49. Zobrazeni f uréené matici typu m x n

Definice 4.39. Je-li T né¢jaké téleso a n € N, pak pro kazdé j = 1,2,...,n ozna-

¢ime e; = (0,...,0,1,0,...,0)7 € T" vektor, ktery mé j-tou slozku rovnou 1 a
vSechny ostatni slozky rovné 0. Vektory eq,eq,...,e, nazyvame pruoky kanonické
bdze v T™.

Pomoci prvk kanonické baze v T™ snadno dokdZzeme nésledujici pozorovani.

Pozorovani 4.40. Pro dvé matice A, B téhoZ typu m X n nad stejnym télesem T
plati fo = fp pravé kdyz A = B.

Diikaz. Obé matice A, B zapiSeme pomoci sloupct, tj. A = (aj]az|---|a,) a B =
(b1|bz|---|by). Z rovnosti fa = fp plyne rovnost a; = fa(e;) = fr(e;) = b; pro
kazdé j = 1,2,...,n, matice A, B maji stejné soupce a proto se rovnaji.

Opacna implikace je jesté snazsi. Plati-li A = B, plati a; = b; pro kazdé j =
1,2,...,n. Pro libovolny vektor x = (z1,z2,...,2,)T € T™ pak plati

fa(x) =zia1 + -+ zpa, = x1by + - +2,b, = fp(x) .
O

P1i odvozeni matice urcujici otoceni v roviné kolem pocatku souradnic o tthel a v
prikladu 4.34 jsme vyuzili dvou vlastnosti rotace. Napred jsme pouzili dvakrat sku-
teCnost, ze rotace kolem pocéatku zobrazi s-nasobek néjakého vektoru do s-nasobku
obrazu tohoto vektoru. A nakonec jsme pouzili fakt, Ze rotace zobrazi soucet dvou
vektort do souctu jejich obrazii. Tyto dvé vlastnosti ma zobrazeni urcené jakoukoliv
matici.

Tvrzeni 4.41. Je-li A matice typu m X n nad télesem T, pak pro kazdé dva arit-
metické vektory x,y € T™ a kaZdy prvek s € T plati

o fa(sx)=sfa(x),
o fa(x+y)= fa(x)+ fa(y)-

Diikaz. Z prvni ¢asti tvrzeni 4.20 dostavame
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o fa(sx) = A(sx) = s(Ax) = s fa(x).
Podobné z definice 4.36 a distributivity ndsobeni matic ihned plyne
o falx+y)=Alx+y) = Ax+ Ay = fa(x) + fa(y)-

Posledni tvrzeni fika, ze zobrazeni ur¢ena maticemi jsou velmi specialni.

4.6.3. Zobrazeni urcend maticemi a soucin matic. Z definice 4.36 ihned dostaneme
nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.42. Jsou-li A matice typu m X n a B matice typu n X p nad stejngm
telesem T, pak zobrazeni fa : T" — T™ o fp : TP — T™ miZeme sloZit v poradi
fafB a pro sloZené zobrazeni faofp : TP — T™ plati

fafs = faB .

Diikaz. Plyne ihned z asociativity nasobeni matic. Pro kazdy vektor x € TP plati
fafs(x) = fa(fB(x)) = fa(Bx) = A(Bx) = (AB)x ,

coz dokazuje, ze slozené zobrazeni f4 fp je uréené sou¢inem AB. O

Graficky muzeme slozené zobrazeni f4 fp znézornit jako

) B n A o

OBRAZEK 50. Diagram pro slozeni ffp zobrazeni uréenych maticemi

Tvrzeni 4.42 tika, ze tento diagram muzeme nahradit jednodussim diagramem

OBRAZEK 51. Zobrazeni fap uréené sou¢inem matic

Ukazeme si jesté, ze pokud chceme, aby slozeni zobrazeni urcenych maticemi
A, B bylo uréené néjakou matici C, pak se C' musi rovnat soucinu matic AB.

Tvrzeni 4.43. Jsou-li A matice typu m X n a B matice typu n X p nad stejngm
telesem T, a C libovolnd matice nad T, pro kterou plati

fafe=fc .
pak plati C' = AB.
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Diikaz. Slozené zobrazeni fafp je definované na mnoziné TP a vede do mnoziny
T™. Ma-li pro matici C' platit fo : TP — T, musi byt typu m X p. ZapiSeme
ji sloupcové C' = (ci|ca| - -+ |cp). Z predpokladu rovnosti f4fp = fc plyne, Ze pro
kazdy vektor e; kanonické baze v TP plati

fafs(e;) = fc(e;) .

Na pravé strané dostavame fc(e;) = c;, zatimco vlevo vyjde
fafp(e;) = fa(Be;) = fa(b;) = Abj

coz je j-ty sloupec v sou¢inu matic AB podle definice 4.12. Pro kazdé j = 1,2,...,p
se proto j-ty soupec souc¢inu AB rovna j-tému sloupci c; matice C. To dokazuje
rovnost C'= AB. O

4.6.4. Dalsi priklady. Ukazeme si jesté nekolik prikladi, jejichz feSeni je zalozené
na tvrzeni 4.42. Jako prvni dokdzeme souc¢tové vzorce pro funkce sinus a cosinus.

Priklad 4.44. Otoéime-li rovinu kolem pocatku soufadnic o tihel 3, je tato rotace
podle piikladu 4.34 zobrazeni fp : R? — R? uréené matici

B ( cosf3 —sinf )

sinf  cosf

Poté pootocime rovinu kolem pocatku jesté o tthel a v kladném sméru. To je zob-
razeni fa : R? — R? urcené matici

A= < C.OSOZ —sina )
sina  cosa
Geometricky nahlédneme, ze sloZzenim f4 fp téchto dvou rotaci dostaneme rotaci
kolem pocatku o uhel a + 3 v kladném sméru. Jeji matice je tedy

(ot )

Matici slozeného zobrazeni f4 fp dostaneme rovnéz jako soucin matic
Ap — [ cosa —sina cosf3 —sinf
sina  cosa sinf  cosf
[ cosacos B —sinasin3 —cosasin/3 — sinacos 3
sinacos 3+ cosasin 3 —sinasin 8 + cos acos 3

Protoze matice zobrazeni je uréend jednoznac¢né podle tvrzeni 4.40, plyne odtud
rovnost matic

(s e

_( cosacosf3—sinasinf3 —cosasinf —sinacos 3
~\ sinacos 3+ cosasin/S —sinasin 3 + cos « cos 3

Plati proto

cos(a + ) =cos arcos f — sin asin 3,
sin(a + ) =sinacos B + cos asin 3

pro libovolné dva thly «, 3.
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Priklad 4.45. Odvodime matici urcujici symetrie v roviné vzhledem k jakékoliv
pifimce prochéazejici pocatkem. Tato symetrie je slozenim tii zobrazeni, jejichz ma-
tice uz zndme. Pokud osu symetrie dostaneme z prvni soufadné osy otocenim o
thel a v kladném sméru zacneme tim, ze osu symetrie otoc¢ime do sméru prvni
soufadné osy po sméru hodinovych rucicek. Poté pouzijeme symetrii vzhledem k
prvni souradné ose a nakonec vSe oto¢ime zpét.

> X|

-

»

X X1

OBRAZEK 52. Rozklad symetrie vzhledem k obecné piimce

Matici symetrie vzhledem k obecné pifimce svirajici tthel v s prvni soufadnou
osou tak dostaneme jako soucin matic

cosa  —sinaw 10 cos(—
sinae  cosa 0 -1 sin(—
[ cosa —sina cosa  sina
T\ sina cosa sinae  —cosa
cos’a —sin®a 2sinacosa [ cos2a  sin2a
2sinacosa sin?a — cos? a sin2a  —cos2q

a) —sin(—a) >

a)  cos(—a)
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Symetrie vzhledem k ose uréené primkou prochazejici pocatkem souradnic a
bodem (cos a, sin )T tak zobrazuje napiiklad bod o soufadnicich (2,3)T do bodu

cos2a  sin2« 2
sin2a  — cos 2« 3
_( 2cos2a + 3sin2a
—\ 2sin2a — 3cos2a

Priklad 4.46. Jaké zobrazeni dostaneme pokud udélame rotaci kolem poc¢atku o
thel o v kladném sméru nasledovanou symetrii vzhledem k prvni souradné ose?
Toto sloZeni je uréené soucinem matic

1 0 cosa —sina | cosa  —sino
0 -1 sina cosa T\ —sina —cosa
[ cos(—a)  sin(—a)
T\ sin(—a)  —cos(—a) ’

Na zakladé predchoziho prikladu 4.45 tak miizeme odpoveédét, ze slozené zobrazeni
je symetrie vzhledem k ose, kterou dostaneme z prvni soutradné osy otocenim o tthel
a/2 v zéporném sméru, tj. po sméru hodinovych ruéiéek.

Priklad 4.47. Ortogonélni projekce na prvni soufadnou osu v roviné zobrazuje
kazdy bod (x1,22)” do bodu (x1,0) na prvni soufadné ose.

X2

A

"....
patf- - - -----

X1

R
\J

OBRAZEK 53. Projekce na prvni souradnou osu

Odtud snadno dostaneme matici, kterd projekci na prvni souradnou osu urcuje.

Plati totiz
1 0 X _ Ty
0 0 Ty ) 0
pro kazdy bod (z1,72)T € R2.

Priklad 4.48. Podobné jako v piikladu 4.45 dostaneme matici uréujici ortogo-
nalni projekei na pifmku prochazejici pocatkem soufadnic a bodem (cos a, sin a)7.
Rovinu napfed oto¢ime o tthel —a tak, abychom primku, na kterou projektujeme,
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presunuli do prvni soufadné osy. Poté udélame projekci na prvni souradnou osu, a
nakonec otoc¢ime rovinu o thel «, abychom pifimku, na kterou projektujeme, vratili
zpét do pivodniho sméru. Matici projekce pak dostaneme jako soucin matic

cosa —sina 10 cos(—a) —sin(—a)
sina  cosa 0 0 sin(—a)  cos(—a)
[ cosa —sina cosa  sina
T\ sina cosa 0 0

( cos? a sin o cos & >

sin a cos « sin? o

Vxl

OBRAZEK 54. Projekce na pfimku

Priklad 4.49. Podivame se jesté jednou na piiklad 3.17 z konce kapitoly o télesech.
Tam jsme v R? pomoci kvaterniont sklddali rotaci kolem prvni soufadné osy o tihel
/2 s rotaci kolem tfeti soufadné osy o tthel 7/2.

Matici B rotace kolem osy 21 o thel w/2 dostaneme tak, ze do sloupcti zapiseme
obrazy prvki ey, es, e3 kanonické baze:

10 0
B=]10 0 -1
01 0

Analogicky dostaneme matici A rotace kolem osy x3 o thel 7/2:

0 -1 0
A=11 0 0
0 0 1

Slozenim je zobrazeni f4fp = fap uréené souc¢inem matic
0 -1 0 1 0 0 0 0 1
AB=|1 0 O 00 -1 =100
0 0 1 01 0 0 1 0
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X2

= X

X3

OBRAZEK 55. Kladné orientovany soufadny systém v prostoru

Z matice AB uré¢ime snadno obraz libovolného vektoru (w1, z2,x3)%:

T 0 0 1 T1 T3
fap| z2 | =1 1 0 0 o | = | ™1
I3 01 0 I3 i)

Odtud vidime, 7e slozené zobrazeni fafp zobrazuje kazdy vektor (z,z,z)T opét
do vektoru (x,z,r)T. Osa vysledné rotace je tedy osou prvniho oktantu. Neni ale
vidét, Ze jde o rotaci o thel 27/3 v kladném sméru, jak jsme zjistili vypoctem
pomoci kvaternionti.

Priklad 4.50. Jednotkova matice I,, fadu n nad télesem T urcuje zobrazeni f7, :
T" — T"™. Pro libovolny vektor x € T" plati

f1,(0) = Lix =x,

jednotkova matice I,, tedy urcuje identické zobrazeni na mnoziné T" vSech n-
slozkovych aritmetickych vektorti nad télesem T.

Identické zobrazeni na mnoziné T" budeme v dalsim textu oznacovat idp».

4.6.5. Elementdrni matice. Tvrzeni4.22 naznacuje, ze elementarni fadkovou upravu
néjaké matice C' lze provést také tak, ze matici C' vynasobime zleva vhodnou ¢tver-
covou matici. Je tomu skuteéné tak, jak ukazuje nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.51. Necht C je matice typu m x n nad télesem T, i,5 € {1,2,...,m},
i#j,a04¢teT.

(1) Necht E je matice, kterd vznikne z I, prohozenim i-tého a j-tého Tddku.
Pak EC wvznikne z C prohozenim i-tého a j-tého tadku.
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i j
10 0 0 0
0 1 0 0 0
il oo 0 1 0
E = ,
i lo o 1 0 0
00 -0 -+ 0 - 1

(2) Necht E je matice, kterd vznikne z I,, nahrazenim proku 1 na misté (i,1)
prvkem t. Pak EC vznikne z C' vyndsobenim i-tého tddku prvkem t.

i
10 --- 0 --- 0
0 1 0 - 0
E=1310 0 t 0
o0 --- 0 --- 1

(3) Necht E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim proku 0 na misté (i,j)
prokem t. Pak EC vznikne z C' prictenim t-ndsobku j-tého tddku k i-tému

radku.
i J

10 0 0 0

1 0 0 0

v 0 0 1 t 0

E= )

0 0 0 1 0

00 --- 0 -0 --- 1

Diikaz. Pozorovani plyne z prvni ¢asti tvrzeni 4.22. (|

Definice 4.52. Maticim F z predchoziho tvrzeni fikdme elementdrni matice.

Elementarni matice vyuzijeme za chvilku pii vypoctu inverznich matic a pii
dalsim zkoumani pribéhu Gaussovy eliminace.

4.7. Regularni matice. V dalsi ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat otazkou,
kdy ke ¢tvercové matici existuje inverzni matice.

4.7.1. Algebraicky a geometricky pohled. Zacéneme algebraickou definici.

Definice 4.53. Ctvercova matice A nad télesem T Fadu n se nazjva invertovatelnd,
pokud existuje ¢tvercova matice X nad T fadu n takova, ze AX = XA = I,,. Matici
X nazyvame inverzni matice k A a oznacujeme ji A7
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Geometricky si matici A predstavujeme jako zobrazeni f4 urcené matici A. K
zobrazeni f4 : T™ — T" existuje inverzni zobrazeni pravé kdyz fa je vzdjemné
jednoznac¢né zobrazeni, tj. prosté a obor hodnot f4 se rovna T™. Misto vzajemné
jednoznacné zobrazeni se také pouziva termin bijekce.

Definice 4.54. Ctvercova matice A nad télesem T fadu n se nazjva reguldrns,
pokud je zobrazeni fy : T™ — T™ urdené matici A vzadjemné jednoznacné (tj.
bijekce).

Ctvercova matice, kterd neni reguldrni, se nazjva singuldrni.

Pfipomertime, ze zobrazeni f4 : T" — T" je definované predpisem f4(x) = Ax
pro libovolny vektor x € T". Vzajemna jednoznac¢nost zobrazeni f4 znamena, ze
pro kazdy vektor b € T" existuje pravé jeden vektor x € T™, pro ktery plati
fa(x) = Ax = b. Plati proto néasledujici pozorovani.

Pozorovani 4.55. Matice A je requldarni prdvé kdyZ soustava AX = b md prdvé
jedno tesent pro kaZdou pravou stranu b.

Stejné snadno dokazeme také dalsi tvrzeni.
Tvrzeni 4.56. Kazdd invertovatelna matice je requldrni.

Diikaz. Je-li A invertovatelnd, existuje matice X, pro kterou plati AX = XA =1,,.
Podle tvrzeni 4.42 plati pro zobrazeni f4 : T™ — T" a fx : T™ — T rovnosti

fafx = fr, =idon,  fxfa = fr, =idT»

Pouzili jsme fakt, ze zobrazeni f;, je identické zobrazeni na mnoziné T", viz pri-
klad 4.50. Zobrazeni fx urcené matici X je tedy inverzni k f4, coz dokazuje, ze
zobrazeni f, je vzajemné jednoznacné. O

Priiklad 4.57. Z geometrického néhledu vidime, Ze matice odpovidajici rotaci ko-
lem pocatku a symetrii vzhledem k pfimce prochézejici poc¢atkem jsou regularni,
protoze tato zobrazeni jsou vzajemné jednoznacnd. Inverzni matice X k matici

rotace o thel «
cosa —sina
A= .
sina cosa

musi urcovat inverzni zobrazeni k této rotaci, a geometricky vidime, ze inverznim
zobrazenim je rotace o tthel —a. Zvolime-li

Y cos(—a) —sin(—a) \ _ cosa  sina
T \Usin(—a) cos—(a) )\ —sina cosa )’
snadno ovéfime, ze AX = XA = I5.
Matice symetrie vzhledem k p¥imce prochézejici po¢atkem a bodem (cos v, sin «v

se rovna
B— cos2a  sin2«
sin2a  — cos 2«

)T

V¥poétem snadno ovéime, ze B2 = I, neboli Ze inverzni matice k B je opét B, co#
odpovida geometrickému faktu, Ze symetrie vzhledem k pfimce je inverzni k sobé
samé.

Matice uréujici projekci na osu z; v R? je singularni, protoze projekce roviny na
piimku neni vzajemné jednoznacné zobrazeni (dokonce neni ani prosté ani na cely
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prostor R?). Projekce je uréena matici

10
=(05)

kterd proto nemtze byt invertovatelnd. O tom se snadno presvédéime, nebot pro
kazdou ¢tvercovou matici X fadu 2 je druhy fadek souc¢inu C' X nulovy, proto CX #
I,. V sou¢inu XC je vzdy nulovy druhy sloupec, proto také XC # I5.

Stejné jako v pfipadé inverznich prvku v télese je také inverzni matice k matici A
urcend jednoznacné, pokud existuje. Protoze nésobeni ¢tvercovych matic stejného
fadu neni komutativni operace, mizeme jednoznac¢nost inverzni matice formulovat
opatrnéji.

Pozorovani 4.58. Jsou-li A, X,Y ctvercové matice stejného tddu n nad stejngm
telesem T, pro které plati YA = I, a AX = I, pak plati Y = X. Specidlné je
inverzni matice k invertovatelné matici urcend jednoznacné.

Dikaz. Staci vyuzit asociativitu nasobeni matic:
Y=YI,=YAX)=YAX=[LX=X .
O

Neformalné budeme fikat, ze plati-li pro néjaké dvé matice (nemusi byt ani ¢tver-
cové) X, A rovnost AX = I, pak X je inverzni zprava k matici A a A je inverzni
zleva k matici X. Posledni pozorovani tedy rika, ze v pripadé ¢tvercovych matic se
kazd4 matice inverzni zleva k matici A rovna kazdé matici inverzni zprava k A.

Zdturaznéme ale jesté jednou, ze pojmy invertovatelné a regularni matice se tykaji
pouze ¢tvercovych matic.

Ukézali jsme uz, ze kazda invertovatelna matice je regularni. Opacnou implikaci
dokazeme tim, Ze popiseme postup jak najit inverzni matici ke kazdé regularni
matici.

4.7.2. Hledani matice inverzni zprava. K dané regularni matici A fddu n napied
najdeme matici X takovou, ze AX = I,,. Budeme provadét obecnou diskuzi a
zaroven ji ilustrovat na prikladu readlné matice

=(25)

Predevsim si vSimneme, Ze sloupce jednotkové matice I,, jsou prvky e, es, ..., e,
kanonické baze v T", tj. sloupcovy zépis jednotkové matice I,, je (e1]ezs] - -|e,).
Rovnost AX = I,, pomoci definice souc¢inu matic pfepiseme do tvaru

Alxafxa| - [xn) = (Ax1[Axg| - - [Axn) = (e1]e2] -~ -[en) -

Nalezeni étvercové matice X = (x1|x2|--|X,), pro kterou plati AX = I, se tak
redukuje na feSeni n soustav linedrnich rovnic Ax; =e; proi=1,2,...,n.
Resime soustavy linedrnich rovnic se stejnou matici A a s rtiznymi pravymi
stranami. Protoze A je reguldrni matice, kazda soustava mé jednoznacéné feSeni
podle poznamky 4.55.
V nasem konkrétnim piikladé potiebujeme vyfesit soustavy

a)(m)=(0) (2a)(m)=(1)
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(L3~ (52 L) (2)=(2)
(2 50)~(osih) (2)-(5s)

Matice inverzni zprava k matici A = ( ; 3 > je tedy

x=( 3 )

Provedeme nyni dvé modifikace tohoto postupu.

ProtoZe je matice vSech n soustav stejnd, totiz A, je mozné vSechny soustavy
fesit stejnymi fadkovymi ipravami. Proto je mtzeme Tesit najednou tak, ze pravé
strany napiseme vedle matice soustavy vSechny vedle sebe a upravime celou matici
do odstupriovaného tvaru. Dopoéteni zpétnou substituci pak probéhne zvlast pro
kazdou pravou stranu. V nasem pripadé

1 3/1 0 1 3,1 0
2 9|0 1 0 3|-21

Pted druhou modifikaci si uvédomime, jak vypada odstupriovany tvar matice A
po Gaussové eliminaci. Z predpokladu regularity matice A plyne, Ze rovnice Ax =
bmé pravé jedno fesSeni pro kazdé b. Pfi feSeni soustav Ax; = e;, tak nedostaneme
zéddné volné proménné. Tim paddem musi pro odstupnovany tvar matice A platit
r=nak =1,k =2,...,k, = n, coZ znamend, Ze hodnost matice A je n a
vSechny jeji sloupce jsou bazové. Jesté jinymi slovy, odstupriovany tvar matice A je
horni trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle.

Slibena druhé modifikace. Po prevedeni soustav na odstupniovany tvar budeme
déle pokracovat v fadkovych tpravach tak, abychom na levé strané dostali jednot-
kovou matici I,,. To lze provést diky tomu, ze odstupnovany tvar je horni troj-
thelnikovd matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonale. Postup je takovy, ze
nejprve ,doeliminujeme“ druhy sloupec — pfictenim vhodného nasobku druhého
fadku k prvnimu docilime, Ze hodnota na pozici (1,2) je nula. Pak vynulujeme
pri¢tenim vhodnych nasobki pozice (1,3) a (2,3), atd. Timto vznikne diagonalni
matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonale, ze které umime udélat jednotkovou
vynasobenim fadk vhodnymi nenulovymi prvky.

V nasem piipadé mame

1 3/1 0 1 3,1 0
2 9|0 1 0 3|]-21

103 -1 1 0] 3 -1
0 3[-2 1 0 1|-2/3 1/3

Soustavu s jednotkovou matici je velmi snadné vytesit — feSenim je pfimo prava
strana. Postup lze nyni shrnout nasledovné. Radkovymi tipravami pfevedeme matici
(A | I,) do tvaru (I, | X) a vpravo si pfecteme vyslednou matici X, kterd je inverzni
zprava k matici A.

Tak je vyfesime.

N}

—= O
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4.7.3. Hledani matice inverzni zleva. Ukéazali jsme, Ze k reguldrni matici A existuje
matice X inverzni zprava, tj. plati AX = I,,. K dukazu, Ze X je inverzni matice k
A staci dokazat, ze také X A = I,,. Diky pozorovani 4.58 nam staci najit jakoukoliv
matici Y fadu n, kterd je inverzni zleva k A.

Ve skutecnosti jsme ji uz nasli v priibéhu elementarnich fadkovych tprav

(A‘In)N"'N(In|X)

vedoucich k matici X.

Podivejme se na tento postup pomoci elementarnich matic. V tvrzeni 4.51 jsme
nahlédli, ze kazda elementarni fadkova tprava néjaké matice odpovida nasobeni
této matice néjakou elementarni matici zleva. Pfipomenme, Ze vSechny elementarni
matice jsou ¢tvercové, a tedy stejného fadu jako matice A. Upravy lze zapsat jako

(A ‘ In) ~ El(A I In) ~ E2(E1(A ‘ In)) Ny

kde E1, E5, ... jsou elementarni matice ptislusnych elementarnich radkovych tprav.
Vezmeme-li v ivahu asociativitu nasobeni matic a pravidlo o nasobeni po blocich,
miizeme postup zapsat ve tvaru

(A| L) ~ (B1A | ErL) = (E1A | By) ~ (EyE1A | ByEy) ~ -+ ~
~ (By...EyErA | By .. ByEr) = (I, | X) .

Srovnanim levych blokt v posledni rovnosti dostavame, ze pro matici Y = Ej, ... Ey Ey
plati YA = I,, takZe matice Y je inverzni zleva k matici A. Na zéakladé pozoro-
vani 4.58 muzeme konstatovat, ze Y = X. Tuto rovnost také ziskdme srovnanim
pravych blokt v posledni rovnosti predchoziho vypoctu.

Pro matici X nalezenou v Casti 4.7.2 tedy plati XA = AX = I, tj. X je
inverzni matice k matici A. Soucasné jsme zjistili, ze X muzeme vyjadrit jako
soucin elementarnich matic.

4.7.4. Charakterizace reguldrnich matic. Nasledujici véta shrnuje rtizné ekvivalentni
charakterizace regularity — geometrické charakterizace, charakterizace pomoci od-
stupniovaného tvaru, a algebraické charakterizace pomoci invertovatelnosti a ele-
mentarnich matic.

Véta 4.59. Pro ¢tvercovou matici A adu n nad télesem T jsou ndsledugjici tvrzeni
ekvivalentni:
(1) matice A je reguldrni,
) zobrazeni fa je na T",
) zobrazeni fa je prosté,
) homogenni soustava Ax = o md jediné feseni (x = o),
)

Gaussova eliminace prevede matici A do horniho trojuhelnikového tvaru
s nenulovymi prvky na hlavni diagondle (ekvivalentné do odstupriovaného
tvaru bez nulovych rddki),

(6) matici A lze prevést elementdrnimi Tddkovymi dpravami do jednotkové ma-
tice I,

(7) matice A je invertovatelnd,

(8) ezistuje ctvercovd matice X tddu n takovd, Ze AX = I,
(9) ewxistuje ctvercovd matice Y fddu n takovd, Ze Y A = I,
10) matice A je soucinem elementdrnich matic.
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Diikaz. Implikace (1) = (3) = (4) a (1) = (2) jsou trivialni.

Argumenty pro (2) nebo (4) = (5) = (6) = (7) = (1) byly jiz pfedvedeny vyse,
takze je jen stru¢né shrneme.

(4) = (5). Resime-li soustavu rovnic Ax = o Gaussovou eliminaci a ziskdme
odstupnovany tvar s alespon jednou volnou proménnou, pak méa soustava vice Feseni
(u homogenni soustavy se ani nemuze stat, Ze feSeni neexistuje). Podobné ukazeme
(2) = (5). Pokud odstupiiovany tvar matice A mé nulovy fadek, pak soustava
Ax = b nema pro néjakou pravou stranu feseni, takze f4 neni na. Toto si rozmyslete
podrobné jako cviceni.

(5) = (6). Matici A pfevedeme do horni trojihelnikové matice s nenulovymi
prvky na diagonale a pak doeliminujeme postupné druhy sloupce, treti sloupec,
atd. Ziskdme diagondlni matici a stac¢i vynasobit fadky vhodnymi prvky télesa.

(6) = (7). Pouzijeme postup (A | I,) ~ -+ ~ (I, | X). Divdme-li se na tento
postup jako na feSeni n soustav linedrnich rovnic, mame AX = I,,. Divame-li se na
néj jako na nasobeni elementarnimi maticemi zleva, ziskdime X A = I,,.

(7) = (1). Pfedvedeme algebraicky argument, jiz jsme vidéli geometricky. Plati-
i Ax = b, pak A~'Ax = A~'b, takZe rovnice mé nejvyse jedno feSeni, a to x =
A~'b. Na druhou stranu, tento vektor je skutec¢né feSenim, protoze A(A~'b) = b.

Nyni jsme dokézali, ze tvrzeni (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) jsou ekvivalentni.
Ekvivalenci regularity s podminkou (10) ukézeme pozdéji v tvrzeni 4.66.

Trivialné plati (7) = (8), (9), takZe stac¢i dokazat tfeba (8) = (2) a (9) = (3).

(8) = (2). Je-i AX = I,, pak fafx = f1, = idpn, takze k zobrazeni f4
existuje zobrazeni inverzni zprava, tedy fa je na. Implikace (9) = (3) se dokéze

obdobné. O

Priklad 4.60. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Zs, pokud existuje.

0 2 4
A= 3 1 4
4 2 1
R4dkovymi tipravami upravujeme (A | I3):
0 2 4|1 0 0 31 4]0 1 0 31 4]0 1 0
31 4/0 1 0 |~ 0 2 4|1 0]~ 0 411 0 0 | ~
4 110 1 4 2 10 0 1 0 4 4|10 2 1
31 4]0 1 0 30 2|2 1 0 3 0 0|1 2 3
0 2 4|1 0 0 ~ 0 2 411 0 O ~ 0 2 0|4 2 1 ~
00 1|3 2 1 00 113 2 1 0 0 1|13 2 1
1 0 02 1
~ 01 0|2 1 3
0 0 1|3 1
TakZe A je regularni a plati
2 4 1
Alt=12 1 3
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Priklad 4.61. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Z,, pokud existuje.

1 0 1

A=10 1 1

1 1 0

Opét fadkovymi tpravami upravujeme (A | I,,):
1 0 1]1 0 0 10 1]1 0 0 10 1]1 0 0
o1 101 0}~101T1|01O0]J~}011{0 10
1 1 0(0 0 1 01 1|1 0 1 00 0|1 1 1

Odstupnovany tvar matice A neni horni trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky
na diagondle, takZe A je singularni podle (1)< (5) z véty 4.59. Inverzni matice
neexistuje podle bodu (7) stejné véty.

Chépeme-li A jako matici nad télesem Zs nebo R, pak je regularni.

Priiklad 4.62. Nékdy je vyhodnéjsi se trochu zamyslet nez ihned zacit pocitat
podle uvedeného algoritmu. Piikladem je vypocet inverzni matice k redlné matici

11 1
A=|1/2 0 0
1 0 1/3

Hleddme matici X takovou, ze AX = I3. Znovu si uvédomime, Ze pfi nasobeni
matice X zleva matici A délame linearni kombinace fadki matice X, kde koeficienty
jsou v Fadcich matice A — tvrzeni 4.22. Druhy fadek matice A ndm ik, Ze druhy
fadek vysledné matice I3, tj. fadek (0,1,0), je 1/2-ndsobek prvniho fddku matice
X. Z toho okamzité vidime, Ze prvni fadek matice X je (0,2,0).

0 2 0
X=\|7 77
77

Z posledniho Ffadku matice A vidime, ze tieti fadek vysledku I3, tj. (0,0,1), je
roven 1-ndsobku prvniho fadku matice X (o tom uz vime, ze se rovna (0,2, 0)) plus
1/3-nasobku tfetiho fadku matice X. Z toho snadno dopoéteme, Ze t¥eti fadek X
je (0,—6,3).

0 2 0
X=\|7 7 7
0 -6 3

Z prvniho fadku matice A pak podobné dopocitame druhy fadek matice X a zis-
kame

0 2 0
X=|1 4 =3
0 -6 3

Snadno ovérime, ze X je skutecné matice inverzni.
Jako cvideni provedte podobnou tivahu sloupcové pro rovnici X A = I3 a fadkové
pro rovnici XA = I3.

Piiklad 4.63. Pokud A je regularni matice, pak kazda soustava rovnic Ax = b méa
podle definice regularni matice pravé jedno feseni. Vynasobenim obou stran matici
A~! zleva ziskdme explicitni vzorec:

x=A"'b .



108 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Napriklad feSsenim soustavy rovnic nad Zs

0 2 4 Iy 1
3 1 4 Ta = 2
4 2 1 T3 3
je vektor
1 2 41 1 3
zo | =A"'b=| 2 1 3 2 | =1 3 ,
T3 3 2 1 3 0

kde A~ jsme spocitali v piikladu 4.60.

K numerickému feeni konkrétnich rovnic se vzorec x = A~ 'b nehodi, protoze
Gaussova eliminace a zpétnda substituce je rychlejsi postup. Stejné jako v ¢asti 2.7
mizeme spocitat, Ze samotny vypocet inverzni matice pievedenim matice (A|l,)
do matice (I,|]A™1) pomoci elementarnich faddkovych tprav vyzaduje

3 . P 3 2 i, i s

n° néasobeni/déleni a n” — 2n° +n s¢itdni/od¢itani .
K tomu je tfeba jesté pfipodist pocet operaci nutnych k vypoctu soudinu A~ 'b,
ktery se rovna

n? nasobeni/déleni a n? —n s¢itani/odéitani .

Celkem tedy feSeni soustavy Ax = b s regularni matici A pomoci vzorce x = A~ 'b
vyzaduje

n3 +n? nésobeni/déleni a n® —n? séitani/odéitani .
Pro velkd n je to zhruba tiikrat vice aritmetickych operaci nez je tieba na Gaussovu
eliminaci a zpétnou substituci.

Vzorec se spis hodi pro teoretické tivahy, kdy potfebujeme zapsat feSeni obecné
soustavy linearnich rovnic s regularni matici.

Dilezité piiklady regularnich matic tvori elementarni matice. To je v souladu se
skutecnosti, ze elementarni ipravy jsou vratné.

Tvrzeni 4.64. KaZdd elementdrni matice je requldrni, navic inverzni matice k
elementarni matici je opét elementdrni.

Diikaz. K dikazu mtizeme pfimo najit matice inverzni, jsou jimi matice tprav,
které rusi efekt prislusné elementarni tpravy. Pak pouze vyuzijeme ekvivalenci in-
vertovatelnosti a regularnosti z charakteriza¢ni véty 4.59. g

4.7.5. Regularita a maticové operace. Nakonec se podivame na vztah invertovani a
maticovych operaci.

Tvrzeni 4.65. Jsou-li A, B requldrni matice stejného fadu n nad stejngm télesem
T at €T nenulovy prvek, pak plati

(1) A~1 je reguldrni a plati (A=1)~t = A,

(2) AT je reguldrni a plati (AT)=1 = (A=H)7T,

(3) (tA)T je reguldrni a plati (tA)~t =t"1A~L,

(4) AB je reguldrni a plati (AB)™t = B~1A~ L,

Dikaz. Dtikaz mtizeme provést tak, ze ukdzeme, ze popsané matice jsou skutecné
matice inverzni (sta¢i z jedné strany). Napiiklad (AB)~! = B~ 1A~ protoze
(B'A"1)(AB) =B Y(A"'A) B=B"'B=1. O
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Body (1), (3), (4) v tvrzeni maji geometrickou interpretaci, kterou si rozmyslete
jako cviceni. Transponovani budeme umét geometricky interpretovat az pozdéji.

Pro s¢itani podobné tvrzeni neplati, staéi se podivat na soudet A + (—A), kde
matice A (a tim pddem i —A) je reguldrni, napiiklad A = I,,.

Pomoci bodu (4) dokonéime dtukaz charakterizaéni véty 4.59.

Tvrzeni 4.66. Ctvercovd matice A je requldrni prdve tehdy, kdyZ jde napsat jako
soucin elementdrnich matic.

Diikaz. Kazda elementarni matice je reguladrni podle tvrzeni 4.64, takze podle bodu
(4) v pfedchozim tvrzeni je libovolny soucin elementarnich matic regularni matice.
To dokazuje implikaci zprava doleva.

Naopak, je-li A regularni, pak ji Ize elementarnimi fadkovymi tpravami prevést
na jednotkovou matici (podle bodu (6) charakteriza¢ni véty 4.59). Elementarni
radkové tpravy se daji napsat jako nasobeni zleva elementarni matici, takze existuji
elementarni matice Ey, F», ..., Ej takové, zZe

Ey - E2EnA=1, ,

kde n je fad A. Protoze elementarni matice jsou reguldrni (podle tvrzeni 4.64), tedy
i invertibilni, mizeme vztah upravit na

A=E'Ey' B

Ted jsme hotovi, protoze inverzni matice k elementarnim maticim jsou elementarni
(opét podle tvrzeni 4.64). O

Priklad 4.67. Z dikazu také vidime postup, jak rozklad na elementéarni matice
nalézt. Najdeme rozklad matice

0 2 3
A=11 0 0
3 0 3
nad Zs. Matici prevedeme elementarnimi fadkovymi tpravami na jednotkovou a

zaznamename si upravy.

0 2 3 1 00 1 00

00 |~1023]|]~|023]~

0 3 3 0 3 0 0 3
0 0
0 0
3 1

100 1
~1 0 2 0 |]~[O0
0 0 3 0

wW =

O = O

1
~ | 0
0

O = O

Matice tprav jsou

010 100 100
Ei=(100], B=[01 C B=[o0 1 4],
00 1 2 0 1 00 1
100 100
Es=03 0], EBs=[010
00 1 00 2
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Takze méame

A=E'E;'E;'E T ES?

0 1 0 1 00 1 00 1 00 1 00
=1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 2 0 0 1 0
0 01 3 01 0 0 1 0 0 1 0 0 3

Nyni mtizeme také rozhodnout, kdy lze jednu matici dostat z druhé posloupnosti
elementarnich fadkovych uprav. Uvazujme dvé matice A, B stejného typu (nad
stejnym télesem). Pokud B vznikla z A posloupnosti elementarnich tprav, pak pro
piislusné elementarni matice Fi, ..., Fj, které popisuji provedené upravy, plati

B=E;---EsF A .

Podle tvrzeni 4.66 je matice R = Ej, - - - E regularni.

Naopak, pokud B = RA pro néjakou regularni matici R, pak podle stejného
tvrzeni plati R = Ej--- EsF; pro néjaké elementarni matice Fjy,..., Ey. Z toho
vyplyva, ze B lze z A ziskat posloupnosti elementarnich tprav. Dokéazali jsme na-
sledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.68. Necht A, B jsou matice typu m X n nad télesem T. Pak B lze
z A ziskat posloupnosti elementdrnich tadkoviyjch uprav prdve tehdy, kdyz existuje
reguldrni matice R 7ddu m nad T takovd, Ze B = RA.

4.8. Maticovy zapis Gaussovy eliminace, LU-rozklad. Zaéneme podrobnym
rozborem jednoho ptikladu.

Priiklad 4.69. Mame vyfesit soustavu

2 2 211
4 7 T 12
6 18 227
Gaussovo eliminaci dostaneme
2 2 211 2 2 211 2 2 2|1
4 7 T2 |~1 0 3 3]0~ 03 3]0
6 18 22 |7 0 12 16 |4 0 0 4|4

a po zpétné substituci vyjde feseni (2,29, 23)T = (1/2,—1,1).
Poté ndm zadavatel tilohy fekne, Ze se spletl a dal ndm pravou stranu v opacném
poradi, Ze vlastné potfebuje vytesit soustavu

2 2 2|7
4 7 T 12
6 18 221
Tak znovu Gaussova eliminace
2 2 2|7 2 2 2 7 2 2 2 7
4 7 712 |~ 0 3 3|-12 |~ 0 3 3|-12
6 18 221 0 12 16 | —20 0 0 4| 28

a po zpétné substituci odevzdame novy vysledek (x1, 2, x3)7 = (15/2, —11,7).

Zadavatel pohlédne na vysledek, chytne se za hlavu a prohlasi néco v tom smyslu,
7e nesjpis tu pravou stranu Spatné odecetl na pristrojich, a jestli bychom mu to
nespocitali jesté jednou s pravou stranou rovnou (6,24, 70)T.
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Diive nez mu ublizime, se radé€ji zamyslime nad tim, ze pri feseni budeme znovu
pouzivat ty samé elementarni radkové tpravy jako poprvé, a mozna bychom prvni
feSeni mohli néjak vyuzit k urychleni dalsich vypoctu.

Vzpomeneme si, ze kazdé elementarni radkové upravé odpovida néjaka elemen-
tarni matice, kterou soustavu nasobime zleva. V nasem piipadé jsme néasobili po-
stupné elementarnimi maticemi

1 00 1 0 0 1 0 0
Ey=| -2 1 0 |, Ey= 0 1 0|, Es=0 1 0
0 0 1 -3 0 1 0 —4 1
Cely priubéh Gaussovy eliminace tak zaznamendme jako soucin matic
1 0 0 1 0 0 1 00
R=E3EE;=( 0 1 0 0 1 0 -2 10
0 —4 1 -3 0 1 0 01
1 0 0
= -2 1 0
5 —4 1

Protoze jsme nemuseli prohazovat fadky, pouzivali jsme pouze tfeti elementarni
Upravu a navic v podobé pricteni vhodného nasobku néjakého rfadku k radku pod
nim, coz znamena, ze jsme nasobili pouze dolnimi trojuhelnikovymi maticemi s
jednotkami na hlavni diagondle. Jejich soucin R je proto také dolni trojuhelnikova
matice s jednotkami na hlavni diagonale podle tvrzeni 4.28.6.

Resime-li dalsi soustavu (A|b) se stejnou matici soustavy A Gaussovo eliminaci,
nasobime ji opét zleva matici R = F3FE3FE,. Po Gaussové eliminaci tak dostaneme
soustavu R(A|b) = (RA|RDb). Sou¢in matic RA = E3FE5E; A navic zndme hned po
prvni Gaussové eliminaci, nebot

1 0 O 2 2 2 2 2 2
RA=1| -2 1 0 4 7 7 =10 3 3
5 —4 1 6 18 22 0 0 4

Pri kazdém dalsim pokusu uspokojit zadavatele tak potfebujeme vyfesit soustavu
Ux = RAx = Rb

se znamou horni trojahelnikovou matici U = RA. Tu muzeme vyfesit zpétnou
substituci, problém ale ztistava s pravou stranou, nebot ta vyzaduje provést vSechny
elementarni radkové tpravy pouzité pii prvnim vypoctu na novy vektor pravych
stran.

Také vypoctu Rb se lze vyhnout. Soucin elementarnich matic R = EsF>FE;
rozdélime na dvé ¢asti E3(E2Er). Soufin FyFy odpovidd prvnimu cyklu Gaussovy
eliminace — eliminaci prvniho sloupce — a rovna se

1 00 1 00 1 00
EsEr=| 0 1 0 210 |=(-=210
-3 0 1 0 0 1 -3 0 1

Souc¢in E3FE; zname hned po prvni Gaussové eliminaci. Kromé jednotek na hlavni
diagonale obsahuje v prvnim sloupci koeficienty nasobkii prvniho radku, které prici-
tame k radkiim pod nim béhem eliminace prvniho sloupce. K druhému fadku jsme
pri¢itali (—2)-ndsobek prvniho fadku, ke tfetimu (—3)-ndsobek. Mizeme tak Fict,
Ze soucin FyFE; je zdznamem prvniho cyklu Gaussovy eliminace.



112 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Podobné je matice

1 0 0
Es=10 1 0
0 —4 1

zéaznamem o eliminaci druhého sloupce matice A, tj. druhém cyklu Gaussovy elim-
kinace.

Obé matice Fs Fq a F5 maji tak jednoduchou strukturu, ze mizeme pfimo napsat
matice k nim inverzni:

100 100
(B2By)™'=12 1 0], Ei'=[010
301 0 4 1
Miizeme proto také hned spoéitat matici R~! inverzni k sou¢inu R = FE3(F2FE1):
100 100 100
R'=(EE)'E; =2 1 0 01 0]=(210
3.0 1 0 4 1 3 4 1

Matice R~! je zdznamem o celém pritbéhu Gaussovy eliminace pii feSeni prvni
soustavy. Je to dolni trojuhelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonéle a na
misté (i,7) pod hlavni diagondlou je prvek opa¢ny k ¢islu, kterym jsme nésobili
Jj-ty fadek pfi eliminaci prvku na misté (i, ).

Diky tomu, Ze matici R~! zndme hned po prvni Gaussové eliminaci, v tomto
kontextu je vzdy oznacovana L, upravime si soustavu Ux = Rb do tvaru

R 'WUx=LUx=b .

Protoze U = RA, plati LU = R™'RA = A. Matici A tak mame vyjadfenou jako
soucin dolni trojuhelnikové matice L s horni trojuhelnikovou matici U. Podstatné
je, Zze obé matice L a U zname poté, co jsme jednou pouzili Gaussovu eliminaci na
matici A a v jejim prubéhu jsme nepouZili prohazovani radkai.

Reseni soustavy LUx = b muZeme rozdélit na feseni dvou soustav. Napied
vyfesime soustavu Ly = b s dolni trojaihelnikovou matici a poté soustavu Ux =y s
horni trojithelnikovou matici. D4-li nAm zadavatel novou pravou stranu (6, 24, 70)7,
nemrkneme okem a napted vyfesime primou substituci soustavu

10 0]6
2 1 0|24 |,
3.4 1|70

dostaneme feseni y = (6,12,4)T. Poté pouzijeme zpétnou substituci na feseni sou-
stavy

2 2 2|6
0 3 3|12
0 0 4] 4

a dostaneme feseni x = (—1,3,1)7 soustavy Ax = b.

Postup z predchoziho prikladu miizeme pouzit pri opakovaném feSeni soustavy
linearnich rovnic s regularni matici A v pfipadé, ze béhem Gaussovy eliminace
pouzivame pouze tfeti krok, tj. nemusime prohazovat fadky. V tom pfipadé jsou
vSechny elementarni matice odpovidajici elementarnim tpravam dolni trojuhelni-
kové s jednotkami na hlavni diagondle a jejich soucin R je také dolni trojuhelnikova
matice s jednotkami na hlavni diagonale podle tvrzeni 4.28.6. Ta je navic regularni
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coby souéin elementarnich matic, tvrzeni 4.66. Inverzni matice R~! proto existuje
a podle nasledujiciho tvrzeni je rovnéz dolni trojuhelnikova s jednotkami na hlavni
diagonale.

Tvrzeni 4.70. Pro reguldrni dolni (horni) trojuhelnikovou matici R tddu n plati,
Ze inverzni matice R™1 je také dolni (horni) trojihelnikovd. Md-li navic matice R
na hlavni diagondle vsechny prvky rovné 1, pak i matice R~ md samé jednotky na
hlavni diagondle.

Diikaz. Protoze je R dolni trojuhelnikova, je transponovand matice RT horni troj-
thelnikové. ProtoZe je R regularni, je RT také reguldrni podle tvrzeni 4.65.2. Podle
véty 4.59.5 Gaussova eliminace pievede matici RT do horni trojuhelnikové matice
s nenulovymi prvky na hlavni diagonédle. Dokud jsou na hlavni diagonale matice
RT nenulové prvky, Gaussova eliminace nemusi prvky pod nimi eliminovat, protoze
uz jsou nulové. Prvni nulovy prvek na hlavni diagonéle matice R”, napfiklad na
misté (4, 7), by ale znamenal, Ze v j-tém sloupci matice v odstupniovaném tvaru po
Gaussové eliminaci nebude zadny pivot, proménné x; by byla volnd, coz by bylo ve
sporu s podminkou 5. z véty 4.59.

Matice R a tedy i matice R mé4 na hlavni diagonale nenulové prvky. Pii vypoctu
inverzni matice R~! pfevodem matice (R|I,) do (I,|R~!) pomoci elementérnich
radkovych tprav mizeme napied zménit vSechny prvky na hlavni diagondle na 1
pomoci vhodnych nasobki jednotlivych fadkd a poté vynulujeme vSechny prvky
pod hlavni diagonalou pomoci pfi¢itani vhodnych nasobki jednotlivych radka k
fadkiim po nim. VSem fadkovym tpravam odpovidaji dolni trojihelnikové matice
E\,E,, ..., Ey, plati proto Ej, - - - Eo E1 R = I,, a matice R™' = E), - -- E>E je dolni
trojuhelnikova podle tvrzeni 4.28.5.

Pokud mé matice R hned na pocatku na hlavni diagonale prvky 1, mutzeme
prvni fazi vynechat a pouzit pouze pfi¢itani vhodnych nasobkt jednoho radku k
fadkiim pod nim. V tom pripadé pouzivime pouze dolni trojihelnikové matice
E\, Es,...,E) s jednotkami na hlavni diagonale a jejich sou¢in R~ = Ej, - -- E»,
je proto rovnéz dolni trojuhelnikova matice s jednotkami na hlavni diagondale podle
tvrzeni 4.28.6.

Ptipady, kdy je matice R horni trojihelnikova plynou pomoci transponovani z
pravé dokazanych vlastnosti inverze regularnich dolnich trojihelnikovych matic. 0

Vratime se k diskusi predchazejici formulaci tvrzeni 4.70. Pokud pfi Gaussové
eliminaci pouzité na reguldrni matici A nepotifebujeme piehazovat fadky, existuje
dolni trojihelnikovd matice R s jednotkami na hlavni diagonale takova, Zze soucin
RA = U je horni trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonale.
Podle tvrzeni 4.70 je inverzni matice R~! také dolni trojihelnikova s jednotkami
na hlavni diagonale a plati pro ni A = R™'U. Dokézali jsme tak existencni ¢ast
nésledujici véty o LU -rozkladu.

Véta 4.71 (O LU-rozkladu). Necht A je reguldrni matice vddu n, u které pfi
Gaussové eliminaci nemusime prohazovat tadky. Pak existuji requldrni matice L, U
radu n, pro které plati

e A=LU,

e [ je dolni trojuhelnikovd s jednotkami na hlavni diagondle,

e U je horni trojuhelnikovd s nenulovymi prvky na hlavni diagondle.

Matice L,U jsou témito podminkami urcené jednoznacné.
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Diikaz. Existenci jsme jiz dokazali, zbyva dokazat jednoznacnost. Predpokladejme
tedy, ze A = L1U; = LoUs jsou rozklady spliiujici podminky véty. Chceme dokazat,
ieleLgaUleg.

Vynéasobenim rovnosti L;U; = LyUs; zleva matici L, La poté zprava matici U; !
ziskame

Ly'Ly = UU; .

Matice Ly 'L je dolni trojuhelnikova s jednotkami na hlavni diagonale. Je rovna
horni trojihelnikové matici UaU; 1. Z toho plyne, 7e obé strany jsou diagonélni
matice s jednotkami na hlavni diagonale, tj. jednotkové matice. Proto L; Lo =1,
a UQUf1 = I,,, z ¢ehoz po upravé dostavame L1 = Lo a Uy = Us,. O

V prikladu 4.69 jsme si na pfikladu matice fadu 3 ukézali, jak efektivné na-
lézt LU-rozklad matice pomoci Gaussovy eliminace. Postup lze jednoduse zobecnit
na regularni matici A = (a;;) libovolného fadu n. Pokud nemusime prohazovat
rfadky pred eliminaci prvniho sloupce, je a1; # 0. Pro kazdé i > 1 pak pricteme
(—a41/a11)-ndsobek prvniho fadku k i-tému. Vysledek prvniho cyklu Gaussovy eli-
minace dosdhneme vynasobenim matice A zleva matici

_£21 1 0 --- 0 521
= —fsn 01 O l=5—| % |@100..,0,

—_
o~
-

—lpy 00
kde ¢;1 = a;1/a11 pro kazdé i =1,2,...,n.
Vysledek druhého cyklu — eliminaci druhého sloupce — ziskdme tak, ze matici
Fy A vynasobime zleva matici

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

=] 0 —fn 1 0 l=r5,-1 % |[(,1,0,...,0),
0 _€n2 0o --- 1 gnl

kde pro kazdé i > 2 je —{;5 koeficient, kterym nasobime druhy radek pii eliminaci
prvku na misté (7,2).

Obecné oznac¢ime pro kazdé j = 1,2,...,n — 1 symbolem F; matici
1 0 --- 0 0 --- 0 0
0o 1 --- 0 0 --- 0 0
F,=100 - 1 0 -+ 0 |=1I,— 0 (0,0,...,0,1,...,0) ,
00 -+ —Liya; 1 -+ 0 Uy,
00 -+ —Lp; 0 - 1 ln;

kde opét —¢; ; je koeficient, kterym jsme nasobili j-ty fadek pii eliminaci prvku
na misté (i,j) pro libovolné i > j. Vysledek Gaussovy eliminace je pak horni
trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonale

U=F,_1---F2F1A .
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Vsechny matice F}; jsou dolni trojuhelnikové matice s jednotkami na hlavni dia-
gondle, proto i jejich soucin F,, i --- FyFy a inverzni matice (F,,_1--- FoFy)~! =
FYE;S .- F7Y jsou dolni trojithelnikové matice s jednotkami na hlavni diagonale
podle tvrzeni 4.28.6 a tvrzeni 4.70.

Zb§vé spocitat matici F; 'Fy '--- F 1. K tomu se hodi oznaéit sloupcové vek-
tory pouzité pii vyjadfeni matic F}:

0
0
m; = 0
it
bnj
Pro kazdé j = 1,2,...,n—1 tak plati I'; = I,, — mjejT. Nyni snadno ovétime, ze
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
F'l={0o0 - 1 0 - 0 [|=I+mje] .
0 0 liza; 1 -+ 0
0 0 lh; O 1
Skutecné,
Fi(I, + mjef) = (I, — mje?)(ln + mjef)
= IEL + mjeffn — Inmjejr — mjeijjeJT
=1I,+ mje]-T - mjejr + mj(eijj)eJT
= I’n )
nebot
0
0
e;m; = (0,0,...,1,0,...,0) 0 =0 .
it
lnj

Zbyva spoéitat soucin F 1 F; - F~L . Jako ukazku spocteme soudin
Yy 1 12 n—1

Flez*l =, + mlef)(ln + mgeQT)

T T T T
=1, +mie; +mye; +mje; moe;

T T
=1, +me; +moe; .
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Plati proto

1 0 0 0

lyy 1 0 0

R = e fe2 10 0
lyy lpe O - 1

Naprosto stejné spocitame

L= Fl_1FQ_1 T Fn_—ll = (In + mle{)(In + erzT) co (I + mnflezfl)

=TI, +mpe] +moel + - +m, el | + Z m,-eiijejT
i<j
=TI, +mpel +moel +---+m, je! |
1 0 0 ‘e 0 0
loq 1 0 0 0
l31 l30 1 0 0
én—l,l €n—1,2 €n—1,3 e 1 0
gnl £n2 gnd e En,n—l 1

Obé matice v LU-rozkladu A = LU tak zname bez dalsich vypocéta ihned po
dokonc¢eni Gaussovy eliminace matice A.

Priklad 4.72. Spocitame LU-rozklad redlné matice

2 1 1
A= 4 -6 0
-2 7 2
Gaussovo eliminaci matici A upravime do odstupiiovaného tvaru
2 1 1 2 1 1
A= 4 -6 0 |~ 0 -8 -2
-2 7 2 -2 7 2
2 1 1 2 1 1
~[ 0 -8 -2 |~ 0 -8 =2 |=U.
0o 8 3 0 0 1
Plati proto
2 1 1 1 0 0 2 1 1
4 -6 0 | = 2 1 0 0 -8 -2
-2 7 2 -1 -1 1 0 O 1

4.8.1. Vyuziti LU-rozkladu. LU-rozklad regularni matice A = LU fadu n lze vyuzit
zejména pii opakovaném feSeni soustavy Ax = b s ruznymi pravymi stranami b.
Béhem prvniho vypoctu si zaznamename vysledek Gaussovy eliminace v podobé
rozkladu A = LU. Gaussova eliminace vyzaduje zhruba 2n3/3 aritmetickych ope-
raci. Se znalosti LU-rozkladu matice A pak stac¢i nejprve pfimou substituci najit
(jednoznacéné) feseni y soustavy Ly = b a posléze zpétnou substituci vytesit sou-
stavu Ux = y. Nalezeny vektor x spliiuje Ax = LUx = Ly = b, takze fesi ptivodni
soustavu. P¥ima a zpétna substituce vyzaduji kazda n? operaci. Pro velkd n prvni
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FeSeni soustavy s matici A tak vyzaduje priblizné stejné operaci jako Gaussova eli-
minace nasledovana zpétnou substituci. Poté, co zname LU-rozklad matice A, je
feSeni kazdé dalsi soustavy s matici A fadové rychlejsi. Matematické softwary proto
pri feSeni soustav linearnich rovnic pfi prvnim vypoctu spoctou LU-rozklad matice
soustavy a poté uz pouzivaji pouze pfimou a zpétnou substituci.

4.8.2. KdyZ je nutné prohazovat radky. Ne kazdou reguldrni matici je mozné prevést
do odstupniovaného tvaru Gaussovo eliminaci bez prohazovani fadkt. Nejjednodu-
§Sim prikladem je matice

0 1

10

I v ptipadé, ze lze provést Gaussovu eliminaci reguldrni matice bez prohazovani
rfadkl, mize byt vhodnéjsi nekdy poradi fadkd prohodit. Standardni metoda éds-
tecné pivotace zminénd v ¢asti 2.6.1 pozaduje, aby byl pii feseni soustavy lineadrnich
rovnic s redlnymi koeficienty vzdy z moznych pivotti vybran ten, ktery je v absolutni
hodnoté nejvétsi. Takto pouzitda Gaussova eliminace mé lepsi numerickou stabilitu
nez jiné volby pivotii.

Pokud pti Gaussové eliminaci pouzivame prohazovani radki, pak plati nasledu-
jici véta.

Véta 4.73 (O LU-rozkladu s ¢aste¢nou pivotaci). Je-li A requldrni matice ddu n,
pak existuje permutacni matice P a reguldrni matice matice L, U, vSechny Tadu n,
pro ktere plati

e PA=1LU,
e L je dolnt trojuhelnikovd matice s jednotkami na hlavni diagondle,
e U je horni trojuhelnikovd matice s nenulovymi prvky na hlavni diagondle.

Véta 1ika, ze u matice A miuzeme na zacatku prehéazet fadky pomoci néjaké
permutacni matice tak, aby matice PA méla LU-rozklad. Matice P neni v tomto
pripadé urcéend jednoznac¢né. Pokud ale néjakou takovou matici P zvolime, pak LU-
rozklad matice PA = LU uz jednoznac¢né uceny je. Vétu o LU-rozkladu s ¢astecnou
pivotaci dokazovat nebudeme, na piikladu si ale ukdzeme, jak matici P a ptislusny
LU-rozklad najit na zdkladé jednoho priubéhu Gaussovy eliminace.

Priiklad 4.74. Pfedchozi véta plati pro libovolnou regularni matici A. Mame-li
FeSit soustavu rovnic Ax = b a zndme=li rozklad PA = LU, sta¢i misto ptivodni
soustavy fFesit ekvivalentni soustavu PAx = Pb, kterou dostaneme vynasobenim
puvodni soustavy permuta¢ni matici P zleva. Vypocet nového vektoru pravych
stran Pb nevyzaduje zadné dalsi aritmetické operace, jde pouze o permutaci slozek
vektoru b. Soustavu PAx = Pb, tj. LUx = Pb pak uz vyfesime snadno pomoci
primé substituce nasledované zpétnou substituci.

Priklad 4.75. PouZijeme Gaussovu eliminaci s ¢astecnou pivotaci na matici

1 2 -3 4
4 8 12 -8
A= 2 3 2 1

-3 -1 1 -4
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K nalezeni permuta¢ni matice P si k matici A piiddme sloupec (1,2,3,4)7, do
kterého budeme zaznamenévat prohazovani radk:

1 2 =3 4 |1

4 8 12 -8/ 2

2 3 2 1|3

-3 -1 1 —4|4
Pridavame dvé svislé ¢ary, abychom zdiraznili, Ze posledni sloupec neni sloupec
pravych stran néjaké soustavy linearnich rovnic, ale ,,pocitadlo permutace“ radkt
matice. Posledni sloupec ménime pouze v pfipadé elementarni ipravy matice A,
ktera prohazuje fadky. V pripadé pricitani né€jakého nasobku jednoho radku k fadku
pod nim (v eliminaéni fzi cyklu Gaussovy eliminace) posledni sloupec matice nemé-
nime.

1 2 -3 41 4 8 12 -8 2
4 8 12 -8 2 1 2 -3 4|1
2 3 2 13]7| 2 3 2 1]|3
3 -1 1 -4 4 3 -1 1 -4 4
4 8 12 -8 |2 4 8 12 -8 2
0 0 -6 6 |1 0 5 10 —10/4
“1o -1 -4 5 I3 [7lo0o -1 -4 5 |3
0 5 10 —10/ 4 0 0 -6 6 |1
4 8 12 -8 2 4 8 12 -8 |2
0 5 10 —10|4 05 10 —101 4
“loo -2 33|71 oo0o -6 6|1
00 —6 6 |1 00 —2 3 |3
4 8 12 -8 12
05 10 —10|4
“l1o0oo0 -6 6 |1
00 0 1 |3

Dostali jsme tak horni trojihelnikovou matici s nenulovymi prvky na hlavni
diagonale

4 8 12 =8
0 5 10 -10

U= 00 -6 6 ’
00 O 1

jak ma v pripadé Gaussovy eliminace regularni matice vyjit podle véty 4.59.5.
,Pocitadlo permutace* nam ¥ika, ze po celém vypoctu je na prvnim fadku ptivodné
druhy fadek, na druhém fadku pivodné ¢tvrty rfadek, na tfetim rfadku je radek,
ktery byl v piivodni matici A jako prvni a na poslednim ¢tvrtém fadku je ptvodné
treti fadek. Stejného prohazeni fadku lze dosdhnout tim, Ze matici A na zacatku
vynasobime zleva permutacni matici

01 00
0 0 01
P= 10 0 0
0 010

Véta o LU-rozkladu s ¢astecnou pivotaci fiké, ze matice PA uz méa LU-rozklad.
Ten muzeme najit Gaussovo eliminaci matice PA, ve skutecnosti jej ale uz mizeme
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precist z pribéhu Gaussovy eliminace ptvodni matice A. Jak to lze udélat nam
objasni vypocet LU-rozkladu matice PA.

Prevedeme matici PA do odstupnovaného tvaru pomoci Gaussovy eliminace bez
prohazovani radkt. Napted spocteme matici PA:

01 00 1 2 -3 4 4 8§ 12 -8

00 01 4 8§ 12 -8 -3 -1 1 -4
pA= 1 0 00 2 3 2 1 B 1 2 -3 4

00 1 0 -3 -1 1 -4 2 3 2 1

Nyni pouzijeme Gaussovu eliminaci bez prohazovani fadkd na matici PA:

4 8 12 -8 4 8 12 -8
-3 -1 1 -4 0 5 10 —10
1 2 -3 4 |10 0 -6 6
2 3 2 1 0 -1 -4 5
4 8 12 -8 4 8 12 -8
05 10 -10 05 10 -10

1o o0 -6 6 100 -6 6
00 -2 3 00 0 1

Dostali jsme tak tutéz matici U jako pfi Gaussové eliminaci matice A s ¢astecnou
pivotaci. A déle matici

1 0 0 0
I —3/4 1 0 O
o 1/4 0 1 0
/2 -1/5 1/3 1
Plati proto
4 8 12 -8 1 0 0 O 4 8 12 -8
PA— -3 -1 1 -4 | [ -3/4 1 0 O 0 5 10 -—10
B 1 2 -3 4 o 1/4 0 1 0 00 -6 6
2 3 2 1 /2 -1/5 1/3 1 0 0 O 1

Pokud jde o matici L, vSimnéme si, Ze jsou v ni v jednotlivych sloupcich opét
obsazené koeficienty, které jsme pouzili uz pfi prvni Gaussové eliminaci puvodni
matice A k vynulovani prvka pod pfislusnym pivotem. Jsou pouze v jiném poradi.
Jejich spravné potradi v matici L zjistime nasledujicim postupem. Béhem Gaus-
sovy eliminace si na misto kazdého vynulovaného prvku zapiseme misto vysledné 0
koeficient, ktery jsme k jeho vynulovani pouzili.

Ukézeme si to na ptikladu stejné matice. Abychom zduraznili, Ze prvek na piislu-
$ném misté neni vysledkem elementarni radkové tpravy, ale zaznamem prubéhu
Gaussovy eliminace, budeme koeficienty psat do matice tuénym pismem, zatimco

vvvvv

budeme psat nadale stejnym typem pisma jako dosud.
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Zopakujeme puvodni Gaussovu eliminaci s touto modifikaci:

1 2 -3 4|1 4 8 12 -8]2
4 8 12 -8 2 1 2 -3 4|1
2 3 2 13|71 2 3 2 1|3
-3 -1 1 —4|4 -3 -1 1 —4|4
4 8 12 -8 2 4 8 12 -8 2
1/4 0 -6 6 |1 —-3/4 5 10 —10 4

1 12 -1 -4 5 |3 1/2 -1 -4 5 |3
—-3/4 5 10 —10| 4 1/4 0 -6 6 |1
4 8 12 —8 |2 4 8 12 —8 |2
~3/4 5 10 —10] 4 -3/4 5 10 —10] 4

1 12 -1/5 —2 3 |3 1/4 0 -6 6 |1
1/4 0 -6 6 |1 1/2 -1/5 —2 3 ||3
4 8 12 -8 2
—-3/4 5 10 —10|4

“l 174 o -6 6 |1
1/2 -1/5 1/3 1 |3

Timto postupem jsme béhem Gaussovy eliminace zjistili nejen permutac¢ni matici
P a matici U (sta¢i nahradit tuéné koeficienty nulami), ale také matici L. Tuéné
napsané koeficienty sta¢i doplnit jednotkami na hlavni diagonale a nulami nad
hlavni diagonélou a dostaneme matici L.

Spavnost uvedeného postupu, jak ziskat rozklad PA = LU libovolné matice A
béhem Gaussovy eliminace matice A, lze také dokazat obecné. Na tomto misté to
ale délat nebudeme, uvadime jej pouze pro zajimavost.

4.9. Jednostranné inverzy.

4.9.1. Matice inverzni zprava a zleva. Pro zobrazeni f : X — X na nekonecéné
mnoziné X obecné neplati, Ze f je vzajemné jednoznacné, pokud je f prosté. Také
neplati, ze f je vzajemné jednoznac¢né, pokud je f na. To je rozdil oproti situaci,
kdy je mnozina X je konecna. Ve vété 4.59 jsme ukézali Ze zobrazeni tvaru f4 :
T" — T™ (pro ¢tvercovou matici A) jsou ,spofddand® v tom smyslu, ze kdykoliv je
fa prosté nebo na, pak je f4 vzajemné jednoznacné. Dokézali jsme tam také, Ze pro
Gtvercovou matici A je zobrazeni fa prosté pravé tehdy, kdyZ je na, a to nastane
pravé tehdy, kdyZz A mé inverzni matici (zleva nebo zprava). Nasledujici dvé tvrzeni
podavaji podobné charakterizace pro obecné, ne nutné ¢tvercové, matice.

Tvrzeni 4.76 (o matici inverzni zprava). Pro matici A typu m X n nad T je
ekvivalentni:

(i) Ezistuje matice X typu n X m nad T takovd, e AX = I,,.

(ii) Zobrazeni fa : T™ — T™ je na T™.

Dikaz. Pokud AX = I,,, pak pro prislusna zobrazeni f4 a fx plati fax = f1,,,
tedy fao fx =idpm. Abychom ukazali, Ze f4 je zobrazeni na celou mnozinu T,
zvolime néjaky vektor a € T™. Pro tento vektor plati

fafx(a) =idrm(a) =a ,

coz znamend, ze fa(Xa) =a a tedy fa je na celou mnozinu T".
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Naopak, predpokladejme, ze fa je na. Pro j-ty sloupec e; jednotkové matice
I, najdeme néjaké feSeni soustavy rovnic Ax; = e; (feSeni existuje, protoze fa
je na). Vektory x; srovndme do sloupci matice X = (x1|x2a]...|xm). Pak plati
AX = (Axq]. .. |Axpm) = L. O

Tvrzeni 4.77 (o matici inverzni zleva). Pro matici A typu m X n nad T je ekvi-
valentni:

(i) Ezistuje matice X typu n X m nad T takovd, e XA = 1I,,.
(ii) Zobrazeni fa : T™ — T™ je prosté.

Diikaz. Prvni ¢ast se dokaze obdobné jako u predchoziho tvrzeni. Z rovnosti X A =
I, plyne fx o fa = fxa = f1, = idpr~. Pokud pro vektory a,b € T™ plati fa(a) =
fa(b), plati rovnéz fx o fa(a) = fx o fa(b) a tedy také

a=1idr(a) = fx o fa(a) = fx o fa(b) =idr-(b) =b ,
coz dokazuje, ze zobrazeni f4 je prosté.

Je-li naopak zobrazeni f4 prosté, ma soustava Ax = o jediné feSeni x = o.
Vsechny proménné jsou bazové. Gaussova eliminace prevede A do odstuprniovaného
tvaru C, kde prvnich n radkd v C' je nenulovych a ostatni jsou nulové. Stejné
jako v algoritmu pro hledani inverzni matice zménime pomoci elementarnich tprav
vS8echny pivoty na 1 a vynulujeme prvky nad nimi. Dostéavame

Beema=( o )
O(mfn)xn

pro vhodné elementarni matice Eq,..., F;. Matici X definujeme jako prvnich n
radkna matice Ey, - - - Ey. O

4.10. Razna pouziti matic.
4.10.1. Matice jako ulozisté dat. Mnohé data jsou prirozené usporadana do matice.

Priklad 4.78. Ceny akcii v jednotlivych dnech mtizeme ulozit do matice A = (a;;),
kde a;; je zavéretnd cena i-té akcie v j-tém dni. Hospodéfské prilohy novin nebo
zpravodajskych webii zvefejnuji kazdy den novy sloupec matice.

Priklad 4.79. Fakulta organizuje pfijimaci fizeni tak, Ze skupina t¥i porotci hod-
noti kazdého uchazece ve 12 kritériich. Hodnoceni muzeme ulozit do tii matic
A, B,C, jedné pro kazdého porotce. V matici A = (a;;) je prvek a;; hodnoceni
i-tého studenta v j-tém kritériu porotcem A.

Priklad 4.80. N¢jaka velka korporace vyrabi fadu produktt. K jejich vyrobé po-
tfebuje mnoho vstupt (material, soucastky, pracovni sily, energie, voda, atd.). Ma-
teridlové néklady vyroby lze zaznamenat do matice A = (a;;), kde a;; je pocet
jednotek vstupu j potfebnych k vyrobé produktu i. V i-tém fadku matice A jsou
tak pocty jednotek jednotlivych vstupi potfebnych k vyrobé i-tého produktu.

Oznacime x vektor cen jednotlivych vstupi, jeho j-té slozka udava cenu jednotky
j-tého vstupu. Spocitdme-li sou¢in Ax, bude se jeho i-t4 slozka rovnat

Ai1%1 + Q%2 + -+ AinTn .
Jinak fecCeno, i-ta slozka vektoru Ax se rovnd vyrobni cené i-tého produktu.
e Muze byt v matici A néjaky prvek zaporny?
e Ktery produkt ma vyrobni cenu nejcitlivéjsi na cenu j-tého vstupu, napf.
elektrické energie 7



122 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Priklad 4.81. Digitalni fotoaparat zaznamenava pro kazdy pixel jeho barvu. Barvu
se sklada ze tii zékladnich slozek - R,G,B. Intenzitu kazdé ze tii barev v daném
pixelu zaznamenava v jednom bytu, neboli posloupnosti osmi nul a jednicek. Celkem
je tedy moznych 28 = 256 odstinii kazdé ze tii barev. Ty jsou ukladany pro kazdou z
barev do samostatné matice jako cela ¢isla mezi —127 a +128. Jedna fotka vyrobend
fotoaparatem, ktery ma 8 Mpixelt by tak vyzadovala pamét velikosti 24 MB. Na
disk velikosti 1 GB bychom tak mohli ulozit pouze 40 fotek. Fotky je proto nutné
komprimovat, nejznaméjsi komprimacni format je jpeg.

Priklad 4.82. Jiny typ dat, ktera lze uloZit do matice, jsou grafy. Budeme uvazovat
orientované grafy, ty maji néjakou mnozinu V' vrcholi a néjakou mnozinu £ C VxV
hran. Je-li e = (u,v) hrana grafu, pak u je pocddtecni vrchol hrany e a v je jeji
koncovy vrchol. Graf zapiSeme pomoci matice incidence grafu A. Je to ¢tvercova
matice fadu |V, prvky a sloupce budeme indexovat prvky mnoziny V. Prvek na
misté (u,v) je

1 pokud (u,v) € E,

0  pokud (u,v) ¢ E.

au'u -

2 3
2 4
]
6 7
1 4
1 5 5

OBRAZEK 56. Piiklad grafu

Graf na obrazku popiseme matici fadu 5:

01 0 0 1
0 01 01
00010
1 0 0 0 O
0 0010

V tloze na zjistovani poctu leteckych spojeni s danym poctem pfestupii jsme pouzili
pravé matici incidence grafu spoju.
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V poslednich létech je intenzivné zkouman graf webu. Jeho vrcholy odpovidaji
jednotlivym webovym strankdm a mezi vrcholy i a j vede orientovand hrana (i, j)
pokud stranka i odkazuje na stranku j. Matice incidence A grafu webu se nazyva
matice incidence webu. Vyhledava¢ Google sefazuje webové stranky na zakladé
jejich dilezitosti pomoci umociiovani matice AT transponované k matici webu.
Odhaduje se, Ze v soucasnosti existuje vice nez 4 - 10'0 webovych stranek, coz
znamena, ze matice webu ma 16-10%° ~ 24270 prvki. Takovou matici samoziejmé
nejde ulozit do zadného pocitace. Je ale hodné 7idkd, v priméru jedna stranka
odkazuje na méné nez 8 jinych stranek. Kazdy radek obsahuje v priméru pouze osm
prvki 1, jinak samé nuly. Lze ji proto vyrazné komprimovat a s komprimovanymi
daty o propojeni webu uz pocitat lze.

Piiklad 4.83. Jiny typ matice grafu (V,E) je obdélnikovd matice, jejiz fadky

odpovidaji hranam grafu a sloupce jeho vrcholim. Prvky matice se rovnaji 0, 1
nebo —1. V fddku uréeném hranou (u,v) je

e prvek ve sloupci, ktery odpovidd pocateénimu vrcholu u, rovny —1,
e prvek ve sloupci, ktery odpovida koncovému vrcholu v, rovny 1,
e vSechny ostatni prvky se rovnaji 0.

Graf na obrazku tak muzeme zapsat také nasledujici matici typu 7 x 5.

-1 1 0 0 0

0o -1 1 0 0
0 0o -1 1 0
0 0 0 1 -1
-1 0 0 0 1
0 -1 0 0 1
1 0 0 -1 0

Priklad 4.84. Matice také muzeme pouzit pii feSeni nejriznéjsich problému v
prirodovédnych a technickych oborech. Ukazeme si priklad tlohy stavebniho inze-
nyrstvi.

Na obrazku vlevo vidime ¢tyfi pruziny zavésené pod sebou. Horni a dolni konec
jsou pevné. Na obrazku vpravo vidime situaci poté, co jsme do spoji mezi pruzinami
zavesili zavazi s hmotnostmi my, ms a ms. Checeme védét, o kolik se jednotlivé spoje
posunou. Vektor neznidmych posunuti si oznaéime x = (1,22, x3)”. Horni a dolni
konec jsou pevné, vlivem zavazi se neposunou. Proto je velikost jejich posunuti
Ty = Ty = 0.

Posunuti koncovych bodt pruzin pod vlivem zévazi zptisobi natazeni nebo zkra-
ceni pruzin. Ta si oznacime dy, do, d3, ds. Pro kazdé ¢ = 1,2, 3,4 plati

di =T — Tj—-1 -

Hodnota d; je kladné, pokud se i-t4 pruzina natahne, a je zaporna, pokud se zkrati.
Vztah mezi vektorem d = (dl,dg,dg,d4)T a vektorem neznamych posunuti x =
(w1, 22,23)T je linearni a lze jej popsat rovnosti

d 1 0 0

d | [ -1 1 o0 1
d | =1 o -1 1 2
dy 0 0 -1 3

Oznacime-li matici v posledni rovnosti A, dostavame vztah d = Ax.
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e

OBRAZEK 57. ZavéSené pruziny

Prodlouzeni/zkréceni pruzin v nich vyvold vnitini sily, jejichz velikost vyjadiuje
Hookeuv zdkon. Oznac¢ime-li vnitini sily v pruzinach y;, pak plati y; = k;d;, kde
k; > 0 je konstanta udavajici ,pruznost® i-té pruziny. Také vztah mezi vektorem

vnitinich sil y = (y1,%2,y3,y4)7 a vektorem d lze popsat matici:
Y1 kk 0 0 O dy
Y2 | _ 0 k 0 O do
Y3 - 0 0 k3 0 d3 ’
Y4 0 0 0 kg dy

neboli y = Cd, kde C' oznacuje diagondlni matici z posledni rovnosti. Je dobré si
uvédomit, ze pokud d; > 0, tj. je-li i-t4 pruzina natazend, tahne vnitini sila y; dolni
konec této pruziny vzhiru a horni konec dolt. V pripadé d; < 0 je tomu piesné
naopak. Prvni pruzina je vzdy natazend, proto y; > 0, takze kladny smér vnitinich
sil v pruzinach je smérem vzhiru.

Na spoj ¢ ptsobi vnitini sily pruzin y; a y;+1, které se slozi do sily y; — yit1
pusobici na i-ty spoj. Vektor sil ptisobicich na jednotlivé spoje v dtisledku vnitinich
sil v pruzinach spoc¢teme opét pomoci matice, tentokra plati

1 -1 0 0 y1
0 1 -1 0 20
0 0 1 -1 ys

Ya

matice v posledni rovnosti se rovna matici A7 transponované k A. Velikost vnit¥nich
sil ptisobicich na jednotlivé spoje tak dostaneme jako soucin

ATCAx .
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V ustaleném rovnovazném stavu jsou vnitini sily pruzin v rovnovaze s vnéjsimi
gravitacnimi silami ptisobicimi na jednotlivé spoje. Vnéjsi sila pisobici v i-tém
spoji se rovna f; = m;g, kde g je gravita¢ni konstanta. Vektor vnéjsich je tedy
f = (f1, f2, f3)T a v rovnovazném stavu plati rovnost

ATCAx = f,

ze které mizeme hodnoty posunuti x; vypocitat, znadme-li hmotnosti zavazi a koe-
ficienty pruznosti jednotlivych pruzin.

Matice soustavy ve tvaru A”C A, kde C je diagonalni matice s kladnymi prvky na
hlavni diagonale, se vyskytuje pfi feseni mnoha praktickych problémt a v linearni
algebfe je témto maticim vénovana specialni pozornost. Setkdme se s nimi jesté
nékolikrat.

Cviceni
1. Co musi spliiovat matice A, B, aby byly definoviany oba souc¢iny AB i BA.

2. Geometricky interpretujte nasobeni matice prvkem télesa a s¢itani matic.

3. Geometricky popiste zobrazeni, které vznikne slozenim osové soumérnosti v R? podle
osy z a otoéenim o 7/2. Srovnejte s algebraickym vypocétem v prikladu na ndsobeni matic.
Stejnou ulohu Feste pro slozeni v opacném potadi.

4. Najdéte matici, kterd odpovida osové soumérnosti podle pfimky y = ax, kde a € R.

5. Dokazte, ze souc¢in dvou hornich trojuhelnikovych matic stejného fadu je opét horni
trojihelnikova matice. Podobné pro dolni trojuhelnikové matice i diagonalni matice.

6. Najdéte nenulovou realnou matici A typu 2 x 2, ke které neexistuje matice inverzni (tj.
neexistuje matice B takové, ze AB = BA = I,). Interpretujte geometricky.

7. Pro matice neplati obdoba tvrzeni 3.3.(6): Najdéte redlnou ¢étvercovou matici A # 022,
pro kterou A? = 02x2. Interpretujte geometricky.

8. Vypocitejte n-tou mocninu matice
1 1 0
A= 0 1 1
0 0 1

9. Ukazte, ze nasobeni elementarni matici zprava odpovida elementarni sloupcové tpraveé.

10. Ukazte, ze pro ¢tvercové matice stejného radu nad stejnym télesem obecné neplati
vztah (A + B)? = A2 + 2AB + B?. Naleznéte podobny, ale platny vztah.

11. Dokoncete dtkaz tvrzeni 4.7.

12. Dokazte druhou distributivitu z tvrzeni 4.18.

13. Dokazte tvrzeni 4.20.

14. Matice se nazyvéa antisymetricka, pokud A = —A”T. Je pravda, Ze antisymetricka ma-
tice ma vzdy na hlavni diagondle nuly? (Pozor na vlastnosti télesa, ve kterém pracujeme!)
15. Dokazte vzorec pro blokové nasobeni matic.

16. Najdéte A™ pro matici z pfikladu 4.26.

17. Necht A # B jsou matice stejného typu nad stejnym télesem. DokaZte, ze prislusna
zobrazeni fa a fp jsou ruzna.

18. Navrhnéte alternativni postup na prevod regularni matice na jednotkovou radkovymi

upravami tak, aby po eliminaci sloupce byly rovnou vSechny ¢leny, kromé diagonalniho,
nulové.



126 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

19. Spocitejte znovu priklad 4.62 alternativnimi postupy navrzené v tomto prikladu.

20. Ke kazdé elementarni matici najdéte ptislusnou matici inverzni, viz tvrzeni 4.64.

21. Predpokladejme, Ze odstupiiovany tvar matice A obsahuje nulovy Fadek. Dokazte, ze
potom existuje pravé strana b takovd, ze soustava Ax = b nemd ani jedno feSeni (tj. fa
neni na).

22. Dokazte implikaci (2) = (5) z véty 4.59.

23. Dokazte pfimo implikaci (9) = (3) z véty 4.59.

24. Dokazte tvrzeni 4.65 a vysvétlete geometricky vyznam.

25. Dokazte, ze n-ta mocnina diagonalni matice je diagondlni a na diagonale jsou n-té
mocniny ptvodnich prvki.
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Shrnuti étvrté kapitoly

(1)
(2)
(3)

(10)

(11)

Matice typu m xn nad télesem T je obdélnikové schéma prvki télesa T s m
tfadky a n sloupci. Matice typu m X m se nazyva ctvercovd matice radu m.
sloupcovy aritmeticky vektor s m slozkami nad T je matice typu m x 1,
radkovy aritmeticky vektor s m slozkami nad T je matice typu 1 x m.
Dvé matice A = (a;5) a B = (b;;) se rovnaji, pokud maji stejny typ m x n,
jsou nad stejnym télesem T, a také maji stejné prvky na odpovidajicich
pozicich. Formélnéji, pro kazdé i € {1,2,...,m} a kazdé j € {1,2,...,n}
plati a;; = b;;. Rovnost mezi dvéma maticemi tak znamend mn rovnosti
mezi jejich prvky na stejnych mistech.

Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) stejného typu m x n nad stejnym télesem
definujeme

e soucet matic A a B jako matici A+ B = (ai; + bij)mxn,

e matici opacnou k A jako matici —A = (—aij)mxn,

e déle definujeme nulovou matici typu mxn jako matici Oy sn = (0)mxn-
Jsou-li A, B,C matice stejného typu m x n nad stejnym télesem T, pak
plati

(a) (A+B)+C=A+(B+0C),

(b) A+ Opxn = A,

(C) A+ (*A) = Omxna

(d) A+ B=B+ A.
Pro matici A = (a;;) typu m x n nad télesem T a ¢t € T definujeme

o t-ndsobek matice A jako matici ¢t - A =tA = (tai;j)mxn-

Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoz typu m x n nad stejnym télesem T
a pro libovolné dva prvky s,¢ € T plati

(a) s(tA) = (st)A,
(b) 1A = A,
(c) —A= (=14,

(d) (s+t)A=sA+1tA,

(e) s(A+ B) = sA+ sB.

Transponovand matice k matici A = (a;j)mxn je matice AT = (bj;)nsm,
kde bj; = a;; pro libovolné indexy i € {1,2,...,m} aje {1,2,...,n}.
Pro matice A = (a;;) a B = (b;;) téhoz typu m x n nad stejnym télesem T
a pro libovolny prvek s € T plati

(a) (A7)" =4,

(b) (A+ B)T = AT + BT,

(c) (sA)T =sAT.

Matici A = (aij)mxn nad télesem T muzeme také zapsat po sloupcich.
Sloupcovy zdpis matice A je

A= (aj|ag|...|a,) ,
kde pro kazdé j = 1,2,...,n vektor a; = (a1;,azj,...,am;j)’ je m-slozkovy

sloupcovy aritmeticky vektor nad T.
Sloupcovy zapis matice AT je

AT = (ay]ag| - &)

kde pro kazdé i = 1,2,...,m vektor a; = (a;1, G2, ..., ain)" je i-ty sloup-
covy vektor transponované matice AT.
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(12)

(13)

(15)

(16)

(17)
(18)

(19)
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Rddkovy zdpis matice A je
aj

=T
a3

~T
an,

kde al = (ai1, a2, . . -, ain) je i-ty fadkovy vektor matice A.

Je-li A = (a;]ag| - - - |a, ) matice typu mxn nad télesem T ab = (by,bo,...,b,)T

(sloupcovy) aritmeticky vektor s n-slozkami z télesa T, pak definujeme sou-
¢in matice A s vektorem b jako

Ab:b1a1+b2a2+~~+bnan .

Soustavu m linearnich rovnic o n neznamych zq,xs,...,x, s matici sou-
stavy A = (a;;)mxn a vektorem pravych stran b € T™ muzeme zapsat jako
soucin

Ax=Db

)

kde x = (21, 2,...,1,)7 je vektor nezndmgjch.
Je-li A matice typu m x n a B = (by|bg|---|b,) matice typu n x p, obé
nad stejnym télesem T, pak soucdinem matic A a B rozumime matici

AB = (Abq|Aby|---|Aby,)

tj. j-ty sloupec souc¢inu matic AB se rovna souc¢inu matice A s j-tym sloup-
cem matice B. Sou¢in AB ma tedy typ m x p.

Souéin matic A = (@;j)mxn & B = (bji)nxp miZeme také spocitat po
prvcich, nebot prvek na misté (i, k) v souéinu AB se rovné

n
T
ai1bij + aigbaj + - + ainbp; = E a;jbjr = a; by .
i=1

Také se Tika ,vypocet soucinu matic podle pravidla rddek x sloupec*.
Jsou-li A = (ai;) a B = (b;j) matice téhoz typu m x n, C' = (¢;;) matice
typu n x p, a D = (d;), E = (eg;) matice téhoZ typu p x ¢, vSechny nad
stejnym télesem T, a s € T, pak plati

(a) B(CD) = (BC)D,

(b) (A+ B)C = AC + BC,

(c) C(D+ E)=CD+CE,

() (BC)T = CTHBT,

(e) s(BC) = (sB)C = B(5C).

Nasobeni matic neni komutativni.

Sou€in matice A = (@i;)mxn s matici B = (bji)nxp mizZeme také spocitat
po tddcich, nebot pro kazdé i = 1,2,...,m se i-ty fddek v soudinu AB
rovnd souc¢inu i-tého fadku al matice A s matici B, tj. al B.

Jednotkovd matice adu n nad télesem T je ¢tvercova matice I, = (aij)nxn,
kde pro kazdé i, € {1,2,...,n} plati

1 pokud i=j,
Qg5 =
/ 0 pokud i #j,



(20)

(21)

(22)
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(24)

(25)

(26)
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t.
1 0 0
0 1 0
I, = .
0 0 1

Jednotkovou matici také zapisujeme jako I,, = d;5, kde d;; je tzv. Kronec-
kerovo delta rovnajici se 1, pokud i = j, a 0 pokud i # j.
Pro kazdou matici A typu m x n plati

I,A=A=AIL, .

Matice A = (aij)mxn & B = (bjr)nxp mizeme také vynasobit po blocich

An | Arp Bi1 | Bia _
Agl ‘ A22 321 ‘ BQ2

( A11B11 + A13Boy | A11Bia + A12Ba )
A1 Bi1 + A Boy | As1Bia + ABay )

pokud jsou vSechny souciny bloki vpravo definované, tj. pokud jsou roz-
klady matic A, B do blokt kompatibilni. Matice mtizeme kompatibilné roz-
délit do vice blokl a pak je vynasobit po blocich.
U libovolné matice A = (a;;) fikdme, ze prvky a;; tvoii hlavni diagondlu.
Ctvercovou matici A = (a;;) nazjvame
e diagondlni, pokud a;; = 0 kdykoliv 7 # j,
o permutacni, méa-li v kazdém fadku a kazdém sloupci prave jeden prvek
1 a ostatni 0,
e horni trojihelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv 7 > j,
e dolni trojihelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv i < j.
Pravé definované specidlni typy matic jsou uzaviené na nasobeni, nebot
pro ¢tvercové libovolné matice A = (a;5) a B = (bji) téhoz fadu n plati, ze
jejich soucin AB je
(a) diagonélni, jsou-li obé matice A, B diagonalni,
(b) permutacni matice, jsou-li obé matice A, B permutaéni,
(¢) horni trojuhelnikova matice, jsou-li obé matice A, B horni trojihelni-
kové matice,
(d) horni trojihelnikové s prvky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice
A, B horni trojihelnikové s prvky 1 na hlavni diagonéle,
(e) dolni trojuhelnikova matice, jsou-li obé matice A, B dolni trojihelni-
kové matice,
(f) dolni trojuhelnikova s prvky 1 na hlavni diagondle, jsou-li obé matice
A, B dolni trojuhelnikové s prvky 1 na hlavni diagonéle.
Soustava Ax = o s nulovou pravou stranou se nazyva homogenni soustava
linearnich rovnic.
Mnozina v8ech FeSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic Ax = o se
nazyva jadro matice A nebo také nulovy prostor matice A. Oznacujeme ji
Ker A.
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(34)

(35)

(36)

(37)
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Je-li u jedno pevné zvolené partikularni feseni soustavy lineadrnich rovnic
Ax = b nad télesem T, pak se mnozina vSech feSeni této soustavy rovna

{ut+v:veKerd} = u+Kerd .

Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak definujeme zobrazeni f4 :
T"™ — T™ wurcéené matici A predpisem

fa(x) = Ax

pro kazdy aritmeticky vektor x € T".
Rotace kolem pocatku souradnic v toviné o tthel a proti sméru hodinovych
rucicek je urcenad matici

cosa —sina
sina  cos«

Symetrie v roviné vzhledem k prvni soufadné ose je ur¢ena matici

(o 5)

Je-li T néjaké téleso a n € N, pak pro kazdé j = 1,2,...,n oznacujeme
e; = (0,...,0,1,0,...,0)T € T" vektor, ktery ma j-tou slozku rovnou 1
a vSechny ostatni slozky rovné 0. Vektory ej,esq,..., e, nazyvame proky
kanonické bdaze v 'T™.

Pro kazdou matici A = (aj|ag|---|a,) a kazdé j = 1,2,...,n plati rovnost

fa(ej) = a;. Matice A urcujici zobrazeni f4 je urcend jenoznacné.
Je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak pro kazdé dva aritmetické
vektory x,y € T™ a kazdy prvek s € T plati

o fa(sx) = A(sx) = sAx = s fa(x),

o falx+y)=Ax+y)=Ax+ Ay = fa(x) + fa(y).
Jsou-li A matice typu m x n a B matice typu n X p nad stejnym télesem
T, pak zobrazeni fs : T" — T™ a fp : TP — T" muzeme slozit v poradi
fafp a pro slozené zobrazeni f4fp : TP — T™ plati

fale = faB ,
protoze pro kazdy vektor x € T™ plati fafp(x) = fa(Bx) = A(Bx) =
(AB)X = fAB(X)-
Symetrie v roviné vzhledem k pfimce, kterou dostaneme z prvni souradné
osy otocenim kolem pocatku o tthel o v kladném sméru, je urcend matici

cos2a  sin2«
sin2a  — cos 2«

Ortogonalni projekce v roviné na prvni soufadnou osu je ur¢ena matici

(00)

Jednotkova matice I,, nad télesem T urcuje identické zobrazeni na mnoziné T".
Elementarni matice tadu m je libovolna matice, kterou dostaneme z iden-
tické matice I, jednou elementarni fadkovou tpravou.

Je-li E elementarni matice fadu m a A libovolnd matice typu m x n, pak
matici FA dostaneme z matice A tou samou elementarni fadkovou tipravou,
kterou jsme dostali matici E z jednotkové matice I,,,.
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Ctvercova matice A nad télesem T fadu n se nazjva invertovatelnd, pokud
existuje ¢tvercovd matice X fadu n nad T takova, ze AX = XA = I,.
Matici X nazyvdme inverzni matice k A a oznacéujeme ji A~1.

Ctvercova matice A nad télesem T fadu n se nazyvéa reguldrni, pokud je

zobrazeni fu : T" — T" uréené matici A vzdjemné jednoznacné (tj. bi-

jekce). Ctvercova matice, ktera neni reguldrni, se nazjva singuldrni.

10 ekvivalentnich formulaci, co znamena byt regularni matici. Pro

¢tvercovou matici A fadu n nad télesem T jsou nasledujici tvrzeni ekviva-

lentni:
(a) matice A je reguldrni,

(b) zobrazeni f4 je na T™,

(c) zobrazeni f4 je prosté,

(d) homogenni soustava Ax = o méa jediné FeSeni x = o,

(e) Gaussova eliminace prevede matici A do horniho trojihelnikového
tvaru s nenulovymi prvky na hlavni diagondle (ekvivalentné do od-
stupniovaného tvaru bez nulovych radku),

(f) matici A lze pfevést elementarnimi fadkovymi Gpravami do jednotkové
matice I,,,

(g) matice A je invertovatelna,

(h) existuje ¢tvercova matice X fadu n takova, ze AX = I,,,

(i) existuje ¢tvercova matice Y fadu n takovd, ze YA = I,,,

(j) matice A je soufinem elementérnich matic.

Specialné, ¢tvercova matice A je invertovatelnd pravé kdyz je regulrni.

Inverzni matici k reguldrni matici A najdeme tak, ze matici (A|l,,) pfeve-

deme elementdrnimi fadkovymi Gpravami do matice (I,|X). Matice X se

pak rovnd inverzni matici A1

Je-li Ax = b soustava linedrnich rovnic s regularni matici A, pak jedno-

zna¢né uréené feSeni této soustavy lze zapsat jako x = A~'b. Soustavy

linedrnich rovnic takto nefesit! Je to tfikrat pomalejsi nez Gaussova elimi-
nace se zpétnou substituci.

Kazda elementarni matice je regularni, navic inverzni matice k elementarni

matici je opét elementarni matice.

Jsou-li A, B reguldrni matice stejného fadu n nad stejnym télesem T a

t € T nenulovy prvek, pak plati

(a) A7! je reguldrni a plati (A=)~ = A,

(b) AT je regularni a plati (A7)~ = (A=1)T,
(c) (tA)T je regularni a plati (tA)"! =¢"1A7L
(d) AB je regularni a plati (AB)~! = B~1A~1.

Jsou-li A, B matice téhoz typu m x n nad télesem T, pak B lze z A zis-

kat posloupnosti elementarnich radkovych tiprav pravé tehdy, kdyz existuje

regularni matice R fadu m nad T takova, ze B = RA.

Pro reguldrni dolni (horni) trojihelnikovou matici R fddu n plati, Ze in-

verzni matice R™! je také dolni (horni) trojtthelnikova. M4-li navic matice

R na hlavni diagonale vSechny prvky rovné 1, pak i matice R~! m4 samé

jednotky na hlavni diagonale.

Véta o LU-rozkladu. Je-li A regularni matice fadu n, u které pii Gaussové

eliminaci nemusime prohazovat fadky, pak existuji reguldrni matice L, U

fadu n, pro které plati



132

(51

(52

(53

)

)

)

LIBOR BARTO A JIRI TUMA

e A=LU,

e [ je dolni trojuhelnikova s jednotkami na hlavni diagonale,

e U je horni trojthelnikové s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle.
Matice L, U jsou témito podminkami urcené jednoznacné.
Horni trojthelnikovou matici U dostaneme jako vysledek Gaussovy elimi-
nace bez prohazovani fadka pouzité na matici A. Dolni trojihelnikovou
matici L = (¢);x; dostaneme tak, Ze na misto (7,7) pod hlavni diagonalou
napiseme koeficient /;;, kterym jsme nasobili j-ty fadek a pak jej odecetli
od i-tého pii nulovani prvku na misté (i,j). To znamend, ze LU-rozklad
regularni matice A najdeme Gaussovo eliminaci matice A.
Zname-li LU-rozklad A = LU matice A, muzeme soustavu linearnich rovnic
Ax = b prevést na tvar LUx = b a vyfesit ji ve dvou krocich. Napted pri-
mou substituci najdeme feSeni soustavy Ly = b a potom zpétnou substituci
vyfesime soustavu Ux = y. Cely postup je fadové rychlejsi nez opétovna
Gaussova eliminace néasledovand zpétnou substituci.
Véta o LU-rozkladu s ¢asteénou pivotaci. Je-li A reguldrni matice
fadu n, pak existuje permutacni matice P a reguldrni matice matice L, U,
vSechny fadu n, pro které plati

e PA=1LU,

e [ je dolni trojuhelnikova matice s jednotkami na hlavni diagonale,

e U je horni trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na hlavni diago-

néale.

(54) Pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni

e existuje matice X typu n x m nad T takova, ze AX = I,,,
e zobrazeni fu : T" — T je na T™.

(55) Pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni

e existuje matice X typu n x m nad T takova, ze XA = I,
e zobrazeni f4 : T™ — T™ je prosté.

Klicové znalosti ze ¢tvrté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

Operace s maticemi (s¢itani, nasobeni ¢islem, transponovéni, souéin, in-
verzni matice) a jejich algebraické vlastnosti (distributivita, asociativita
nésobeni, atd.).

Jednotkové a elementarni matice, vyjadieni elementarni fadkové upravy
matice nasobenim elementarni matici zleva.

Blokové nasobeni matic.

Specialni typy matic, jejich souciny a inverzni matice k nim.

Homogenni soustava rovnic a jadro matice.

Vyjadieni mnoziny vSech feSeni soustavy Ax = b ve tvaru {u + Ker A}.
Zobrazeni urcené matici a jeho jednoduché vlastnosti.

Matice jednoduchych geometrickych zobrazeni.

Matice slozeného zobrazeni fa fp.

Regulérni matice a rizné podminky ekvivalentni s regularitou.

Metoda vypoctu inverzni matice.

Vztah invertovani a ostatnich operaci.
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(13) Kdy lze jednu matici dostat z druhé posloupnosti elementarnich fadkovych
uprav.
(14) Véta o LU-rozkladu.
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5. LINEARNI PROSTORY

Cil. Podobné jako jsme bézné vlastnosti pocitani s redlnymi ¢isly
zobecnili do pojmu télesa, zobecnime vlastnosti pocitdni s aritme-
tickymi vektory do pojmu linedarniho prostoru. UkazZeme si nékteré
zakladni vlastnosti linedrnich prostori.

5.1. Definice, priklady a zakladni vlastnosti. V kapitole o télesech jsme se
zabyvali tim, jaké vlastnosti ¢isel vyuzivame pfi feseni linedrnich rovnic, a realnéa
Cisla jsme zobecnili na télesa. Odmeénou za vétsi abstraktnost je vétsi pouzitelnost.
Stejnéd tvrzeni a algoritmy, napiiklad pro feseni soustav rovnic nebo invertovani
matic, muzeme pouzit nejen pro realnd nebo komplexni ¢isla, ale také pro télesa
Zy, a jakékoliv jina télesa.

Aritmetické n-slozkové vektory nad télesem T muzeme scitat a nasobit prvky
télesa T. Vysledkem je opét aritmetick§ n-slozkovy vektor nad télesem T. Radu
vlastnosti téchto dvou operaci s aritmetickymi vektory jsme dokazali v pfedchozi
kapitole jako specialni pfipad vlastnosti pocitani s maticemi nad télesem T. VSechny
bezprostiedné vyplyvaly z axiomu télesa T.

V této kapitole zobecnime vlastnosti uvedenych dvou operaci s aritmetickymi
vektory nad télesem T do abstraktniho pojmu linedrniho prostoru nad télesem T.
Prvky linearniho prostoru mohou byt nejen aritmetické vektory, ale napriklad také
nekonecné posloupnosti ¢isel, realné funkce realné proménné, polynomy, apod.

Pojem linearniho prostoru umoziuje pouzivat geometrickou intuici ziskanou z
geometrie bodt a vektorti v roviné a prostoru ke studiu objektt, které na prvni po-
hled nemaji s vektory nic spole¢ného. I pii studiu realnych funkci mizeme pouzivat
obrazky jako 30 nebo 31. Diky tomu, Ze realné funkce redlné proménné muzeme také
sCitat a nasobit redlnym cislem a ze tyto operace maji stejné zakladni vlastnosti
jako pocitani s redlnymi aritmetickymi vektory, dovoluje ndm abstraktni pojem
linearniho prostoru prenaset iivahy o vektorech na funkce na zakladé analogie.

Definice 5.1. Necht T je téleso. Linedrnim prostorem 'V nad télesem T rozumime
mnozinu V' spolu s bindrn{ operaci + na V (tj. + je zobrazeni z V x V do V) a
operaci - nasobeni prvkd mnoziny V prvky télesa T (tj. - je zobrazeni z T x V
do V), které spliiuji nésledujici axiomy.

(vS1) Pro libovolné u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).

(vS2) Existuje o € V takovy, ze pro libovolné v € V plati v+ o0 =v.
(vS3) Pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v+ (—v) = o.
(vS4) Pro libovolné u,v € V plati u+v=v +u.
(vN1) Pro libovolné v eV aa,be T platia- (b-v) = (a-b)-v.
(vN2) Pro libovolné v € V plati 1 - v =v.
(vD1) Pro libovolné ve Vaa,be T plati (a+b)-v=a-v+b-v.

)

Pro libovolné u,ve VaacTplatia- (u+v)=a-u+a-v.

Pri studiu linearnich prostori budeme prvkim télesa T fikat skalary.

,Operace® - neni binarni operaci ve smyslu definice 3.1, protoze nasobime prvky
dvou riznych mnozin. Misto a - v, kde a € T a v € V, piSeme casto av. Nikdy
neprohazujeme potadi, tj. vyrazy v - a a va nejsou definované. Podobné jako pii
pocitani v télesech ma - prednost pred +, proto nemusime ve vyrazech na pravé
strané v axiomech (vD1) a (vD2) psat zavorky.
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V definici je implicitné obsazeno, ze soucet u+ v je definovan pro kazdou dvojici
prvka u,v € V a nasobeni skaldrem av je definovano pro kazdé a € T a v € V.
Z definice rovnéz vyplyva, ze mnozina V je neprazdnd, protoze musi obsahovat
podle (vS2) alesponl nulovy prvek.

Axiomy (vS1), (vS2), (vS3), (vS4) jsou stejné jako axiomy pro s¢itani v télese.
Stejné jako v télese proto plati, Ze nulovy prvek a opac¢né prvky jsou urcené jed-
nozna¢né. Mame ted dvé rtizné nuly, 0 v télese T a o v linedrnim prostoru V.
Abychom je odlisili i jazykové, budeme v piipadé 0 € T mluvit o nulovém skaldru a
vyraz nulovy prvek budeme nadale pouZivat pouze pro prvek o € V. Axiom (vN1)
pripominé asociativitu nasobeni a (vN2) existenci jednotkového prvku, i kdyz zde
je podstatny rozdil v tom, Ze ndsobime prvky riznych mnozin. Axiomy (vD1) a
(vD2) pfipominaji distributivitu.

5.1.1. Aritmetické vektorové prostory a dalsi priklady. Zakladnim prikladem line-
arniho prostoru je mnozina vSech usporadanych n-tic prvku télesa.

Definice 5.2. Necht T je téleso a n je prirozené ¢islo. Aritmetickym vektorovgm
prostorem nad T dimenze n rozumime mnozinu vSech n-slozkovych aritmetickych
(sloupcovych) vektortt 7™ spolu s prirozenymi operacemi + a - (definovanymi jako
v definici 2.3). Oznacujeme jej T".

To, 7e aritmeticky vektorovy prostor T" je skutecné linedrnim prostorem, jsme
dokézali obecné pro matice v tvrzeni 4.4 a tvrzeni 4.7.

Aritmetické vektorové prostory jsou velmi konkrétni, zaroven ale v jistém smyslu
»jediné“, priklady linearnich prostord kone¢né dimenze. Uvidime, ze v kazdém li-
nearnim prostoru koneéné dimenze lze zvolit soustavu soufadnic (Fikdme ji baze),
a misto prvkt prostoru mizeme pocitat s jejich souradnicemi stejné jako v aritme-
tickém vektorovém prostoru. Omezit se ale na studium aritmetickych vektorovych
prostort neni vyhodné z mnoha duvodu.

Jednim z nich je to, Ze linedrni prostor (hlavné nad R) si predstavujeme jako
mnozinu Sipek. Z tohoto prostoru se stava aritmeticky vektorovy prostor az po volbé
néjaké soustavy soutadnic, kdezto operace s prvky linedrniho prostoru na této volbé
nezévisi. Zadna volba soufadnic nemusi byt pfirozend a v rfiznych situacich mohou
byt uzitecné rtzné soustavy souradnic. Napiiklad mnozina vSech feSeni rovnice
2x1 + 3z + 423 = 0 je rovina, tedy ,v podstaté totéz co R?“, ale asi by bylo tézké
argumentovat, ze néjaka konkrétni volba souradnic je ta nejlepsi. Pfesny vyznam
virazil typu ,,v podstaté totéz co R?“ uvidime pozdéji.

Dalsim dtvodem je, ze u nékterych linearnich prostorti neni ihned patrné, ze se
v podstaté jedna jen o usporadané n-tice prvki néjakého télesa. Navic i kdyz to
nékdy vidét je, neni vzdy vyhodné se na prostory takto divat, napfiklad proto, Ze
na dané mnoziné mame i jiné operace, které jsou pii takovém pohledu nepiehledné.

Uvedeme nékolik dalsich prikladi linearnich prostort.

Priklad 5.3. Mnozina vSech polynomu stupné nejvyse 173 s redlnymi koeficienty
(nebo jiného daného maximalniho stupné, s koeficienty v jiném télese) s béznymi
operacemi séitani polynomt a nésobeni polynomu redlnym ¢islem. Tento linearni
prostor je ,v podstaté“ aritmeticky vektorovy prostor R'74, protoZe na polynom
ag + a1z + - - + ayr32'™ se mizeme divat jako na uspofadanou 174-ici koeficientii
(ag,ai,...,a173)T a operace jsou pii tomto pohledu stejné jako v R74,

Priklad 5.4. MnozZina vSech matic typu 7 x 15 nad télesem Zs s béZnymi operacemi
+ a - (nebo matic jiného daného typu nad jinym télesem). Vzhledem k operacim
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+ a - se tato mnozina chova stejné jako mnozina usporadanych 105-tic, takze tento
line4rni prostor je ,v podstaté® aritmeticky vektorovy prostor Z1%. To, Ze mnozina
matic daného typu nad danym télesem je linedrni prostor jsme dokazali v tvrzeni 4.4
a tvrzeni 4.7. Kdyz matice daného typu scitame a nasobime skaldrem, mizeme se
na né divat jako na k-tice prvku télesa, ale tento pohled neni vyhodny naptiklad

kdyz matice interpretujeme jako zobrazeni, nasobime je nebo invertujeme.

Linearni prostor matic typu m x n nad télesem T s béznymi operacemi s¢itani
a nasobeni skalarem z T budeme oznacovat T"*". Aritmeticky vektorovy prostor
T" lze také chapat jako T"*!.

Nasleduji dalsi priklady linearnich prostorti.

Piiklad 5.5. Mnozina vSech podmnozin mnoziny X = {1,2,...,11} (nebo jiné
dané mnoziny X) spolu s operaci symetrické diference, tj. A+B = (A\ B)U(B\ A),
a nasobeni skaldrem 0- A = 0,1 - A = A pro libovolné A C X, je linedrni prostor
nad Zs. Jako cviceni dokazte, ze toto je skutecné linedrni prostor, a vysvétlete proc¢

~

je tento prostor ,,v podstaté” Zi!.

Pfiklad 5.6. Mnozina komplexnich ¢isel je vektorovym prostorem nad R (s béz-
nymi operacemi). Vzhledem ke séitani a ndsobeni redlnym ¢éislem se komplexni ¢islo
a+ib chova stejné jako dvojice (a,b)?, takze z tohoto pohledu je C v podstaté R2.
Pokud chapeme komplexni ¢isla jako vektorovy prostor nad R, zapominame vlastné
na nasobeni v C, pamatujeme si pouze s¢itani a nasobeni realnym ¢islem.

Piiklad 5.7. Téleso Q(v2) = {a + b2 : a,b € Q} s béZnymi operacemi s¢itani a
nésobeni racionalnim ¢slem je linedrni prostor nad Q. Skuteéné, &islo a + byv/2 lze
chapat jako dvojici (a,b)” € Q2. Neni ale na prvni pohled patrné, ze kazda dvojice
odpovida pravé jednomu prvku télesa Q(v/2), ditkaz je prenechan jako cvideni.

Vlastnosti podobnych linedrnich prostort, jako napiiklad dimenze, jsou dilezité
napiiklad v jiz zminénych problémech kvadratury kruhu, trisekce thlu, zdvojeni
krychle a ,neresitelnosti“ rovnic patého stupné.

Priklad 5.8. Mnozina vSech funkci z R do R tvoii spolu s pfirozenymi operacemi
s¢itani funkci a nasobeni funkce redlnym ¢islem linedrni prostor nad R. Podobnymi
priklady jsou mnozina vSech spojitych funkci na R, mnozina diferencovatelnych
funkci, mnozina polynomialnich funkci, nebo tfeba mnozina spojitych funkci na
intervalu [0, 1].

Prostory funkci jsou dilezité piiklady linedrnich prostori, kterymi se budete
v dals$im studiu zabyvat hlavné v jinych pfedmétech, napriklad ve funkcionalni
analyze. My se soustfedime hlavné na linearni prostory konec¢né dimenze.

5.1.2. Jednoduché vlastnosti. Formulujeme nékteré vlastnosti vsech linedrnich pro-
stord. Dokazuji se podobné jako pfislusné vlastnosti pro télesa v tvrzeni 3.3, proto
dtikaz prenechame jako cviceni.

Tvrzeni 5.9. V kazdém linedrnim prostoru V nad télesem T plati
(1) nulovy prvek o je uréeny jednoznacné,
(2) rovnice u +x = v md pro pevnd u,v € V prdvé jedno teSent, specidlné,
opacny prvek —v je vektorem v urcen jednoznacne,
(3) Ov = o pro libovolny prvek v € V,
(4) ao = o pro libovolny skaldr a € T,
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(5) je-li av =0, pak bud a =0 nebo v = o,
(6) —v = (—1)v pro libovolny prvek v € V, specidlné —(—v) = v.

Axiomy linedrniho prostoru stejné jako pravé uvedené jednoduché dusledky téchto
axiomli budeme pouzivat zcela automaticky. Je dobré si pii prvnim cteni dikazi
v této kapitole podrobné rozmyslet vSechny kroky a pouzité axiomy.

5.2. Podprostory.
Prvnim pojmem, ktery budeme pro linearni prostory studovat, je podprostor.

Definice 5.10. Je-li V linedrni prostor nad T, pak linearni prostor U nad télesem
T je podprostorem V, pokud U C V a operace + a - v U se shoduji s pfislusnymi
operacemi ve V. Skutecnost, ze U je podprostorem V zapisujeme U < V.

Protoze operace v podprostoru U jsou urcené puvodnimi operacemi ve V, ne-
musime je uvadét a staci fikat, ze mnozina U tvofi podprostor prostoru V. K tomu
aby U byl podprostor V, musi byt U neprazdnd mnozina uzaviend na operace sci-
tani a nasobeni skalarem. Naopak, pokud U spliuje tyto podminky, pak spolu s
prislusnymi operacemi tvori podprostor.

Tvrzeni 5.11. Je-li V wvektorovy prostor nad télesem T, pak neprdzdnd podm-
nozina U mnoZiny V' je podprostorem V prdveé tehdy, kdyz soucasné
e (, uzavienost na scitani“) pro libovolné u,v € U platiu+v € U,
e (, uzavienost na ndsobeni skaldrem®) pro libovolné v € U a a € T plati
avelU.

Dikaz. Pokud U < V, pak mnozina U musi byt uzaviena na s¢itani a nasobeni
skaldrem, nebot spolu s témito operacemi tvori linedrni prostor.

Ptfedpokladejme, ze U je neprazdnd mnozina uzaviend na scitani a nasobeni
skalarem. Pak opa¢ny prvek k u € U je v U, protoze —u lze napsat jako (—1) - u.
Rovnéz nulovy prvek linearniho prostoru V je prvkem U, protoze U je neprazdné
a plati 0 - u = o. VSechny axiomy nyni vyplyvaji z toho, ze jsou splnény ve V. [

Mnozina {0} tvofend pouze nulovym prvkem o je vzdy podprostorem V|, rovnéz
cely prostor V je podprostorem V. Témto podprostorim fikame trividlni, ostatni
podprostory nazyvame netrividalni nebo vlastni. Zdiraznéme pozorovani z dikazu
predchoziho tvrzeni — nulovy prvek o je obsazen v kazdém podprostoru V.

5.2.1. Podprostory R™. Uvazujme podprostor U < RZ?. Pokud U obsahuje nenulovy
vektor x = (z1,22)”, pak musi obsahovat vSechny jeho nasobky: {tx :t € R} C U.
Geometricky tvori tyto nasobky primku prochazejici bodem x a pocatkem o. Pokud
U obsahuje jesté jiny nenulovy vektor y, ktery nelezi na pfimce {tx : t € R}, pak
opét obsahuje vSechny jeho skaldrni nasobky {sy : s € R}, a z toho jiz geometricky
nahlédneme, ze U = R2, protoze kazdy vektor z R? je souc¢tem néjakého vektoru
na piimce {tx : t € R} a n&jakého vektoru na piimce {sy : s € R}.

Formalni diikaz tohoto tvrzeni pfenechame jako cviceni, pozdéji budeme podobné
véci umét dokazovat snadno a rychle pomoci pojmu baze.

Ukézali jsme, ze kromé trivialnich podprostorti {o} a R? jsou jedinymi kandidaty
na podprostory R? mnoziny tvaru {tx : ¢ € R}. Snadno ové&fime, Ze pro libovolny
vektor o # x € R? je tato mnoZina uzaviend na séitdni a nasobeni skaldrem.
Podprostory R? jsou tedy {o}, piimky prochazejici po¢atkem, a cely prostor R2.

Podobnou tvahou nalezneme vSechny podprostory U < R3. Pokud o # x € U,
pak U obsahuje celou pfimku {tx : t € R}. Pokud U obsahuje jesté jiny vektor y,
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sy

y tx

\

X1

OBRAZEK 58. Podprostor R? obsahujici pfimku a vektor mimo ni

pak {sy : s € R} C U a U pak obsahuje celou rovinu uréenou body x,y a poc¢étkem
0, coz je rovina s parametrickym vyjadfenim
{tx+ sy :t,s e R} .

Obsahuje-li U jesté néjaky jiny vektor mimo tuto rovinu, pak U = R3. Podpro-
story R? jsou tedy trivialni podprostory, piimky prochizejici po¢atkem a roviny
prochézejici pocatkem.

I kdyz vizudlni predstava prostoru R™ pro n > 3 chybi, intuice stile je, zZe
podprostory jsou rovné utvary prochazejici pocatkem.

5.2.2. Podprostory T". Nad jinymi télesy jiz nemédme tak dobrou vizudlni pied-
stavu aritmetického prostoru, ale stale mizeme podobné tvahy jako vyse provadét
algebraicky. Tak napiiklad stéle plati (viz cviceni), Ze podprostory T2 jsou trivialni
podprostory a ,pfimky* prochazejici po¢atkem, tj. mnoziny tvaru {¢x : ¢t € T}, kde
o#£xecT?

(3.4)
(1,3)
“4.2)
[ J
0,1) @n

[ J
0,0) (1,0)

OBRAZEK 59. Pifmka {t(2,1)T : ¢ € Zs} v prostoru Z2



LINEARNI ALGEBRA 139

S podprostory T" jsme se jiz setkali uz v predchozi kapitole pri feSeni homo-
gennich soustav linedrnich rovnic. Zde je tfeba si pfipomenout definici 4.32 jadra
matice A jako mnozinu vSech feSeni homogenni soustavy Ax = o.

Tvrzeni 5.12. Pro libovolnou matici A typu m X n nad T plati, Ze Ker A je
podprostor T™, neboli Ker A < T™.

Diikaz. Podle tvrzeni 5.11 stac¢i ovérit, Ze mnozina Ker A je neprazdna a uzaviena
na s¢itani a nasobeni skalarem.

Protoze Ao = o, mnozina Ker A obsahuje nulovy prvek o € T", takze je ne-
prazdna.

Pokud u, v € Ker A, pak podle definice Ker A je Au = o0 = Av. Z distributivity
nésobeni matic nyni dostaneme A(u+v) = Au+ Av=0+o0=o0, takieu+v €
Ker A.

Pokud u € Ker A a s € T, pak A(su) = s(Au) = so = o, tedy su € Ker A. [

Geometricky je Ker A vzorem nulového vektoru pfi zobrazeni fa, tj. Ker A =
f1'(0). Vzor f;(b) nenulového vektoru b € T™ (neboli mnozina viech feseni sou-
stavy Ax = b neni podprostor T", viz cviceni. Tato mnozina je sice ,rovny ttvar®,
kat afinni podprostory T". Kazdy podprostor T" je tedy také afinni podprostor
T™, ale pouze afinni podprostory T" obsahujici o € T jsou souc¢asné podprostory
linearniho prostoru T™.

5.2.3. Dalsi priklady podprostorid. Mnozina spojitych funkei z R do R je podpro-
storem linearniho prostoru vsech funkci z R do R, protoze mnozina spojitych funkci
je neprazdna a uzaviend na operace sc¢itani a nasobeni redlnym c¢islem. Podobné,
linearni prostor diferencovatelnych funkci z R do R je podprostorem linearniho
prostoru spojitych funkci. Mnozina redlnych ¢isel je podprostorem prostoru kom-
plexnich ¢isel, kde obé télesa redlnych a komplexnich ¢isel chapeme jako linearni
prostory nad Q.

5.2.4. Linedrni kombinace, podprostor generovany mnozinou, mnozina generatordy.
Uz nékolikrat jsme se setkali s mnozinami typu {tu+ sv +rw : r,s,t € R, kde u,
v, w jsou né&jaké redlné aritmetické vektory. Naposledy pii popisu podprostort R3.
Takovym vyraztim fikame linearni kombinace vektord u, v, w. Linearni kombinace
muzeme definovat v kazdém linedrnim prostoru.

Definice 5.13. Jsou-li vy, vy, ..., vg prvky linedrniho prostoru V nad T aty,to, ..., 1 €
T skaléry, tj. prvky télesa T, pak prvek

t1vy +tovo + - +F vy

se nazyva linedrni kombinace prvki vy, vo, ..., vi € V. Skalary tq,ts,... %k
nazyvame koeficienty linedrni kombinace.
Linearni kombinaci prazdného systému vektoru definujeme jako nulovy vektor.

Zdturaznéme, ze v linearni kombinaci mame vzdy konecny pocet prvki pro-
storu V. Soucet nekonecné mnoha prvki v linedrnim prostoru neni definovan.

Linearni kombinace se vyskytuji v popisu podprostort, napiiklad mnozina {tx+
sy : s,t € T} je mnozinou vSech linedrnich kombinaci vektort x,y. Obecné definu-
jeme linedrni obal mnoZiny X jako mnozinu vSech linearnich kombinaci prvka X.
Tato mnozina tvoii vzdy podprostor.
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Definice 5.14. Nechf V je linearni prostor nad T a X C V. Pak linedrnim oba-
lem mnoziny X rozumime mnozinu (X) vSech linedrnich kombinaci prvkia X, tj.
mnozinu

<X>:{t1V1+t2V2+“~+thk:k’ENm Vi,..., Vi € X, t17...,tk€T}

Geometricky, linedrni obal je ,rovny ttvar prochazejici pocatkem® obsahujici
dané vektory. Poznamenejme, ze mnozina X mize byt i nekonec¢na. Je také dobré si
v§imnout, ze zatimco v mnoziné X je kazdy prvek pouze jednou, v souctu urcujicim
linearni kombinaci prvkd mnoziny X se mtize jeden a ten samy prvek vyskytnout
vicekrat.

Priklad 5.15. () = {o} — linedrni obal prdzdné mnoziny je trivialni prostor
tvofeny nulovym vektorem.

Piiklad 5.16. V prostoru R® mame

1 4 9 1 4
< 2 . 5 |,[ 12 >< 2 |,( 5 >
3 6 15 3 6
4
5 .
6

Inkluze C v prvni rovnosti plyne z toho, Ze kazdou linedrni kombinaci vektort
(1,2,3)T, (4,5,6), (9,12,15)T lze psat jako linearni kombinace vektori (1,2,3)7,
(4,5,6)T, protoze vektor (9,12,15)7 lze napsat jako linearni kombinaci prvnich
dvou vektort:

1 4 9
tq 2 + t2 5 + t3 12 =
3 6 15
1 4 1 4
=1t 2 + to 5 + t3 2 + 2 5 =
3 6 3 6
1 4
=(1+ts)| 2 | +({t2+2t3)| 5
3 6

Geometricky, linearni obal dangch t¥i vektort je rovina prochazejici poc¢atkem, tieti
vektor lezi v roviné urcené prvnimi dvéma vektory.

V zapisech linedrni kombinace mnoziny vektort dané vyctem jako v pfedché-
zejicim prikladu obvykle vynechavdme pro piehlednost zavorky {...} oznacujici
mnozinu. Nékdy fikame ,linedrni obal vektortu ...“, misto formélné presného ,li-
nearni obal mnoziny vektort {... }¥.

Tvrzeni 5.17. Pro libovolny linedrni prostor V- nad T a libovolnou X C V je (X)
podprostorem V.

Diikaz. Je tieba ovérit, ze (X ) je neprazdnd mnozina uzaviena na s¢itani a nasobeni
libovolnym r € T'.

Piedné (X) je neprazdnd, protoze obsahuje linedrni kombinaci prvki prazdné
podmnoziny X, tj. vektor o.
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Soucet linedrni kombinace s1vy 4 Sovo + -+ - 4+ S vy vektort vy, vo, ..., v € X' s
koeficienty s1, S, ..., S € T a linedrni kombinace t; w1 + towsg + - - - +t;w; vektort
W1, Wa,...,Ww; € X s koeficienty t1, to, ..., t; se rovna

$1V1 + Save + -+ SV + Wy + tawe + - LW

coz je linedrni kombinace vektortt vyi,..., v, wi,...,w; € X s koeficienty sq, ...,
Sky b1,y -0y 1.

Konecné, r-nasobkem linearni kombinace s1vi+sovo+- - -+55 vy vektori vy, vy, ...

X s koeficienty s1, Sa, ..., s; je linedrni kombinace
r(s1v1 4 sava + -+ spve) = (rs1)vi + (rs2)va + -+ (rsg) v

stejnych vektort s koeficienty rsy, rs2, ..., rSg. O

Obsahuje-li podprostor U < V mnozinu X, pak diky uzavienosti na sc¢itani a
nésobeni skaldrem obsahuje také vSechny linearni kombinace prvk X. To znamena,
ze {X) je ,nejmensi“ podprostor, ktery obsahuje X. Slovo nejmensi je zde tieba
chapat vzhledem k inkluzi, tj. tak Ze jakykoliv podprostor obsahujici X obsahuje
(X). Proto se rovnéz hovoii o podprostoru generovaném X.

Definice 5.18. Je-li V linearni prostor nad T a X C V. Pokud (X) = V, pak
tikdme, ze X je mnoZina generatori prostoru V, nebo také ze X generuje V.

Jinymi slovy, mnozina X C V generuje V, pokud kazdy vektor ve V' lze vyjadrit
jako linedrni kombinaci vektort z X.

Priklad 5.19.
e Prizdna mnozina generuje trivialni prostor {o}.
e Mnozina {(1,0)%,(0,1)T} generuje pro libovolné T prostor T?, protoze
kazdy vektor (z1,22)T v T? lze vyjadiit jako linearni kombinaci vektort
(1,007 a (0,1)T takto:

(2) =) (V)

Tedy také libovolnad podmnozina T2 obsahujici vektory (1,0)” a (0,1)T je
mnoZinou generatora T2.

e Mnozina {(1,2,3)”} generuje podprostor V = ((1,2, 3)”") vektorového pro-
storu R3. Jiné mnoZiny generdtori stejného prostoru V jsou napiiklad
{(2,4,6)T}, {(2,4,6)T,(3,6,9)T}, V. Mnozina {(1,2,3)7,(4,5,6)T} neni
mnozinou generatort V, protoze neni ani jeho podmnozinou.

e Mnozina {1,z,2%} je mnozinou generatort prostoru vsech realnych poly-
nomu stupné nejvyse 2.

Priklad 5.20. V ¢asti 5.2.1 jsme si geometricky zduvodnili, Ze pro kazdy netrivialni
podprostor R? existuje mnozina generatort, kterd ma jeden nebo dva prvky.

Priklad 5.21. Definujeme R“ jako prostor vSech posloupnosti redlnych ¢isel s ope-
racemi provadénymi po slozkach, podobné jako s aritmetickymi vektory. Mnozina

X =1{(1,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),...}
negeneruje prostor R¥. Snadno lze ovérit, ze (X) se rovnd mnoziné vsech posloup-
nosti realnych c¢isel, které obsahuji pouze kone¢né mnoho nenulovych prvki.

Také mnozina vSech posloupnosti realnych ¢isel konvergujicich k 0 je podprostor
R“ a obsahuje (X).

, Vi €
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Jingm zajimavym podprostorem R* je mnozina Y vSech posloupnosti (a1, as,
... ) spliwjicich a,, = ay—1 + an—2 pro kazdé n > 3. Mezi prvky tohoto podprostoru
patii Fibonacciho posloupnost.

Nésledujici tvrzeni budeme mlcky pouzivat pifi praci s linearnim obalem koneéné
mnoziny nebo posloupnosti prvki.

Tvrzeni 5.22. Je-li (vi,...,v;) konecnd posloupnost prvki linedrniho prostoru V
nad télesem T, pak

(vi,...,vi)={tavi + -+ tvy i t1,... .t €T} .

Diikaz. Inkluze ,, 0 plyne trivialné z definice linearniho obalu.
Naopak, je-li u € (vy,...,v;), pak u = sjuy + - -+ + spug, kde kazdy z vektort

u; lezi v mnoziné {vy,...,v;}. V souétu sju; + --- + spui seskupime séitance
podle vektori vi,...,v; a uzitim (vD1) nahradime jedinym séitancem tvaru ¢;v;.
Nakonec pro chybéjici v; priddme séitanec Ov;. Tim ziskdme vyjadieni u = ;v +
tovo + - -+ 1vy. O

5.2.5. Sloupcovy a tadkovy prostor matice. Kazda matice pfirozené definuje dveé
mnoziny aritmetickych vektort — mnozinu fadkovych vektorti a mnozinu sloupco-
vych vektorti. Prostortiim, které tyto mnoziny generuji, fikame radkovy a sloupcovy
prostor.

Definice 5.23. Je-li A matice typu m xn nad T, pak sloupcovym prostorem matice
A rozumime podprostor T™ generovany mnozinou sloupcovych vektorii matice A
a znacime jej Im A.

ImA = (aj,as,...,a,) <T™
Rddkoviym prostorem matice A rozumime sloupcovy prostor matice AT, tj.
IIHAT = <51,52, e 75m> S NS

Priklad 5.24. Pro realnou matici

SRS
() ))

Jak pozname, ze vektor b € T lezi v Im A7 Stac¢i si pripomenout, ze Ax je
linedrni kombinace sloupcti matice A, kde koeficienty jsou slozky vektoru x. Takze
b € Im A pravé kdyz rovnice Ax = b m4 FeSeni, pfi¢emz koeficienty linedrni kom-
binace jsou slozky néjakého feSeni. Také vidime, ze Im A je obraz (obor hodnot)
zobrazeni f4, coZ ospravedlnuje zavedené znaceni Im A:

ImA={Ax:xeT"} ={fa(x):xeT"} = fa(T") .
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P¥iklad 5.25. Pro matici A z piedchoziho pifkladu zjistime, zda (0,1)7 € Tm A
a (1,0)T € Im A. Protoze mame dvé soustavy rovnic se stejnou matici, mizeme je

fesit najednou.
1 3 4 (10 1 3 4 1 0
2 7 —-1|0 1 01 -9|-21

Pro pravou stranu (1,0)? dostaneme volbou 0 za volnou proménnou fefeni x =
(7,-2,0)7, coz dava vyjadieni

(0)=7(2)=(7) o[ 4)

Koeficienty nejsou urceny jednoznac¢né, naptiklad volbou 2 za volnou proménnou
dostaneme x = (—55,16,2)T, coz odpovida vyjadieni

(0)=-(s)0e(7)r2( )

Pro vektor (0,1)7 dostaneme napiiklad vyjadieni

0 1 3 4
(1)==(2) = (7)( )
Tim jsme ukazali, ze oba vektory (1,0)T,(0,1)7 patii do Im A, tim padem Im A =

R?, protoie z prikladu 5.19 vime, ze ((1,0)7,(0,1)T) = R?.
Lezi vektor (2,1,1)T v prostoru Im AT?

1 2|2 1 2 2 1 2 2
3 7|1 |~ 0 1 |-5]~101] =5
4 —-1|1 0 -9\ -7 0 0] —52

Soustava nem4 feseni, takze vektor (2,1,1)7 v Im AT nelezi.

5.2.6. Prostory urcené matici a elementdrni upravy. Dilezitym pozorovanim je,
7e Tadkové elementdrni tipravy neméni linedrni obal fadkfl (tj. prostor Im AT).
Obecnéji, ndsobeni zleva regularni matici neméni Im A7 a nésobeni reguldrni matici
zprava neméni Im A. Nésobeni zleva obecné méni Im A tak, Ze sloupcovy prostor
vzniklé matice je linedrni obal R-nésobkt ptivodnich sloupct.

Dalsim prostorem uréenym matici A je jadro Ker A. Ten se fadkovymi tpra-
vami (neboli ndsobenim zleva reguldrni matici) rovnéz neméni. To jiz vlastné vime,
nebot Ker A je mnozina vSech FeSeni soustavy AX = o a ta se neméni provede-
nim elementarni tpravy. Maticové, Ker (FA) = Ker A pro kazdou elementarni ma-
tici F. Protoze kazda regularni matice R je sou¢inem elementarnich matic, mame
Ker (RA) = Ker A. V diikazu nésledujiciho tvrzeni zvolime rychlejsi postup.

Tvrzeni 5.26. Necht A = (ai]...|a,) je matice typu mxn nad T a R je requldrni
matice 7adu m. Pak

Im (RA) = (Ray, Ray, ..., Ra,), KerA=Ker(RA), ImA" =Im(RA)T .

Diikaz. Prvni ¢ast je dusledkem definice souc¢inu matic 4.12.

Je-li x € Ker A, pak Ax = 0. Vynasobenim R zleva ziskdme RAx = Ro = o,
¢ili x € Ker (RA). Tim jsme dokézali Ker A C Ker (RA) pro kazdou matici 4 a
regularni matici R.

Je-li naopak x € Ker (RA), pak RAx = o. Protoze R je regularni, je také R™1
reguldrni podle tvrzeni 4.65.1. Podle pfedchazejiciho odstavce pak plati Ker (RA) C
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Ker (R"'RA) = Ker (A). Tim je dokézéna opa¢né inkluze nutna k ovéfeni druhé
rovnosti Ker A = Ker (RA).

Zbyva dokazat tfeti rovnost. Opét si uvédomime, Ze nésobeni v matici RA je
kazdy fadek linearnich kombinaci fadkt matice A podle tvrzeni 4.22. To znamena,
ze kazdy fadek matice RA lezi v linedrnim obalu fadkt matice A, tj. v fadkovém
prostoru Im AT, tj. Im (RA)”T C Im AT, Stejnou tivahou jako v pfedchozim odstavci
ziskdme opacénou inkluzi Im (A7) = Im (R~*RA)T C Im (RA)T. O

Pro sloupcové tpravy mame obdobné napiiklad Im A = Im (AR), pokud R je
regularni matice ¥ddu n. Dlkaz muZeme provést bud uzitim sloupcovych uprav
misto fadkovych nebo prechodem k transponované matici — pouzitim t¥eti rovnosti
predchoziho tvrzeni na matici AT misto A a RT misto R dostaneme Im (AT)T =
Im (RTAT)T'| coz je po tipravé za pouziti rovnosti (AT)T = A a (RTAT)T = AR
dokazuje rovnost Im A = Im (AR).

Dutsledek 5.27. Elementdrni ¥ddkové tipravy neméni Ker A a Im AT . Elementdrni
sloupcové upravy neméni Ker AT a Im A.

5.3. Linearni zavislost a nezavislost.

5.3.1. Definice. Mnozina aritmetickych vektort (1,2,3)%, (4,5,6)T, (9,12,15)7 ge-
neruje ten samy podprostor V < R? jako mnozina (1,2,3)7, (4,5,6)7, jak jsme vi-
déli v piikladu 5.16. Divod je ten, Ze t¥eti vektor (9, 12, 15)T 1ze napsat jako linedrni
kombinaci zbyvajicich dvou vektortt. Mnozinam prvki libovolného linearniho pro-
storu, ve kterych zadny z prvkd neni linearni kombinaci ostatnich, fikame linedrné
nezdvislé. Z formulaénich duvodt definujeme linearni (ne)zévislost pro posloupnosti
prvki linedrniho prostoru, nikoliv pro mnoziny.

Definice 5.28. Necht V je linedrni prostor nad télesem T. Posloupnost prvki

(v1,Va,...,Vy) prostoru V se nazyva linedrné zdvisld, pokud néktery z prvki v; je
linearni kombinaci zbyvajicich prvkd vy, vo, ..., Vi_1, Vit1, - ., Vi.
V opa¢ném piipadé fikdme, Ze posloupnost (vi,va, ..., Vi) je linedrné nezdvisld.

Pozdéji si ukdzeme, jak linedrni (ne)zavislost definovat i pro nekoneéné soubory
vektorti.
Uzitim pojmu linedrniho obalu miiZzeme definici preformulovat tak, Ze posloup-

nost (vi,va,...,vy) je linedrné zavisl, pokud existuje i € {1,2,...,k} tak, ze
V; € <V1,V2,.. Vi1, Vit .. ,Vk> R
ekvivalentné
<V17V2, e ,Vk> = <V1,V2, ey Vi1, Vg1, e 7V]€>

Geometricky to znamena, ze v; lezi v ,rovném utvaru“ ur¢eném zbylymi vektory.
Naopak, posloupnost je linearné nezavisla, kdyz zadné takové i neexistuje, jinymi
slovy, kdyz kazdy vektor v; ,néco prida“ k linearnimu obalu zbylych vektori.
Nékdy se pouziva nepresnd formulace typu ,,vektory ... jsou linearné nezavislé®,
apod. Uvédomte si, ze linedrni (ne)zavislost neni vlastnost vektorii ale jejich po-
sloupnosti. Takze takovou formulaci je potfeba vzdy prelozit jako ,posloupnost
vektorti ... je linedrné nezavisla“.
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P¥iklad 5.29. Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)T,(4,5,6)T) ve vektorovém pro-
storu R3 je linearné zavisla, protoze druhy vektor lze napsat jako linearni kombinaci
zbylych dvou:

9 1 4
12 | =12 |+2] 5
15 3 6

Geometricky to znamena, ze vektor (9,12,15)T lezi v roviné uréené zbylymi dvéma
vektory.

Posloupnost vektort (1,0,0,0)%, (0,1,0,0)%, (0,0,1,0)T, (0,0,0,1)T v prostoru
73 je linearné nezavisla, protoze, zadny z vektorti nenf linearni kombinaci ostatnich:
lineérni obal druhého az étvrtého vektoru je mnozina {(0,a,b,c)? : a,b,c € Zi}, do
niz vektor (1,0,0,0)” nepatii. Podobné pro ostatni vektory.

Posloupnost prvki (u, v, u+v) v libovolném linedrnim prostoru je vzdy linedrné
zéavisla.

Posloupnost vektort (coszsinx + 5,1,sin(2z) + 3) v prostoru realnych funkci
redlné proménné (nad R) je linedrné zdvisla, protoZe sin(2z) + 3 lze napsat jako
2 (coszsinz +5)+ (=7) - 1.

Nékolik snadnych obecnych pozorovani:

e Kdykoliv posloupnost obsahuje nulovy prvek, tak je linedrné zavisla, pro-
toze nulovy prvek je linearni kombinaci ostatnich prvkt posloupnosti. To
plati i v pripadé, Ze posloupnost obsahuje jediny prvek o diky tomu, Ze
nulovy prvek je linearni kombinaci prvki prazdné mnoziny.

e Jednoclenna posloupnost (v) je linedrné nezavisla prave tehdy, kdyz v # o.

e Kdykoliv posloupnost obsahuje dva stejné prvky, je linedrné zavisla. Obec-
néji, pokud je néktery z prvkid nasobkem jiného, je posloupnost linearné
zéavisla. Neplati to ale naopak. V posloupnosti ((1,2,3)7, (9,12,15)7,
(4,5,6)T) z piedchoziho piikladu neni Z4dny z aritmetickych vektorii né-
sobkem jiného, presto je posloupnost linearné zavisla.

e Linearni zavislost nebo nezavislost posloupnosti nezavisi na poradi prvki.

e Podposloupnost linedrné nezavislé posloupnosti je linearné nezavisla. Jinak
feceno, pokud je podposloupnost prvki linearné zavisla, tak je linearné
zavisla i ptuvodni posloupnost.

Pokud bychom ovéfovali, ze néjakd posloupnost (vi,va,...,vy) je linedrné ne-
zavisla z definice, museli bychom pro kazdy z prvki vy, ..., vi ukazat, Ze jej nelze

vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich. Snazsi je pouzit bod (2) nebo (3) z na-
sledujiciho pozorovani, které dava elegantnéjsi charakterizaci linearni nezavislosti.

Tvrzeni 5.30. Necht (v1,...,vy) je posloupnost prvki linedrniho prostoru V nad
telesem T. Nasledujici turzeni jsou ekvivalentni.
(1) Posloupnost (vi,...,vy) je linedrné nezdvisld.
(2) Zddny z proki v; (1 <i < k) nelze vyjddrit jako linedrni kombinaci pred-
chozich prokid vy, ..., v;_1.
(3) Nulovy prvek o lze vyjadiit jako linedrni kombinaci prokd vi,va,..., Vi
pouze trivialnim zpiusobem o = 0vy + 0vy + - -+ 4+ Ovy.
Jingmi slovy, pro libovoln€ ay,as,...,ar €T plati, Ze z rovnosti

a1viy +agve + -+ agvig =0 ,

plynea1:a2:...:ak:0_
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(4) Kazdy prvek b € V' Ize vyjadrit jako linedrni kombinaci prokd vy, va, ...,
Vi nejvyse jednim zpusobem.

Diikaz. (1) = (2) je zfejmé.
(2) = (3). Pokud plati

aivi + azvy + -+ apvg =0

a jedno z ¢isel aq, as, ..., ay je nenulové, zvolime nejvétsi takové i, pro které a; # 0.
Pak muzeme upravit
a;Vi = —a1Vy — ... — Q;—1V;_1
a
v, = —a;lzzlvl — ... = 1V

z ¢ehoz vidime, Ze podminka (2) neni splnéna.

(3) = (4). Pokud méme dvé vyjadieni prvku u

u=avy+ava+ -+ apvy =bvy +bave + -+ vy
jejich odec¢tenim ziskdme rovnost
o = ((11 — bl)Vl —+ (a2 — b2)v2 + 4 (ak — bk)Vk,

takze z (3) dostéavame, ze a; —b; = 0 pro kazdé i, neboli a; = b; a tedy obé vyjadieni
vektoru u jsou stejna.

(4) = (3) je trivialni.

(3) = (1). Pokud je posloupnost prvka (vi,...,vy) linedrné zavisla, pak pro
néjaké i je prvek v; linearni kombinaci ostatnich, tedy

vi=0b1vi +bovo+ -+ bi_1vi1 + b1 vigr + o+ by
Posledni rovnost prepiseme do tvaru
o="bivi+bovo+ -+ bi_1vii + (=1)vi + bipivigr + -+ bV

takze dostdvame netrividlni linedrni kombinaci prvk vy, vs,..., vy s koeficienty
a; = —1 a a; = bj pro j # i, kterd se rovna nulovému prvku. O

Bod (3) lze formulovat také tak, ze posloupnost prvka linedrniho prostoru je
linearné zavisla pravé tehdy, kdyz existuje jeji netrividlni linedrni kombinace, ktera
se rovna nulovému vektoru. Netrividlni znamend, ze alespon jeden koeficient je
nenulovy (skaldr). Jesté jedna ekvivalentni formulace je ve cviéenich: posloupnost
prvki (vy,...,Vvg) je linedrné nezévisld pravé tehdy, kdyz zadny z jejich prvki neni
v linedrnim obalu pfedchozich (tj. pro kazdé i plati v; & (vi,va,...,vi_1)).

Pfipomenme, ze prvky vi,..., vy generuji linearni prostor V, pokud se kazdy
vektor da napsat jako linearni kombinace téchto prvki alespon jednim zpusobem.
Bod (4) ukazuje, Ze linedrni nezavislost je jakymsi opakem.

Priklad 5.31. Zjistime, zda je posloupnost aritmetickych vektoru
(1,1,1,1)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)")

je linedrné nezavisla v prostoru Z3. Pokusime se vyjadtit nulovy vektor jako linearni

kombinaci vektort dané posloupnosti
1 1

€1 + x2 + x3

—_ o = O
|
o O OO

1
1
1

— =N
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To je vlastné homogenni soustava rovnic!

110 0
121 Vo
110 2= o
111 3 0

Soustavu prevedeme do odstupniovaného tvaru. Pravé strany psat nebudeme, pro-
toze je soustava homogenni.

110 110 110
121 01 1 01 1
1107 71oo0oo0o] 7 ]oo1
11 1 00 1 00 0

Nemame zadnou volnou proménnou, takze soustava ma pouze trivialni feseni x =
(0,0,0)T. Jedin4 line4rni kombinace danych aritmetickych vektorti, ktera se rovna
nulovému vektoru mé vSeschny koeficienty nulové, tj. je trivialni. Podle bodu (3) z
predchoziho tvrzeni je dand posloupnost aritmetickych vektort linedrné nezavisla.

Tento priklad ndm dava névod jak zjistit, je-li dand posloupnost aritmetickych
vektort linedrné (ne)zavisla. Formulujeme u¢inéné pozorovani jako tvrzeni.

Tvrzeni 5.32. Posloupnost sloupcovych vektori matice A = (ajlas]|---|a,) typu
m xn nad télesem T tvori linedrné nezdvislou posloupnost v T™ prdve tehdy, kdyz
Ker A = {0}, tj. prdvé kdyz md soustava Ax = o pouze trividlni refeni x = o.

Dikaz. Je-li x = (x1,22,...,%,), pak podle definice 4.10 soufinu matice s aritme-
tickym vektorem plati Ax = x1a; + x2as + - -+ + xpa,. Z definice 4.32 jadra matice
plyne, ze Ker A = {0} prévé kdyz je nulovy vektor o € T" jedinym FeSeni soustavy
Ax = o. To plati pravé kdyz z rovnosti

ri1ai; + x2a2 + - +rpa, =0

plyne x1 = 29 = -+ = x, = 0, coz je podminka (3) z tvrzeni 5.30 ekvivalentni
linearni nezavislosti posloupnosti sloupcovych vektort matice A. (|

Piiklad 5.33. Posloupnost (3i +5,2,3),(5,2+1,1),(4,2,12), (7, €™, 4) v prostoru
C? je linearné zavisla.

K dtkazu mtzeme vyuzit pfedchozi tvrzeni. Dané aritmetické vektory si na-
piSeme do sloupct matice A typu 3 x 4. PFi feSeni soustavy Ax = o mame diky
typu matice A aspon jednu volnou proménnou, protoze proménné jsou 4 a pivot
muze byt nejvyse tolik, kolik je fadkt v matici A. Z toho plyne, Ze soustava mé
netrivialni feSeni. Stac¢i za jednu volnou proménnou dosadit napfiklad 1, za ostatni
volné proménné, pokud jsou, skalar 0, a dopocitat volné proménné zpétnou substi-
tuci.

Na tomto misté si znovu uvédomme, ze aritmetické vektorové prostory tvoii jen
jeden z mnoha moZnych typu linedrnich prostori. (I kdyz jsme v tvodu tvrdili, Ze
jsou ,,v podstaté jediné“. Uvozovky jsou zde podstatné, na pfesny vyznam si musime
jesté chvili pockat.) Castd chybna odpovéd studentii na otazku, jak uréit, zda jsou
dané vektory linearné zavislé, je typu ,,NapiSeme si je do sloupcti, vyeliminujeme
a zjistime, zda existuji volné proménné“. Odpovéd je spravnd jen v aritmetickych
vektorovych prostorech, obecné nedéva zadny smysl: Jak napsat do sloupct prvky
cos(2z),sinx + ¥, 2% linearniho prostoru spojitych redlnych funkci jedné realné
proménné?
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Piiklad 5.34. Posloupnost (1, /2) je linedrné nezavisla v linearnim prostoru R nad
télesem Q, protoze v/2 je iraciondlni ¢islo. Stejné posloupnost je linedrné zavisla v
linedrnim prostoru R nad télesem R, protoze napt. v/2 je v/2-nésobkem vektoru 1.
Protoze je druhy linedrni prostor nad télesem realnych c¢isel, mizeme pouzit ¢islo
V2eR jako koeficient linearni kombinace.

5.3.2. Odstupriovany tvar a elementdrni upravy. Jinou moznosti jak zjistit, zda jsou
dané aritmetické vektory linearné (ne)zavislé je napsat je do fadkd matice a ele-
mentarnimi fadkovymi apravami pfevadét matici do odstupniovaného tvaru. Tyto
apravy totiz neméni linedrni (ne)zévislost fadkid a z odstuptiovaného tvaru matice
pozname (ne)zdvislost fadkt snadno. Vyhodou také je, ze fddkové tipravy neméni
ani linearni obal Fadkt, coz se nam bude hodit o néco pozdéji.

Rovnou si také vSimneme, ze fadkové Upravy neméni ani linedrni (ne)zavislost
sloupcti. Tvrzeni nejprve formulujeme pro sloupce. Rddkovou verzi dostaneme trans-
ponovanim.

Tvrzeni 5.35. Necht A = (aj]azs|---|a,) je matice typu m x n nad télesem T, R
je reguldrni matice Tadu m a Q je reqularni matice fadu n. Pak plati

(1) posloupnost (a1, as,...,a,) sloupcovych vektori matice A je linedrné nezd-
visld pravé tehdy, kdyZ je linedrné nezavisld posloupnost sloupcovijch vektori
matice AQ,

(2) posloupnost (ay,as,...,a,) sloupcovych vektori matice A je linedrné nezd-
visla prave tehdy, kdyZz je linedrné nezavisla posloupnost sloupcovyjch vektori
matice RA.

Diikaz. Pouzijeme pozorovani formulované jako tvrzeni 5.32, které ik, ze posloup-
nost sloupcovych vektord matice B je linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz soustava
Bx = 0 ma pouze trividlni feseni.

Piedpokladejme, ze posloupnost (aj,as,...,a,) sloupcovych vektort matice A
je linedrné nezavisld a Ze x je feSenim soustavy AQx = o. Potom @Qx je feSenim
soustavy A(Qx) = o a protoze posloupnost (ai,as,...,a,) je linedrné nezavisla,

plati @x = o. Odtud plyne, Zze x = o (pouzijeme napiiklad bod (4) charakterizace
regularnich matic z véty 4.59, nebo bod (7) a vynasobime rovnost @x = o zleva
matici Q1). Uk4zali jsme, Ze soustava AQx = o m4 pouze trivialni feseni, takze
posloupnost sloupcovych vektortt matice AQ je linedrné nezavisla.

Opacna implikace se d4 dokdzat uzitim pravé dokdzané implikace, nahradime-li
matici A matici AQ a matici ) matici Q1.

Druhou ekvivalenci jsme jiz vlastné dokazali v tvrzeni 5.26. Plati rovnost Ker (RA) =
Ker A, takZe soustava Ax = o mé netrivialni feSeni pravé tehdy, kdyz méa soustava
RAx = o netrivialni feSeni. O

Z rovnosti Ker (RA) = Ker A plyne dokonce vice nez druhé ekvivalence v ptred-
chozim tvrzeni. Pro posloupnost sloupcovych vektorti matice A = (aj|as|---|a,)
plati

ria] +r2a2+ - +xna, =0
pravé kdyz x € Ker A = Ker (RA), coz plati pravé kdyz
r1Ra; +xoRas +---+x,Ra, =0 ,

nebot RA = (Raj|Ras| - - - |Ra,,) podle definice sou¢inu matic. Neformalné mtizeme
Fict, Zze mezi sloupcovymi vektory matice A plati stejné linearni zavislosti jako
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mezi sloupcovymi vektory matice RA. Napriklad pokud 2a; 4+ 3ay — 4a3 = o, pak
pro matici RA = (by|ba|bs) plati 2b; + 3bs — 4bs = o, a naopak. Slovy, sou-
¢et 2-nésobku prvniho sloupce, 3-ndsobku druhého sloupce a (—4)-ndsobku t¥etiho
sloupce v matici A je nulovy vektor pravé tehdy, kdyz soucet 2-nasobku prvniho
sloupce, 3-nédsobku druhého sloupce a (—4)-nasobku tfetiho sloupce v matici RA
je nulovy vektor.

Dusledek 5.36. Elementdrni tddkové upravy neméni linedrni (ne)zdvislost po-
sloupnosti sloupcovijch vektori ani posloupnosti radkovych vektori matice.

Elementarni sloupcové dpravy neménd linedrni (ne)zdvislost posloupnosti sloup-
covych vektoriu ani posloupnosti radkovych vektoru matice.

Diikaz. Zvolime-li v pfedchozim tvrzeni za regularni matice R nebo () elementarni
matice stejného fadu, dostaneme obé tvrzeni pro pripad posloupnosti sloupcovych
vektori maticde. Protoze posloupnost fadkovych vektori matice A se rovna po-
sloupnosti sloupcov§ch vektorti transponované matice AT, plynou fadkové verze z
pravé dokazanych sloupcovych verzi. (|

Zbyva nahlédnout, kdy je linedrné nezavisla posloupnost radkovych vektorid ma-
tice v fadkové odstupnovaném tvaru. Z predchoziho tvrzeni a tvrzeni 5.32 vidime,
kdy je posloupnost sloupcovych vektori matice v odstupnovaném tvaru linedrné
nezavisla. Je to pravé tehdy, kdyz pfislusnd homogenni soustava nema zadné volné
proménné.

Je zfejmé, ze je-li v matici nulovy radek, pak je posloupnost jejich radkovych
vektori linedrné zavisla.

Tvrzeni 5.37. Posloupnost fadkovych vektori matice v odstupriovaném tvaru je
linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdyz matice neobsahuje nulovy tadek.

Diikaz. Implikace zleva doprava je zfejma.

Predpokladejme, ze matice A typu m x n bez nulového fadku je v odstupro-
vaném tvaru a vezmeme parametry r, ki, ..., k, z definice odstuptiovaného tvaru.
Protoze A nemé nulovy fadek je r = m. K dtkazu linedrni nezévislosti posloup-
nosti fadkovych vektori matice A staci dokazat lineadrni nezavislost posloupnosti
sloupcovych vektortt matice AT, tj. dokazat, Ze homogenni soustava A”x = o ma
pouze trivialni feSeni (viz opét tvrzeni 5.32). Ze soustavy ATx = o vybereme pouze
rovnice s poradovymi ¢isly ki, ko, ..., k.. Tato vybrana soustava ma dolni troju-
helnikovou matici s nenulovymi prvky na hlavni diagonale a ta mé pouze trividlni
nulové Teseni.

O

Myslenku ditkazu muZzeme zobecnit na uzitecné pozorovani. Mame-li posloup-
nost n-slozkovych aritmetickych vektort (ap,as,...,a,) nad télesem T, zapiSeme
je do sloupcti matice A = (ajlag|---|a,) nad T. Ta je matici homogenni soustavy
linearnich rovnic Ax = o. Pokud z této soustavy vybereme néjakych m < n rov-
nic takovych, ze uz tyto rovnice maji pouze trividlni nulové feseni, pak také cela
soustava AX = 0 méa pouze triviadlni nulové feSeni. To znamend, ze i ptuvodni po-
sloupnost (ag,asg,...,a,) linedrné nezavisla.

Priklad 5.38. Chceme zjistit, je-li posloupnost aritmetickych vektort
((1,37,3,45,1)7,(0, —e, 1, 7%, 4)T (0, -12,0,33,2)T)
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1 r
1
ki| ®
ko [ J
1 n °
1
[ J
k. °
r n

OBRAZEK 60. Matice A a matice AT

v prostoru R® linearné zavisla nebo nezavisla. Z homogenni soustavy s matici

1 0 0

37 —e —12

3 1 0

45 7w¢ 33

1 4 2

vybereme prvni, tfeti a patou rovnici a dostaneme homogenni soustavu s matici

1 0 0
310 ,
1 4 2

ktera ma zjevné pouze trivialni nulové feseni. Proto je ptivodni posloupnost vektort
linedrné nezéavisla.

Vsimnéme si, ze k rozhodnuti o linedrni nezavislosti ptivodni posloiupnosti nam
stacilo vybrat pouze prvni, tfeti a patou slozku téchto vektort.

Priklad 5.39. Podivame se znovu na piiklad 5.31, tam jsme zjistovali, zda je
posloupnost

(1, 1,1, 107, (1,2,1,1)",(0,1,0, 1))
v prostoru Zj lineirné nezévisla. Tentokrat si vektory napiSeme do fadki a preve-
deme fadkovymi tpravami do odstupnovaného tvaru.

1111 1111 1111
1 211)~10100O0]~10100|=8B
01 01 01 0 1 0 0 0 1
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Puvodni posloupnost je podle disledku 5.36 linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz
jsou fadky vzniklé matice B linearné nezavislé. Matice B je v odstupniovaném tvaru
bez nulového fadku, takze podle pfedchoziho tvrzeni jsou fadky B linedrné neza-
vislé. Ptivodni posloupnost je tedy linedrné nezavisla.

Priiklad 5.40. Zjistime, zda je posloupnost vektoru
((1,1,1,007,(0,1,0,1)", (1,0,1,1)")

v prostoru Zj linearné nezavisla. Napiseme si vektory do fadkti a upravujeme rad-
kovymi tpravami.

1110 1110
0101 |~(01T071
1 011 01 01

V dpravach uz nemusime pokracovat, protoze vidime, ze posloupnost radkovych
vektorti vzniklé matice, a tedy i ptivodni matice, je linedrné zavisla.

Shrneme poznatky o dusledcich fadkovych tprav. Radkové tpravy neméni li-
nearni nezavislost posloupnosti fadkovych vektorii ani posloupnosti sloupcovych
vektort. Dale neméni sloupcovy prostor Im A7 transponované matice, tj. linearni
obal rfadkd matice A, a jidro Ker A matice A. Obecné méni linearni obal Im A
sloupcti matice A a jadro Ker A” transponované matice A.

5.4. Baze.
5.4.1. Definice. Dostali jsme se ke stézejnimu pojmu bdze linedrniho prostoru. Jako

u linearni nezavislosti mnozin se budeme zabyvat pfedevsim konec¢nymi bazemi a
obecnou definici odlozime na pozdéji.

Definice 5.41. Posloupnost (vi,va,...,v,) prvka linedrniho prostoru V nad T
se nazyva bdze, pokud je linedrné nezavisla a (v, va,...,v,) =V.
Druhou podminku mutZeme také vyjadfit tak, Ze mnozina {vq,va,...,v,} gene-

ruje prostor V.

Intuitivné, baze je usporadana konecnd mnozina prvkia V, ktera je ,dost velka“
na to, aby Sel kazdy prvek prostoru V vyjadrit jako linearni kombinace jejich prvki,
a soucasné ,dost mala“, aby takové vyjadireni bylo nejvyse jedno.

Formélné, dand posloupnost prvka (vi,va,...,v,) generuje prostor V pravé
tehdy, kdyz lze kazdy prvek zapsat jako jejich linedrni kombinaci alespon jednim
zpusobem. Podle tvrzeni 5.30 je posloupnost linedrné nezévisla praveé tehdy, kdyz
lze kazdy prvek vyjadfit jako linedrni kombinaci vi, va, ..., v, nejvySe jednim
zpusobem. Dohromady dostavame nésledujici dtlezité pozorovani.

Pozorovani 5.42. Posloupnost prvki (vi,va,...,Vy) tvoit bdzi linedrniho pro-
storu 'V prdvé tehdy, kdyz lze kazZdy prvek b € V wyjddrit prave jednim zpusobem
jako linedarni kombinaci prvki vy, Vo, ..., Va.

Priiklad 5.43. Posloupnost sloupcovych vektort jednotkové matice I,, nad télesem
T, tj. n-tice aritmetickych vektord ((1,0,0,...,0)%,(0,1,0,...,0)%,...,(0,0,...,0,1)T),
je bazi aritmetického vektorového prostoru T".
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Tato posloupnost je totiz linedrné nezavisla, naptiklad podle tvrzeni 5.37, a ge-

neruje T, protoze kazdy vektor (z1,...,7,)T jde vyjadiit jako linearni kombinaci
T 1 0 0
Ty 0 1 0
3 = 0 + T2 0 +-Fx,
: : : 0
Ty 0 0 1
Obé podminky (linedrni nezavislost i generovani) lze nahlédnout najednou z
toho, ze kazdy vektor (z1,2,...,7,)T € T" lze jednozna¢né vyjadiit jako prave

uvedenou linearni kombinaci

Béaze z posledniho prikladu jsou vyznacné baze aritmetickych prostort, proto
maji svoje pojmenovani a znaceni.

Definice 5.44. Kanonickd bdze (téz standardni bdze) v aritmetickém prostoru T"
je posloupnost

1 0 0
0 1 0
(el7e27"'7e'rl): O ) O PRI
; ; 0
0 0 1

Piiklad 5.45. Posloupnost ((1,1)7,(3,2)T) je bazi prostoru R?. Miizeme to odi-
vodnit napriklad tim, ze matice

(1)

je regularni podle charakterizacni véty 4.59 (napf. podminka 5). Zobrazeni f4 :
R? — RR? je proto vzajemné jenoznac¢né, coz znamend, 7e soustava Ax = b mé pravé
jedno Feseni pro kazdy vektor pravych stran b. To znamena, ze kazdy vektor b € R?
Ize vyjadrit jako linedrni kombinaci sloupctt matice A pravé jednim zptsobem, coz
nastane podle pozorovani 5.42 pravé tehdy, kdyz posloupnost sloupcovych vektort
matice A je baze R2.

Obecnéji lze z véty 4.59 charakterizujici reguldrni matice nahlédnout, ze sloupce
(nebo Fadky) ¢tvercové matice fadu n tvorf bazi T™ pravé tehdy, kdyz A je regu-
larni (viz cviceni). Tedy naptiklad sloupce (fadky) horni trojuhelnikové matice s
nenulovymi prvky na diagonale tvoii bazi.

Priklad 5.46.

e Jednoclenné posloupnost ((3,3,3)7) je béze prostoru ((1,1,1)7) <R3,

e Posloupnost (1, x,2?) je baze prostoru realnych polynomt stupné nejvyse
2, protoze kazdy polynom lze napsat pravé jednim zptisobem ve tvaru a -
14+b-2+c- 22

e Prazdna posloupnost je bézi trividlniho prostoru {o}.

e Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)7, (4,5,6)") neni bazi prostoru

V=((1.2,3)",(9,12,15)",(4,5.6)") <R” ,

protoze je linearné zavisld podle piikladu 5.29. Posloupnost ((1,2,3)7) je
sice linearné nezavisla, ale neni bazi V, protoze dany prostor negeneruje
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(naptiklad vidime, Ze (4,5,6)7 neni v linedrnim obalu vektoru (1,2,3)7).
Posloupnost ((1,2,3)7, (2,1,1)T) neni bazi V, protoze vektor (2,1,1)T
neni ani prvkem V| jak jsme se presvédcili v prikladu 5.25. Posloupnost
((1,2,3)T, (4,5,6)T) je bazi V, protoze generuje V (viz opét 5.29) a je
linedrné nezavisla, jak se snadno presvédcime.

Piiklad 5.47. Najdeme néjakou bézi prostoru

2 1 6 1 3
/|1 4 3 4 5 )
V‘< s s |1 ]| 6 2 >§Z7'
0 0 1 6 3

Vyuzijeme toho, ze fadkové upravy matice neméni linedrni obal fadka (viz disle-
dek 5.27). Vektory tedy napiseme do fadku a prevedeme fadkovymi tpravami na
odstupnovany tvar. Nenulové fadky generuji stejny prostor a navic jsou podle tvr-
zeni 5.37 linedrné nezavislé, tedy tvori bazi.

21 3 0 21 3 0 21 3 0 21 3 0
1 4 5 0 0 0 0O 00 0 O 0 0 6 1
6 31 1 |~]00261]~100©61]|f~]000 4
1 4 6 6 0 016 00 0 O 0 0 0O
3 5 2 3 0 01 3 0 0 0 4 0 0 0O

Bézi V je tedy naptiklad posloupnost ((2,1,3,0)7,(0,0,6,1)7,(0,0,0,4)T).

Pfiklad 5.48. Uvazujme prostor V nekoneénych posloupnosti p = (a1, as, ...)
splnujicich rovnost a,, = a,—1 4+ a,—2 pro kazdé n > 3, s béznymi operacemi scitani
a nasobeni skalarem. Prostor V je podprostorem R mezi jehoz prvky patii také
Fibonacciho posloupnost, viz priklad 5.21.

Ted nés osviti zablesk geniality a zkusime najit v prostoru V néjakou nenulovou
geometrickou posloupnost (q,q2,¢>,...) pro vhodné ¢ € R. Geometrick4 posloup-
nost lezi v prostoru V pravé kdyz plati ¢" = ¢~ 4 ¢ 2 pro kazdé n > 3, coz plati
pravé kdyz

q2 —qg—1=0.
Tato kvadraticka rovnice méa koteny

1+V5 L L V5

2 2

Nasli jsme tedy dvé geometrické posloupnosti v prostoru V a to

pr=(p, 9% 0% ), p2=(1-9),(1-9)"1-¢)7...),

kde ¢ = (1 + v/5)/2 je hodnota zlatého fezu.

Ukéazeme, 7e usporddana dvojice posloupnosti (p1,p2) je baze ve V. Pouzijeme
podminku 3. z tvrzeni 5.30. Plati-li pro néjaka dvé ¢isla s,t € R rovnost

sp1 +tpe = (0,0,0,...) ,

porovname prvni dva prvky v posloupnostech na obou stranach. Musi platit rov-
nosti

=1—-¢ .

sp+t(l—¢)=0
502 +(1—¢)?=0.
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Cisla s, jsou tedy FeSenim homogenni soustavy linearnich rovnic s matici

© I—e [ -
©? 1—2p+ ¢? 0 1—3p+2p?
Protoze 1 — 3 + 2¢% = (1 — ¢)(1 — 2¢) # 0 # ¢, je matice soustavy regularni a
jedinym TeSenim soustavy jsou ¢isla s = ¢t = 0. Podle tvrzeni 5.30 je posloupnost
(p1,p2) linedrné nezévisla ve V.
Dokézeme, ze také (p1,p2) = V. Je-li a = (a1, a9, as,...) € V, pak soustava
sp+t(l—¢)=a
502 +(1—9)* = a
ma regularni matici a tudiz pravé jedno feseni (s,t)T. Protoze je posloupnost a
uréend stejné jako kazdy jiny prvek prostoru V svymi dvéma prvky, musi platit
rovnost sp; + tps = a. Formalné to dokazeme indukci podle n. Pro tato dvé redlna

¢isla s, t plati rovnost prvnich dvou slozek. Indukci predpokladame, ze pro néjaké
n > 2 plati rovnost i < n — 1 plati s’ +t(1 — ¢)* = a;. Potom

Up =1+ Qpo=50""" +1(1 = )" 1 450" 2 4 t(1 — )"
=s(@" ")+ H((1-9)" 1= )" ) = sp" + (1),
coz dokazuje rovnost spy + tps = a a tedy a € (p1, p2).

Pro vyjadteni Fibonacciho posloupnosti a = (1,1,2,...) € V jako linedrni kom-
binace posloupnosti p; a ps staci najit koeficienty s, ¢ jako feSeni soustavy

sp+t(l—¢)=1
s+ (1—p)?=1.
Ta mé feseni t = 1/(1 — 2p) = —1/v/5 a s = 1/1/5. Pro n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti tak dostavame vyjadieni
_yet (-9
V5 Vs

které jsme bez dtikazu uvedli uz v piikladu 4.3.2.

-2

an

5.4.2. Steinitzova véta o vymené a dusledky, dimenze. Z vizualni predstavy prostori
R? je patrné, Ze viechny béaze maji dva prvky. Méné vektorti prostor R? nemtize
generovat a mnozina tfech a vice vektori nemiize byt linedrné nezavisla. Podobné,
v R3 maji viechny béaze pravé t¥i prvky. Obecné plati, Ze kazdy linedrni prostor ma,
bazi a vSechny baze maji stejny pocet prvki. Tomuto poc¢tu rikdme dimenze. Tyto
zasadni skutecnosti v této ¢asti dokdzeme pro konecné generované prostory.

Definice 5.49. Linearni prostor se nazyva konecné generovany, pokud ma néjakou
kone¢nou mnozinu generator.

Jedna moznost, jak se mizeme pokusit hledat bazi linedrho prostoru je vzit néja-
kou posloupnost generatorti a vynechavat prvky z posloupnosti tak dlouho, dokud
vzniklé posloupnosti stale generuji dany prostor. Pokud jiz nemiZzeme pokracovat,
mame minimalni posloupnost generatorti. Minimalni zde znamenad, Ze vynechanim
libovolného prvku vznikne posloupnost, kterd uz prostor negeneruje. Nésledujici
tvrzeni fikd, ze v tomto pfipadé jiz mame bazi.

Tvrzeni 5.50. Minimdlni posloupnost generdtori (vi,va,...,Vvy) linedrniho pro-
storu 'V je baze V.
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Diikaz. Podle poznamek za definici 5.28 je posloupnost linearné zavisla pravé tehdy,
kdyz

<V1,V2, .. .,Vn> = <V1,V2, ey Vi1, Vg1, .. .,Vn>
pro néjaké i € {1,2,...,n}. To se ale nestane, protoze predpokldddme, ze méme
minimalni posloupnost generatori. Posloupnost je tedy linearné nezavisla, takze je
to baze. O

Dusledek 5.51. 7 kazdé koneéné mnoziny generdtori linedrniho prostoru lze vy-
brat bazi.

Diikaz. Postupné vynechavame prvky dokud nevznikne minimélni mnozina gene-
ratorid. Mnozinu sefadime do posloupnosti a ta je podle tvrzeni bézi. O

Obecné z kazdé (ne nutné koneéné) mnoziny generatorti koneéné generovaného
prostoru jde vybrat bazi. Myslenka je, Ze nejprve vybereme konec¢nou mnozinu
generatoru a pak pouzijeme predchozi vysledek. Detaily si rozmyslete jako cviceni.

Specialné dostavame dulezity dusledek:

Dusledek 5.52. Kazdy koneéné generovany linedrni prostor ma bazi.

P¥iklad 5.53. Podivdme znovu na piiklad prostoru V. = (X) < R? kde X =
{(1,2,3)T,(9,12,15)T, (4,5,6)7}. Mnozina generatortt X neni minimélni, protoze
napf. vektor (9,12,15)7 lze vynechat (viz priklad 5.29). Mnozina Y = {(1,2,3)7,
(4,5,6)"} je minimalni mnozina generatort, protoze, jak je vidét, vynechanim kte-
réhokoliv ze dvou vektort vznikne podprostor, ktery neobsahuje druhy z vektorti.
Takze posloupnost ((1,2,3)7, (4,5,6)") musi byt baze podle tvrzeni 5.50, coz sku-
tecneé je.

K dukazu dalsich zasadnich skute¢nosti se nam bude hodit tzv. Steinitzova véta
o vyméné. Ta tiké, ze pro libovolnou linearné nezavislou posloupnost N délky k lze
v libovolné posloupnosti generujici V vymeénit nekterych k c¢lent za cleny N tak,
ze vznikla posloupnost stale generuje V.

Véta 5.54 (Steinitzova véta o vyméné). Necht N = (vq,Va, ..., Vi) je linedrné ne-
zdvisld posloupnost prokd linedrniho prostoru V nad T a necht G = (w1, wa, ..., W)
generuje V. Pak k <1 a pri vhodném uspordddni G' = (wi, w5, ..., w}) posloup-
nosti G plati, Ze (V1,Va, ..., Vi, Wi 1, Wy o, ..., W) generuje V.

Diikaz. Dokézeme indukci podle k. Pro k = 0 je tvrzeni ziejmé, takze predpoklé-
dame, Ze k > 0 a Ze tvrzeni plati pro |N| < k.
Podle indukéniho predpokladu plati & — 1 < [ a mtzeme najit preusporadani
G" = (wi,wy,...,w]) takové, ze
P = (Vl,VQ, e ,Vk,17wg,wg+17 e ,W;l)

generuje V. Zbyva do P umistit prvek v, vyménou za néktery z prvka wy, wi, ;,

Protoze P generuje V, prvek vy jde napsat jako linearni kombinace prvkui z P:
Vi = a1V1 + AoV + - + Qp—1V—1 + QW) + Q1 Wy + -+ qw] .

Posloupnost NV je linedrné nezavisla, proto v neni linearni kombinaci prvka vy, ..., vi_1.
To znamenad, ze plati k <[ a navic alespon jeden z prvki ay, ax+1, ..., a; t€lesa T je
nenulovy. Pfedpokladejme, Ze aj # 0, jinak mizeme posloupnost G” preusporadat

do posloupnosti G’ (a patfiéné zménit P), aby toto platilo.
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Ukazeme, ze

1 1 1

Z = (V1,V2, ooy Vi, Wi 1, Wy, o o, W)
generuje V. Prvek w)/ jde napsat jako linearni kombinace prvki vy, ..., vi, Wil ;,
..., W/, coz lze nahlédnout z rovnosti vyse (z rovnosti vyjadiime apw} a vynaso-

bime a;l). TakZe linedrni obal Z obsahuje prvek w) a tim padem
1" 1" "
(Z) 2 <v1,v2,...,vk_l,wk,wk+1,...,wl =(P)=V .

O

v

prvki. To umoznuje dat presny vyznam slovu dimenze.

Dusledek 5.55. Kazdé dvé bdze koneéné gemerovaného linedrniho prostoru maji
stejny pocet proki.

Dikaz. Predpokladejme, 7ze B = (vi,...,vi) a C = (wy,...,w;) jsou dvé baze
linearniho prostoru V. Protoze posloupnost B je linedrné nezévisld a posloupnost
C generuje V, plati podle Steinitzovy véty k < [. Z téze véty plyne také [ < k,
protoze C' je linearné nezavisla a B generuje V. Dohromady dostavame k£ =1. O

Definice 5.56. Dimenzi konecné generovaného linedrniho prostoru V nad T ro-
zumime pocet prvki jeho libovolné baze. Dimenzi prostoru V znacime dim(V).

Priklad 5.57. V souladu s intuici je dimenze aritmetického vektorového prostoru
T™ rovna n, protoze kanonicka baze ma n prvki.

O W~ N

.
== w3
r—lu;q;H
W N Ot W

Trividlni prostor {0} méa dimenzi 0 protoze préazdna posloupnost je jeho béze.
Prostor {(1,1,1)) < R® m4 dimenzi 1, protoze ((1,1,1)) je jeho bazi. To odpovida
geometrické predstave, ze dany prostor je primkou.

Dimenze prostoru

V= < > <Z3
0
je 3, protoze v prikladu 5.47 jsme nalezli tfiprvkovou bazi.

Zduvodnéni nasledujicich tvrzeni prfenechdame do cviceni. Dimenze prostoru vsech
matic nad T typu m xn je mn. Dimenze prostoru realnych polynomi stupné nejvyse
n je n + 1. Dimenze prostoru C jako linearniho prostoru nad R je 2.

V disledku 5.51 jsme videéli, ze z kazdé konecné mnoziny generatort lze vybrat
bazi. Pii hledani baze mizeme postupovat i opacné — k lineadrné nezavislé mnoziné
doplnit dalsi prvky tak, aby vznikla baze. Nasledujici dtsledek fika, ze to jde, navic
miizeme doplnovat pouze prvky z libovolné zvolené mnoziny generatori. Dtisledek

formulujeme pro kone¢né mnoziny, obecnéji nechdame diikaz do cviceni.

Dusledek 5.58. Necht G je koneénd mnoZina generdtori linedrniho prostoru V.
Potom kazdou linedrné nezavislou posloupnost ve V jde doplnit pruky G na bdzi V.

Dikaz. Ozna¢me N = (v1,Vva,...,vi) Nejprve pomoci disledku 5.51 vybereme z
G bazi B = (wy,...,w;). Ze Steinitzovy véty dostaneme, ze pfi vhodném preu-
spofadani baze B, posloupnost Z = (vi,Vva,..., Vg, Wii1,..., W;) generuje V. Ze

Z jde podle dtisledku 5.51 vybrat bazi. My ale vime, ze dimenze V je | (protoze B
je béaze), takze jiz Z musi byt béze. O
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Formulujeme dva trivialni disledky.

Dusledek 5.59. Maximalni linedrné nezavisld posloupnost v konecné generovaném
prostoru je bdzi.
Obecnéji, mazimalni linedrné nezdvisla posloupnost prvki koneéné mnozZiny ge-
nerdtori je bdzi.
4
> <z

Ted z vektort vy, va, ..., v bazi V vybereme. Z dusledku 5.51 plyne, Ze to jde.
Predchozi disledek 5.58 nam dava navod, jak to jde udélat. Staci totiz vzit li-
bovolnou maximalni linedrné nezévislou podmnozinu {vy,...,vs}, ta jiz musi byt
bazi. Mtizeme postupovat naptiklad tak, ze za¢neme s linearné nezavislou posloup-
nosti (vy). Pokusime se pfidat vy — otestujeme Fadkovymi Gpravami, zda (vi,v2)

je linearné nezavisla.
21 3 0 2 1 3 0
1 4 5 0 0 0 0 O
Dvojice (v1,va) je linedrné zavisld, vektor vy tedy pridavat nebudeme. Zkusime vs.
21 3 0 2 1 3 0
6 3 1 1 0 0 6 1

Méme linedrné nezavislou posloupnost (vq,vs). Pokusime se k ni pfidat v4. Pii
testovani linedrni zavislosti mtizeme vyuzit jiz provedenych tprav.

Priklad 5.60. V piikladu 5.47 jsme hledali néjakou bazi prostoru

2 6 1

1
4
5

N Ot W

1 3 4
V - <V1,V2,V3,V4,V5> = < 3 ) ) 1 ) 6 )
0 0 1 6

w

21 3 0 21 3 0 21 3 0
006 1 |]~[0O0®©61]|]~]100°61
1 4 6 6 0 01 6 0 00O

Vektor v, pridavat nebudeme. Nakonec zkusime vs.

21 3 0 21 3 0 21 3 0
6 ~1 0 0 6 ~ 0 0 6 1
2 0 0 1 0 0 0 4

ot O

0 1 1
3 3 3
Protoze (v1,vs,vs) je linedrné nezavisld posloupnost a navic je maximélni linedrné
nezavisld posloupnost tvofend vektory v mnoziné {vy, va, ..., vs} (nebot pfiddnim

vy nebo vy jiz vznikne linedrné zavisla mnozina), tvofi tato posloupnost bazi V.

~—

Dokézana tvrzeni umoznuji dokazovat a zobecnovat i dalsi fakta, kterd jsou ge-
ometricky zfejmé pro R? nebo R3:

Pozorovani 5.61. V kaZdém linedrnim prostoru V dimenze n plati:

(1) Kazdd mnozina generdtori V obsahuje alespori n proki.

(2) Kazdd n-prvkovd posloupnost generdtori je bdzi V.

(3) Kazdd linedrné nezdvisld posloupnost ve V obsahuje nejvyse n proki.
(4) Kazdd n-prvkovd linedrné nezdvisld posloupnost ve V je bdzi V.
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Diikaz. 7 kazdé mnoziny generatori lze vybrat bazi a vSechny baze obsahuji n
prvki. Z toho plynou prvni dva body.

Kazdou linearné nezavislou mnozinu lze doplnit na n-prvkovou béazi. Z toho
plynou zbylé dva body. (|

Piiklad 5.62. V piikladu 5.33 jsme zdtivodnili, Ze posloupnost (3i+5, 2, 3)T, (5,2+
i,1)7,(4,2,12)7, (m,e™,4)T v prostoru C?® je linedrné zavisla. Ted mame kratsi
zdtvodnéni — podle tfetiho bodu v pozorovani nemuze zadna linearné nezavisla
posloupnost v C? obsahovat vice nez 3 vektory.

Podobné mtzeme bez jakéhokoliv pocitani rozhodnout, ze mnozina {(1, 3,7 +
e™, —10)T, (i,2i,3 + 2i, —311)T, (2,7, 7, —4)T} negeneruje C* podle prvniho bodu.

Nakonec ukazeme, ze podprostor ma nejvyse takovou dimenzi jako ptivodni pro-
stor.

Tvrzeni 5.63. Je-li W podprostor koneéné generovaného prostoru V, pak W je
koneéné generovany a plati dim(W) < dim(V), pFicemZ rovnost nastane prdavé

tehdy, kdyz W =V.

Diikaz. Nejprve dokézeme, ze W je konecéné generovany. (Pozor, zde se ¢asto déla
chyba. Toto ,intuitivné zfejmé“ tvrzeni je tfeba dokdzat.) Pfedpoklddejme pro spor,
ze W nemad konecnou mnozinu generatorti. Vezmeme libovolny nenulovy prvek wy €
W. Protoze {w;} negeneruje Ws, existuje prvek wo € W takovy, ze wo & (wy),
atd.: Indukei najdeme pro libovolné ¢ prvek w; € W, ktery nelezi v linedrnim obalu
predchozich prvki wy, ..., w;_1. Podle poznamky za tvrzenim 5.30 (cviceni ?7) je
pro kazdé i posloupnost (wi,wa,...,w;) linedrné nezévisla (ve W, tedy i ve V),
coz je spor s bodem (3) pfedchoziho pozorovani.

Jiz vime, ze W je kone¢né generovany, takze ma bazi B podle disledku 5.52. Baze
B prostoru W je linedrné nezavisld mnozina ve V, takze dim(W) = |B| < dim(V),
opét podle bodu (3). Pokud se dimenze rovnaji, pak B je bazi V podle (4), z ¢ehoz
vyplyva, ze V.= W. (Naopak z V = W triviadlné plyne dim (V') = dim(W).) O

P¥iklad 5.64. Podle tvrzeni maji podprostory R3 dimenzi 0 (trividlni podprostor
{0}), 1 (podprostory tvaru (u), kde u je nenulovy vektor, tedy pfimky prochazejic
pocatkem), 2 (podprostory tvaru (u, v}, kde (u, v) je linedrné nezavisl, tedy roviny
prochézejici pocatkem) nebo 3 (trividlni podprostor R?). Nyni tedy mame precizni
diikaz, ze diskuze o podprostorech R? v ¢sti 5.2.1 byla spravna.

Obecnéji z tvrzeni vyplyva, ze kazdy netrividlni podprostor T lze zapsat jako
linedrni obal 1 az n — 1 (linedrné nezévislych) vektori.

5.4.3. Bdze jako soutadnicovy systém. Vratme se ted k pozorovani 5.42, které 7ika,
7e méame-li bdzi B = (vq,Vva,...,Vv,) prostoru V, pak kazdy prvek v ve V lze
jednozna¢nym zpusobem vyjadrit jako linearni kombinaci prvka vy, ..., v,. Koefi-
cientlim této linedrni kombinace fikdme soufadnice v vzhledem k B.

Definice 5.65. Necht B = (vi,va,...,V,) je baze linedrniho prostoru V nad téle-
sem T a w € V. Souradnicemi (téZ vyjadrenim) prvku w vzhledem k B rozumime
(jednoznaéné uréeny) aritmeticky vektor (ay,as,...,a,)T € T™ takovy, Ze

W =a1V] +asveo +---+a,vy, .
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Soutadnice w vzhledem k B zna¢ime [w]p, tj.

ai
az
[w]p =

an

Priklad 5.66. Linearni kombinace prvki u, v prostoru V nad R s koeficienty 2,

3, tj. prvek 2u + 3v, je vlastné ,prvek o soufadnicich (2,3) vzhledem k soustavé
souradnic u, v¥.

2x+3y

2x

OBRAZEK 61. Linedrni kombinace 2x + 3y (k prikladu 5.66)

Soufadnice zavisi na poradi prvki v bazi. Z tohoto divodu jsme bazi definovali
jako posloupnost prvku linearniho prostoru, nikoliv mnozinu.

Zvolime-li v prostoru V nad télesem T dimenze n bazi B, pak predchozi definice
jednozna¢né pfifazuje kazdému prvku v € V aritmeticky vektor [v]g € T". Naopak,
kazdy aritmeticky vektor v T je roven [v]p pro néjaky (jednoznaéné uréeny) prvek
v € V. Zobrazeni ptifazujici [v]g prvku v je tedy bijekci mezi V a T™.

Priklad 5.67. V prikladu 5.43 jsme si vSimli, Ze pro kanonickou bazi K = (eq, ea,
..., €y) prostoru T" a libovolny vektor v € T™ plati

Vlk =v .

Jednou z bézi prostoru V. = ((1,2,3)7,(4,5,6)7) < R?® je posloupnost B =
((1,2,3)T, (4,5,6)T) (viz priklad 5.46. Vektor (9,12,15)7 lezi v prostoru V, protoze
(9,12,15)7 = (1,2,3)T +2 - (4,5,6))T. Jeho vyjadieni v bazi B je podle tohoto
vztahu

[(9,12,15)]p = (1,2)" .
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Posloupnost B = (x,22,1) je bazi prostoru redlnych polynomt stupné nejvyse
dva. Soufadnicemi polynomu a+ bz +cx? vzhledem k této bézi je aritmeticky vektor
[a + bx + cx?|g = (b, c,a)”

Priklad 5.68. Uvazujme posloupnost

1 1 2
B:(Vl,Vg,Vg): 2 s 3 s 1
3 4 1

v prostoru ZE. Ovéiime, Ze B je bézi a najdeme soutadnice vektoru w = (4,0,1)7
vzhledem k B.

Oboji udéldme najednou, pokusime se w vyjadrit jako linearni kombinaci vektora
v B. 7Z mnohokrat pouzitého pohledu na nasobeni jako na linedrni kombinovani
nahlédneme, ze soufadnice [w]p jsou FeSenim soustavy rovnic Ax = w, kde A =
(v1|valvs) (tj. vektory z béaze napiSeme do sloupcil). Soustavu vyfesime.

11 214 1 1 24 1 1 24
23 1|/0]~1012|2|]~101 2|2
3 4 1)1 01 04 0 0 3|2

Vidime, Ze A je regularni (odstuptiovany tvar je horni trojihelnikova matice s ne-
nulovymi prvky na diagonéle), takze B je baze podle pozndmky za piikladem 5.45.
Regenim soustavy je

2

»
I
£
W
Il
=~

Pro kontrolu mizeme ovéfit, ze skutecné plati w = 2vy + 4vy + 4vs.

Korespondence mezi prvky linedrniho prostoru a jejich soufadnicemi ve zvo-
lené bazi je jesté tésnéjsi, zachovava totiz operace linedrniho prostoru. Konkrétné,
soufadnice souc¢tu prvki ve V (vzhledem k B) jsou rovny souctu jejich soufadnic
(vzhledem k B) v prostoru T". Podobné pro nésobeni skaldrem.

Tvrzeni 5.69. Necht B = (vq,Va,...,Vy) je bdze linedrni prostoru 'V nad télesem
T, necht u,w € V at € T. Pak plati

(1) [u+w]p =[up+[w|p a
(2) [tu]p =t[u]p
Na levych stranach vystupuji operace v prostoru V, na pravych stranach jsou

operace v T".

T

Diikaz. Je-li [u]p = (a1,a2,...,a,)T a [w]g = (b1,b2,...,b,)T, pak podle definice

souradnic plati
u=aivy+agvo+---+a,v,, W=0b0vy+byvo+---4+b,v, .
Sec¢tenim a tpravou ziskame
u+w = (a1 +by)vy + (as + b2)va + -+ + (an + bp) vy

coz podle definice znamena [u+w]g = (a;+by,a2+ba,...,a,+b,)T = [ulp+[v]5.
Druha ¢ast tvrzeni je rovnéz snadné cviceni. (|
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P¥iklad 5.70. V prostoru V = ((1,2,3),(4,5,6)) < R?® uvazujme bézi B =
(1,2,3)T,(4,5,6)T) a vektory u,w se souradnicemi (1,2)7, (3,—1)T vzhledem k

B: . 1 » ;
u= g ,[u]B=<2>, W= :1)) 7[W]B=<1)

Souétem u a w je vektor (8,13,18)7 jeho soufadnice vzhledem k B jsou (1,2)7 +
(3,—1)T = (4,1)T. Skutecng, 4 - (1,2,3)T +1-(4,5,6)" = (8,13,18)7.

Ted jiz vidime presny vyznam hesla ,vSechny kone¢né generované linedrni pro-
story jsou v podstaté T™“. Zvolime-li v prostoru bazi B, mizeme misto ptivodnich
prvkt pocitat s jejich soutadnicemi vzhledem k B a tim se vSe ptrevadi do T".
Otéazku, jak se souradnice méni pfi prechodu od baze B k jiné bazi, vyfesime za
okamzik.

Do T™ mizeme prevadét celé podmnoziny, tj. pro X C V definujeme

(X]g={lvlp:ve X} CT" .

Tento prechod také zachovava dilezité vlastnosti, jako linearni nezavislost, genero-
vani, baze, apod. Diikaz tohoto pozorovani prenechame jako cviceni.

Pozorovani 5.71. Necht B je bdze linedrniho prostoru 'V nad télesem T dimenze
n. Pak plati
(1) posloupnost (vi,va,...,vk) je linedrné nezdvisld ve V prdvé tehdy, kdyz je
posloupnost ([vi]g,[ValB,- .., [Vk]B) linedrné nezdvisla v T";
(2) mnozina X generuje V pravé tehdy, kdyz [X|p generuje T™;
(3) posloupnost (vi,va,...,vg) je bdze V prdvé tehdy, kdyz je posloupnost
([Vl}Ba [VQ]B7 ceey [Vk}B) baze T™.
5.4.4. Prechod mezi bazemi. Casto je potfeba umét rychle pfechdzet mezi bazemi,
tj. pocitat souradnice néjakého prvku vzhledem k jedné bazi, zname-li jeho souiad-
nice vzhledem k jiné bazi.

Tento prechod je mozné popsat matici. Rozmyslime si nejprve jednoduchy pripad
aritmetického vektorového prostoru T? s bazi B = (v1, Vs, v3). Najdeme vzoredek
jak mnajit vektor x = (w1, 2,23)T, zndme-li jeho vyjadieni [x|p = (y1,v2,93)"
vzhledem k bazi B. Podle definice je

X =Y1V1 + Y2V2 + Y3V3 ,
coz muzeme maticové zapsat
x = (vi|va|vs)[x]B -
Vektor x je roven svému vyjadfeni vzhledem ke kanonické bézi K = (ey,es,e3).
Matice (v1|vz|vs) se naz§va matice prechodu od B ke K a znaéi se [id]Z. Umoziiuje
nam “ptrechéazet” od baze B k bazi K pomoci vzorce
x| = [z x]5 -

Podobnou formulku mtzeme nalézt pro prechod mezi libovolnymi dvéma bazemi

libovolného konecné generovaného linearniho prostoru.

Definice 5.72. Necht B = (vy,...,v,) a C jsou baze linedrniho prostoru V nad
télesem T. Matici prechodu od bdze B k bazi C rozumime matici

(¢ = (vilellvalel .- |[vale) -
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Slovy, matice pfechodu od B k C' mé ve sloupcich vyjadfeni prvku béaze B

vzhledem k bézi C.

Tvrzeni 5.73. Necht V je linedrni prostor V nad télesem T dimenze n a B,C
jsou baze V. Pak pro libovolny prvek x € V plati

Xlo = [dIZx]5 -
Navic je matice [id|B timto vztahem urcena jednoznacné.

Diikaz. Oznacéme B = (vi,...,vy,).
Vezmeme libovolny prvek x € V a oznaéme [x]g = (a1, ..., ay), tj. podle definice
X =ai1vy + -+ a,v,. Podle tvrzeni 5.69 plati

[X]C = [G1V1 +-F anvn]C = [alvl]C +---+ [anvn]C
=a[vi]e + -+ an[va] = ([vilel- - - |[Vale)(ar, - . .y an) T
= [id]¢[x]s -

K dtikazu jednoznac¢nosti uvazujme matici A, ktera spliiuje pro libovolny prvek
x € V vztah

x]c = Alx]s .
Dosazenim x = v; dostaneme
[Vile = A[vi|p = Ae; ,

takze i-ty sloupec matice A je roven [v;]¢ a tim padem A = [id]Z. O

Piiklad 5.74. Matice piechodu od baze B = ((1,2)7,(5,6)7) ke kanonické bazi
K prostoru R? je

. 1 5

ag=( 5 o)

Pro libovolny prvek x € R? plati

x=bi=( ) o )Bs

Pokud chceme naopak vyjadrovat vzhledem k bazi B, zname-li vyjadieni vzhledem
ke kanonické bazi, upravime tento vztah na

s = 15\ ' 1(-6 5

Xp=1{ 5 § x= 9 1 |X-

(Vyuzili jsme toho, ze [id]Z je regularni matice. Obecné, kazda matice piechodu je
regularn{ a plati [id]§ = ([id]2)~!. Dokazte!)

Piiklad 5.75. Najdeme matici piechodu od baze B k bazi C prostoru V < R3,
kde

1 0 2 1 1 1
V—< 0], 1 >,B— A I ,C = 0], 1
0 1 4 ~1 0 1

(Ovéite, ze B a C jsou skuteéné baze prostoru V!) Potifebujeme najit vyjadieni
vektori baze B vzhledem k bazi C. To vede na dvé soustavy rovnic se stejnou
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matici, které vyfesime soucasné.

1 112 1 1 112 1
0 1({4 -1 |~ 0 1|4 -1
0 1|4 -1 0 00 O

Vychazi [(2,4,4)T]c = (=2,49)T a [(1,-1,-1)T]¢ = (2,-1)7, takze matice pie-
chodu od B k C je

. -2 2

jag=( 7 %)

5.5. Dimenze podprostort uréenych matici, soustavy rovnic potfeti.

K matici A nad télesem T typu m X n mame pfitazeny rfadkovy a sloupcovy
prostor Im A7 < T" a Im A < T™. UkéaZeme, #e maji stejnou dimenzi. Dale dame
do souvislosti dimenzi prostoru Ker A < T™ a Im A, a podivame se jesté jednou
na fesSeni soustav linedrnich rovnic v terminologii zavedené v této kapitole. V této
¢asti budou vystupovat pouze aritmetické vektorové prostory a jejich podprostory.

5.5.1. Bdzové sloupce matice. Po prevodu soustavy linearnich rovnic elementarnimi
rfadkovymi tpravami do odstupniovaného tvaru jsme rozdélili proménné na bazové
a volné (parametry). Nyni ukazeme, Ze toto rozdéleni nezévisi na konkrétnich pro-
vedenych upravach, ale pouze na piivodni soustavé (viz tvrzeni 5.80). Vysledek
samoziejmé formulujeme v jazyku matic.
Definice 5.76. Necht A = (a;|as|- - |a,) je matice nad T. Rikdme, 7e i-t sloupec
matice A je bdzovy, pokud neni linedrni kombinaci predchozich sloupct, tj. pokud
plati
a; ¢ (al,ag, Ce ,ai_1>

Pojmenovani ospravedlnuje skutec¢nost, ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového

prostoru matice. To si rozmyslete jako cviceni.

Pozorovani 5.77. Pro libovolnou matici A tvori bdzové sloupce bdzi sloupcového
prostoru. Specidlné, dimenze Im A je rovna poctu bdzovijch sloupcii.

Priklad 5.78. V matici

0 1 2 3 4
0 3 6 3 6
0 -2 —4 4 2

je bazovy druhy a ¢tvrty sloupec. Prvni, tfetl ani paty sloupec neni bazovy. Je to
vidét u prvniho a tfetiho sloupce, paty je souctem druhého a ctvrtého, takze také
neni bazovy.

Za okamzik ukazeme, ze rfadkové tpravy neovliviiuji skutecnost, zda je sloupec
bazovy nebo ne. Nejdiive ale ukazeme, ze bazové sloupce matice v odstupniovaném
tvaru jsou pravé sloupce obsahujici pivoty.

Tvrzeni 5.79. Bdzové sloupce matice A nad T typu m X n v odstupriovaném tvaru
jsou pravé sloupce ki, ko, ..., ky, kde v, k1, ...k, jsou parametry z definice 2.12
odstupnovaného tvaru.

Diikaz. Ozna¢me A = (ai|...|a,). Pro j = 1,2,...,n ozna¢me W; linedrni obal
prvnich j sloupci, tj. W; = (a1, as,...,a;) . Dale necht V; je nasledujici podpro-
stor T™:

Vi ={(z1,22,...,2;,0,0,...,0) : 1, 22,...,2; €T} .
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1 ki ka ko n
1 °

:

m m

OBRAZEK 62. Matice po Gussové eliminaci a nasledné zpétné substituci

Pro libovolné i je Wj,_1 podprostorem prostoru V,;_;. Sloupec ai, do tohoto
prostoru nepatii, takze je bazovy.

Zbyva ukazat, ze ostatni sloupce bazové nejsou. Za tim tcelem si vSimneme, Ze
Wi, = V; pro libovolné 7. Je to proto, Ze za prvé (ay,, ak,, .. .,ax,) je linedrné neza-
visld posloupnost (Zadny z vektorit v posloupnosti neni linedrni kombinaci pfedcho-
zich, takze posloupnost je linedrné nezavisla podle tvrzeni 5.30), ¢ili dim(Wy,) > 4,
a za druhé dim(V;) = i. Prostor W; dimenze alespori i je podprostorem V; dimenze
1, takze skutecné plati Wy, = V; podle tvrzeni 5.63.

Nyni jiz dikaz dokon¢ime snadno. Sloupce ai, ..., a5, —1 jsou celé nulové, takze
nejsou bazové. Sloupce ay, 11, ak, +2,- - -, ak,—1 Nejsou bazové, protoze patii do Va,
tedy i do Wy, , atd. O

Tvrzeni 5.80. Necht A je matice nad télesem T typu m X n a R je requldrni
matice Tadu m. Pak pro libovolné i € {1,2,...,n} plati, Ze i-ty sloupec matice A je
bdzovy prave tehdy, kdyz je bazovy i-ty sloupec matice RA.

Diikaz. Tvrzeni je dusledkem definice a pozorovani, ze matice A méa stejné line-
arni zévislosti mezi sloupci jako matice RA (toho jsme si v8imli v poznamce za
tvrzenim 5.63). Obsirnéji, i-ty sloupec matice A je bazovy pravé tehdy, kdyz neni
linedrni kombinaci pfedchozich sloupcti, tj. pravé tehdy, kdyz A(aq, ..., a;—1, 1, 0,
0, ...,0) = o pro n&jaké prvky ay,...,a;_1 € T. To nastane pravé tehdy, kdyz
RA(ay, ..., a;-1,1,0,0,...,0)T = o. (Pfipomenime, Ze implikaci zprava doleva v
této ekvivalenci lze dokézat napifklad vynasobenim zleva matici R~1.) g

Piiklad 5.81. Jako ilustraci provedeme v predchozim prikladu Gaussovu eliminaci
a presvédcéime se, ze bazové sloupce jsou praveé sloupce obsahujici pivoty.

0 1 2 3 4 01 2 3 4 01 2 3 4
0 3 6 3 6|]~({00O0 -6 -6 |~00O00O0T171
0 -2 —4 4 2 0 0 0 10 10 0 00 0O

5.5.2. Hodnost. Z dokazaného tvrzeni je jiz jen krok k diikazu, Ze sloupcovy a
radkovy prostor matice maji stejnou dimenzi. Této dimenzi fikame hodnost matice.

Véta 5.82. Pro libovolnou matici A plati dim(Im A) = dim(Im A7).

Dikaz. Myslenka je takova, ze pro matice v odstupnovaném tvaru tvrzeni plati a
ani jedna dimenze se fadkovymi iipravami neméni, takze tvrzeni plati pro jakoukoliv
matici.
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Detailnéji. Kazdou matici A lze elementarnimi fadkovymi tpravami prevést do
odstupniovaného tvaru. Jinymi slovy, existuje regularni matice R takova, ze RA je
v odstupriovaném tvaru. Dimenze sloupcového prostoru matice A i RA je pocet
bazovych sloupcti (viz pozorovani 5.77), tyto dimenze jsou stejné (viz tvrzeni 5.80)
a rovnaji se poc¢tu nenulovych fadkt matice RA (viz tvrzeni 5.79).

Dimenze fadkového prostoru matice RA je také rovna poc¢tu nenulovych radk,
protoze nenulové Fadky tvoii linedrné nezavislou posloupnost (viz tvrzeni 5.37),
ktera ziejmé generuje fadkovy prostor. Ale ndsobeni regularni matici zleva neméni
linearni obal fadki (viz tvrzeni 5.26), specidlné, dimenze fadkového prostoru matice
RA je stejna jako dimenze Ffadkového prostoru matice A. g

Definice 5.83. Hodnosti matice A rozumime dimenzi fadkového (sloupcového)
prostoru matice A. Znacime rank(A).

Shrneme nékteré dilezité triviadlni dusledky do pozorovani.

Pozorovani 5.84. Pro libovolnou matici A typu mxn plati rank(A) = rank(AT) <
m,n. Hodnost se neméni elementarnimi radkovymi ani sloupcovymi upravami. Hod-
nost matice v radkové odstupriovaném tvaru je rovna poctu nenulovych radki.

Posledni véta pozorovani také vysvétluje volbu pismena r pro pocet nenulovych
radki v odstupnovaném tvaru.

Piiklad 5.85. V zavislosti na a,b € Z3 uréime dimenzi prostoru
a 1 1
Va,b = < 1 B b 5 2 > S Zg 3
2 2 1

pri¢emz nas nebude zajimat konkrétni baze.
Vektory si napiseme do fadka nebo sloupcii a uré¢ime hodnost matice. Pritom
miizeme vyuzivat jak radkové, tak sloupcové apravy. Zvolime napiiklad radky.

a 1 2 1 21 1 21
1 b6 2 |~lal 2 |~21al]~
1 21 1 b 2 2 b 1
1 2 1 1 2 1
~ 1 0 0 a+1 | ~| 0 b+2 2
0 b+2 2 0 0 a+1

V prvni dpravé jsme preusporadali fadky a v druhé jsem prohodili sloupce. Byva
totiz vyhodnéjsi mit parametry co nejvice vpravo dole, aby se do tiprav dostaly
co nejpozdéji. Nasledné jsme vyeliminovali prvni sloupec a nakonec jesté prohodili
radky.

Pokud b # 1 a a # 2, pak je matice v odstupiiovaném tvaru se tFfemi nenulovymi
fadky a dim(V,p) = 3. Pokud b # 1 a a = 2, pak je matice rovnéz v odstupiiovaném
tvaru tentokrat s dvéma nenulovymi fadky a dim(V,;) = 2. Pokud b = 1, pak
mizeme jesté upravit (pozor, v tomto pfipadé je matice v odstupiiovaném tvaru
pouze kdyz a = 2!)

1 2
0 0
0 0

o O =
o O N
(el O

1
2 ~
a+1

a dimenze je 2.
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Shrnuti: Pokud b # 1 a a # 2 je dim(V, ) = 3, ve vSech ostatnich pfipadech je
dim(Va,b) = 2.

Hodnost matice A je rovna dimenzi obrazu prislusného zobrazeni fa. Méame-li
jesté matici B, aby byl definovan sou¢in AB, pak hodnost AB je rovna dimenzi
obrazu zobrazeni f4p. Ale obraz zobrazeni fap = fa o fp je podprostorem obrazu
zobrazeni fa, takze hodnost AB je mensi nebo rovna hodnosti A. Tuto nerovnost
a obdobnou nerovnost pro nasobeni zleva dokazeme algebraicky.

Tvrzeni 5.86. Necht A je matice nad T typu m x n a B matice nad T typun X p.
Pak plati

rank(AB) <rank(A), rank(AB) <rank(B) .

Diikaz. Opét pouzijeme tvrzeni 7?7 o pohledu na nasobeni jako pocitani linedrnich
kombinaci. Dostavame Im (AB) < Im (A), takze rank(AB) < rank(A) (podle tvr-
zeni 5.63 o dimenzi podprostoru). Podobné Im (AB)T < Im BT, takze rank(AB)T <
rank(BT), z toho plyne rank(AB) < rank(B). O

Dusledek 5.87. Necht A je matice nad T typu m x n a R je requldrni matice
nad T 7ddu m. Pak rank(RA) = rank(A). Podobné pro ndsobeni requldrni matict
zZprava.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni plati rank(RA) < rank(A), ale také rank(A) =
rank(R1(RA)) < rank(RA). O

Pomoci hodnosti mizeme také doplnit charakterizaci regularnich matic dokaza-
nou ve vété 4.59. Uvazujme ¢tvercovou matici A nad T fadu n. Bod (2) ve vété
tiké, Zze f4 je zobrazeni na, neboli Ax = b ma feSeni pro kazdou pravou stranu, ne-
boli Im A = T™ (sloupce generuji T"), coz nastane podle tvrzeni 5.63 pravé tehdy,
kdyZ dim(Im A) = rank(A4) = n. Bod (4) ikd, Ze Ax = o méa jediné FeSeni, neboli
sloupce A jsou linearné nezavislé. Protoze rank(A) = rank(A”) mitzeme podobné
charakterizace formulovat i pro fadky. Dostavame nasledujici pozorovani.

Pozorovani 5.88. Necht A je ctvercovd matice nad T tdadu n. Ndsledugict tvrzent
jsou ekvivalentny.

(1) A je reguldrni.

(2) rank(A) =n.

(3) Sloupce (Fdadky) matice A jsou linedrné nezdvislé.
(4) Sloupce (Tdadky) matice A generuji T™.

(5) Sloupce (Fdadky) matice A tvori bazi T™.

Vsimnéte si, ze ekvivalence sloupcovych (a fddkovych) verzi také plyne z pozo-
rovani 5.61.

Priklad 5.89. Ukazeme feseni jedné kombinatorické tlohy pomoci hodnosti ma-
tice. P¥iklad byl pfevzat ze sbirky Sestndct miniatur Jifiho Matouska, kde jsou
popsany nékteré zajimavé aplikace linearni algebry v jinych oborech. Lze ji najit
na domovské strance autora.

Ve mésté zije n obcéani, ktefi jsou sdruzeni v m klubech. Podle vyhlasky méstské
rady ma kazdy klub lichy pocet ¢lenti, zatimco pro kazdé dva rtizné kluby musi byt
pocet spole¢nych ¢lent sudy. Dokazeme, ze v této situaci je m < n, tedy klubti neni
vice nez obcant.
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Obc¢any oznacime ¢isly 1,2,...,n a kluby ¢isly 1,2, ..., m. Utvorfime matici A =
(aij) typu m x n nad télesem Zs tak, ze a;; = 1, pokud obcan j je v klubu i, a
a;; = 0, jinak. Kazdy fadek tedy popisuje ¢leny jednoho klubu, mé na j-té pozici
jednicku prave tehdy, kdyz obcan j je jeho ¢lenem. Napiiklad

11100
A= 0 1 1 1 0
00 0 01

popisuje situaci, kdy ve mésté je 5 ob&ant a 3 kluby. Cleny klubu 1 jsou obéané
1,2,3, ¢leny klubu 2 jsou obcané 2,3,4 a jedinym ¢lenem klubu 3 je obcan 5.
Vsimnéte si, ze tato situace je v souladu s vyhlaskou meéstské rady.

Spocitame soucin matic AAT = (by;). Prvek na misté kl je souctem n séitanci
api1apr + agaap + -+ -+ + appap,. Séitanec akmar, je roven jedné pravé tehdy, kdyz
obcan m je v obou klubech k, [, jinak je roven nule. Poc¢itame v Zo, takze cely soucet
je roven jedné, pokud je pocet spoleénych ¢lenu kluba k a [ lichy, jinak je roven
nule. Vyhlasku nyni mizeme preformulovat tak, ze axx = 1 a ag; = 0 pro libovolna
k # . Jingmi slovy AAT = I,,,.

Hodnost matice A je nejvys n, protoze hodnost nemuze byt vysSsi neZz pocet
sloupcti. Z tvrzeni 5.86 o hodnosti souc¢inu dostaneme

rank(A) > rank(AAT) = rank(I,,,) = m .
Celkové n > rank(A) > m a jsme hotovi.

5.5.3. Skeletni rozklad, Gaussova-Jordanova eliminace. Uvazujme matici A typu
m X n hodnosti r nad télesem T. NapiSeme nékakou bazi Im A do sloupcti matice
B. Kazdy sloupec a; matice A je linearni kombinaci sloupcti matice B, takze plati
a; = Bc; pro néjaky vektor ¢; € T". Oznadime-li tedy C' = (cq]...|c,), méme
rozklad A = BC, kde B je typu m xr a C' je typu r x n. Takovému rozkladu fikdme
skeletni rozklad.

Rozklad se hodi pro uklddani matic nizkjch hodnosti a pocitani s nimi. Je-li
napiiklad A ¢tvercova matice fadu 1000 hodnosti 100, pak na uloZeni matice A
potiebujeme 108 skalarti, kdezto na uloZeni matic B, C pouze 2 - 10° skalarti. Na
vipocet soucinu Ax pro né&jaky vektor x € T19% piimocéarym zpiisobem potiebu-
jeme 105 nésobeni, na vypocet postupem B(C(x)) opét pouze 2 - 10° nésobeni.

Za sloupce matice B muzeme vzit bazové sloupce matice A. Ve tvrzeni 5.91
ukazeme, zZe v tomto pripadé je matice C' tzv. redukovany odstupnovany tvar matice

A.

Definice 5.90. Matice je v redukovaném (tddkové) odstupriovaném tvaru, pokud
je v fadkové odstupnovaném tvaru a kazdy bazovy sloupec méa jedinou nenulovou
slozku rovnou 1.

Kazdou matici A lze prevést do redukovaného odstuptiovaného tvaru takto:

(1) Matici Gaussovo eliminaci pfevedeme do odstupiiovaného tvaru.
(2) Vynéasobime nenulové fadky tak, aby byl kazdy pivot roven 1.
(3) Postupné vynulujeme zbylé prvky v kazdém bazovém sloupci.
Tomuto procesu se ika Gaussova-Jordanova eliminace. Vzniklé matici fikame redu-

kovany odstupriovany tvar matice A. (Jako cviceni dokazte, ze tento tvar je dokonce
matici uréen jednoznacné, tj. pro kazdou matici A existuje pravé jedna matice J
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v redukovaném odstupnovaném tvaru takova, ze J lze ziskat z A elementarnimi
fadkovymi tpravami.)
Prejdeme ke slibenému tvrzeni o skeletnim rozkladu.

Tvrzeni 5.91. Libovolnd matice A typu mxn nad T s hodnosti r je rovnd soucinu
A = BC, kde B je matice typu m X r tvotend bdazovymi sloupci matice A (v pofadi
v jakém se vyskytuji v A) a C je matice typu r X n tvofend nenulovymi tddky v
redukovaném odstupriovaném tvaru D matice A.

Diikaz. Oznaéme ki, ..., k, indexy bazovych sloupcti matice A = (a4|...|a,). Ma-
tice D = (di]...|d,) vznikla z A posloupnosti fadkovych elementarnich tprav,
takze D = RA pro néjakou regularni matici R fddu m. Matice C' je v odstupiio-
vaném tvaru, ¢isla ki, ..., k, se shoduji s definici 2.12, B = (ay,|...|ax,) a navic
plati dy, = e; pro kazdé 1 < i < r, tedy také ci, = e; (v tomto vyrazu mé e; jiny
pocet slozek nez v prechozim).

Dokazeme, Ze matice A a BC maji stejné sloupce s poradovym ¢islem j. Trividlné
to je splnéné pro j < ki (na obou stranéch jsou nulové sloupce). Jinak ozna¢me i
nejvetsi takové ¢islo, ze j > k;. Sloupec j matice A je linearni kombinaci bazovych
sloupctl ay,, ..., a,, tedy pro néjaké prvky t1,...,t; € T plati

a; = tiag, + ok, + - +tiay, .

Vynasobenim matici R zleva a tpravou uzitim D = RA ziskame

dj = Raj = thakl—f—- . -—l—tiRa;@i = tldk1+' . +tldk1 = t161+' . —|—t,el = (tl, e 7ti7 07 e

tim padem také
cj=(t1,....;,0,...,0)"
kde vektor ma tentokrat r slozek. Sloupec j matice BC' je proto
Bcj = B(t1,...,t,0,...,0) = tiag, + -+ tar, =a; .
O

5.5.4. Jesté jednou soustavy rovnic, dimenze jddra a obrazu. Nyni si zopakujeme
ruzné pohledy na feseni soustav linearnich rovnic a utfidime jiz zndmé skutecnosti
o existenci a tvaru feSeni. Vétsina tvrzeni jiz byla dokdzana (hlavné ve vété 2.17),
presto nékteré dikazy strucné zopakujeme, aby vynikla elegance a uzitecnost pojmu
zavedenych v této kapitole. (Navic véta 2.17 byla formulovdna jen nad realnymi
¢isly, formélné jsme ji nedokazovali pro pfipad libovolného télesa.)

Budeme predpokladat, ze A je matice nad télesem T typu m xn a b € T™. Na
FeSeni soustavy Ax = b se mizeme divat nékolika zptsoby:

(1) Hledani priiniku m ,nadrovin“ v prostoru T" (kazd4 rovnice, neboli fadek
matice A, urcuje jednu ,nadrovinu®).

(2) Hledani koeficientt linedrnich kombinaci sloupctt matice A, jejimz vysled-
kem je b.

(3) Urcovani vzoru vektoru b pii zobrazeni f4.

Pomoci pojmu hodnost miizeme formulovat kritérium fesitelnosti.

Véta 5.92 (Frobeniova véta). Soustava Ax = b md TeSeni prdvé tehdy, kdyz
rank(A4) = rank(A | b).
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Diikaz. Rovnost Ax = b je pro néjaké x € T™ splnéna pravé tehdy, kdyz b je
linedrni kombinaci sloupcti matice A, coz plati pravé tehdy, kdyz Im A = Im (A | b).
Uvézime-li, ze In A < Im (A | b), vidime, Ze podprostory jsou rovny pravé tehdy,
kdyZ se rovnaji jejich dimenze (viz tvrzeni 5.63). |

Prakticky, hodnosti vidime z odstupnovaného matice soustavy, protoze hodnost
je rovna poctu nenulovych fadkt v odstupnovaném tvaru, takze kritérium ve Fro-
beniové vété se shoduje s predchozim kritériem na FeSitelnost (neexistence radku
tvaru (0,0,...,0,a), a # 0 v odstuptiovaném tvaru).

Tvar FeSeni je urCeny FeSenim piislusné homogenni soustavy. ReSenim je vidy
posunuti podprostoru o néjaky vektor, tedy obecny rovny utvar.

Tvrzeni 5.93. Pokud je soustava Ax = b fesitelnd, pak mnoZina vsech jejich
resent je rovnd mnoziné
ut+Kerd={u+w:weKeA} ,

kde u je libovolné (partikuldrni) teSeni soustavy.

Diikaz. Libovolny vektor tvaru u + w, w € Ker A je fesenim soustavy, protoze
A(u+w) = Au+ Aw = b + o = b (dokdzali jsme vlastné (p3) z véty 2.17).
Naopak, pokud v Fesi soustavu Av = b, pak v € u+Ker A, protoze v =u+(v—
u) a vektor v —u lezi v Ker A, jak ukazuje vypocéet A(v—u) = Av—Au=b—-b =0
(zde znovu dokazujeme (p4) z véty 2.17). O

Prostor Ker A muzeme urcit nalezenim jeho baze. Oznacme j; < jo < -+ <
Jn—r nebézové sloupce matice A (piislusnym proménné nazyvame volné). Kazdy
prvek x = (x1,...,2,) € Ker A (neboli kazdé feSeni homogenni soustavy Ax = o)
je jednozna¢né urcen vektorem (xj,,%j,,...,%;, ) € T" " (a naopak, libovolny
vektor v T™~" uréuje jedno Teseni). Toto jsme nahlédli v pozorovani 2.16 pouzitim
odstuptiovaného tvaru, miZzeme to ale dokdzat ptimo z definice bazovych sloupct
(viz cviceni).

Bézi Ker A mtzeme ziskat volbou néjaké baze T"~" (ve vété 2.17 jsme pouzili
kanonickou bézi) a dopoéitdnim zbylych slozek (prakticky provedeme z odstuptiova-
ného tvaru; ve vété 2.17 jsme vysledné vektory znacili v,). Dimenze n — r prostoru
Ker A je rovna poctu nebdzovych sloupcti, ta je rovnd pocet vSech sloupct (to je
n) minus pocet bazovych (to je hodnost r matice A). Po tpravé dostdvame vétu o
dimenzi jadra a obrazu.

Véta 5.94 (Véta o dimenzi jadra a obrazu). Pro libovolnou matici A nad T typu
m X n platt

dim(Ker A) + dim(Im A) =n (= dim(Ker A) + rank(A) ) .

Priklad 5.95. Vratime se k soustavé z ¢asti 2.3.5.
00 1 0 2|-3

24 -1 6 2|1
1 2 -1 3 0| 2

Ptevodem do odstupnovaného tvaru jsme ziskali

1 2 -1 3 0] 2
00 1 0 2|3
00 0 0 O0]O0
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Vidime, ze dim(Im A) = rank(A) = rank(A | b) = 2, takze soustava je Tesiteln4.
Dimenze Ker A je 5 — 2 = 3. Partikularni feSeni ziskdme dopocitanim z libovolné
volby volnych proménnych. V 2.3.5 jsme zvolili nulovy vektor a dostali jsme vektor
(—1,0,-3,0,0)T. Bazi Ker A ziskdme dopoc¢itanim z né&jaké baze T3. V 2.3.5 jsme
volili kanonickou bazi T a ziskali jsme nésledujici bazi Ker A: ((—2,1,0,0,0)7,
(-3,0,0,1,0)T, (=2,0,—-2,0,1)T). Celkové mtizeme Feseni psit ve tvaru

-1 -2 -3 —2
0 1 0 0
-3 |+ < o |.| o [, -2 > .
0 0 1 0
0 0 0 1

Podivejme se jesté na geometrickou interpretaci véty o dimenzi jadra a obrazu.
Matice A urcuje zobrazeni fu : T™ — T™. Dimenze jadra urcuje dimenzi prostoru
vektort, které se zobrazi na nulovy vektor. To si mizeme predstavovat jako pocet
dimenzi, které zobrazeni f, ,zkolabuje“ do bodu. Vétu lze nyni interpretovat tak,
7e dimenze obrazu je rovnd dimenzi prostoru, ktery zobrazujeme (n) minus podet
zkolabovanych dimenzi. Napiiklad pokud fs : R3 — R3 je projekce na néjakou
rovinu, pak dim(Ker A) = 1 a rank(4) = dim(ImA) = 2. Pro zobrazeni f, :
R? — R3 (viz obrazek ?7), které ,vérn&“ zobrazuje rovinu do néjaké roviny v R?,
je dim(Ker A) = 0 a rank(A) = 2.

5.6. Pranik a soucet podprostoru.
Prinik dvou i vice podprostort néjakého vektorového prostoru je vzdy podpro-
stor.

Tvrzeni 5.96. Jsou-li V;,i € I podprostory vektorového prostoru V, pak (),c; Vi
je podprostorem V.

Diikaz. Staci ovérit, ze prinik je neprazdny a je uzavieny na s¢itani a néasobeni
skaldrem (viz tvrzeni 5.11). Prunik je neprézdny, protoZze obsahuje nulovy vektor.
Jsou-li u, w dva vektory z priniku, pak pro kazdé i € I plati u,w € V. Protoze V;
jsou podprostory, plati u+w € V; pro kazdé i € I. To ale znamend, ze u+w lezi v
priniku podprostorid V;. Uzavienost na nasobeni skaldrem se dokdze podobné. [

Sjednoceni dvou podprostoru je ziidkakdy podprostorem. Napriklad sjednoceni
dvou riiznych p¥imek v R? zfejmé neni podprostorem, protoZe neni uzaviené na
s¢itani. Nejmensi podprostor obsahujici dané podprostory nazyvame jejich soucten.

Definice 5.97. Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru V. Souc-
tem (téZ spojenim) podprostort V;,i € I rozumime linedrni obal jejich sjednoceni,
znacime jej » . Vi, tj.
>vi-(Un)
il iel
Soucet podprostora Vi, Vs, ...,V také znac¢ime Vi + Vo + -+ + Vj.

Jako cviceni dokazte, ze soucet je asociativni.
P1i tvorbé linearniho obalu stac¢i sjednoceni V3 U V5 U - - - U Vi, uzaviit na soucty
vektorti z riznych podprostort, tj. plati

Vi4Vat+- +Vi={vi+vo+-+uvp:v € V3,090 € Vao,...,up € Vi) .
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Diikaz prenechame jako cviceni. Rovnéz si vSimnéme, Ze sjednocenim mnoziny gene-
ratord prostoru U a mnoziny generatort prostoru V je mnozina generatort prostoru
U+ V.

Pro dimenze dvou podprostorii a jejich souctu a priniku plati podobny vztah
jako pro pocty prvku ve dvou mnozinach a jejich sjednoceni a priniku.

Véta 5.98 (Véta o dimenzi souctu a priniku). Pro libovolné dva konecné genero-
vané podprostory U,V wvektorového prostoru W plati

dim(U) +dim(V) =dim(UNV) +dim(U+ V) .

Diikaz. Prostor UNV je podprostorem kone¢né generovaného prostoru U, proto je
koneéné generovany (viz tvrzeni 5.63). Vezmeme libovolnou bazi B = (wy, wa, ...,
wy.) priniku UNV (béze existuje v libovolném koneéné generovaném prostoru podle
dtsledku 5.52). Mnozina B je linearné nezévisld v prostoru U, takze ji mtizeme

doplnit na bazi C' = (w1, wa, ..., Wg, Uy, Ug, ..., ;) prostoru U (viz dusledek 5.58).
Podobné doplnime B na bazi D = (wy,ws,..., Wy, V1, Va,..., V) prostoru V.
Ukézeme, 7e E = (W1, Wa,..., W, Uy,..., U, V1, Va,...,V,) je bize U + V.

Posloupnost E generuje U + V podle poznamky nad vétou (cviceni ?7). Zbyvé
ukazat, ze F je linearné nezavisla. Predpokladejme, ze

k l m
E a;wW; + E b;u; + E CiV; =0 .
i=1 i=1 i=1

Chceme dokazat, ze vSechny koeficienty jsou nutné nulové. Vztah drobné upravime.

l

m k
E biui = — E C;V; — E a; W;
i=1 =1

=1

Vektor u = Zizl b;u; lezi v prostoru U a také lezi, podle odvozeného vztahu,
v linedrnim obalu vektora vi,...,v,,, Wi,..., Wy, Cili v prostoru V. Vektor u
tedy lezi v priniku UNV a proto jej lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektorti
W1, ..., W baze B.

k
u = E d,LW1
=1

Z toho ziskdme nasledujici vyjadfeni o jako linearni kombinaci prvka C:

k l
0= Zdiwi - Zbiui >
i=1 i=1
takze by = by = --- =b =d; =dy = --- = dj, = 0, protoze C je linedrné nezavisla. .
Podobné bychom dokézali, Zze koeficienty ci, ¢a, ..., ¢, jsou rovnéz vSechny
nulové. Nyni ale a; = ag = --- = a; = 0, protoze B je linearné nezavisla. O

Véta se geometricky dobte predstavi, kdyz si ze vztahu vyjadiime dimenzi souc¢tu
podprostorii jako soucet dimenzi jednotlivych prostorti minus dimenze spolecné
¢asti (priniku). Véta se miize hodit tfeba p¥i uréovani dimenze priiniku, protoze
dimenze prostort a jejich souctu nebyva problém spocitat.
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Piiklad 5.99. Uré¢ime dimenzi priiniku podprostorit U,V < Z2.

2 3 3 2 4

1 4 4 3 4
([ =)

3 1 3 1 1

Dimenzi U a V zjistime tim, zZe si vektory napiseme do fadkt a radkovymi Gpravami
prevedeme do odstupiiovaného tvaru (vime, Ze hodnost se neméni ani sloupcovymi
Upravami, my ale pozdé€ji vyuzijeme toho, ze fadkové ipravy nemeéni linearni obal
radki).

2 1 0 3 21 0 3 21 0 3
3421 |~10024]~10024]|]=4
3 4 3 3 0 0 3 1 0 00O

2 3 41 2 3 41 _B

4 4 0 1 0 3 2 4 )

Vidime, ze dim(U) = 2 a dim(V) = 2. Nenulové fadky matice A generuji U a fadky
matice B generuji V (protoze elementarni fadkové upravy neméni linedrni obal),
takze dohromady méame mnozinu generatortt U+ V| ktera uz je ¢aste¢né upravena.
Dokon¢ime Gaussovu eliminaci.

2 1 0 3 2 1 0 3 2 1 0 3
00 2 4 00 2 4 0 2 4 3
23417102437 71o0oo024]|"”
03 2 4 0 3 2 4 0 3 2 4
2 1 0 3 2 1 0 3
0 2 4 3 0 2 4 3
“loo0o 24| 7|00 24
00 1 2 0000

Vidime, ze dim(U + V) = 3. Z véty o dimenzi sou¢tu a priniku dostavame
dim(UNV)=dim(U) +dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1.

Priklad 5.100. Dokézeme, Ze prinikem dvou riznych podprostortt U,V dimenze
2 (rovin) v prostoru W dimenze 3 (napi. R?) je podprostor dimenze 1 (pfimka).

Protoze podprostory U a 'V jsou razné, U je vlastnim podprostorem U+V. Podle
tvrzeni 5.63 o dimenzi podprostori mame 2 = dim U < dim(U+V) < dim(W) = 3,
takze dimenze souctu je 3 (soudet je podle stejného tvrzeni cely prostor W). Z véty
o dimenzi sou¢tu a pruniku ted muzeme spocitat

dim(UNV)=dim(U) +dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1 .

Na rozdil od sjednoceni a pruniku, pro soucet a prunik neplati distributivni
zakony. Z toho divodu také neplati ,,pfimocaré zobecnéni“ véty o dimenzi souctu
a pruniku na pripad tii podprostorit, viz cviceni.

Jak jsme si jiz vSimli, kazdy vektor v sou¢tu V.= V; + Vo + ... + V. lze
psat jakou soucet vy 4+ vy + - - - + vi. Pokud je tento zapis jednoznacény hovorime o
direktnim souc¢tu. Tento pojem je obdobou pojmu baze pro podprostory.

Definice 5.101. Rikdme, Ze V je direktnim souctem podprostortt Vi, Va, ..., Vy,
pokud jsou splnény dvé podminky.
(1) V=V +Vy+---+Vy



LINEARNI ALGEBRA 173

(2) V, N (V1 +V2 + e +Vi,1 +Vi+1 +Vi+2 + - +Vk) = {O} pro libovolné
ie{l,2,...,k}.

Skutecnost, ze V je direktnim sou¢tem Vi, Vs, ... V. zapisujeme
V=V,&V8--- 0V .

Pro dva podprostory Vi, Vs se podminky zjednodusi na Vi +Va =V a'Vin
VQ = {0}

Tvrzeni 5.102. Necht V1, Vs, ...,V jsou podprostory vektorového prostoru V.
Pak nasledugict tvrzeni jsou ekvivalentns.
(1) V=Vi&Vy®- - dV,.
(2) Kazdy vektor v € V lze zapsat prdvé jednim zpiusobem ve tvaru v = vi +
Vo + o+ v, kde v; € V; pro kazdé i € {1,2,...,k}.

Dikaz. Predpokladejme, ze V= V1 +Vy+- .-+ V. Pak V je souc¢tem podprostort
Vi, Vo, ..., Vi, takze kazdy vektor v € V lze zapsat ve tvaru v = v1 +vo+- - -+ v,
kde v; € V; pro kazdé i € {1,2,...,k}. K dikazu jednoznacnosti uvazujme dvé
takova vyjadieni

v:v1+v2+~~~+vk:V/1+V/2+~~+V§C .

Pro kazdé i € {1,2,...,k} lezi vektor v; — v} v prostoru V;, ale také v souctu
zbylych podprostort, jak je vidét z vyjadreni

Vi—vi= (vi=V))+(Va=va) '+ (Vi1 = Vi )+ (Vigr = Vi) oo (Ve V)

Podle podminky (2) z definice direktniho sou¢tu plati v; — v}, ¢ili v; = vi.

Piedpokladejme naopak, ze plati podminka (2). Pak V.=V, 4+ Vy + - + V.
Pro spor predpokladejme, Ze pro néjaké i existuje nenulovy vektor u v pruniku V;
a Zj#. V;. Pak existuji a1, az,--- € T takova, ze

u=ajvy +avg + -+ a;—1V;_1 +0vi+ai+1vi+1 + -t arve
=0vi+0va+--4+0vim1s +u+0vip1 + -+ 0vy .

Dostali jsme dvé rtizna vyjadfeni vektoru u jako soucet vektort z Vi, Va,..., Vi,
spor. J

Direktni soucet lze chapat jako rozklad podprostoru na vzajemné nezavislé casti.
Vsimnéte si, ze V je direktnim sou¢tem jednodimenzionalnich podprostori V =
(v1) ® (va) @ - -+ @ (vy) pravé tehdy, kdyz (vi,va,...,vg) je béze.

5.7. Prostory nekonec¢né dimenze.

Pro zjednodusSeni jsme pojmy linearni nezavislosti a baze definovali pro konecné
posloupnosti vektorid, a tim padem jsme mohli dokazovat néktera tvrzeni jen pro
konecné generované prostory. V této ¢asti strucné probereme obecny pripad. Pri-
klady prostort, které nejsou koneéné generované, zahrnuji prostor redlnych funkci
readlné proménné, nebo realna ¢isla chapana jako vektorovy prostor nad Q.

Linearni (ne)zévislost a bézi definujeme jako indexovany soubor vektort:

Definice (Zobecnéni definic 5.28 a 5.41). Soubor (v; : i € I) vektorti ve V nazy-

vame linedarné zavisly, pokud néktery z vektort v; je linedrni kombinaci ostatnich

vektort v;, j # 4. V opacném piipadé fikame, ze je soubor linedrné nezdvisly.
Badzi rozumime linearné nezavisly soubor generatorti.
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Tato definice skutecné rozsiruje stavajici definici, protoze posloupnost n vektort
mizeme chipat jako soubor indexovany mnozinou I = {1,2,...,n}.

Pfipomenme, ze v linearni kombinaci mze mit nenulovy koeficient pouze ko-
neéné mnoho vektori, soucet nekonecné mnoha vektortt nemame definovan. Tedy
napiiklad v prostoru R“ vSech nekonecnych posloupnosti realnych ¢isel soubor
(e; : i € N), kde e; = (0,0,...,1,0,0,...) s jednickou na i-tém misté, negene-
ruje R¥. Tento soubor generuje podprostor R(“) viech posloupnosti s koneénym
poctem nenulovych ¢lent a je jeho bazi.

Mnoho dokézanych tvrzeni lze zobecnit, konkrétné plati obdoby néasledujicich
tvrzeni. Dtkazy délat nebudeme.

e Tvrzeni 5.30 charakterizujici linearni nezavislost.

e Pozorovani 5.42, které 1ika, ze kazdy vektor lze vyjadrit jako linearni kom-
binaci prvkt baze. To umoznuje zavést souradnice vektoru vzhledem k bazi.
Roli aritmetickjch vektorovych prostor hraji prostory T(): Vektory jsou
wskoro vSude nulové“ I-tice prvka télesa I, formalnéji, soubory (a; : i € I),
takové, ze vSechna a; € T az na kone¢ny pocet jsou nulové. Operace jsou
definovany po slozkach. Obdoba tvrzeni 5.69 o soufadnicich a operacich i
obdoba pozorovani 5.71 o zachovavani dulezitych vlastnosti jako linearni
nezavislost plati.

e Minimalni soubor generédtori je vzdy béze (obdoba tvrzeni 5.50). Obdoba
disledku 5.51, tj. ze z kazdé mnoziny generatorti lze vybrat bazi plati, ale
neni to zfejmé, protoze neni apriori jasné, ze minimalni generujici podm-
nozina existuje. Specialné, kazdy konecné generovany vektorovy prostor ma
béazi (obdoba dusledku 5.52). Poznamenejme, ze diikaz vyZzaduje axiom vy-
béru.

e Vsechny béaze maji stejnou mohutnost (obdoba diisledku 5.55), takze méa
smysl zavést dimenzi jako mohutnost libovolné baze. Rovnéz plati obdoba
disledku 5.58, ze libovolny linearné nezavisly soubor lze doplnit do baze
vektory z libovolné mnoziny generatorti. Z toho plyne obdoba disledku 5.59,
Ze maximalni linedrné nezavisly soubor je baze.

e Obdoba tvrzeni 5.63 plati jen ¢asteéné. Je pravda, ze podprostor ma vzdy
dimenzi mensi nebo rovnou dimenzi ptivodniho prostoru. Neni ale pravda,
Ze rovnost nastane pouze tehdy, kdyz se prostory rovnaji. Naptiklad di-
menze prostoru R“) skoro vsude nulovych posloupnosti je stejné jako di-
menze jeho vlastniho podprostoru tvoreného posloupnostmi, které zac¢inaji
nulou.

5.8. Samoopravné kédy. Predstavime zakladni pojmy teorie samoopravnych kédiu
a ukazeme si, jak se v ni uplatiuje linearni algebra.

5.8.1. Kody neformdlne. V roce 1947 byl v Bellovych laboratofich v provozu je-
den z prvnich reléovych pocitac¢i. Relé byla usporadana do pétic. Jednotlivé cifry
0,1,...,9 byly reprezentovany tak, ze vzdy dvojice z péti relé byla sepnuta a zbyla
tTi nikoliv. Protoze existuje deset moznych vybért dvojice prvkia z péti, kazda z
dvojic reprezentovala praveé jednu cifru.

Pokud béhem vypoctu doslo k néjaké chybé, projevila se tak, ze v néjaké pétici
relé byl pocet sepnutych relé rizny od dvou. Pocitac¢ to zaregistroval a zastavil se.
V té chvili nastoupila obsluha, néjakym zptisobem zjistila, jaka dvojice relé ma byt
spravné sepnuta, rucné to zafidila, a spustila pokracovani vypoctu.
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V rezimu bez obsluhy (mimo pracovni dobu) pocita¢ vypocet ukondéil a ze zdsob-
niku programi vzal ten nasledujici. Toto ukoncovani vypoctu bez ndhrady motivo-
valo Richarda W. Hamminga (1915-1998) k névrhu prvnich samoopravngch kodi.

Belltiv pocita¢ pracoval s desetiprvkovou abecedou 0,1,...,9. Kazdou z téchto
cifer reprezentoval pomoci posloupnosti péti nul a jednotek: 00110,01010, atd. Bi-
ndrni vyjadireni prvka néjaké abecedy jako posloupnosti nul a jednotek je v soucas-
nosti tak bézné, Ze je povazujeme za samoziejmé. Tak napiiklad odpovédi v testu
s vybérem ze Ctyf moznosti a, b, ¢, d mizeme prelozit do binadrniho vyjadfeni tfeba
nasledovne:

a=00, b=01, c=10, d =11.

Vyplnény test s 90 otazkami a nabidkou ¢tyf moznych odpovédi je pak totéz, co
posloupnost 180 nul a jednotek. Analogicky miiZzeme zapsat cely geneticky kdd
clovéka, pouzijeme-li preklad

G=00, C=01, T=10, H=11.

Zapis bude jenom o néco delsi.

Morseova abeceda je ptiklad jiného kédovani. Pouziva sice také jenom dva sym-
boly - tecka, ¢arka - ale mezi symboly do abecedy je tfeba také zaradit mezeru. To
je cena, kterou je nutné zaplatit za to, ze posloupnosti tecek a ¢arek reprezentujici
rizné pismena abecedy mohou mit riznou délku a Morseova volba byla takova,
ze vyjadieni jednoho pismene muiize byt pocatecnim tisekem jiného pismene. Napf.
e=- a=-—.

My se budeme v dalsim zabyvat pouze kédovanim, které kazdému symbolu pti-
vodni abecedy prifazuje posloupnost n nul a jedni¢ek pro néjaké pevné n.

Definice 5.103. Bindrni blokovy kod délky n je libovolnd podmnozina C' aritme-
tického vektorového prostoru Z5. Prvkiim C fikdme slova nebo také bloky kédu C.
Zpravou v kédu C potom rozumime posloupnost slov kédu C'.

Tak napiiklad, je-li C' = {000,001,010, 001,110,111} kéd délky 3, pak posloup-
nost
000 111 110 010 001

je zprava v tomto kédu. Mezery mezi jednotlivymi slovy kédu délame pro pohodli.
Také vynechavame zavorky pri zapisu vektord a ¢arky mezi jejich slozkami, jak je v
teroii kddovani bézné. Stejna délka jednotlivych blokd v bindrnim kédu umoziuje
jednoznac¢né interpretovat tutéz zpravu zapsanou bez mezer

000111110010001.

Zpravu zapsanou v jakékoliv abecedé s koneénym poctem symboli muzeme jed-
noznac¢né zakédovat pomoci blokd bindrnitho kédu vhodné délky n. Staci pouze,
aby bylo ¢islo 2™ aspon tak velké jako pocet znaki v pivodni abecedé.

V této ”digitalizované”podobé mutizeme zpravu prenést néjakym komunikacnim
kandalem. Pokud je kanél bez jakéhokoliv Sumu, neni zadné nebezpedi, ze prijimajici
strana pfijme zpravu v jiné podobé, nez v jaké byla vyslana. Takové kanaly ale v
realném svété neexistuji, vzdy je nenulova pravdépodobnost, Ze néktera z cifer 0
nebo 1 se béhem pirenosu zméni na opa¢nou. Pro kanély se Sumem nejsou blokové
kédy typu C = Z% vhodné. Skutecnost, ze kazdy blok z n cifer 0 nebo 1 je kédovym
slovem, znamena ze prijimajici strana neméd moznost poznat, Ze béhem pfenosu
zpravy byl néjaky blok pozménén. Kazdy prijaty blok mohl byt také vyslan.
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Resenim je nepouzivat jako kédova slova viechny bloky dané délky n, ale pouze
nékteré. Pokud jsou kédova slova dobfe vybrana, muze pfijimajici strana poznat,
ze béhem prenosu bloku zpravy doslo k néjaké chybé diky tomu, ze pfijme posloup-
nost délky n, kterda neni kédovym slovem. Takovy blok vysilajici strana nemohla
vyslat. Dani, kterou je nutné za to zaplatit, je snizeni rychlosti prenosu informace,
mnozstvi informace, kterou kanalem preneseme za jednotku ¢asu. Do kédu vnasime
nadbytecnost, cizim slovem redundanci - pro pfendSeni informace pouzivame vice
symbolt, nez kolik je potfeba. nadbytecnost ale umoznuje odhalovat a opravovat
chyby pii prenosu dat.

Nejjednodussi zptisob jak bojovat se Sumem, je vyslat kazdy blok dvakrat po
sobé. Prikladem takového opakovaciho kodu je nasledujici kéd délky 4:

C = {0000,0101,1010, 1111}.

Kazdé slovo ma dvé c¢asti. Prvni dva symboly jsou informacni symboly, zbylé dva
jsou kontrolni symboly. Kontrolni symboly nenesou zadnou informaci, pouze opakuji
predchozi dva symboly. Z kazdych ctyf symbolt vyslaného slova pouze prvni dva
nesou informaci. Rychlost pfenosu informace pomoci takového kédu je poloviéni
oproti rychlosti pfenosu informace kédem D = {00, 01, 10, 11}.

Narozdil od kédu D ale kéd C' umoznuje ptijimajici strané poznat, pokud béhem
ptenosu slova doslo k jedné chybé. Prvni a druhd polovina pfijatého ¢tyiprvkového
bloku se v takovém piipadé 1isi. Rikdme, ze kéd C odhali jednu chybu.

V opakovacim kédu muzeme pocatecni informacni ¢ast opakovat vicekrat. Kod

{000,111} C Z3

obsahuje pouze dva bloky, v kazdém z nich se prvni symbol opakuje trikrat. Je to
priklad 3-opakovaciho kodu. Jingm prikladem 3-opakovaciho kédu je

{000000, 010101, 101010, 111111} C Z$,

ve kterém opakujeme tfikrat vzdy prvni dva informacni symboly. Rychlost pfenosu
informace kterymkoliv z téchto dvou kéda je 1/3. V kazdém bloku je pouze jedna
tfetina symbolu informacnich, zbylé dvé tfetiny jsou kontrolni.

Kazdy 3-opakovaci kéd odhali jednu chybu — zménime-li v libovolném bloku
jeden symbol, dostaneme slovo, které do kédu nepatii. Oproti prostému opakova-
cimu kédu ale dokéze navic lokalizovat (opravit) jednu chybu. Ukadzeme si to na
prikladu, kdy vyslany blok 010101 pfijme pfijimajici strana jako 010001. Graficky
to zndzornime takto:

010101 — 010001.

Rozdélime-li libovolné slovo 3-opakovaciho kédu na t¥i stejné dlouhé tseky, jsou tyto
useky stejné. Tak jsou kédova slova definovana. Pokud tomu tak u prijatého slova
neni, do$lo béhem pienosu informace k néjaké chybé. Pokud doslo k jedné chybé,
dva z téchto tsekil zlistanou stejné, tieti (ten, ve kterém se chyba vyskytla) se od
nich lisi. Pfedpokladame, ze vyslano bylo to kédové slovo, ve kterém se vSechny tii
tseky rovnaji tém dvéma stejnym prijatym. Je to jedind moznost, jak z pfijatého
slova dostat kédové slovo zménou jediného symbolu. V nasem pripadé zménime
¢tvrty prijaty symbol z 0 na 1 a dostaneme kédové slovo. Jakékoliv jiné kodové
slovo dostaneme z prijatého pomoci zmény aspon dvou symboli. Napriklad tak, ze
obé prijaté 1 zménime na 0.

Pokud predpokladame, ze pravdépodobnost zmény symbolu vlivem Sumu je p <
1/2, a tedy pravdépodobnost, ze symbol byl pfijaty spravné (tj. tak jak byl vyslan)
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je 1 —p>1/2 > p, pak v pripadé pfijeti nekédového slova je nejpravdépodobnéjsi,
ze bylo vyslano to slovo, které se od prijatého lisi v co nejméné symbolech.

5.8.2. Hammingova vzdalenost. Pro teorii samoopravnych kéda je néasledujici defi-
nice klicova.

Definice 5.104. Jsou-li a = ajaz---a, a b = bibs - - b, libovolné dva prvky Z,
pak jejich Hammingova vzddlenost h(a,b) se rovna poétu indext i € {1,2,...,n},
pro které plati a; # b;. Hammingova vdha slova a € Z% je definovana jako Ham-
mingova vzdalenost h(a,o0) slova a od nulového slova o.

Hammingova vzdélenost je tak definovana pro posloupnosti téze délky a rovna
se po¢tu mist (indext), na kterych se obé posloupnosti lisi. Hammingova vaha
slova a se pak rovnéa poctu cifer 1 ve slové a. Pro Hammingovu vzdélenost ziejmé
plati h(a,a) = 0 a h(a,b) = h(b,a) pro libovolna dvé slova a,b € Z3. Plati také
trojuhelnikova nerovnost

h(a,c) < h(a,b) + h(b,c)

pro libovolna tfi slova a,b,c € Z%. Snadno si to ovéfite sami. Pokud totiz pro
néjaky index i € {1,2,...,n} plati a; # ¢;, plati také a; # b; nebo b; # ¢;. Jestlize
index 7 prispiva ke vzdélenosti h(a,c), piispiva také k aspon jedné ze vzdalenosti
h(a, b) nebo h(b,c).

Hammingovu vzdalenost si miZeme také predstavit pomoci délky (poc¢tu hran)
cest v néjakém neorientovaném grafu. Jeho vrcholy jsou prvky Z35 a dva vrcholy
a, b jsou spojené hranou pokud se lisi v pravé jednom symbolu, tj. pokud je jejich
Hammingova vzdalenost rovna 1. Pro n = 2 se tento graf rovné ¢tverci, pro n = 3
je jim tfidimenzionalni krychle. Hammingova vzdélenost libovolnych dvou vrchola
a,b € ZJ se pak rovné délce (tj. poétu hran) v nejkratsi cesté z a do b. Proto se
také nékdy tomuto grafu fikd Hammingova krychle i v ptipadé libovolného n.

Pro schopnost kédu odhalovat a lokalizovat chyby je dilezity pojem minimalni
vzdalenost kédu.

Definice 5.105. Je-li C' C Z5 binarni blokovy kéd délky n, pak definujeme mini-
mdalni vzddlenost kédu C' jako ¢islo

h(C) = min{h(a,b);a,b € C,a # b}.
Priiklad 5.106.

e Minimalni vzdélenost 3-opakovaciho kédu {000, 111} se rovné 3.

e Minimalni vzdalenost opakovaciho kédu {0000,0101,1010,1111} se rovna
2.

e Minimalni vzdalenost kédu pouzivaného v roce 1947 v reléovém pocitaci v
Bellovych laboratofich se rovna 2.

e Minimalni vzdalenost kédu C' = Z4 se rovna 1.

Nyni mizeme pfesné formulovat, co myslime tim, ze néjaky kéd C' C Z5 odhali
jednu chybu. Pokud pfi pfenosu slova a € C' dojde k jedné chybé, prijimajici strana
to pozna, prijme-li v takovém piipadé slovo, které neni prvkem C'. Znamena to, Ze
zédné slovo b € C, jehoz Hammingova vzdalenost od a se rovna 1, neni blokem
kédu C'. Jinak fe¢eno, Hammingova vzdélenost libovolnych dvou raznych kédovych
slov a,b € C je aspon 2, a to znamena, ze minimalni vzdalenost kédu C' je aspon
2.
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Kazdy kod C, jehoz minimalni vzdalenost je d > 1, odhali az d — 1 chyb. Pokud
pfi pfenosu slova a € C dojde k nejvyse d — 1 chybam, pfijimajici strana pfijme
slovo ¢, jehoz Hammingova vzdalenost od vyslaného slova a je nejvyse d — 1. Slovo
c tak nepatii do kédu C, a pfijimajici strana proto odhali, ze pii pfenosu doslo k
néjakym chybam. Pocet chyb ale jednoznacné nezjisti stejné jako kde k nim doslo.

Predpokladejme nyni, Ze minimalni vzdalenost néjakého kédu C' C Z3 se rovna
3. Pokud pfi prenosu slova a dojde k jedné chybé, pfijimajici strana piijme slovo
¢, které ma od slova a Hammingovu vzdalenost h(c,a) = 1. Vzdalenost prijatého
slova ¢ od jakéhokoliv jiného slova b € C je v disledku trojihelnikové nerovnosti

h(e,b) > h(a,b) — h(a,c) >3~ 1=2,

pouzili jsme navic skuteénost, ze minimalni vzdalenost kédu C je 3, a tedy h(a,b) >
3 pro jakékoliv dva ruazné bloky a,b € C.

Vyslané slovo a je tedy ze vSech moznych vyslanych slov b € C nejblize (vzhle-
dem k Hammingové vzdélenosti) k ptijatému slovu c. Pfedpokladdme, ze pravdépo-
dobnost poskozeni pfendseného symbolu Sumem v kanalu je p < 1/2 a tedy mensi
nez pravdépodobnost 1 — p Ze k poskozeni symbolu nedoslo. V pripadé prijeti slova
C nejblize k pfijatému slovu c. V tomto smyslu tedy kod s minimalni vzdalenosti
3 dokéze opravit (lokalizovat) jednu chybu.

Zcela analogicky 1ze oduvodnit, ze kéd s minimélni vzdalenosti 2d + 1 dokaze
opravit d chyb. Schopnost kédu odhalovat a opravovat dany pocet chyb je tak dana
jeho minimélni vzdalenosti.

5.8.3. Paritni kod, linedrni kody. Nejjednodussi priklad kédu, ktery je schopen od-
halit jednu chybu, je paritni kod.

Definice 5.107. Paritni kod délky n je podmnozina S C Z§ tvofend vSemi slovy,
které obsahuji sudy pocet jednotek.

Minimalni vzdalenost paritniho kédu S je 2, paritni kod tedy dokéaze odhalit
jednu chybu. Zname-li ajas---a,_1, existuje pravé jedno a, € {0,1} takové, ze
slovo a = ajas---ay_1a, € S. Prvnich n — 1 symbola ve slové a tak muzeme
povazovat za informac¢ni symboly, zatimco posledni symbol a,, je kontrolni. Ne-
nese zadnou dodate¢nou informaci, 1ze jej doplnit na zdkladé znalosti ajas - - an_1.
Proto se kontrolnimu bitu fika také paritni bit nebo paritni kontrola. Samoziejmé
miizeme za kontrolni bit povazovat kterykoliv symbol ve slové a a zbylé symboly za
informacni. Obvyklé ale byva sefadit symboly v kédovém slové tak, ze informacni
symboly jsou na zacatku a kontrolni symboly nasleduji po nich. Rychlost pfenosu
informace paritnim kédem je tak n — 1/n.

Kody, které dokazou nejen odhalit, ale i opravit chyby se konstruuji kombinaci
vice paritnich kontrol.

Paritni kéd S délky n ma jednu dilezitou vlastnost. Tvofi nejenom podmnozinu
Z%, ale dokonce podprostor. Obsahuje totiz nulové slovo o, je proto uzavieny na
nésobeni skalary ze Zs a ziejmeé také na s¢itani. Takové kody jsou dulezité a zaslouzi
si zvlastni pojmenovani.

Definice 5.108. Binarni blokovy kéd C' C Z% délky n se nazyva linedrni kdd, je-1i
C podprostor Z%. Je-li dimenze C rovna r, fikdme také, ze jde o linedrni (n, r)-kéd.

Minimalni vzdalenost linearnich kédi lze zjistit snéze nez u obecnych kédi.
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Tvrzeni 5.109. Minimalni vzddlenost linedrniho kédu C' se rovnd
min{h(a,o0);a € C,a # o},
tj. rovnd se minimdlni Hammingové vdze nenulovych prvki C'.

Diikaz. P¥ipomenme si, ze minimalni vzdalenost kédu C oznacujeme h(C). Je-li C'
linearni kéd, plati o € C' a h(a,0) > h(C) pro libovolné nenulové slovo a € C. Dale
plati pro libovolna dvé slova a,b € C, ze

h(a,b) = h(a+b,0).

Je-li tedy h(C) = h(a,b), plati, ze h(C) se rovnd Hammingové vaze vektoru a +
b. g

Je-li C linearni (n,r)-kéd, mé prostor C' dimenzi r. Zvolime-li v ném néjakou
bazi ai, ..., a,, je kazdy prvek b kédu (podprostoru) C jenozna¢né urcen r-tici jeho
soutadnic vzhledem ke zvolené bazi. K jeho jednozna¢nému urceni nam tedy staci
posloupnost koeficientti linearni kombinace, kterd vyjadiuje b pomoci prvku zvolené
baze. Naopak, kazda posloupnost 7 nul a jednotek urcuje jednoznacné néjaky prvek
kédu C. To jenom jinak vyjadfujeme skutecnost, ze C je izomorfni aritmetickému
prostoru Zj. K predani informace o bloku b nam tedy staci predat r koeficientt
vyjadiujicich b jako linedrni kombinaci baze aq, ..., a,. Kéd C ale predava cely vek-
tor b délky n. Intuitivné tak muzeme fict, Ze rychlost pfenosu informace linearnim
(n,r)-kédem je r/n.

5.8.4. Hammingovy kody. Hamming predlozil t¥i konstrukce kédt, které opravuji
jednu chybu. VSechny tfi jsou zalozené na kombinaci nékolika paritnich testt.
VsSechny tii navrhy jsou linearni kédy. Jejich konstrukeci si ukazeme na ptikladu,
ktery ma ¢tyri informacni symboly. Protoze kédy maji opravovat jednu chybu,
musi byt jejich minimalni vzdalenost 3.

Priklad 5.110. V prvni konstrukei si ¢ty¥i informacni symboly a, b, ¢, d napiSeme
do prvnich dvou fadkt a prvnich dvou sloupcii ¢tvercové matice fadu 3.

Misto otaznikti doplnime dalsi prvky tak, aby v kazdém tadku a kazdém sloupci
byl sudy pocet jednotek. Doplnéné matice je

kde
rn=a+b, ro=c+d, si=a+c, so=b+d, t=s1+so=a+b+c+d=r1+rs.

Celé kédové slovo je potom abricdrasysst. Informacni symboly jsou na prvnim,
druhém, ctvrtém a patém misté, zbylé symboly jsou kontrolni.
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Kéd C je tvoren viemi slovy a = ajas - - - ag € Z3, pro kterd plati
a3 = ai + as
ag = a4 + as,
a7 = aj + ag,
ag = ag + as,
ag :a1+a2+a4+a5.

Prvky a1, as, a4, as mizeme zvolit libovolné a pravé uvedené rovnosti ukazuji, ze
matice

ar ag | ag

spliuje vSechny pozadované paritni testy, tj. kazdy rfadek a kazdy sloupec obsahuje
sudy pocet jednotek.

Z kostrukce koédu také snadno nahlédneme, ze kéd C' opravuje jednu chybu.
Pokud totiz pfi pfenosu slova a = ajas - - - ag € C dojde k jedné chybé, ptijaté slovo
nebude spliiovat dva paritni testy, jeden pro fadek a druhy pro sloupec, ve kterych
lezi chybné prijaty symbol. Tyto dva neplatné paritni testy tak pfesné urcuji polohu
poskozeného symbolu.

Kéd C je linearni, protoze jeho prvky jsou pravé vSechna feseni xixs - - x9 ho-
mogenni soustavy linearnich rovnic s matici

11100 00 0O
0001 1 1000
A=]11 0 0 1 0 0 1 0 O
01001 0O0T1O0
110110001

Tteti sloupec spolu s poslednimi ¢tyrmi sloupci jsou linedrné nezavislé, hodnost
matice A je tedy aspon 5, Fadky matice A jsou tedy linedrné nezévislé, rank(A) = 5,
dimenze Ker (A) je tudiz podle véty o dimenzi jadra a obrazu rovna 9 —5 = 4 a
pocet prvki kédu C' je 16.

Ptijimajici strana tak snadno ovéri, patii-li pfijaté slovo ¢ = cyca - - - ¢g do kédu

C'. Staéi ovétit rovnost AcT = o”.

Posledni pozorovani vede k nasledujici dilezité definici.

Definice 5.111. Je-li C linedrni (n,r)-kéd a pro matici A typu (n —r) x n plati,
ze C' = Ker A, pak matici A nazyvame kontrolni matice kédu C.

7 definice kontrolni matice a z véty o dimenzi jadra a obrazu matice plyne, Ze
rank(A) = dim(Im (A)) = n — r, tj. Ze posloupnost fadkt matice A je linedrné
nezavisla. Pozdéji si ukdzeme obecné tvrzeni, ze kterého plyne existence kontrolni
matice pro jakykoliv linedrni kéd. Ve skutecnosti jsou lineadrni kédy zadavany tak,
ze napiseme jejich kontrolni matici.

Pomoci kontrolni matice mtizeme snadno zjistit, jaka je minimélni vzdalenost
linearniho kédu.

Tvrzeni 5.112. Necht C je (n,r)-linedrni kéd a A jeho kontrolni matice. Mini-
malni vzddlenost kodu C se rovnd d pravé kdyz libovolnd (d—1)-prvkovd podposloup-
nost sloupci matice A je linearné nezdvisla a existuje d-prvkovd podposloupnost
sloupct A, kterd je linedrné zavisla.
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Diikaz. Kontrolni matice A = (ay|...|a,) kédu C' je typu (n —r) x n. Necht x =

21Ty - - - T, je nenulovy prvek kédu C. Pak plati Ax” = o”, neboli
_.T
ria] +r2a2 4+ ---ra, =0 .
Je-li | Hammingova vaha prvku x a z;,,2j,,...,2;, jsou vSechny nenulové slozky
vektoru x, pak plati rovnéz
r; a5, + T8, + 158, =0
J1<1 1272 N ’
l-prvkova podposloupnost sloupcovych vektorti a;, ,...,a; je tedy linedrné zavisla.
Jestlize naopak existuje linearné zavisla podposloupnost a;,, a;,, ..., a;,, sloup-

covych vektori matice A, existuji prvky w;; € Zz, ne vSechny nulové, takové, ze

Tip @4, + T4, + -0+ X8, = o’.
Doplnime tuto linedrni kombinaci zbyvajicimi sloupcovymi vektory matice A s koe-
ficienty 2; = 0. Vektor x = 21 - - - x,, pak spliiuje Ax” = o7, je tedy blokem kédu
C a jeho Hammingova vaha je nejvyse m.

Je-1i tedy minimalni vzdalenost kédu C' rovna d, je podle Tvrzeni 5.109 minimélni
Hammingova vaha nenulovych vektor v C rovna d. Kazda podposloupnost d — 1
sloupcovych vektorti matice A je tedy linedrné nezavisla a existuje podposloupnost
d sloupcovych vektort matice A, kterd je linearné zavisla.

Jestlize naopak je kazda podposloupnost d — 1 sloupcovych vektort matice A
linedrné nezavisla, neobsahuje C' nenulovy vektor, ktery by mél Hammingovu vahu
mensi nebo rovnou d — 1. Pokud je navic néjaka d-prvkova podposloupnost sloup-
covych vektori A linearné zavisla, existuje v.C' = Ker A nenulovy vektor, jehoz
Hammingova vaha je nejvyse d. Miniméalni Hammingova vaha nenulovych vektort
v C' je tedy rovna d. O

Priklad 5.113. Kontrolni matice A kédu C' z Piikladu 5.110 neobsahuje nulovy
sloupcovy vektor, kazda jednoprvkova podposloupnost sloupcovych vektorti matice
A je tedy linedrné nezavisla. Libovolné dva sloupcové vektory matice A jsou ruzné,
linearné nezavisla je proto rovnéz kazdéa dvouprvkova podposloupnost sloupcovych
vektorti v A. Plati dokonce, ze zadny ze sloupcovych vektorii se nerovna souctu
jinych dvou sloupcovych vektori, a tak kazda t¥iprvkova podposloupnost sloupct
matice A je linedrné nezavisla. Naproti tomu prvni sloupcovy vektor se rovna souctu
jinych t¥1 sloupcovych vektort, existuje tedy ¢tyrprvkova linedrné zavisla podpo-
sloupnost sloupcovych vektorti matice A. Miniméalni vzdélenost kédu C' je tedy
4.

Kéd C' tak opravi jednu chybu a odhali az t¥i chyby. Rychlost pfenosu informace
timto kédem je 4/9, coz je zlepSeni oproti 3-opakovacimu kédu, ktery také dokéze
opravit jednu chybu.

Priklad 5.114. Druhy kdd, ktery Hamming navrhnul, se od toho prvniho lisi v
tom, Ze nepouziva paritni kontrolu tifetiho radku a tretiho sloupce, tj. nepotiebuje
prvek t. Matici
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doplni na matici

b 1
c d|r ,
S1 82

kde
rm=a+b ro=c+d, si=a+c, so=b+d.
Jde opét o linearni kéd, oznac¢me jej D. Kontrolni matici tohoto kédu dostaneme
tak, ze z kontrolni matice ptivodniho kédu vynechédme posledni fadek a posledni
sloupec. Dostaneme tak matici

11100000
s_loo0o 11100
10010010
01001001

Libovolna dvouprvkova podposloupnost sloupcti matice B je linedrné nezavisla
ze stejného duvodu, jako v pripadé prvniho Hammingova navrhu. Existuji linearné
zéavislé tiiprvkové podposloupnosti sloupct v B. Minimélni vzdalenost kédu D je
tak rovna 3, kéd dokaze opravit jednu chybu a odhalit az dvé chyby. Rychlost
prenosu informace kédem D je 1/2, coz je dalsi vylepSeni.

Muze kéd se ¢tyfmi informac¢nimi symboly opravovat jednu chybu a soucasné
prendset informaci rychlosti vétsi nez 1/27 Ukazeme si tvrzeni, které ukazuje, ze by
to mohlo jit jesté o néco rychleji.

Tvrzeni 5.115. Predpokladejme, Ze kod délky n md r informacnich symboli a n—r
kontrolnich symboli. Pokud opravuje jednu chybu, musi platit
271
n+17—
Diikaz. Kéd C délky n, ktery mé r informacnich symbolt, musi obsahovat aspon 2"
ruznych slov. Kazda volba informacnich symboltt musi vést k néjakému kédovému
slovu, rizné volby k riznym sloviim. Jinak by dekddovani nebylo jednoznacné.
Vyuzijeme geometrické predstavy kédu jako podmnoziny vrcholt Hammingovy
krychle. Pro kazdy vektor a € Z% nazveme 1-okoli slova a mnozinu

Vi(a) ={x € Z%;h(a,x) < 1}.

Snadno nahlédneme, ze 1-okoli kazdého vektoru a obsahuje pfesné n + 1 prvki.

Ma-li kéd C opravovat jednu chybu, musi byt jeho minimalni vzdalenost aspon
3. To znamena, zZe pro libovolna dvé ruznéa kédova slova a, b € C musi byt jejich 1-
okoli disjunktni. V opacném piipadé by totiz v disledku trojuhelnikové nerovnosti
pro Hammingovu vzdalenost platilo h(a,b) < 2, coz je spor s tim, ze miniméalni
vzdalenost kédu je aspon 3.

Sjednotime-li vSechna 1-okoli vSech slov a € C', bude mit toto sjednoceni aspon
2"(n+1) prvki. Tento pocéet musi byt mensi nebo rovny po¢tu vsech prvku (vrcholt
Hammingovy krychle) Z%, tj. 2". Odtud po snadné tpravé vyplyva dokazovand
nerovnost. g

r

Analogickou nerovnost mtzeme dokazat pro kédy, které opravuji d chyb, po-
drobnosti ve cvicenich.

Pror =4 an =6 plati 2*-7 > 2, kéd délky 6 se ¢tyfmi informa¢nimi symboly,
ktery by opravoval jednu chybu proto neexistuje.
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V piipadé n = 7 plati rovnost 2% - 8 = 27, existence kédu délky 7 se &tyfmi
informac¢nimi symboly, ktery opravuje jednu chybu, tak vyloucena neni. VSimnéme
si, ze pokud by takovy kéd C' C Z7 existoval, platila by rovnost

zj = |J V().
acC

To znamen4, ze pro takovy kéd by kazdy vrchol Hammingovy krychle Z3 mél vzda-
lenost 1 od néjakého (jednoznacéné uréeného) kddového slova a. VSechny vrcholy Ha-
mmingovy krychle ZJ by tak byly pokryté 1-okolimi kédovych slov. Takovy kéd by
byl optimalni v tom smyslu, Ze mnozina ZJ by neobsahovala z4dn4 ”zbyte¢na”slova,
kazdé ze slov délky 7 by se vyskytovalo ve vzdalenosti nejvyse 1 od néjakého kédo-
vého slova.

Definice 5.116. Kéd délky n, ktery ma r informac¢nich symbolt a opravuje jednu
chybu, se nazyva perfektni kod, pokud plati rovnost

2"(n +1) = 2",

Jako posledni piiklad kédu si ukdzeme perfektni linearni (7,4)-kdéd, ktery opra-
vuje jednu chybu.

Priklad 5.117. Kéd Hj definujeme pomoci kontrolni matice

1 00 1 1 01
A= 0 1 0 1 0 1 1
0010111

Prvky C jsou prvky jadra Ker (A) matice A. Tato matice je v fadkové odstupiiova-
ném tvaru, jeji hodnost se tedy rovna 3, a dimenze kédu Hs = Ker (A) je tedy rovna
4. Plati-li AxT = o” prox = x4 - - - 27, jsou neznamé x4, T, Te, T7 volné, mizeme
je zvolit libovolné a povazujeme je za informacni symboly. Neznamé x4, zo, 3 jsou
volbou x4, x5, g, r7 urcené jednoznacne:

T] =24+ X5+ Ty, To=2Tq4+Te+ Ty, T3 =2T5+ g+ T7.

Nezndmé 1, z2, x3 jsou tedy kontrolni (paritni) bity. I tento kéd Hj je zalozen na
kombinaci t¥i paritnich kontrol.

Sloupce matice A tvoif véechny nenulové vektory z prostoru Z3. Kazd4 dvou-
prvkova podposloupnost sloupcit matice A je tedy linedarné nezavisla a minimélni
vzdélenost kédu C je tak aspori 3, (ve skutecnosti je pravé 3), a kéd Hs tak opravuje
jednu chybu.

Jak najdeme kédové slovo z1zs - - - 27, jsou-li dany informacni symboly z4, x5, g, 7,
jsme si uz fekli. Pokud prijimajici strana pfijme slovo y = yyys - - - y7, spocita soucin
Ay". Plati-li Ay” = o7, je y kédové slovo a bylo tedy pieneseno bez chyby.

Je-li AyT # oT, doslo béhem prenosu k chybé a zbyva urcit, ktery symbol v
piijatém slové y = y1yo - - - y7 je ten poskozeny. Oznaéme Ay’ = (s15953)7.

Protoze matice A obsahuje vSechny nenulové vektory Z3 jako sloupce, existuje
jednozna¢né urceny sloupec a; = (s15253)T. Plati a; = AejT pro j-ty vektor e;
standardni baze v ZZ. Slovo y + e; se od y liff pouze v j-tém symbolu. Plati navic

Aly" + egT) =Ay" + AejT = (s15283)" +a; = (s15283)" + (s15283)" =o”.

Slovo y + e; tak patii do kédu H3 a ma Hammingovu vzdélenost 1 od pfijatého
slova y. Je to tedy to slovo, které bylo vyslano a pfi pfenosu byl poskozen j-ty
symbol.
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Priklad 5.118. Pfi pouziti Hammingova kédu Hj bylo pfijato slovo 1010101. Doglo
béhem pienosu k chybé a pokud ano, jaké slovo bylo vyslano?
Vynéasobime kontrolni matici A vektorem (1010101)7. Dostaneme

1

0
1 00 1 1 01 1 0
01 01011 0 |=11
001 0111 1 1

0

1

Vektor (0,1,1)7 je Sesty sloupcovy vektor matice Az, poskozen byl tedy Sesty sym-
bol ve slové 1010101, vyslano bylo slovo 1010111.

Definice 5.119. Hamminguv kod H, je binarni blokovy kéd délky n = 2" — 1
uréeny kontrolni matici typu r x n, jejiz sloupce tvori vSechny nenulové aritmetické
vektory dimenze r nad Zs.

Detaily diikazu nasledujiciho tvrzeni prenechame do cviceni.

Tvrzeni 5.120. Hamminguv kod H, je perfektni linearni kod délky 2" —1 a dimenze
2" —r — 1, jehoZ minimdlni vzddlenost je 3.

Cviceni
1. Vysvétlete, pro¢ mnozina vSech polynomu stupné pravé 173 s redlnymi koeficienty s béz-

nymi operacemi séitani polynomu a nasobeni polynomu redlnym ¢islem neni vektorovym
prostorem.

2. Pro libovolné té&leso T a libovolnou mnozinu X definujeme vektorovy prostor TX) jako
mnozinu téch zobrazeni f z X do T, pro ktery je mnozina {x : f(x) # 0} je koneénd. S¢itani
a nasobeni definujeme po soufadnicich, tj. (f + g)(z) = f(z) + g(x) a (af)(z) = af(z).
Dokazte, ze TX) je vektorovy prostor.

Timto zptsobem bychom zobecnili definici 5.2 na pfipad nekone¢né dimenze — prostor
T mize byt nazyvan aritmetickym vektorovym prostorem nad T dimenze |X]|.
3. U vsech prikladtu vektorovych prostori za definici ovéite, ze se skutecné jedna o vekto-
rové prostory.
4. Mnozina vSech podmnozin mnoziny {1,2,3,...,n} (nebo jiné dané mnoziny X) spolu
s operaci symetrické diference, tj. A+ B = (A\ B) U (B \ A), je vektorovy prostor nad
Zs. (Nasobeni skaldrem je jednozna¢né dané axiomy. ) Dokazte a vysvétlete, pro¢ je tento
prostor ,v podstaté* Zjy.
5. Dokazte tvrzeni 5.9 a formulujte a dokazte obdoby vlastnosti (8) a (9) z tvrzeni 3.3.
6. Dokazte, ze T jako vektorovy prostor nad T ma pouze trividlni podprostory.
7. Dokazte, ze jedinymi netrivialnimi podprostory prostoru T? jsou mnozinu tvaru {tx :
t €T}, kde o #x € T2
8. Necht A je matice nad T typu m x n a b € T™. Dokazte, ze mnozZina {x : Ax = b} je
podprostorem T" pravé tehdy, kdyz b = o.
9. Zjistéte linearni obal mnoziny X z prikladu 5.21 a dokazte, ze mnozina Y tvoii pod-
prostor.
10. Dokazte, ze posloupnost vektori (vi,...,vy) ve vektorovém prostoru V nad T je
linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz zadny z vektort neni v linearnim obalu pfedchozich
(tj. pro kazdé ¢ plati v; & (vi,va,...,Vic1)).
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11. Dokazte, ze sloupce matice v fadkové odstupnovaném tvaru jsou linedrné nezavislé
pravé tehdy, kdyz prislusnd homogenni soustava nema zadné volné promeénné.

12. Dokoncete priklad 5.48 o Fibonacciho posloupnostech.

13. Dokazte, ze sloupce (fadky) ¢tvercové matice A nad T fadu n tvoif bazi T" pravé
tehdy, kdyz A je regularni.

14. Dokazte:

e Dimenze prostoru vSech matic nad T typu m X n je mn.
e Dimenze prostoru realnych polynomi stupné nejvyse n je n.
e Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.

15. Najdéte béazi podprostoru R“ tvoreného posloupnostmi (a1, as,...), pro které plati
an = 2an—1 — an—2 (pro kazdé n > 3). Pomoci nalezené béaze najdéte vzorec pro vypocet
Qn, kdyz a1 =3, a2 = 7.

16. Dokazte, ze z kazdé mnoziny generatorti konecné generovaného prostoru lze vybrat
bézi.

17. Dokazte, ze dusledek 5.58 plati bez predpokladu kone¢nosti G. Piedpoklad tedy zmé-
nime na ,,GG je mnozina generatori kone¢né generovaného prostoru V.

18. Spocitejte pocet vSech ruznych bazi V vybranych z vektort vi,. .., vs z pfikladu 5.60.
19. Dokazte druhou ¢ast tvrzeni 5.69.

20. Dokazte, ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového prostoru matice.

21. Piimo z definice bazovych sloupci dokazte, ze feSeni x = (z1,22,...,2,) € T
soustavy Ax = b je jednoznaéné uréeno vektorem (;,, Tiy, - - ., s, ) € T%, kde i1, 2, ..., ix
je seznam nebéazovych sloupct matice A, a naopak, ze kazdy vektor (xi,,Zi,,...,Ti,) V
T* vzniké z n&jakého FeSeni (z1, 22, ..., Tn).

22. Jednoznacnost redukovaneho tvaru

23. Dokazte, ze pro libovolné tii podprostory Vi, Va, V3 prostoru V plati
Vi 4+ W)+ V5=V 4+ (Va4 V3) .

24. Dokazte, ze

Vi+ Vot -+ Vi={vi+uva+--+uvk:v1 €Vi,va € Va,...,05 € Vii} .
25. Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru W a G; je mnozina generatort
prostoru V; pro kazdé i € I. Dokazte, Ze Uiel G generuje \/ieI V.
26. Najdéte podprostory U, V, W prostoru R? takové, ze UN(V+W) # (UNV)+(UN
W), U+ (VNAW)#U+V)Nn((U+W).
27. Jedna inkluze v obou (neplatnych) distributivnich zdkonech vzdy plati. Zjistéte které
a dokazte.

28. Dokazte, ze rovnosti v distributivnich zdkonech plati za predpokladu U < W nebo
W < U.

29. Rozhodnéte, zda pro podprostory U, V, W vektorového prostoru Z plati
dim(U) + dim(V) + dim(W) = dim(U 4+ V + W) + dim(UNV) + dim(V N W)+
+dim(UNW) —dim(UNVNW)
30. Jakou dimenzi mize mit prinik podprostoru dimenze 3 a podprostoru dimenze 4 v
75,7 Pro kazdou z moznosti uvedte piiklad.
31. Pii komunikaci byl pouzit Hammingtuv kéd Hs. Pfijimajici strana ptijala slova
0101011,0011111,1011100,1111110,011111,0001110,1100101.

Rozhodnéte, ktera z nich byla béhem pfenosu poskozena a u kazdého z poskozenych slov
rozhodnéte, ktery ze symbolt byl prenesen nespravné a jaké slovo bylo vyslano.
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32. Dokazte Tvrzeni 5.120.
33. Definujeme d-okoli slova a € Z3 jako mnozinu
Va(a) = {x € Z3; h(x,a) < d}.

Dokazte, ze pocet prvki Vy(a) se rovna

(6)+ () (-2 ()

34. Dokazte, ze je-li C' kéd dimenze n s r informac¢nimi symboly, ktery opravuje d chyb,

pak plati nerovnost
n n n
r ... < o™,

35. Hamming svtij linearni (7,4)-kéd D definoval pomoci kontrolni matice

1 01 0 1 0 1
B = 01 1 0 0 1 1
00 0 1 1 1 1

Pokud bylo piijaté slovoy a By” = (815283)T # o7, dokazte e 535251 je binarni vyjadieni
indexu poskozeného symbolu.

36. Dokarzte, Ze existuje permutace 7 na mnoziné {1, 2, ..., 7} takovd, ze plati a1as - - - a7z €
Hj préve kdyz ar(1)are2) - axry € D, kde D je kéd z predchoziho cviceni. Jak souvisi
permutace 7 s permutaci sloupcti, pomoci které dostaneme z kontrolni matice A kédu Hs
kontrolni matici B kédu D.
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Shrnuti paté kapitoly

(1)

Je-1i T téleso, pak linearnim prostorem V nad télesem T rozumime mnozinu
V spolu s binarni operaci + na V' (tj. + je zobrazeni z V' xV do V') a operaci -
nésobeni prvki mnoziny V' prvky télesa T (t]. - je zobrazeniz T x V do V),
které splnuji néasledujici axiomy.

(vS1) Pro libovolné u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).
(vS2) Existuje o € V takovy, Ze pro libovolné v € V plati v+ o0 = v.
(vS3) Pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v + (—v) = o.
(vS4) Pro libovolné u,v € V plati u+v =v +u.

(vN1) Pro libovolné veVaa,be T platia-(b-v)=(a-b)-v.
(vN2) Pro libovolné v € V plati 1-v = v.

(vD1) Pro libovolné ve V aa,be T plati (a+b)-v=a-v+b-v.
(vD2) Pro libovolné u,v e VaacTplatia- (u+v)=a-u+a-v.

(2)

(3)

Pro libovolné téleso T a prirozené cislo n aritmeticky vektorovy prostor
dimenze n nad T je mnozina vSech n-slozkovych aritmetickych (sloupco-
vych) vektortt 7™ spolu s piirozenymi operacemi + a - (definovanymi jako
v definici 2.3), oznacujeme jej T".
Dalsi priklady linearnich prostort: prostory polynomi s realnymi koefici-
enty, prostor T™*™ matic typu m x n nad télesem T, prostor R>® vsech
posloupnosti realngch &sel, prostor R posloupnosti realnych &isel s ko-
nec¢né mnoha nenulovymi prvky, prostor vsech konvergentnich posloupnosti
realnych ¢isel, prostor vsech posloupnosti redlnych ¢isel konvergujicich k 0,
prostory realnych funkci realné proménné, atd. Vsechny s pfirozenymi ope-
racemi s¢itani a nasobeni skalarem.
V kazdém linedrnim prostoru V nad télesem T plati
(a) nulovy prvek o je uréeny jednoznacéné,
(b) rovnice u+x = v mé pro pevna u,v € V pravé jedno feSeni, specidlné,
opacny prvek —v je vektorem v urcen jednoznacné,

(¢) Ov = o pro libovolny prvek v € V,
(d) ao = o pro libovolny skalér a € T,

) je-li av = o, pak bud a = 0 nebo v = o,
(f) —v = (—1)v pro libovolny prvek v € V, specidlné —(—v) = v.
Je-li V linedrni prostor nad T, pak linearni prostor U nad télesem T je
podprostorem V, pokud U C V a operace + a - v U se shoduji s prislusnymi
operacemi ve V. Skutecnost, ze U je podprostorem V, zapisujeme U < V.
Je-li 'V vektorovy prostor nad télesem T, pak neprazdna podmnozina U
mnoziny V je podprostorem V pravé tehdy, kdyz soucasné

e (,uzavienost na séitani“) pro libovolné u,v € U plati u+v € U,

e (,uzavienost na ndsobeni skaldrem“) pro libovolné v e U aa € T

plati av € U.

Geometricky vyznam podprostortt R? a R3.
Pro libovolnou matici A typu m x n nad T plati, Zze Ker A je podprostor
T", neboli Ker A < T™.
Jsou-li vi,va,..., v prvky linearniho prostoru Vnad T a tq,ts,...,tp € T
skalary, tj. prvky télesa T, pak prvek

t1vi +tovg + - -+t vy
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(10)
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se nazyva linedrni kombinace proki vy, vo, ..., vy € V.Skalary tq,to, ..., tx
nazyvame koeficienty linedrni kombinace.

Linearni kombinaci prazdného systému vektorti definujeme jako nulovy
vektor.
Necht V je linearni prostor nad T a X C V. Pak linedrnim obalem mnoZiny
X rozumime mnozinu (X ) vSech linedrnich kombinaci prvki X, tj. mnozinu

<X>:{t1V1+t2V2+“~+thk:k‘GNm Vi,..., Vi € X, tl,...,thT}

(11)
(12)

(13)

(17)

(20)

Pro libovolny linedrni prostor V nad T a libovolnou X C V je (X) pod-
prostorem V.
Je-li V linedrni prostor nad T a X C U <V, pak (X) C U. Linedrn{ obal
(X) je proto nejmensi podprostor V obsahujici mnozinu X.
Jsou-li X,Y dvé podmnoziny linearniho prostoru V nad T, pak plati

(X) C (Y) pravé kdyz pro kazdé = € X plati x € (V)

Je-li V linearni prostor nad T a X C V. Pokud (X) = V, pak fikdme, Ze
X je mnoZina generdtori prostoru V, nebo také ze X generuje V.
Je-li (vy,...,v;) konetnd posloupnost prvka linedrniho prostoru V nad
télesem T, pak

<V1,...,Vl> = {t1v1+---+tlvl AT 7] ET} .

Je-li A matice typu m x n nad T, pak sloupcovym prostorem matice A ro-
zumime podprostor T™ generovany mnozinou sloupcovych vektori matice
A a znac¢ime jej Im A.

ImA = (aj,ag,...,a,) <T™
Rddkoviym prostorem matice A rozumime sloupcovy prostor matice AT, tj.
Im AT = (a,,8,,...,4,,) <T"

Necht A = (a1]...|a,) je matice typu m x n nad T a R je regularni matice
radu m. Pak

Im (RA) = (Ray,...,Ra,), Ker A= Ker(RA), Im AT =Im (RA)".

Elementarni fadkové tipravy neméni Ker A a Im A”. Elementérni sloupcové
apravy neméni Ker AT a Im A.

Necht V je linedrni prostor nad télesem T. Posloupnost prvki (v, va, ..., vg)
prostoru V se nazyva linedrné zavisld, pokud néktery z prvki v; je linearni
kombinaci zbyvajicich prvka vy, va, ..., Vi1, Vit1, ..., Vi.
V opaéném piipadé fikdme, ze posloupnost (vi,va, ..., Vi) je linedrné
nezavisld.
Necht (v1,...,Vvk) je posloupnost prvki linedrniho prostoru V nad télesem
T. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(a) Posloupnost (v1,..., V) je linedrné nezavisla.
(b) Zadny z prvki v; (1 < i < k) nelze vyjadfit jako linedrni kombinaci
predchozich prvka vy, ..., v,;_1.
(¢) Nulovy prvek o lze vyjadFit jako linedrni kombinaci prvkii vy, va, ..., vi
pouze trividlnim zptsobem o = 0vy + 0vg + - -+ + Ovy.
Jinymi slovy, pro libovolné ay,as,...,ar € T plati, Ze z rovnosti

a1V1 + agvy + -+ apvg =0



(21)

(22)

(23)

(24)
(25)

(26)

(27)

(28)
(29)

(30)
(31)

(32)
(33)

(34)
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plyne a1 = as =--- =a = 0.

(d) Kazdy prvek b € V lze vyjadrit jako linedrni kombinaci prvki vy, vo,
..., Vi nejvyse jednim zptisobem.

Posloupnost sloupcovych vektori matice A = (a;|as|---|a,) typu m x n
nad télesem T tvori linedrné nezavislou posloupnost v T™ pravé tehdy,
kdyz Ker A = {o}, tj. pravé kdyz ma soustava Ax = o pouze trividlni
feSeni x = o.

Necht A = (aj|as| - - - |a,) je matice typu mxn nad télesem T, R je regularni
matice fadu m a @ je regularni matice fadu n. Pak plati

(a) posloupnost (aj,as,...,a,) sloupcovych vektortt matice A je linedrné
nezavisla prave tehdy, kdyz je linedrné nezavisla posloupnost sloupco-
vych vektort matice AQ,

(b) posloupnost (aj,as,...,a,) sloupcovych vektori matice A je linedrné
nezavisla praveé tehdy, kdyz je linedrné nezavisla posloupnost sloupco-
vych vektort matice RA.

Elementérni fadkové upravy nemeéni linedrni (ne)zévislost posloupnosti sloup-
covych vektort ani posloupnosti fadkovych vektort matice.

Elementéarni sloupcové tipravy neméni linedrni (ne)zavislost posloupnosti
sloupcovych vektori ani posloupnosti fadkovych vektori matice.
Posloupnost fadkovych vektorti matice v odstupniovaném tvaru je linearné
nezavisla pravé tehdy, kdyz matice neobsahuje nulovy radek.

Posloupnost (vq, va,...,v,) prvki linedrniho prostoru V nad T se nazyva

bdze, pokud je linedrné nezavisld a (vi,va,...,v,) = V.

Posloupnost prvki (vq,va,...,v,) tvofi bazi linedrniho prostoru V pravé
tehdy, kdyz 1ze kazdy prvek b € V vyjadrit pravé jednim zpisobem jako
linedrni kombinaci prvkl vy, va, ..., V.

Kanonickd bdze (téz standardni bdze) v aritmetickém prostoru T je po-
sloupnost

1 0 0
0 1 0
(61782,...76,”): 0 R 0 RN
: : 0
0 0 1

Odvozeni formule pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti.

Linearni prostor se nazyva konecné generovany, pokud ma néjakou konec-
nou mnozinu generatort.

Minimalni posloupnost generatortt (vi,va,...,v,) linedrniho prostoru V
je baze V.

7Z kazdé konecné mnoziny generatort linedrniho prostoru lze vybrat bazi.
Kazdy konecné generovany linearni prostor ma bazi.

Steinitzova véta o vyméné&. Necht N = (vi,va,...,vk) je linedrné
nezavisld posloupnost prvki linedrniho prostoru V nad T a necht G =
(w1, wa,...,w;) generuje V. Pak k& < [ a pfi vhodném uspofddani G’ =
(W1, Wh, ..., w;) posloupnosti G plati, Ze (Vi,Va, ..., Vi, Wi 1, Wi g, W))
generuje V.

Kazdé dvé baze konecné generovaného linedrniho prostoru maji stejny pocet
prvki.
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(35) Dimenzi konecné generovaného linedrniho prostoru V nad T rozumime
pocet prvki jeho libovolné baze. Dimenzi prostoru V znacime dim(V).

(36) Necht G je koneéna mnozina generatort linedrniho prostoru V. Potom ka-
zdou linearné nezavislou posloupnost ve V jde doplnit prvky G na bazi
V.

(37) Maximalni linedrné nezavisld posloupnost v koneéné generovaném prostoru
je bazi.

Obecnéji, maximalni linedrné nezavisla posloupnost prvki koneéné mnoziny
generator je bazi.

(38) V kazdém linedrnim prostoru V dimenze n plati:

(a) Kazd4 mnozina generdtortt V obsahuje alesporni n prvki.

(b) Kazda n-prvkové posloupnost generatorii je bazi V.

(¢) Kazda linedrné nezavisla posloupnost ve V obsahuje nejvyse n prvki.
(d) Kazda n-prvkové linedrné nezavisla posloupnost ve V je béazi V.

(39) Je-li W podprostor koneéné generovaného prostoru V, pak W je konecné
generovany a plati dim(W) < dim(V), pfi¢emz rovnost nastane pravé
tehdy, kdyz W = V.

(40) Necht B = (vy,va,...,vy,) je baze linedrniho prostoru V nad télesem T a
w € V. Soutadnicemi (téz vyjadienim) proku w vzhledem k B rozumime
(jednozna¢éné uréeny) aritmeticky vektor (ay,as,...,a,)T € T™ takovy, Ze

W =a1V] +asvo +---+a,v, .

Soutradnice w vzhledem k B zna¢ime [w]g, tj.

ai
az
Wls =
2%
(41) Necht B = (v1,va,...,v,) je béze linedrni prostoru V nad télesem T,

necht u,w € V at € T. Pak plati
(a) [a+wlp = [up + [W]p a
(b) [tu]p = tfulp
(42) Necht B je béze linedrniho prostoru V nad télesem T dimenze n. Pak plati
(a) posloupnost (vq,va,...,vy) je linedrné nezavisla ve V pravé tehdy,
kdyz je posloupnost ([vi]g, [va]s, ..., [Vk]s) linedrné nezdvisla v T";
(b) mnozina X generuje V pravé tehdy, kdyz [X]p generuje T";
(c) posloupnost (vi,va,...,vy) je bdze V pravé tehdy, kdyz je posloup-
nost ([vi]m, [va]B, ..., [Vk]B) bdze T™.
(43) Necht B = (v1,...,v,) a C jsou béze linedrniho prostoru V nad télesem
T. Matici prechodu od bdaze B k bdzi C' rozumime matici

(id]é = (Ve vele| -+ | [Vale) -

(44) Necht V je linedrni prostor V nad télesem T dimenze n a B,C jsou baze
V. Pak pro libovolny prvek x € V plati

Xl = [dIE[x]5 -

Navic je matice [id]Z timto vztahem urcena jednoznacné.
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Necht A = (ai|as|---|a,) je matice nad T. Rikdme, Ze i-ty sloupec matice
A je bazovy, pokud neni linearni kombinaci pfedchozich sloupct, tj. pokud
plati

a; ¢ (317a2w-,3171>

Pro libovolnou matici A tvori bazové sloupce bazi sloupcového prostoru.
Specialné, dimenze Im A je rovna poctu bazovych sloupci.

Béazové sloupce matice A nad T typu m X n v odstupriovaném tvaru jsou
pravé sloupce ki, ko, ..., k., kde r, ki, ..., k, jsou parametry z definice 2.12
odstupnovaného tvaru.

Nechf A je matice nad télesem T typu m X n a R je regularni matice fadu
m. Pak pro libovolné i € {1,2,...,n} plati, Ze i-ty sloupec matice A je
bazovy pravé tehdy, kdyz je bazovy i-ty sloupec matice RA.

Pro libovolnou matici A plati dim(Im A) = dim(Im AT).

Hodnost{ matice A rozumime dimenzi fddkového (sloupcového) prostoru
matice A. Zna¢ime rank(A).

Pro libovolnou matici A typu m x n plati rank(A) = rank(AT) < m,n.
Hodnost se neméni elementarnimi radkovymi ani sloupcovymi tpravami.
Hodnost matice v fadkové odstupniovaném tvaru je rovna poc¢tu nenulovych
radk.

Necht A je matice nad T typu m X n a B matice nad T typu n x p. Pak
plati

rank(AB) < rank(A), rank(AB) <rank(B) .

Necht A je matice nad T typu m xn a R je regularni matice nad T fadu m.
Pak rank(RA) = rank(A). Podobné pro nasobeni regularni matici zprava.
Necht A je ¢tvercova matice nad T fadu n. Nésledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni.
1. A je reguléarni.

11. rank(4) = n.

12. Sloupce (fadky) matice A jsou linedrné nezavislé.

13. Sloupce (fadky) matice A generuji T™.

14. Sloupce (fddky) matice A tvori bazi T™.
Matice je v redukovaném (fddkové) odstupriovaném tvaru, pokud je v Fad-
kové odstupnovaném tvaru a kazdy bazovy sloupec ma jedinou nenulovou
slozku rovnou 1.
Kazdou matici A lze prevést do redukovaného odstupniovaného tvaru takto:
(a) Matici Gaussovo eliminaci pfevedeme do odstupiiovaného tvaru.

(b) Vynésobime nenulové fadky tak, aby byl kazdy pivot roven 1.

(c) Postupné vynulujeme zbylé prvky v kazdém béazovém sloupci.
Tomuto procesu se fikéa Gaussova-Jordanova eliminace.
Libovolnd matice A typu m X n nad T s hodnosti 7 je rovnd souéinu
A = BC, kde B je matice typu m X r tvofend bazovymi sloupci matice
A (v poradi v jakém se vyskytuji v A) a C' je matice typu r x n tvorend
nenulovymi fadky v redukovaném odstupniovaném tvaru D matice A.
Pouziti skeletniho rozkladu k bezztratové komprimaci dat ulozenych do
matice.
Frobeniova véta. Soustava Ax = b ma4 FeSeni praveé tehdy, kdyz rank(A) =
rank(A | b).
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Véta o dimenzi jadra a obrazu. Pro libovolnou matici A nad T typu
m X n plati
dim(Ker A) + dim(Im A) =n .

Jsou-li V;,i € I podprostory vektorového prostoru V, pak )
prostorem V.

Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru V. Souctem (téz
spojenim) podprostort V;,i € I rozumime linedrni obal jejich sjednoceni,
znacime jej » ;. Vi, tj.

icr Vi je pod-

>vi-(Un)

icl i€l
Soucet podprostori Vi, Vo, ...,V také znac¢ime Vi + Vo + -+ - + V.
Pro podprostory U, W linearniho prostoru V plati
U+W={u+w:uelUweW}

Véta o dimenzi souc¢tu a pruniku podprostoru. Pro libovolné dva
konec¢né generované podprostory U, V vektorového prostoru W plati

dim(U) + dim(V) =dim(UNV) +dim(U+ V) .

Kli¢ové znalosti ze ¢tvrté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

(12)

Definice linearniho prostoru nad télesem T a jednoduché vlastnosti poc¢itani
v ném, priklady linedrnich prostort.

Pojem podprostoru linedrniho prostoru a ekvivalentni definnice pomoci uza-
vienosti na operace.

Definice linedrni kombinace prvkii, linearniho obalu mnoziny prvki, mnoziny
generatort, a konec¢né generovaného linearniho prostoru.

Linedrni obal (X) mnoziny X C V je nejmensi podprostor V obsahujici X,
kdy plati inkluze (X) C (V).

Linearni zavislost a nezavislost kone¢né posloupnosti prvki linearniho pro-
storu, ruzné ekvivalentni definice.

Béaze konecné generovaného linearniho prostoru a ekvivalentni formulace
pomoci jednoznacnosti vyjadieni prvkt prostoru jako linedrni kombinace
prvki baze.

Steinitzova véta o vyméné, rovnost poctu prvku libovolnych dvou bazi a
definice dimenze konecné generovaného linearniho prostoru.

Rizné ekvivalentni definice bdze (napf. maximéalni linedrné nezévisla po-
sloupnost, atd.).

Sloupcovy a fadkovy prostor matice, ¢tyfi podprostory urc¢ené matici.
Vliv elementarnich fadkovych a sloupcovych tprav na ctyfi zakladni pro-
story matice.

Ekvivalentni definice linearni nezavislosti posloupnosti sloupcovych vektori
matice pomoci jadra matice.

Vliv elementérnich fadkovych a sloupcovych tprav na linedrni (ne)zavislost
posloupnosti sloupcovych nebo rfadkovych vektorid matice.



LINEARNI ALGEBRA 193

Béazové sloupce matice, baze sloupcového a fadkového prostoru matice v
tadkové odstupnovaném tvaru.

Rovnost dimenze fadkového a dimenze sloupcového prostoru matice, defi-
nice hodnosti matice.

Dalsi ekvivalentni podminky s regularitou matice.

Odhady hodnosti sou¢inu matic pomoci hodnosti ¢initelu.

Frobeniova véta a véta o dimenzi jadra a obrazu matice.

Soutadnice vektoru vzhledem k bézi, soutradnice sou¢tu dvou prvku a ska-
larniho nasobku prvku.

Matice prechodu mezi dvéma béazemi linearniho prostoru, vzorec pro pre-
pocet souradnic vektoru vzhledem ke dvéma riznym bazim.

Prinik a soucet podprostorti, ekvivalentni popis souctu dvou podprostorii.
Véta o dimenzi souc¢tu a pruniku podprostorii.



194 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

6. LINEARNI ZOBRAZENI

Cil. Dosud jsme zobecnili pocitani s redlnymi ¢isly na pocitani v
telese a pocitani s aritmetickymi vektory na pocitdni v linedrnim
prostoru. V této kapitole zobecnime matice do pojmu linedrniho
zobrazeni. UkaZeme si zdkladni vlastnosti linedrnich zobrazeni.

6.1. Definice a priklady.

Ptipomenme, Ze kazdé matice A nad télesem T typu m X m urcuje zobrazeni
fa:T" — T™ predpisem f4(x) = Ax. Tento pohled motivoval fadu zavedenych
pojmii.

e Nasobeni matic: je-li B matice nad T typu p x m, pak slozené zobrazeni
fBofa:T™ — TP je rovno zobrazeni fp4.

e Inverzni matice: je-lim = n a f4 je bijekce, pak inverzni zobrazeni (f4)
je rovno fa-1.

e Jadro matice: podprostor Ker A < T" se rovnd mnoziné vSech vektort
x € T™, které f4 zobrazi na nulovy vektor.

KerA={z: fa(x) =0} <T" .

e Sloupcovy prostor matice a hodnost: podprostor Im A < T™ se rovna
obrazu zobrazeni f4. Hodnost rank(A) matice A se rovna dimenzi Im A.

ImA={fa(x):x€T"} = fa(T") <T™, rank(4)=dim(ImA) .

Rovnéz ndm tento pohled poskytl geometrickou interpretaci rfady tvrzeni.

Ne kazdé zobrazeni f : T™ — T™ je tvaru fa pro néjakou matici A. Zobra-
zeni tvaru fa maji tu vlastnost, Ze ,zachovavaji“ s¢itani a néasobeni. Takovym
zobrazenim frikame linedrni a za okamzik nahlédneme, Ze linearita tato zobrazeni
charakterizuje. Linearni zobrazeni definujeme mezi obecnymi linedrnimi prostory
(nejen aritmetickymi vektorovymi).

Definice 6.1. Necht V, W jsou lineérni prostory nad stejnym télesem T. Zobrazeni
f:V — W nazyvame linedrni zobrazeni (nebo homomorfismus) z V .do W, pokud
(1) fu+v)= f(u)+ f(v) pro libovolné u,v e V a
(2) f(tu) =tf(u) pro libovolné ue VateT.

Skutecnost, ze f je linedrni zobrazeni z V. do W zapisujeme f: V — W.

Vlevo v rovnostech vystupuji operace v prostoru V a vpravo operace v pro-
storu W. Zdtraznéme, ze prostory V. a W musi byt nad stejnym télesem. Vsimnéte
si rovnéz, ze kazdé linearni zobrazeni zobrazuje nulovy prvek ve V na nulovy prvek
ve W.

Pro libovolnou matici A nad T typu m x n je zobrazeni fa : T — T" linearni,
protoze

fa(u+v)=A(u+v)=Au+ Av = fa(u) + fa(v)

fa(tu) = A(tu) = t(Au) = tfa(u) .
To nam dava radu prikladi linedrnich zobrazeni mezi aritmetickymi vektorovymi
prostory (a jak jsme zminili a za chvili dokdZeme, jina linedrni zobrazeni mezi
aritmetickymi vektorovymi prostory neexistuji).

Piiklad 6.2. Piiklady linedrnich zobrazeni z R? do R?:
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e Otoceni (rotace) o dany thel.

e Zkoseni
e =
Va
ey
52
Otoceni Zkoseni

OBRAZEK 63. Zobrazeni v roviné: otoceni a zkoseni
e Projekce na primku prochazejici pocatkem.

e Osova soumérnost podle pfimky prochéazejici pocatkem.
e ZvétSeni (zmensSeni)

€2

ér

F

(3] 2
. @)
Projekce Zvétseni Osova soumérnost

OBRAZEK 64. Zobrazeni v roviné: projekce, zvétSeni a osova soumérnost

Linearni zobrazeni z R® do R? jsou napiiklad rotace, zrcadleni podle roviny procha-
zejici pocatkem, osova soumérnost podle pfimky prochéazejici poc¢atkem, projekce
na rovinu nebo primku prochéazejici pocatkem.

Piikladem linedrniho zobrazeni z R? do R? je zobrazeni f4 pro matici

1 2
A=11 0
1 3

Linearni zobrazeni z R? do R? pouzivame pii kresleni trojrozmérnych ttvart na
tabuli (papir).

Piikladem linedrniho zobrazeni z R3 do R je zobrazeni d udavajici orientovanou
vzdalenost od zvolené roviny prochazejici pocatkem.

Jesté nez popiSeme, jak vypadaji linedrni zobrazeni obecné, podivame se na dalsi
priklady.

Priklad 6.3.

e Identické zobrazeni idy na libovolném vektorovém prostoru V je linearni
zobrazeni V. — V.

o Tzv. nulové zobrazeni 0 z V do W prifazujici vsem vektortim ve V nulovy
vektor ve W je linearni.
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OBRAZEK 65. Linearni zobrazeni z R3 do R: orientovana vzdale-
nost od plochy

e Necht B = (vi,va,...,Vv,) je bdze vektorového prostoru V. Zobrazeni f
z V do T™ definované f(v) = [v]p je linedrni zobrazeni V.— T™ podle
tvrzeni 5.69 o souradnicich a operacich.

e Zobrazeni pfirazujici matici nad T typu n x n soucet prvkt na diagonale
(tzn. stopu) je linedrnim zobrazenim T"*" — T.

e Derivace je linedrnim zobrazenim (napf.) z prostoru redlnych diferencova-
telnych funkci do prostoru vSech realnych funkei.

e Zobrazeni pritazujici funkci jeji uréity integral od 1 do 10 je linedrnim zob-
razenim z prostoru vSech redlnych integrovatelnych funkei na [1,10] do R.

6.2. Matice linearniho zobrazeni.

Z definice linedrniho zobrazeni snadno indukci dokazeme, Zze obrazem linearni
kombinace je linedrni kombinace obraz, tj. ze pro libovolné linearni zobrazeni
f:V =W, vektory vi,ve,...,v, € V, askalary ti,te,...,t; € T plati

ftivi +tave + -+ tpvy) =t f(vi) +taf(ve) + -+t f(Va).

Toto jednoduché pozorovani ma dilezity dusledek, zZe linearni zobrazeni je jed-
noznac¢né urcené obrazy prvku libovolné baze. Tvrzeni formulujeme pro konecéné
generované prostory, zobecnéni nechame do cviceni.

Tvrzeni 6.4. Jsou-li V. a W linedrni prostory nad télesem T, je-li B = (v1, va,

.., Vy) bdze v prostoru 'V, a jsou-li wi,wa,...,w, € W libovolné vektory, pak
existuje prave jedno linedrni zobrazeni f : V.— W splniugici f(v;) = w; pro kazdé
1€{1,2,...,n}.

Dikaz. Predpokladejme, Zze f je linedrni zobrazeni splitujici f(v;) = w;. Kazdy
prvek x € V lze zapsat jedinym zptusobem jako lineadrni kombinaci x = t;vy +
tovy + -+ -+ t, vy, (jinymi slovy, [x]p = (t1,t2,...,t,)) a pak podle vySe uvedeného
vztahu plati
f(x) =tiwy +tawa + -+, Wy,

To dokazuje jednoznacnost.

Na druhou stranu je potieba ovérit, ze zobrazeni f definované timto predpisem
je linedrni a splituje f(v;) = w;, a tim bude dokdzana existence. Vztah f(v;) = w;
nechame k ovéfeni ctenari. K dikazu linearity uvazujme prvky x,y € V, jejichz
vyjadreni vzhledem k B jsou

x| = (t1,to, .- tn)?,  [¥]lB = (51,52,...,80)7 .



LINEARNI ALGEBRA 197

Pak [x +ylp = (t1 + s1,t2 + S2,...,tn + 8,)T (viz tvrzeni 5.69 o soufadnicich a
operacich) a tedy

fx+y)=(t1+s1)wi + (ta + s2)wa + - + (tn + s0) Wy,
=t1w1 +towg + -+ 1, W, + S1W1 + SoWo + -+ - + S, W,
=fx)+ f(y) -

Podobné se ukaze zachovavani nasobeni skalarem. O

Tvrzeni nam dava geometrickou predstavu linearnich zobrazeni — podivame se
na obrazy prvkl néjaké baze, obrazy zbylych prvki jsou pak urcené linearitou.

Algebraickym disledkem je, ze kazdé linearni zobrazeni je ,urcené“ matici. Nez
zformulujeme piislusné definice a tvrzeni obecnéji, ukdzeme, ze kazdé linedrni zob-
razeni f z T™ do T™ je rovno f4 pro jistou (jednoznacéné uréenou) matici A nad T
typu m x n. Skute¢né, pro libovolny aritmeticky vektor x = (z1, o, ...,2z,)T € T
plati

f(x) = f(z1e1 + xz0e0 + -+ zp€,) = z1f(€1) +2af(e2) +- -+ xnfen) ,

coz lze maticové zapsat jako

fx) = (fler)[ flea) | -~ | flen))x

takze staci polozit A = (f(e1)| f(e2)] -+ | f(en)) a médme f = fa. Matice A je
uréena jednozna¢né, protoze i-ty sloupec se musi rovnat f(e;), kde e; je i-ty vektor
kanonické baze v T™.

Linearni zobrazeni f : V — W, kde V, W jsou kone¢né generované linearni pro-
story, mizeme obdobné popsat maticove, pocitame-li v prostorech V.a W vzhledem
ke zvolenym bazim B a C. Konkrétné, existuje (jednoznacéné uréend) matice A typu
dim(W) x dim(V) takova, ze

[f(x)]o = Alx]s
pro libovolny prvek x € V. Této matici fikame matice f vzhledem k B a C. Odvo-

zeni, jak tato matice vypada, se udéla podobné jako vyse.

Definice 6.5. Necht V, W jsou konec¢né generované linedrni prostory nad télesem
T, f: V> W, B=(vy,vy,...,v,) je bdze ve V a C je baze ve W. Matici
linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim B a C rozumime matici

112 = (F vl [ f(va)le | - [ [f(va)le) -

V matici f vzhledem k B a C je tedy i-ty sloupec roven soufadnicim prvku
f(v;), tj. obrazu i-tého vektoru v; baze B, vzhledem k bazi C. Matice je typu
dim(W) x dim(V).

Tvrzeni 6.6. Jsou-li V, W konecné generované linearni prostory nad télesem T,
B = (v1,va,...,vy) bdze prostoru 'V, C bdze prostoru W, a f : V — W linedrni
zobrazent, pak pro libovolny prvek x € V' plati

[f(®))e = [flé X5 -

Diikaz. Pro libovolny prvek x € V' s vyjadienim x = z1vy + 29V + -+ + 2,V
vzhledem k bazi B plati

J(x) = f(mivi +x2ve + -+ 2, vy) = 21 f (V1) + 22 f (Vo) + -+ 20 f (V)
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pro vyjadfeni vzhledem k bazi C pak podle tvrzeni 5.69 o souradnicich a operacich
plati

[fX)le = aa[f(vi)le + z2[f(vo)lo + -+ zalf(va)lo
coz pomoci nasobeni matic zapiSeme jako

[fle = (Fvlellf(vo)lel - If (va)le) (1,22, . 20)T = [ [X]5 -
O

Matice [f]Z tedy umoziiuje pocitat souiadnice [f(x)]c prvku f(x) vzhledem
k bazi C' prostoru W, zname-li soufadnice [x]p vektoru x vzhledem k bazi B
prostoru V.

Matice [f] g je jedina matice splnujici rovnost z pfedchoziho tvrzeni.

Tvrzeni 6.7. Jsou-li V, W konecné generované linearni prostory nad télesem T,
B baze V, C baze W a f: V — W a M matice nad télesem T spliiugici [f(x)]c =
M [x]p pro kaZdy prvek x € V, pak M = [f]5.

Diikaz. Predné si uvédomime, ze M musi byt typu dim(W) x dim(V), aby mohl
vztah [f(x)]c = M [x]p vibec platit. Dosadime-li do tohoto vztahu i-ty vektor
v; béze B, dostaneme [f(v;)]c = M [vi]p = M e;. Pravé strana je rovné i-tému
sloupci matice M, tedy M = ([f(vi)lc [[f(v2)lc| - |[[f(va)le) = [f1E- 0

Matice linearniho zobrazeni fs : T™ — T vzhledem ke kanonickym béazim je
puvodni matice A, tj.
[falk, = 4,

m

kde K; znad¢i kanonickou bézi v aritmetickdm prostoru T?.

Pi¥iklad 6.8. Uvazujme zobrazeni f : Z2 — Z2 dané piedpisem

f il . 2I1 + 31‘2 +x3
2 - 4.%'1 + 2.%3
€3
Vztah lze maticové zapsat
. 2 3 1 .
Fle =402 2
I3 €3

2 31
A‘<402>’

takze f je linedrni zobrazeni a podle pfedchozi pozndmky [f] ﬁ; = A
Urcéime matici f vzhledem k bazim B a C, kde

1 2 3
s=([1].[2]).[x o cz((;),(g))
2 0 4
K tomu dosazenim spocitdme obrazy vektort v bazi B:
f,1,2)T =2 14+3-1+1-2,4-1+2-2)T7 =(2,3)T

f2,2,007 =(2-2+3-2+1-0,4-2+2-0)7 =(0,3)T
f3,4,4)T=(2-3+3-4+1-4,4-3+2-4)7 =(2,0)T
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a obrazy vyjadfime v bazi C' tim, ze vyfesime tfi soustavy rovnic se stejnou matici

zaroven.
1 3[(2 0 2 1 3 0 2
2 3|13 30 0 2 31

2
Zpétnou substituci dostavame [(2,3)T]c = (1,2)7, [(0,3)T]c = (3,4)T, [(2,0)T)c =
(3,3)T (toto je dobré ovétit zkouskou, napi. (2,3)T =1-(1,2)7 +2-(3,3)T, takze
soutadnice vektoru (2,3)7 vzhledem k C jsou spocteny spravné). Matice f vzhledem

k BacC je
ne=(y 5 3%)

Oveifme vztah [f(x)]c = [f]E [x]5 pro vektor [x]p = (1,2,3)7, tj.
x=1-(1,1,2)" +2-(2,2,00" +3-(3,4,4)" = (4,2,4)" .
Obraz tohoto vektoru je podle definice

o= () (2)

Podle [f(x)]c = [f]E[x]s musi také platit

1
1 3 3 1
ree=(y 332 )=(1)
3
coz odpovidd, protoze 1 - (1,2)T +4-(3,3)T = (3,4)T, takze skutecns [(3,4)T]c =
(14"

Priklad 6.9. S nabytymi znalostmi mtizeme nyni rychleji uréovat matice nékterych
linearnich zobrazeni. Budeme hledat matici A, aby prislusné zobrazeni f byla
rotace o . V novéjsi terminologii, hledame matici rotace f v R? o tihel o vzhledem
ke kanonickym bazim. K tomu staci urcit obrazy prvku kanonické baze a napsat je
do sloupcii. Mame

1 CoS & 0 —sin«
f(O)_<sina>’ f(l)_< CoS (v )’

s [f]ﬁi _ < cosa —sina )

sinoe  cos«

tedy

Srovnejte tento vypocet s odvozenim v ¢asti 4.6.1.

Piiklad 6.10. Uvazujme zrcadleni f : R?> — R? podle p¥imky p prochéazejici
pocatkem a bodem (2,5)7. K nalezeni matice f vzhledem ke kanonickym béazim,
bychom pottfebovali nalézt obrazy vektora kanonické baze, coz vyzaduje netrividlni
vypocet. Je ale snadné urcit obrazy vektorti vhodné zvolené béaze, naptiklad B =
((2,5)T,(—5,2)T). Mame totiz f(2,5)T = (2,5)7, protoze tento vektor (2,5)7 lezi
na primce p, a f(—5,2)T = (5,—2)T, protoze vektor (—5,2)7 je kolmy na p. Matice
f vzhledem k B a K, je tedy

=5 2)

Zanedlouho si ukazeme, jak z nalezené matice urc¢it matici f vzhledem k jakymkoliv
jinym bazim, napiiklad kanonickym.
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Priklad 6.11. Urc¢ime matici derivace chapané jako linedrni zobrazeni f z pro-
storu polynomt stupné nejvyse 3 do stejného prostoru vzhledem k bazim B =
(1,2,22,23) a stejné bazi B. K tomu staci vypocitat vyjadieni f-obrazii prvka B
vzhledem k bazi B:

[(*)]5 = [22] = (0,2,0,0)"
[(z*)]8 = [32°]5 = (0,0,3,0)"
Hledana matice je
01 0 0
5_| 00 20
00 0 O

V definici 5.72 byl zaveden pojem matice prechodu od baze B k bazi C ko-
necné generovaného prostoru V. Pojem matice lineadrniho zobrazeni ndm umoznuje
zdtivodnit zavedené znaceni [id]Z.

Pozorovani 6.12. Jsou-li B,C dvé bdze koneéné generovaného prostoru V, pak
matice identického zobrazeni zV do 'V se round matici prechodu od baze B k bazi C'.

Diikaz. Primy dutsledek definic. (|

Piesnéj§i oznaceni pro matici pfechodu by bylo [idy]Z2, abychom zdtraznili, ze
se jedna o matici identického zobrazeni idy z V do V. Index V ale pro piehlednost
vétsinou vynechavame, obvykle vime, v jakém prostoru V pocitame.

Vztah [x]c = [id]8 [x]5 z tvrzeni 5.73 je nyni dfisledkem tvrzeni 6.6.

Pi#iklad 6.13. Matice prechodu od baze B = ((1,2,3)T,(6,7,8)T, (7, m,10)7) ke
kanonické bazi prostoru R? je

1 6 =«
[dg, =2 7 = ;
3 8 10

protoze vyjadieni i-tého vektoru baze B v kanonické bézi je ten samy vektor.

Priklad 6.14. Matice prechodu od B k B je vzdy identickd matice, protoZe vyja-
dfeni i-tého vektoru baze B vzhledem k bazi B je e;.

6.3. Skladani linearnich zobrazeni. Linearni zobrazeni a matice spolu tizce sou-
visi, proto neni prekvapivé, ze s linearnimi zobrazenimi mizeme provadét podobné
operace jako s maticemi: miZeme je nésobit skaldrem, séitat, nasobit (pro zobrazeni
tim myslime sklddat) a invertovat, samozfejmé jen za urcitych podminek. Pfi¢emz
operace s linearnimi zobrazenimi odpovidaji pfi maticovém popisu prislusnym ope-
racim pro matice. Podivame se nejprve na sklddani a invertovani.
Tvrzeni 6.15. Jsou-li U, V, W linedrni prostory nad télesem T a jsou-li f: U —
V ag:V — W linedrni zobrazeni, pak sloZené zobrazeni gf je linedrni zobrazeni
gf :U—W.

Jsou-li navic prostory U, V, W konecné generované a jsou-li B bdze v'U, C bdze
ve 'V a D bdaze ve W, pak plati

915 = 95 1f1E -
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Diikaz. Pro libovolné dva vektory x,y € U dostavame vyuzitim predpokladu linea-
rity f a g, Ze
9f(x+y)=g(f(x+y)) =9(f(x) + f(¥)) = 9f(x) + 9f(y) -

Zobrazeni gf tedy zachovava s¢itani. Podobné, pro kazdy vektor x € U a kazdy
skalar ¢ € T plati
gf(tx) = g(t f(x)) =t gf(x) .
Zobrazeni gf proto zachovava i nasobeni skalarem, takze je linearni.
K dtkazu druhé éasti ovéfime (dvojim uzitim tvrzeni 6.6 o matici linedrniho
zobrazeni), ze pro libovolné x € U plati

l9/x)]p = 915 [f(0)]e = [9]5 (118 X]5) = (9)5 [F1E)x]5 -
Z tvrzeni 6.7 o jednoznacnosti matice linedrniho zobrazeni nyni vyplyva, ze [gf]5

1915 [£12- 0

Tvrzeni 6.16. Necht U,V jsou linedrni prostory nad télesem T a f : U — V vzd-
jemné jednoznacné linedrni zobrazeni. Pak f= : V. — U je také linedrni zobrazen.

Jsou-li navic U,V konecné generované linedrni prostory dimenze n, B bdze vU
a C baze ve V, pak plati

%= 108)

Diikaz. Zvolime libovolné dva libovolné prvky x,y € V. Protoze f je na V', existuji
u,v € U takové, ze f(u) = x a f(v) =y. Protoze f je linedrni, plati f(u+v) =
flu)+ f(v)=x+yatedy [T (x+y)=utv=Ff"x)+ ()

Podobné, pro libovolny skalar ¢ € T plati f(tu) = tf(u) = tx a tedy f~!(tx) =
tu=tf1(x).

K diikazu druhé ¢asti vyuzijeme druhou ¢ast tvrzeni 6.15 o slozeném zobrazeni.
Protoze f~'f = idy, plati I,, = [idy]B = [f~1f]18 = [f 1S [f]Z. Matice [f]E je
étvercova, proto [f~1G = ([f18)~L. O

V druhé c¢asti tvrzeni staci pfedpokladat, ze prostor U je konec¢né generovany.
Podle bodu (2) nebo (3) tvrzeni 6.29 je pak prostor V také koneéné generovany a
ma stejnou dimenzi.

Ukézeme si pouziti pfedchozich dvou tvrzeni na pocetnich prikladech.

Piiklad 6.17. Uréime matici pfechodu od kanonické baze prostoru R? k bazi
B = ((2,5)T,(-5,2)T). Matici piechodu od B ke kanonické bazi uréime ptimo z

definice.
. 2 -5
i, = (3 )

Vyuzijeme id ™ = id a tvrzeni 6.16:

g =pa g =g = (2 7)) =5 (3 0)

Nalezenou matici piechodu miizeme pouzit k vipoctu matice zrcadleni f : R? —
R? podle ptimky p prochézejici po¢atkem se smérem (2,5)7 vzhledem ke kanonic-
kym béazim. V prikladu 6.10 jsme nahlédli, Ze matice f vzhledem k B a kanonické

bazi je
2 5
=5 %)



202 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Pomoci tvrzeni 6.15 a uzitim f = f id nyni mizeme spocitat matici f vzhledem ke
kanonickym béazim:

Ko B ke (2 5 N1 ( 2 5\ 1 (-21 2

=i = (2 5 )5 ( % 0 ) -5 % =
Piiklad 6.18. V prostoru Z2 jsou dany baze B = ((2,4)7,(3,3)T) a C = ((1,3)7,
(2,4)T). Vektor v € Z2 m4 vzhledem k bazi B soutadnice [v]g = (z1,72)T. Na-

jdeme soufadnice vektoru v vzhledem k bazi C.
K tomu ur¢ime matici pfechodu od B k C' uzitim tvrzeni 6.15 a 6.16:

[idZ = lid]&? lia)f, = ([d%,) " ldE, = ( ) ( )
3 0
1

(D) =(3)-(22)

Soutradnice v vzhledem k C' jsou

me=tagvo= (9 3 ) (5 )= (%%, )

Vysledek jesté mtizeme ovéfit napifklad volbou (z1,z2)T = (1,0)T. Je [v]p =
(1,0)T, takze v = (2,4)T. Podle odvozeného vzorce by mélo platit [v]c = (0,1)T
a skutecné (2,4)7 = 0-(1,3)T +1-(2,4)”. K nabyti tplné jistoty bychom mohli
jesté ovetit pro (x1,22)T = (0,1)7T.

Piiklad 6.19. V pitkladu 6.8 jsme ur¢ili matici linedrntho zobrazeni f : Z§ — 72
daného predpisem

f ) L 2mABuatas N _ (2 3 1 o
2 41 + 223 “\4 0 2 2
xs €3

vzhledem k bazim B a C, kde

1 2 3
s ((1)-(3)(2) + ()
2 0 4

Spocitdme tuto matici jinym postupem. Ze zadani muizeme primo urcit matice
[f]gg, [id]%, a [id]%,. Pomoci téchto matic lze spoéitat [f]&:

(118 = [id]&? [f15 [d]R, = ([id]ICQ)_ (15 [d)%,
1 2 3
(33) (Foa)(yzo
() ) (1 )

Nasledujici disledek tvrzeni 6.15 a 6.16 je obzvlasté dilezity, jak zjistime v ka-
pitole o vlastnich ¢&islech. Proto jej formulujeme jako samostatné tvrzeni.

._4

Tvrzeni 6.20. Je-li V konecné generovany linedrni prostor nad télesem T, f :
V — V linedrni zobrazeni, B, C dvé baze prostoru 'V, a R matice prechodu od bdze
B k bdzi C, pak

[f1E=RIfIER .
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Diikaz. Protoze f =idy f idy mame

/12 = lidv]§ [11S lidv]2 = (lidv]2) ™" /1S lidv]E = R [fIS R .
O

6.4. Typy linearnich zobrazeni. Nasledujici definice zavadi terminologii pro
rizné typy linedrnich zobrazeni.

Definice 6.21. Necht V, W jsou linedrni prostory nad télesem T a f : V — W
je linearni zobrazeni.

Pokud je f prosté, rikdme ze f je monomorfismus,

pokud je f na prostor W, fikdme ze f je epimorfismus,

pokud f je vzajemné jednoznacné, fikdme ze f je izomorfismus,

pokud V = W, fikdme ze f je endomorfismus prostoru V (nebo také
linedrni operdtor na prostoru V),

pokud W = T = T!, iikdme Ze f je linedrni forma na V,

e pokud je f izomorfismus a endomorfismus, fikame, Ze f je automorfismus
prostoru V.

Piiklad 6.22. Rotace a osové soumérnosti jsou automorfismy R? — R2.

Zobrazeni pfifazujici vektoru z V soufadnice ve zvolené bazi B = (vy,...,v,)
je izomorfismus z V do T™.

Zobrazeni pfifazujici vektoru z R? jeho orientovanou vzdéalenost od zvolené ro-
viny prochézejici po¢atkem je linearni forma na R3, je to epimorfismus, ktery neni
monomorfismus.

Projekce na rovinu prochézejici po¢atkem (chéapana jako zobrazeni R® — R3) je
endomorfismus, ktery neni ani epimorfismus ani monomorfismus.

Zobrazeni f : R? — R? definované vztahem f(x1,22)7 = (x1,22,0)7 (vlozeni
roviny do R?) je monomorfismus a neni to epimorfismus.

6.4.1. Jadro a obraz. Jako defekt prostoty zavedeme jadro Ker f linedrniho zobra-
zeni f, je tvofeno témi vektory, které f zobrazi na nulovy vektor. Obraz linearniho
zobrazeni f budeme znacit Im f.

Definice 6.23. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Jddrem f rozumime
mnozinu

Kerf={xeV:f(x)=o0}.
Obraz (obor hodnot) f znacime Im f, tj.

Imf={f(x):xeV}.

Vsimnéte si, ze nulovy vektor lezi v jadru jakéhokoliv linearniho zobrazeni. Pokud
ale v jadru zadny jiny vektor nelezi, je jiz zobrazeni prosté (tj. monomorfismus).

Tvrzeni 6.24. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak f je prosté prdvé
tehdy, kdyz Ker f = {o}.

Diikaz. Je-li f prosté a x € Ker f, pak f(x) = o = f(0), a protoZze f je prosté,
plyne odtud x = o. Proto Ker f C {o}. Opa¢nd inkluze je trividlni.

Je-li naopak Ker f = {o} a f(x) = f(y) pro néjaké vektory x,y € V, pak z
linearity f plyne f(x —y) = f(x) — f(y) = o, takze x —y € Ker f, odkud plyne
x = y. To dokazuje, Ze f je prosté. (|
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7 dikazu je patrné, ze jadro linedrniho zobrazeni urcuje, které dvojice vektor se
zobrazi na stejny vektor. Vztah f(x) = f(y) totiz plati pravé tehdy, kdyz x —y €
Ker f.

Obraz i jadro linedrniho zobrazeni mezi dvéma kone¢né generovanymi prostory
urc¢ime snadno z jeho libovolné matice — v prislusnych bazich je to sloupcovy prostor
resp. jadro této matice. Toho jsme si jiz dfive vSimli pro zobrazeni mezi aritmetic-
kymi prostory a jejich matici vzhledem ke kanonickym bazim.

Tvrzeni 6.25. Necht V, W jsou koneéné generované vektorové prostory, B je bdze
V, C je baze W a f:V — W je linedrni zobrazeni. Pak plati
e jadro Ker f je podprostorem V a plati

[Ker f]p = Ker [f]&
e obraz Im f je podprostorem W a plati

m fle =Im[f]§ .
Dikaz.

e Jadro je neprazdné, protoze obsahuje nulovy vektor. Je uzaviené na s¢itani,
protoze z u,v € Ker f plyne f(u+v) = f(u)+ f(v) = o, ¢iliu+v € Ker f,
a podobné se ukaze uzavienost na nasobeni skalarem.
Pouzijeme opét vzorec pro matici linearniho zobrazeni:

[Ker flg = [{v: f(v) = o}]p = {[V]p : f(v) =0} ={[V]p : [f(V)lc = o}
= {V]5 : [fIEV]s = o} = {x € T4 : [f]¢x = 0} = Ker [f]¢

e Obraz je zfejmé neprazdny. Ovéfime uzavienost na s¢itani, uzavienost na
nasobeni skaldrem se dokaze podobné. Jsou-li wi,wo € W v obrazu f,
pak existuji vi,ve € V takové, ze f(vi) = wy a f(va) = wa. Z linearity
f(vitva) = f(v1)+ f(v2) = w1 +Wwa, takZe v obrazu lezi i soucet wi +wa.

Z tvrzeni 6.6 o matici linedrniho zobrazeni dostavame

FWe =[{fv):veVle={fWc:veV}={[flEV]p:veV}
={[f18x:xeT™V)} =Im[f)E .
O

Piiklad 6.26. Linearni zobrazeni f : R® — R? mame dano matici vzhledem k
nésledujicim bazim B v R? a C' v R%:

1 2 3
() () () (0
3 1 0
a-me=(2 5 %)
Uréime Ker f a f(R?).

Nejprve spocitame Ker A (tj. uréime né&jakou béazi Ker A), tedy vyfesime homo-
genni soustavu rovnic s matici A.

2 1 =3 2 1 =3
-4 -2 6 0 0 O



LINEARNI ALGEBRA 205

Béaze Ker A je napiiklad (—1,2,0)7,(3,0,2)7 (za parametry jsme volili (2,0)7 a
(0,2)T, aby vychazela hezéi ¢isla). Takze

-1 3
[KerﬂB—KerA—< 2 0 >
0 2

z ¢ehoz dopocteme

1 2 1 3
Kerf:<—1 2 |+2( 0 |.3[ 2 |+2]| 3 >
3 1 3 0
3 9 3 3
_< —2 |, | 12 >_< 2 |,| 4 >
~1 9 ~1 3

Nyni fddkovymi tpravami uré¢ime bézi Im A:

2 -4 1 -2
1 -2 ]1~10 0
-3 6 0 0

Takze

[Imf]CZImA:<< 5 >>
mr=(1(3)2(F ) -(( %))

Dimenze jadra f je 2 a dimenze obrazu f je 1, coz je v souladu s vétou o dimenzi
jadra a obrazu pro matice.

6.4.2. Charakterizace mono/epi/izomorfismi. Monomorfismy zobrazuji linedrné ne-
zavislé posloupnosti na linedrné nezavislé posloupnosti a tato vlastnost je charak-
terizuje.

Tvrzeni 6.27. Necht V a W jsou linedrni prostory nad télesem T, V je konecné
generovany a f : 'V — W je linearni zobrazeni. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekuvi-
valentni.

(1) Zobrazeni f je prosté (monomorfismus),

(2) pro kaZdou linedrné nezdvislou posloupnost (vi,...,vy) ve V je posloupnost
(f(v1),..., f(Vk)) linedrné nezdvisla ve W,
(3) ewmistuje baze (v1,...,vy) prostoru V takouvd, Ze posloupnost (f(v1),..., f(vy))

je linedrné nezdvisld v W.
Diikaz. (1) = (2). Pfedpoklddejme, ze f je prosté a (vi,...,Vvy) linedrné nezavisla
posloupnost ve V. Plati-li pro néjaké skalary t1,...,tp € T
tif(vi) + - +tef(vi) =0 ,
pak v disledku linearity f plati rovnéz
fltavy + -+ +tpvy) =0 = f(o) .

Protoze f je prosté zobrazeni, plati t;vy + - + ¢, vy = 0, a protoze (vy,...,vy) je
linearné nezavisla, dostavame t; = --- =t = 0.
(2) = (3). Plyne z toho, ze kazda baze je linearné nezavisla posloupnost.
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(3) = (1). Podle tvrzeni 6.24 staci dokézat, ze Ker f obsahuje pouze nulovy
vektor. Uvazujme libovolny vektor x € Ker f. Vyjadiime jej jako linedrni kombinaci
prvki baze (vi,...,v,):

X=tvi+-+t,v, .

Pak

0:f(X) :.f(tlvl +"'+tnvn) :tlf(vl)+"'+tnf(vn) .
Protoze je (f(v1),..., f(vn)) je linedrné nezéavisla, plyne odtud ¢, = --- = ¢, =0
a tedy x = o. (|

Nésleduje obdobné tvrzeni pro epimorfismy. Ty prevadéji mnoziny generatort
na mnoziny generatoru.

Tvrzeni 6.28. Necht V a W jsou linedrni prostory nad télesem T, V je konecné
generovany a f : V. — W je linedrni zobrazeni. Pak ndsledujici turzent jsou ekvi-
valentni.

(1) Zobrazeni f je na W (epimorfismus),

(2) pro kazdou mnoZinu generdtord {vi,...,vi} ve V je {f(vi),...,f(vi)}
mnozina generdtori ve W,

(3) ezistuje bdze (v1,...,Vy) prostoru V takovd, Ze {f(v1),...,f(vn)} gene-
ruje W.

Diikaz. (1) = (2). Pro libovolny vektor w € W existuje x € V tak, ze f(x) =
w, protoze f je epimorfismus. Protoze {vi,...,vi} generuje V, mizeme vektor
x vyjadrit jako linedrni kombinaci x = t1vy + - -+ + txvg. Diky linearité f nyni
méme w = f(x) = f(t1v1 + -+ tgve) = t1f(vi) + -+t f (V). Zjistili jsme, Ze
kazdy vektor w lze vyjadiit jako linedrni kombinaci vektort f(v1),..., f(vy), coz
znamend, ze {f(v1),..., f(vk)} mnozina generdtori ve W.

(2) = (3). Plyne z toho, Ze kazda béze V generuje V.

(3) = (1). Potfebujeme ukazat, ze kazdy vektor w € W mé vzor pfi zobrazeni f.
Protoze { f(v1,..., f(vn)} generuje W, miizeme w vyjadrit jako w = t1 f(vy)+- -+
tnf(vy). Pak pro vektor x = t1vy + -+ -+ t, v, plati f(x) = f(t1vi+ -+ t,vn) =
t1f(vi)+ -+ tnf(va) = w. O

Disledkem predchozich dvou tvrzeni je charakterizace izomorfismii.

Tvrzeni 6.29. Necht V a W jsou linedrni prostory nad télesem T, V je konecné
generovany a f : V. — W je linearni zobrazeni. Pak ndsledujici turzeni jsou ekvi-
valentni:

(1) zobrazeni f je izomorfismus,

(2) pro kaZdou bdzi (vi,...,vi) ve V je (f(v1),..., f(vg)) bdze ve W,

(3) ezistuje baze (v1,...,vy) prostoru V takovd, Ze (f(v1),...,f(vn)) je bdze
ve W.

6.4.3. Izomorfismus. Dva prostory V, W nazyvame izomorfni, pokud existuje izo-
morfismus f : V — W. (Rozmyslete si, ze relace “byt izomorfni” je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni, tj. je to ekvivalence, viz cvifeni.) Skutecnost, ze V.a W
jsou izomorfni, zapisujeme

V=W

Izomorfni prostory jsou ,v podstaté” stejné, lisi se jenom pfejmenovanim vek-
tori. Podrobnéji, uvazujme izomorfismus f : V. — W. Pfejmenovanim kazdého
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vektoru v € V na f(v) a zachovanim ptivodnich operaci vznikne prostor W. Sku-
teéné, prejmenovanim dvou vektort u, v ve V vzniknou vektory f(u), f(v), jejichz
soucet ve W je f(u)+ f(v), coz je z linearity totéz jako pfejmenovany vektor u+v,
tj. vektor f(u+v). Podobné pro nasobeni skaldrem. Proto izomorfismy zachovévaji
mnoho vlastnosti.

Pozorovani 6.30. Necht f : V — W je izomorfismus konecné generovanych pro-
stort. Pak plati
(1) posloupnost (v1,...,vi) je linedrné nezdvisla ve V pravé tehdy, kdyz je
posloupnost (f(v1),..., f(vg)) linedrné nezdvislda v W,
(2) mnozina {vi,...,vi} generuje V prdvé tehdy, kdyz mnoZina {f(v1),..., f(vi)}
generuje W,
(3) posloupnost (vy,...,vy) je baze V prdvé tehdy, kdyz je posloupnost (f(vi),..., f(vi))
baze W,
(4) dimV =dim W,
(5) mnozina M CV je podprostorem prostoru V pravé tehdy, kdyz je f(M) =
{f(m) : m € M} podprostorem prostoru W,
(6) pokud U <V, pak [ zuZené na U je izomorfismem U — f(U). Specidlné
dim U = dim f(U).

Dikaz. O

Pro libovolny kone¢né generovany prostor V nad télesem T s bdzi B = (v1,...,vy)
je zobrazeni s : V. — T™ definované vztahem s(v) = [v]p izomorfismus V — T":
Zobrazeni s je prosté, protoze kazdy vektor je jednoznacné urcen souradnicemi
vzhledem k B. Zobrazeni s je na T, protoze kazda n-tice je souradnicemi néja-
kého vektoru ve V. Konecéné s je linearni podle tvrzeni 5.69. (Vlastnosti uvedené v
pozorovéani 5.71 jsou tak specidlnim pt¥ipadem pozorovani 6.30.)

Pouzitim vlastnosti z pozorovani 6.30 na tento “souradnicovy izomorfismus” zis-
kéame obecnéjsi verzi véty o dimenzi jadra a obrazu, diive dokdzané v maticové
verzi.

Véta 6.31 (o dimenzi jadra a obrazu). Jsou-li V, W konecné generované vektorové
prostory nad télesem T a f: V — W linedrni zobrazeni, pak

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim'V .

Diikaz. Vezmeme libovolnou bazi B prostoru V a bazi C' prostoru W. Oznac¢me
A = [f]Z (jde o matici typu dim W x dim V). Podle tvrzeni 6.25 o vipoctu jadra
a obrazu plati [Ker f]p = Ker A a [Im f]c = Im A. Z bodu (6) pozorovani 6.30
nyni vyplyva dimKer f = dimKer A a dimIm f = dim A. Vztah nyni vyplyva z
véty 5.94 o dimenzi jadra a obrazu pro matice. (|

Soufadnicovy izomorsmus také ukazuje, ze kazdy vektorovy prostor V nad T
dimenze n je izomorfni aritmetickému prostoru T". Ze symetrie a tranzitivity relace
“byt izomorfni” plyne, ze libovolné dva prostory nad stejnym télesem stejné dimenze
jsou izomorfni. Pfedvedeme “bezsoutadnicovy” dikaz.

Véta 6.32. Necht V. a W jsou dva konecné generované prostory nad télesem T.
Pak nasledugici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) Ezistuje izomorfismus f: V — W.

(2) dim(V) = dim(W).
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Diikaz. Implikace (1) = (2) je bod (4) v pozorovani 6.30.

Pro dtikaz druhé implikace zvolime bazi B = (v1,Vva,...,V,) prostoru V a bazi
C = (w1, wa,...,wy,) prostoru W. Podle tvrzeni 6.4 (o rozsifovani linedrniho zob-
razeni definovaného na bazi) existuje linedrni zobrazeni f : V — W spliujici
f(vi) = w; pro kazdé i € {1,2,...,n}. Toto linedrni zobrazeni je izomorfismem
podle bodu (3) tvrzeni 6.29 charakterizujici izomorfismy. O

Dokazana véta presny vyznam heslu, Ze vektorovy prostor nad danym télesem
dané dimenze je “v podstaté” jen jeden.

Véta plati i pro prostory, které nejsou konecné generované. Témi se detailnéji
nezabyvame, ukazeme ale piiklad izomorfismu mezi takovymi prostory.

Priklad 6.33. Ozacime V prostor vSech redlnych polynomu a W podprostor pro-
storu vSech posloupnosti redlnych ¢isel tvoreny posloupnostmi, které obsahuji ko-
necné mnoho nenulovych prvka. Definujeme zobrazeni f : V' — W vztahem

flap + a1z + -+ apx™) = (ag,a1,...,0n,0,0,...) .
Snadno se ovéii, Ze [ je bijekce (prosté a na) a ze je linearni, tedy f je izomorfismus.

6.5. Prostor linearnich zobrazeni. Uvazujme dva vektorové prostory V, W
nad stejnym télesem. Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze na mnoziné vSech linearnich
zobrazeni z V do W lze pfirozenym zptisobem zavést s¢itani a skalarni nasobeni.
Dalsi tvrzeni ukazuje, ze timto ziskdme vektorovy prostor.

Tvrzeni 6.34. Jsou-li V, W wvektorové prostory nad stejnym télesem T, f,g: V —
W dvé linedrni zobrazeni a t € T, pak plati:

(1) Zobrazeni tf definované vztahem

tHx) =t - fx), xeV
je linearni zobrazeni V.— W.
(2) Zobrazeni f + g definované vztahem

(f+9)x) =[f(x)+g(x), xeV
je linedarni zobrazeni V.— W.

Tvrzeni 6.35. Jsou-li V, W wvektorové prostory nad stejnym télesem T, pak
mnozina vsech linedrnich zobrazeni z V. do W s operacemi definovanymi v tur-
zend 6.34 tvori vektorovy prostor nad T.

Diikaz. Pfenechame jako cviceni g

Definice 6.36. Vektorovy prostor vSech linearnich zobrazeni z V. do W znacime
Hom(V,W).

Tvrzeni 6.37. Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem
T, dimV = n a dim' W = m, pak prostor Hom(V, W) je izomorfni prostoru T™*"
vsech matic typu m x n nad T

Diikaz. Zvolime bazi B prostoru V a bézi C prostoru W. Zobrazeni s : Hom(V, W) —
T™*" definujeme vztahem s(f) = [f]5.

Zobrazeni s je prosté, protoze kazdé linearni zobrazeni je jednoznacné urceno
svou matici vzhledem k B a C. Zobrazeni s je na T"*", protoze kazda matice
typu m x n je matici néjakého linedrniho zobrazeni V.— W. K ovéfeni toho, ze
s je linedrni, potfebujeme ukazat, ze pro libovolné f,g : V. — W a t € T plati
(tf1B =t[f1E, [f + g]E = [f]E + [9]B. To pienechdme jako cviceni. O
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6.5.1. Linedrni formy. Pripomenme, ze linearni forma na vektorovém prostoru V
nad télesem T je linedrni zobrazeni z V do (jednodimenzionédlniho) prostoru T.

Mnozinu vSech linedrnich forem na V spolu s pfirozenymi operacemi s¢itani a
nasobeni (zavedenymi ve tvrzeni 6.34) nazyvame duél prostoru V:

Definice 6.38. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T. Dudlem prostoru 'V
rozumime prostor
V¢ =Hom(V,T) .

Predpokladejme, ze V je konecné generovany prostor dimenze n. Prostor Hom(V, T)
je podle tvrzeni 6.37 izomorfni prostoru T!'*" vSech matic nad T typu 1 x n tj.
prostoru fadkovych vektort. Specidlné:

Tvrzeni 6.39. Necht V je konecné generovany prostor, pak
dimV = dimV* .

Diikaz. V¢ = Hom(V,T) je izomorfni T'*" (kde n = dim V) a tento prostor
mé dimenzi n. Protoze izomorfni prostory maji stejnou dimenzi (viz nap¥. pozoro-
vani 6.30), plati dim V¢ = n. O

Podle dfikazu tvrzeni 6.37 izomorfismus Hom(V,T) = T!'*" ziskdme volbou
baze B prostoru V a baze C prostoru T. Pro linearni formy béazi C' volime vzdy
“kanonickou”, tj. C'= (1).

Definice 6.40. Necht V je kone¢né generovany prostor nad télesem T, f je linearni
forma na V a B je baze prostoru V. Matici formy f vzhledem k bazi B rozumime
radkovy vektor

1117 = £1G) -
Podle definice matice linedrniho zobrazeni je matice f vzhledemk B = (vy,...,v,,)

(17 = (f(va), f (), f(va)) -

Vzorec z tvrzeni 6.6 o matici linedrniho zobrazeni mé pro linearni formy tvar

fx) =[f1"xs -
Oznaéime-li [f]? = (a1,...,a,) a [x]p = (21,...,7,), mime
f(x) = (ar,...,an) (@1, ..., 20)T = a121 + agxs + -+ + apxy .

6.5.2. Rddkovy pohled na soustavy linedrnich rovnic. Rozebereme nyni podrobnéji
tfadkovy pohled na soustavy linearnich rovnic. Diskuzi budeme provadét pouze pro
homogenni soustavy rovnic, jejichz feseni je zékladem pro feseni obecnych soustav.

Necht tedy A = (a;;) je matice typu m x n nad télesem T s fadkovymi vektory
ai,...,a,. Proi=1,...,mozna¢me f; linedrni formu na T", jejiz matice vzhledem
ke kanonické bazi je a;, tj.

filza, ... 71’n)T = ;171 + @222 + -+ ATy -

Vektor x € T™ je feSenim soustavy Ax = o pravé tehdy, kdyz fi(x) = 0, f2(x) =
0,..., fm(x) = 0. Jinymi slovy, Ax = o pravé tehdy, kdyz x € Ker f1, ..., x €
Ker f,,, neboli x € Ker fiN---NKer f,,. Jadro je, kromé pripadu nulové formy, vzdy
nadrovina (tj. podprostor dimenze n — 1 v 'T"), jak ukazuje nasledujici obecnéjsi
tvrzeni.
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Tvrzeni 6.41. Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a [ je
linearni forma na V. Je-li f nenulovd, pak dimKer f =n — 1.

Dikaz. Podle véty 6.31 o dimenzi jadra a obrazu plati
dimKer f + dimIm f =n

Je-li f nenulova forma, jeji obraz je celé T'a dimIm f = 1, takze dim Ker f +1 = n,
¢ili dimKer f =n — 1. O

Vratme se k diskuzi feSeni soustavy. Pfedpokladejme pro piehlednost, Ze zadna
z forem fi,..., f;, neni nulova. Kazdy radek v takovém pfipadé urcuje nadrovinu
Ker f; a mnozZina FeSeni je rovna priuniku téchto nadrovin. Poéditejme priniky po-
stupné: uvazujme posloupnost

W1 :Kerfl, WQ :Kerf1 mKGI‘fg,...7Wm :Kerf1 ﬁKerfgﬂ~~ﬂKerfm.

W11 je tedy prunikem W; a nadroviny Ker f; . Dusledkem véty o dimenzi souc¢tu
a priniku je (viz nésledujici tvrzeni 6.42), ze W;11 je bud rovno W; (to nastane
v piipadé, ze Ker fiy1 O W;) a nebo ma o jednicku mensi dimenzi. Dalsi véta
pak ukazuje, ze prvni moznost nastane pravé tehdy, kdyz je forma f;;; linearni
kombinaci forem f1,..., fi. (Ekvivalentné, kdyZ je a;41 linedrni kombinaci vektort
a, ..., a;.)

Tvrzeni 6.42. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n, W je podprostor V a U je
podprostor V dimenze n—1. Pokud neplati W C U, pak dim(WNU) = dim W —1.

Diikaz. Pokud neplati W C U, tak je U je vlastnim podprostorem W + U, z ¢ehoz
plyne, ze W + U ma dimenzi alespon n. Vyssi dimenzi ale mit nemutze jakozto
podprostor prostoru V, ktery ma dimenzi n. Z véty 5.98 o dimenzi souctu a priniku
dostavame

dim(WNU) =dimW+dimU —dim(W+U) =dimW+n—1—-n=dimW -1 .
O

Véta 6.43. Necht'V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a f1, fa, ..., fx, 9
linearnt formy na V. Pak nasledujict tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) g€ <f13"'7fk>
(2) Kerg 2 Ker f1N---NKer fi

Diikaz. Jednodussi je implikace (1) = (2). Predpokladejme, ze g = t1f1+- - - +ti fx
pro néjaké skalary tq,...,t; € T. Pak pro libovolny vektor x € Ker f1 N---NKer f
plati f1(x) = fa(x) = -+ = fi(x) = o, tedy také g(x) = (t1f1 + - + tpfr)(x) =
t1fi(x) + -+t fu(x) = o.

Pro dikaz (2) = (1) zvolme néjakou bazi B prostoru V. Ozna¢me C matici
(typu k x n) s fadkovymi vektory [f1]Z, ..., [fx]? a D matici (typu (k+1) x n) s
fadkovymi vektory [f1]%, ..., [fx]E, [9]Z.

Ukézeme, ze Ker C' = [Ker f1 N---NKer fi] 5. Uvazujme libovolny vektor y € T
a vektor x € V takovy, ze [x|p = y. Vektor y lezi v [Ker f1 N --- N Ker fi]p pravé
tehdy, kdyz x lezi v Ker f1 N...Ker fi, neboli f1(x) =+ = fx(x) = 0. To nastane
pravé tehdy, kdyz [f1]P[x]p = --- = [fe]P[x]z = 0 (podle tvrzeni 6.6). Podle
definice matice C, toto je ekvivalentni podmince C[x]s = o, neboli y € Ker C.

Podobné se ukaze, ze Ker D = [Ker f1 N --- N Ker fi N Ker g]p. Z pfedpokladu,
ze Ker g obsahuje Ker f; N --- N Ker fi ale plyne Ker f; N --- N Ker f, N Kerg =
Ker f1 N --- N Ker fi. Plati proto Ker C' = Ker D.
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Podle véty 5.94 o dimenzi jadra a obrazu pak plati dimImC = dimIm D (=
n —dimKerC = n — dimKer D) a z véty 5.82 o rovnosti dimenze fadkového a
sloupcového prostoru dostavame dim Im C7 = dim Im D”. Radkovy prostor matice
C' je podprostorem Fadkového prostoru matice D, proto z rovnosti dimenzi vyplyva
ImC? = Im DT. Tim padem je posledni fadek [g]® matice D linearni kombinaci
radkt matice C, takze existuji skalary tq,...,t; takové, ze

917 = 6lfi)P + -+ Gl fil® = [fi+ -+ il

Rovnaji-li se matice linearnich forem vzhledem k néjaké bazi, pak se linearni formy
rovnaji, tedy konecné dostavame

g=tifi+- - +tpfr .
O

Predchozi diskuze ndm rovnéz umoziuje 1épe nahlédnout, proc¢ se dimenze sloup-
cového prostoru matice A (typu m x n) rovnéd dimenzi fddkového prostoru matice
A.

Vypocitdme dvéma zpusobu dimenzi Ker A. Nejprve sloupcové. Podle véty o
dimenzi jadra a obrazu plati dim Ker A = n—dim Im A. To si mtizeme piedstavovat
tak, ze kazdy bazovy sloupec ndm ubere jeden stupen volnosti pfi feSeni soustavy
Ax = o. Dimenze mnoziny feSeni této soustavy je tak rovna n minus pocet bazovych
sloupci, ¢ili n — dim Im A.

Nyni radkovy pohled. Analogicky jako pro sloupce fekneme, ze fadek matice A
je bazov{, pokud neni linedrni kombinaci pfedchozich fadké. Dimenze dimIm AT
radkového prostoru je rovna poctu bazovych fadka. Prechozi diskuze ukazuje, ze pfi
postupném pridédvani rovnic (=fadkt matice A), kazdy bazovy fadek snizi dimenzi
prostoru feSeni o 1, takZe dim Ker A je rovno n minus pocet bazovych radkiu, ¢ili
n — dimIm AT,

Zdtvodnili jsme, Ze dim Ker A = n—dimIm A = n—dim Im A7 Z toho okamzité
vidime, ze dimIm A = dim Im A7 .
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Shrnuti Sesté kapitoly

(1)

(11)

(12)

Jsou-li V, W linedrni prostory nad stejnym télesem T, pak zobrazeni f :
V — W nazyvame linedrni zobrazeni (nebo homomorfismus) z V. do W,
pokud

(a) f(u+v) = f(u)+ f(v) pro libovolné u,veV a

(b) f(tu) =tf(u) pro libovolné ue VateT.

Piiklady linearnich zobrazeni z R? do R2.

Jsou-li V a W linearni prostory nad télesem T, je-li B = (vi, va, ..., V,)
béaze v prostoru V, a jsou-li wi,ws,...,w, € W libovolné vektory, pak
existuje pravé jedno lineérni zobrazeni f : V. — W spliujici f(v;) = w;
pro kazdé i € {1,2,...,n}.

Jsou-li V, W konec¢né generované linearni prostory nad télesem T, f : V —
W linearni zobrazeni, B = (vq,va,...,v,) baze ve V, a C baze ve W, pak
matice linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim B a C' je matice

(16 = (fvDle | F(vale |- [[f(va)le) -

Jsou-li V., W konec¢né generované linearni prostory nad télesem T, B =
(v1,va,...,v,) baze prostoru V, C' béze prostoru W, a f : V — W
linedrni zobrazeni, pak pro libovolny prvek x € V plati

[f®)le =112 X5 -
Jsou-li V,' W konecné generované linearni prostory nad télesem T, B baze
V, Cbize W a f: V— W a M matice nad télesem T spliujici [f(x)]c =
M [x] 5 pro kazdy prvek x € V, pak M = [f]&.
Matice linearniho zobrazeni f4 : T — T™ vzhledem ke kanonickym bazim
je puvodni matice A, tj.

[falk:, = A,

kde K; znadi kanonickou bézi v aritmetickAm prostoru T?.
Jsou-li B,C dvé baze koneéné generovaného prostoru V, pak matice iden-
tického zobrazeni z V do V se rovna matici prechodu od baze B k bazi C.
Matice prechodu od B k B je vzdy identickd matice.
Jsou-li U, V, W linearni prostory nad télesem T a jsou-li f : U — V
a g : V — W linearni zobrazeni, pak slozené zobrazeni gf je linearni
zobrazeni gf : U — W.

Jsou-li navic prostory U, V, W konecné generované a jsou-li B baze v U,
C baze ve V a D béaze ve W, pak plati

9£15 = 95 [F1E -

Jsou-li U,V linearni prostory nad télesem T a f : U — V vzdjemné
jednoznaéné linearni zobrazeni, pak f~! : V — U je také linearni zobrazeni.

Jsou-li navic U,V konecné generované lineatni prostory dimenze n, B
baze v U a C baze ve V, pak plati

15 = (118)
Je-li V konecné generovany linearni prostor nad télesem T, f : V — V
linearni zobrazeni, B, C' dvé baze prostoru V, a R matice pfechodu od baze
B k bazi C, pak

fIE=R"[/IER .
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(13) Necht V, W jsou linearni prostory nad télesem T a f : V — W je linearni
zobrazeni.
e Pokud je f prosté, fikdme ze f je monomorfismus,
e pokud je f je prostor W, fikdme ze f je epimorfismus,
e pokud f je vzajemné jednoznac¢né, fikame ze f je izomorfismus,
e pokud V = W, fikdme Ze f je endomorfismus prostoru V (nebo také
linedrni operdtor na prostoru V),
pokud W = T = T, iikdme Ze f je linedrni forma na V,
e pokud je f izomorfismus a endomorfismus, fikdme, ze f je automorfis-
mus prostoru V.
(14) Necht f: V — W je linedrni zobrazeni. Jddrem f rozumime mnozinu

Kerf={xeV:f(x)=o0}.
Obraz (obor hodnot) f zna¢ime Im f, tj.

Imf={f(x):xeV} .
(15) Je-li f : V. — W linearni zobrazeni, pak f je prosté pravé tehdy, kdyz
Ker f = {o}.
(16) Jsou-li V, W koneéné generované vektorové prostory, B je baze V, C je
baze W, a f: 'V — W linedrni zobrazeni, pak
e jadro Ker f je podprostorem V a plati

[Ker f]5 = Ker [f]¢
e obraz Im f je podprostorem W a plati

Im fle =Im[f]¢ .

(17) Jsou-li V a W linearni prostory nad télesem T, V konefné generovany
linedrni prostor, a f : V. — W linearni zobrazeni, pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je prosté (monomorfismus),

(b) pro kazdou linedrné nezévislou posloupnost (vi,...,vy) ve V je po-
sloupnost (f(v1),..., f(vg)) linedrné nezavisld ve W,
(c) existuje béze (v1,...,v,) prostoru V takova, ze posloupnost (f(v1),...

je linearné nezavisla v.-W.

(18) Jsou-li V a W linearni prostory nad télesem T, V konefné generovany
linedrni prostor, a f : V. — W linearni zobrazeni, pak jsou nasledujici
tvrzeni ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je na W (epimorfismus),

(b) pro kazdou mnozinu generatort {vy,...,vp}ve Vije {f(v1),..., f(vk)}
mnozina generatort ve W,

(c) existuje baze (vi,...,v,) prostoru V takové, ze {f(v1),..., f(vn)}
generuje W.

(19) Jsou-li V a W linearni prostory nad télesem T, V konefné generovany
linedrni prostor, a f : V. — W linearni zobrazeni, pak nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.

(a) Zobrazeni f je izomorfismus,
(b) pro kazdou bazi (vi,...,vk) ve V je (f(v1),..., f(Vk)) bdze ve W,
(c) existuje béze (vi,...,v,) prostoru V takova, ze (f(v1),..., f(vn)) je
béze ve W.
(20) Je-li f:V — W izomorfismus konecné generovanych prostori, pak plati
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(a) posloupnost (vy,...,vy) je linedrné nezavisla ve V pravé tehdy, kdyz
je posloupnost (f(v1),..., f(vk)) linedrné nezévislda v W,
(b) mnozina {vy,..., vy} generuje V pravé tehdy, kdyz mnozina { f(v1), ..
generuje W,
(c) posloupnost (v1,...,vy) je baze V pravé tehdy, kdyz je posloupnost
(f(v1),..., f(vg)) baze W,
(d) dimV = dim W,
(e) mnozina M C V je podprostorem prostoru V pravé tehdy, kdyz je
f(M)={f(m): m e M} podprostorem prostoru W,
(f) pokud U <V, pak f zzené na U je izomorfismem U — f(U). Spe-
cialné dim U = dim f(U).
Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T a f :
V — W linearni zobrazeni, pak

dim(Ker f) + dim(Im f) = dim 'V .
Jsou-li V a W dva konec¢né generované prostory nad télesem T, pak nésle-
dujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(a) Existuje izomorfismus f: V — W.
(b) dim(V) = dim(W).

Cést 6.5. Prostor linearnich zobrazeni byla vynechana a nebude zkougena.

Klicové znalosti ze Sesté kapitoly nezbytné pro prubézné sledovani
prednasek s pochopenim

Definice linearniho zobrazeni.

Kazdé linearni zobrazeni na kone¢né generovaném linedrnim prostoru je jed-
noznacné urcené svymi hodnotami na prvcich jakékoliv baze. Tyto hodnoty
muzeme zvolit libovolné.

Matice [f]5 linearniho zobrazeni f : V. — W vzhledem k bazi B v prostoru
V a bazi C v prostoru W.

Formule [f(x)]c = [/ [X]5 -

Slozeni dvou linearnich zpobrazeni je linearni zobrazeni.

Formule [gf]8 = [9]G [f]Z pro matici slozeného zobrazen.

Inverzni zobrazeni ke vzajemné jednoznacnému linedrnimu zobrazeni je
opét linedrni zobrazeni.

Formule [f~1]% = (] f]g)_l pro matici inverzniho zobrazeni.

Formule [f]5 = [id]$ [f]% [id]Z vyjadiujici vztah mezi maticemi endomor-
fismu f vzhledem ke dvéma riznym bazim.

Definice jadra a oboru hodnot linedrniho zobrazeni.

Charakterizace monomorfismi, epimorfismi a isomorfismt pomoci hodnot
na néjaké bazi.

Dva koneéné generované linedrni prostory jsou isomorfni pravé kdyz maji
stejnou dimenzi.

Véta o dimenzi jadra a obrazu linedrniho zobrazeni definovaného na konec¢né
generovaném linearnim prostoru.

] f(vk)}
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7. DETERMINANT

Cil. Budeme se vénovat pojmu determinantu matice. Motivaci
je porozuméni, jak zobrazeni urcené matici méni obsah (v R?) a
objem (vR3). K definici budeme potrebovat permutace, naucime
se je ruznymi zpusoby zapisovat a urcovat znaménko.

7.1. Motivace. Ctvercovd matice A fadu n nad R uréuje zobrazeni f4 : R® — R".
Tato zobrazeni maji tu vlastnost, Ze nésobi n-dimenzionalni objemy (obsahy v
piipadé n = 2, objemy v pt¥ipadé n = 3) konstantnim ¢&islem. Toto ¢islo je rovno
absolutni hodnoté tzv. determinantu, ktery zavedeme v této kapitole. Znaménko
determinantu urcuje, zda zobrazeni méni ,orientaci prostoru“. Naptiklad pokud je
determinant matice A fadu 2 rovny 1,3, ptislusné zobrazeni nasobi obsah kazdého
atvaru ¢islem 1,3 a neméni orientaci. To, zZe se orientace neméni si lze pfedstavit
tak, ze obraz lze dostat spojitou deformaci roviny z pivodniho utvaru. Pokud je
determinant A rovny —1,3, pak zobrazeni nasobi obsah kazdého ttvaru ¢islem 1,3
a orientaci méni.

F $ g\

A=1 detA=1,3 det A=-1,3

Odvodime si vzorec na vypocet determinantu v pfipadé redlnych cétvercovych
matic fadu n = 2 an = 3. V obecné definici pro vétsi n a nad jinymi télesy vizudlni
predstava chybi, ale determinant mtizeme definovat stejné a bude mit podobné
vlastnosti.

7.1.1. Determinant v R?. Budeme se snazit odvodit vzorec pro determinant &tver-
covych matic A ¥adu 2. Matici se sloupci u, v budeme znacit (u|v) a jeji determinant
det (u]v). Cislo det (A), kde A = (u|v), ma vyjadiovat zménu obsahu a orientace
pii zobrazeni f4. Protoze zobrazeni f4 zobrazuje vektor e; = (1,0)” na vektor
Ae; = u a vektor e; = (0,1)7 na vektor Ae, = v, fa zobrazuje jednotkovy &tverec
se stranami e, e na rovnobéznik se stranami u, v.

fa(e2)

€2

fa(er)

€1

Obsah tohoto rovnobézniku muzeme vyjadfit vhodnym doplnénim na obdélnik
a znaménko urcit diskuzi mozné vzajemné polohy vektori u a v.
Podivame se na jiny postup, ktery se nam rovnéz bude hodit v obecnéjsi situaci.
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Kdyz vynasobime jeden z vektort ¢islem ¢ € R, pak se obsah vysledného rovno-
bézniku zvétsi (nebo zmensi) |¢|-krat. Pfitom orientace se pro kladné ¢ nezméni a
pro zaporna t zméni. Dostavame vztahy

det (tu|v) = tdet (u|v) = det (ultv)

Z nésledujictho obrazku mtizeme nahlédnout (staci pfesunout trojihelnik ...),

ze plati
det (u; + us|v) = det (ur|v) + det (ua|v)

a podobny vztah plati, kdyz soucet je v druhém sloupci.

det (u|vy + vo) = det (u|vy) + det (ufva)

Jesté si uvédomime, ze
det (e1,e2) =1, det(eg, 1) =—1, det(er,e;)=det(ez,e3)=0
protoze prvni matice odpovida identickému zobrazeni, které neméni obsah ani orien-
taci, druha matice odpovida preklopeni kolem osy prvniho kvadrantu, kterd neméni
obsah a méni orientaci, tfeti a ¢tvrta matice odpovida zobrazeni, kterd ctverci

prifadi ,zdegenerovany rovnobéznik® — tsecku.
7 odvozenych vztaht jiz jde spocitat determinant obecné matice

A= (u|v) _ < air a2 )
az1 Q22
det (A) = det (u|v) = det (ar1€1 + az1ez]|aize; + azzes)

= det (a11€1]a12€1 + az2e2) + det (az1€2]a12€1 + azges) =
= det (a11€1]|a12e1) + det (a11€1]|azes) +

+ det (az1€2|aizer) + det (az1e2]azses) =
= ajjaiz det (e1]e1) + arrage det (er|es) +

+ ag1a12 det (ez]e1) + azgags det (ez]es) =
= a11G22 — A21G12

Determinant jsme odvodili pouzitim jednotkového c¢tverce. Obecné obsah a orien-

tace obrazu libovolného utvaru (u néjz lze méfit obsah) se zméni tak, jak udavé
determinant. Tento fakt nebudeme odvozovat.
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7.1.2. Determinant v R3. Pro matice f4du 3 udéva determinant zménu objemu
a orientace. Pro zobrazeni fa uréené matici A = (u|v|w) je obrazem jednotkové
krychle se stranami ey, e2, €3 rovnobéznostén se stranami u, v, w. Z geometrického
néhledu dostavame podobné vztahy jako v p¥ipadé R2.

det (tu|v|w) = det (u|tv|w) = det (u|v|tw) = ¢ det (u|v|w)

det (uy + ug + uz|v|w) = det (u1|v|w) + det (uz|v|w) + det (uz|v|w)
Podobny vztah plati, kdyz soucet je ve druhém nebo tfetim sloupci.
K vypoctu jesté potiebujeme determinanty matic, jejichz sloupce jsou vektory v
kanonické bazi. Pokud jsou dva ze sloupcii stejné, pak prislusné zobrazeni degene-
ruje krychli na ¢tverec, nebo dokonce tsecku, takze determinant je 0. Déle

det (e1,e2,e3) = det (eq, e3,€1) = det (e3,e1,e2)

protoze prislusna zobrazeni jsou rotace, které orientaci neméni. Zbyvaji t¥i matice,
jejichz determinant je —1, protoze prislusna zobrazeni jsou zrcadleni a ta orientaci
meéni.
det (e1,e3,e2) = det (eq, e1,e3) = det (e3,e2,€1)
Determinant ted muzeme spocitat jako v pripadé n = 2, vyrazy ale budou ponékud
delsi.
ail a2 a3
A=(uvlw)=1| a1 a2 ax
aszr as2 ass

det (A) = det (ulv|w) =

= det (a11€1 + az1€2 + azieslaiser + axres + azzeslaizer + aszes + azses)

3 3 3
:E E E a1 Gi2am3 det (e, e, e,,) =

k=1 1l=1 m=1
— (11022033 det (el, €9, 93) + a11a32023 det (el, €es, 82) —+
+ 21412033 det (eg, e, 63) + a21a32013 det (eg, es, e1) —+
+ a31a12a23 det (eg, e, eg) + a31a22013 det (63, €, e1) =
= 11022033 + (21032013 T 431012023 — G11032023 — 31022013 — 021012033

Kazdy sc¢itanec je soucinem tfech prvki matice axiapam,s, kde k, [, m jsou navzajem
ruzné, se znaménkem odpovidajicim orientaci trojice ey, e, e,,. Jeden sc¢itanec tedy
odpovida vybéru jednoho prvku s prvniho sloupce, jednoho prvku z druhého sloupce
a jednoho prvku z ttetiho sloupce, kde prvky vybirame s navzajem rtznych radki
(ostatni ¢leny budou nulové).

7.2. Permutace. Vypocet vzorce pro ,,vicerozmérny objem* by probihal podobné.

Museli bychom zjistit, ktera poradi vektort kanonické baze odpovidaji kladné orien-

taci a kterd zaporné. To lze pomoci pojmu znaménka permutace, které definujeme

v této Casti. Délame tim maly vylet z linearni algebry do algebry obecné.
Permutaci definujeme jako bijekci mnoziny na sebe samu.

Definice 7.1. Permutaci mnoziny X rozumime bijekci X — X. Mnozinu vSech
permutaci na mnoziné X znac¢ime Sy. Pro mnozinu permutaci na mnoziné X =
{1,2,...,n}, kde n je ptirozené ¢islo, také pouziviame znaceni S,,.



218 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Nejcastéji budeme pouzivat permutace na koneéné mnoziné, konkrétné mnoziné
{1,2,...,n}. Pro kone¢nou mnozinu X je kazdé prosté zobrazeni X — X jiz bijekei,
a také kazdé zobrazeni X — X na je bijekci. (Pfipomerime, Ze ani jedna z téchto
implikaci neni pravdivé pro nekoneéné mnoziny.)

Vyzna¢nou permutaci na X je identické zobrazeni idy : X — X, pro néz
idx(x) = x pro kazdé x € X. Protoze inverzni zobrazeni k bijekci je bijekee, je
inverzni zobrazeni 7~! k permutaci 7 na X opét permutace na X. SloZenim per-
mutaci je rovnéz permutace. Slozeni permutaci p a o znac¢ime o o p nebo op, tj.
op(z) = o(p(x)). Mnozina Sx spolu s témito operacemi opét spliiuje vlastnosti
podobné sé¢iténi v télese, nebo séitani ve vektorovém prostoru, s vyjimkou komu-
tativity:

(1) Pro libovolné m, p,o € Sx plati w(po) = (wp)o.

(2) Pro libovolné m € Sx plati idx 7 = wridx = 7.

(3) Pro libovolné 7 € Sx plati mr~t = 717 = idx.
Tim padem nemusime pii skladani psat zavorky a také mutzeme Fesit jednoduché
rovnice typu apf = v, kde «a, 3,7 jsou dané permutace, podobnym zpisobem jako
pro ¢isla, akorat musime dat pozor na nekomutativitu.

7.2.1. Zdpis permutace. Permutaci m na koneéné mnoziné X muzeme zapsat ta-
bulkou, kdy do horniho fadku napiseme v néjakém potadi prvky mnoziny X a pod
kazdy prvek x € X napiSeme jeho obraz 7(x). Napfiklad permutaci = € Sg danou
vztahy m(1) = 7, 7(2) = 6, 7(3) = 1, 7(4) = 8, n(5) = 5, 7(6) = 4, 7(7) = 3,
7m(8) = 2 mizeme zapsat
7r(12345678)<64728135>
7 6 1 8 5 4 3 2 4 8 3 6 2 7 15

Tabulkou mtizeme zapsat libovolné zobrazeni z X do X (nebo i do jiné mnoziny).
To, ze 7 je permutace, se v tabulce projevi tak, ze v druhém Fadku bude kazdy
prvek mnoziny X praveé jednou.

Dalsi moznosti je si permutaci nakreslit. Prvky X si nakreslime jako body (tzv.
vrcholy) a pro kazdé « € X si nakreslime Sipku (tzv. hranu) z « do 7(x). Takovému

obrazku fikdme graf permutace m. ProtoZe m je zobrazeni, vede z kazdého bodu
pravé jedna Sipka, a protoze je to bijekce, vede do kazdého bodu pravé jedna sipka.

e

OBRAZEK 66. Obrazek permutace

Kdyz graf trochu ptrekreslime, vidime, Ze permutace je sjednocenim nezavislych
cykla.
To neni ndhoda, kazda permutace je slozenim nezavislych cykli.

Definice 7.2. Cyklus délky k je permutace na X spliujici 7(z1) = x2, m(z2) = x3,
cooy T(Xp—1) = Tk, w(x) = 21 a 7(y) =y pro kazdé y € X \ {z1,z2,..., 21}, kde
Z1, T2, ..., T jsou po dvou rtzné prvky X. Zapisujeme m = (x1 T2 ... Tp).
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OBRAZEK 67. Lepsi obrazek permutace

Cykly nazyvame nezdvislé, pokud jsou mnoziny prvkt vyskytujici se v cyklech
disjunktni.
Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru = = (z y).

Vsimnéte si, ze poradi prvkii v cyklu miizeme cyklicky otocit a dostaneme stejnou
permutaci:

(r1 22 ... 2p)=(22 .. T 1) == (T T1 T2 ... Tp—1)

Jak najit pro danou permutaci 7 rozklad na nezavislé cykly aniz bychom kreslili
obrazek? Zvolime libovolny vychozi prvek x; a podivame se na jeho obraz zo =
m(x1), pak se podivime na jeho obraz z3 = w(z3), atd. Kdyz poprvé narazime
na prvek, ktery se jiz vyskytl, tj. xx+1 = z; pro néjaké ¢ < k, pak nutné i = 1,
jinak by 7 zobrazovala dva rtizné prvky z;_1 a ) na stejny prvek xz;. Takze mame
m(xr) = x1 a mizeme cyklus uzaviit. Pokud jsou v mnoziné X jesté jiné prvky,
vybereme kterykoliv z nich a nalezneme dalsi cykly. Tyto cykly musi byt nezavislé,
jinak bychom opét méli dva prvky, které se zobrazi do stejného prvku, a zobrazeni
7 by nebylo prosté. Naznacili jsme diikaz, Ze rozklad na nezavislé cykly je mozny.
Poradi skldd4ni nezavislych cyklii mizeme libovolné ménit (na rozdil od obecnych
cykli) a az na tuto skutec¢nost je rozklad jednoznaény. Detaily si rozmyslete jako
cviceni.

Tvrzeni 7.3. KazZdou permutaci na koneéné mnoziné X lze zapsat jako sloZeni
nezdvislych cykli. Tento zapis je jednoznaény aZ na potadi cykli (a cykly délky 1).

Piiklad 7.4. Podle ndvodu rozlozime nasi permutaci m na nezavislé cykly. Za¢neme
napiiklad s prvkem 1. Jeho obraz je w(1) = 7, obraz 7 je m(7) = 3 a obraz 3 je
m(3) = 1. Nalezli jsme prvni cyklus (1 7 3). Nyni vezmeme néjaky prvek, ktery se
doposud neobjevil, tfeba 2. Spocitdme w(2) = 6, 7(6) = 4, 7(4) = 8, 7w(8) = 2
a nalezli jsme dalsi cyklus (2 6 4 8). Zbyva prvek 5, ktery je pevngm bodem, tj.
m(5) = 5, coz mizeme zapsat cyklem (5) délky 1 (to je identickd permutace),
chceme-li tento fakt zdaraznit. Celkové tedy mame

T=(173)(2648) .
Poradi sklddani mtizeme diky nezavislosti prohodit a rovnéz mizeme v tomto zapisu
cyklicky otacet prvky v zavorkach, protoze tim vznikaji pouze rizné zapisy stejné
permutace. Takze naptiklad také

T=(6482)(317) .

Cyklickym zdpisem rozumime rozumime zapis pomoci nezavislych cykli s vyzna-
¢enymi pevnymi body, napriklad

T=(173)(2648)(5) .
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Pokud pevné body neuvadime, hovorime o redukovaném cyklickém zdpisu.
Cyklicky (nebo redukovany cyklicky) zapis je vétsinou daleko vyhodnéjsi nez
zapis tabulkou, protoze lépe vidime, co permutace ,,déla“. Zapis tabulkou budeme
dale pouzivat jen ziridka.
Na ptikladu si rozmyslime, jak permutace invertovat a skladat v cyklickém za-
pisu.

Piiklad 7.5. Inverzni permutace pfifadi kazdému prvku jeho vzor. Pro permutaci
7= (173)(26 4 8) je naptiklad 7~ 1(3) = 7, protoze 7(7) = 3. Staci tedy prevratit
poradi prvki v cyklu. Na obrazku bychom otocili smér Sipek.

71 =(137)(2846)
Na tomto misté si rovnéz uvédomme, ze inverzni permutace k transpozici je tataz
transpozice.
@) =04 (=@G1))
Vypoditame sloZeni permutace 7 a permutace p = (1 74 6)(2 8)(3 5):
pr=(1746)(28)(35)(173)(2648) =(142)(375)

Cyklovy zapis tvorime jako pro samotnou permutaci: vyjdeme z libovolného prvku,
podivame se, kam ho slozend permutace zobrazi a takto pokracujeme. Vysli jsme
z prvku 1, permutace 7 ho zobrazi na 3 a permutace p prvek 3 zobrazi na 5, takze
sloZend permutace pm zobrazi prvek 1 na prvek 5, tj. za 1 napiSeme é&islo 5. Cislo 5
permutace 7 zobrazi na 5 a permutace p zobrazi ¢islo 5 na 3, takze piSeme 3, atd.

Jesté jednou pfipomerime, ze sklddéni komutativni neni (ale tfeba nezévislé cykly
spolu komutuji). Slozenim p a 7 vyjde permutace

mp=(135)(678),

coz je jina permutace nez wp. M4 ale stejnou strukturu — ma stejné jako pm jeden
dva cykly délky 3. To neni ndhoda, viz cviceni.
Kazdy cyklus lze zapsat jako sloZeni transpozic, naptiklad

(1 22 ... k) = (21 x2) (22 T3) ... (Tp—1 Tk)
nebo

(r1 22 ... xk) = (21 2 . .. (21 23)(T1 22) .
Ovéite obé rovnosti! Protoze kazda permutace je slozenim cykli (dokonce nezavis-
lych), mizeme kazdou permutaci napsat jako slozeni transpozic. Dokazali jsme

Tvrzeni 7.6. KazZdd permutace na koneéné mnoziné je sloZenim transpozic.

Tvrzeni vlastné tika, ze jakkoliv promichame prvky mnoziny, lze ptivodni uspora-
dani dostat postupnym prohazovanim dvojic. Zapis permutace jako slozeni trans-
pozic neni samoziejmé jednoznac¢ny, naptiklad

(123)=(13)(12)=(12)(23)=(12)(23)(12)(12)=(12)(13)(23)(12)=...

7.2.2. Znaménko. 1 kdyz kazdou permutaci mtizeme zapsat jako slozeni transpozic
mnoha zpUsoby, parita po¢tu transpozic (tj. zda je pocet sudy nebo lichy) se neméni.
K diikazu tohoto tvrzeni si nejdfiv vS§imneme jak se méni pocet cyklt v cyklovém
zapisu pri slozeni s transpozici. V nasledujicim tvrzeni pocitame i cykly délky jedna.

Tvrzeni 7.7. Necht X je koneénd mnoZina, m € Sx a (z y) € Sx. Pak pocet cykli
v permutaci (z y)m a7 se lisi o 1 a pocet sudych cykli v permutaci (x y)m a 7 se

vvvvv
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Diikaz. Rozebereme dva pripady. Nejprve predpokladejme, ze x a y lezi ve stejném
cyklu (x =21 @2 ... p Yy =y1 Y2 ... Y1) permutace 7. Pak

(zy)yr=(zy)...(x2z2 ... 2 yy2 ... y)...=...(zx2 ... )Y Y2 ... Y1) oo
kde ostatni cykly permutace 7 ztistanou beze zmény. Pocet cykli se v tomto pripadé
zvy$i o 1. Rozborem piipadi dostaneme druhou ¢ést tvrzeni (napiiklad pokud & il
je sudé, pak se pocet sudych cykli zvétsi o jedna, pokud k je sudé a [ je liché, pak
se poCet sudych cykli také zvétsi o jedna, atd.).

Pokud jsou prvky = a y v ruznych cyklech (x =1 z2 ... k), (Y =11 Y2 ... Y1),
pak

(zy)r=(@y)...(xz2 ... 2p)Yy2 .- y) .= (T2 oo TLYY2 oo Y1) e
takze se pocet cykll snizi o 1. Druhou ¢ast ziskame opét rozborem piipad. g

Dusledkem je, ze parita po¢tu transpozic je stejna v libovolném zapisu permutace
jako slozeni transpozic. Tuto paritu navic pozname podle poctu cykli sudé délky v
cyklickém zapisu permutace.

Dusledek 7.8. Pro libovolnou permutaci © na koneéné mnoziné X nastane jedna
z nasledugicich moznosti:

(1) Kazdy zapis 7 jako sloZeni transpozic obsahuje sudy pocet transpozic. To
nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém
zapisu permutace w je sudy.

(2) Kazdy zdpis 7 jako sloZeni transpozic obsahuje lichy pocet transpozic. To
nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém
zapisu permutace 7 je lichy.

Diikaz. Je-li 7 slozenim transpozic p1ps . .. pr, pak nékolikanasobnou aplikaci pied-
choziho tvrzeni dostaneme, Ze parita poctu cykld sudé délky v permutaci 7 je rovnéa
parité k: Pocet cykli sudé délky v permutaci py je lichy (jeden cyklus délky 2), v
permutaci pi—1pr je sudy, atd. (|

Tento dusledek ndam umoznuje zavést znaménko permutace.

Definice 7.9. Permutace m na koneéné mnoziné X se nazyva sudd, pokud nastane
moznost (1) v disledku 7.8. Rovnéz fikdme, Ze znaménko m je 1 a piSeme sgn(m) = 1.
V opacném piipadé je 7 lichd, m& znaménko —1 a definujeme sgn(w) = —1.
Znaménko snadno vypocteme z (redukovaného) cyklického zapisu. Staci spocitat
pocet cykli sudé délky. Znaménko lze také urcit podle poctu vsech cykli v cyklickém
zapisu, viz cviceni.
Priklad 7.10.
sgn ((1234)(567)(89)(10 11)) = —1
protoze ma permutace v cyklickém zapisu 3 cykly sudé délky.
Znaménko inverzni permutace a slozené permutace je urcené znaménkem puvod-
nich permutaci.
Tvrzeni 7.11. Necht X je konecnd mnoZina a 7,p € Sx. Pak plati
(1) sgn(idx) =1,
(2) sgn(r~!) =sgn(m) a
(3) sgn(np) = sgn(m) sgn(p).
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Dikaz.

(1) Identickd permutace ma 0 cykli sudé délky.
(2) Inverzni permutace m4 stejny pocet cykli sudé délky.
(3) Pokud 7 lze zapsat jako slozeni k transpozic, tj. sgn(r) = (—=1)%, a p

lze zapsat jako slozeni [ transpozic, tj. sgn(p) = (—1)!, pak mp lze za-
psat jako slozeni k + [ transpozic, tj. sgn(mp) = (=1)** = (=1)¥(-1)! =
sgn(m) sgn(p).

(|

Slovy, identickd permutace je sudé, inverzni permutace k sudé (resp. liché) je suda
(resp. lich4), slozenim dvou sudych nebo dvou lichych permutaci je sudd permutace
a slozenim liché a sudé permutace v libovolném potadi je lich4 permutace.

Piiklad 7.12. Ve hie ,15“ mame étvercovou krabicku se 4 x 4 polic¢ky, v niz jsou
kosticky ¢islované 1 az 15 a jedno prazdné policko, pomoci néhoz jdou kosticky
vodorovné nebo svisle pfesouvat. Ukadzeme, ze zakladni pozici na obrazku vlevo
nelze ziskat z pozice na obrazku vpravo.

Clee)e) e
9 || 10 || 11 || 12 9 10|11 12

13 || 14 || 15 13 15|14

OBRAZEK 68. Hra 15

Mista v krabicce si oc¢islujeme podle zdkladni pozice. Misto vpravo dole ocislu-
jeme 16. Libovolnou pozici zapiSeme pomoci permutace m € Sig tak, ze definujeme
(i) = 7, pokud se na misté i naléza kosticka s éislem j. Jeden tah je vlastné proho-
zenim umisténi prazdného policka a néjaké kosticky ¢ € {1,2,...,15}. Nova pozice
tedy odpovida permutaci (16 i).

Budeme si vsimat parity permutace m a parity pozice prazdného policka. Na
za¢atku vyjdeme z pozice odpovidajici liché permutaci (14 15) a préazdné policko
je na sudém misté 16. Po provedeni jednoho tahu permutace 7 zméni paritu a
rovnéz se zmeéni parita pozice prazdného policka, protoze suda mista sousedi pouze
s lichymi a naopak. Z toho plyne, ze

e po provedeni sudého poc¢tu tahi bude 7 licha a prazdné policko bude na
sudém miste;

e po provedeni lichého poc¢tu taht bude 7 suda a prazdné policko bude na
lichém misté.

Ani v jednom z obou piipadi nemtzeme ziskat zdkladni pozici, pro kterou je per-

mutace m suda (je to identickd permutace) a prazdné policko je na sudém misté
(16).
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7.2.3. Pocet permutaci. Jak jiz asi vite, poCet permutaci na n-prvkové mnoziné
X = {x1,29,...,2,} je nl. Mdme totiz n moznosti, kam zobrazit x;, pak n — 1
moznosti, kam zobrazit xo, atd. Dohromady n(n —1)...1=mnl.

Pocet lichych permutaci spoc¢itame z nasledujiciho pozorovani, které také pouzi-
jeme pro diikazy tvrzeni o determinantech.

Tvrzeni 7.13. Necht X je konecnd mnoZina a m € Sx. Pak plati:

(1) Soubor (p~' : p € Sx), soubor (mp : p € Sx) i soubor (pm : p € Sx)
obsahuje kaZdou permutaci v Sx prdvé jednou.

(2) Pokud m je lichd, pak soubor (mp : p € Sx,sgn(p) = 1) i soubor (pmw: p €
Sx,sgn(p) = 1) obsahuje pouze liché permutace v Sx , kazdou prdvé jednou.

Drikaz. Rovnice o = p~! ma pro dané o pravé jedno feseni p = o~ 1. (Rozmyslete si

podrobné toto i dalsi tvrzeni pouzita v tomto dikazu. Zdivodnéni je podobné jako
v tvrzeni 3.3 o vlastnostech téles.) To znamend, Ze kazdou permutaci o lze zapsat
ve tvaru p~! pravé jednim zptisobem, tj. soubor (p~! : p € Sx) obsahuje kazdou
permutaci v Sx pravé jednou.

Rovnice ¢ = mp mé pro dané o a 7 pravé jedno feseni p = 7~ 1o. Z toho plyne,
Ze v souboru (mp : p € Sx) je kazda permutace préavé jednou. Podobné pro tieti
soubor v ¢asti (1). Pokud jsou permutace o a 7 liché, pak p = 7~ 1o je sud4, protoze
sgn(mto) = sgn(n~ 1) sgn(o) = sgn(n)sgn(o) = (—=1)(=1) = 1 (viz tvrzeni 7.11).
Kazdou lichou permutaci lze tedy zapsat ve tvaru 7p, kde p je suda, pravé jednim
zpusobem. Navic 7p je licha, pokud 7 je lichd a p je suda. Z toho plyne prvni ¢ast
bodu (2). Druhé ¢éast se dokaze podobné. O

Tvrzeni muzeme formulovat v jazyku zobrazeni. Napfiklad druhé ¢ast tvrzeni v
bodé (1) tika, ze zobrazeni f : Sx — Sx definované f(p) = mp je bijekce. Prvni
¢ast bodu (2) fik4, Ze je-li 7 liché, pak zobrazeni f definované stejnym predpisem je
bijekci z mnoziny vSech sudych permutaci v Sx na mnozinu vsech lichych permutaci
\ SX .

Disledkem je, Ze pocet lichych permutaci na n-prvkové mnoziné X je stejny jako
pocet sudych permutaci na X, kdykoliv na X néjaka lichd permutace existuje, tj.
v ptipadé n > 1. Pro n > 1 je tedy pocet lichych i sudych permutaci n!/2.

7.3. Definice determinantu a zakladni vlastnosti. Ptipomerime, Ze determi-
nant realné ¢tvercové matice A = (u|v|w) fadu 3 uréuje, jak zobrazeni f4 méni
objem a orientaci. Jeho absolutni hodnota je rovna objemu rovnobéznosténu o stra-
néach u, v, w. Odvodili jsme vzorec

@11 a2 ai3
det asi a9 a3 =
a31 asz2 ass

= (11022033 + 21032013 + 431012023 — A11G32023 — 31022013 — 421012033 -

Kazdy ¢len souctu je soucin trech prvki agia;2a.,3, kde k, [, m jsou navzajem razné,
a znaménko udava orientaci trojice vektort (e, e, e,,). Kazdy c¢len lze tedy zapsat
jako ar(1)1Gx(2)20x(3)3, kde T € S3 je permutace 7(1) =k, 7(2) =1, 7(3) = m a
vsimnéte si, ze znaménko ¢lenu je rovno znaménku permutace 7. To geometricky
odpovida tomu, ze prohodime-li dva vektory kanonické baze, orientace se zméni.
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7.3.1. Definice. Podobné definujeme determinant libovolné ¢tvercové matice nad
libovolnym télesem.

Definice 7.14. Je-li A = (a;;) ¢tvercova matice nad télesem T Fadu n, pak defi-
nujeme determinant matice A predpisem

det (A) = Z sgn(w)aﬂ(lmaﬂ(z)g <o Or(n)n -
TESy

Determinant tedy pfifadi ¢tvercové matici nad T prvek télesa T. Soucet mé
n! ¢lend, jeden pro kazdou permutaci m € S,,. Sé¢itanec odpovidajici permutaci
7 je souCinem n prvkd matice, z kazdého sloupce i obsahuje soucin prvek ar ),
znaménko séitance je rovné znaménku permutace 7. (Pro pfehlednost oddélujeme
indexy prvki matice ¢arkou.)

Pro determinant matice A se také uziva znaceni |A|.

Priklad 7.15. V piipadé n = 2 mame dvé permutace v So — identickou permutaci
a transpozici (1 2). Identickd permutace je suda a odpovidajici s¢itanec je aiiass,
transpozice je licha a odpovidajici sc¢itanec je —aoiais. Dostavame stejny vzorec

jako dfive:
ail a2
det =
a21  A22

cos(a) —sin(«)
sin()  cos(a)

aip a2

= (11022 — A210G12
a1  a22

Napiiklad

= cos?(a) +sin?(a) =1 ,

coz neni prekvapivé, protoze rotace o @ neméni ani obsah ani orientaci.
(Pfi zépisu determinantu pomoci svislych ¢ar vynechavame kulaté zavorky.)

Priklad 7.16. V piipadé n = 3 mame Sest permutaci v S3 — identické permutace
a trojcykly jsou sudé, transpozice jsou liché. Odpovidajici s¢itanci jsou:

™

id 11022033
(1 2 3) a21a32013
(1 3 2) a31a12023
(23)  —aniasqa23
(13) —a31022013
(12) —a21012033

a opét dostavame vzorec odvozeny vysSe. Mnemotechnickou pomuckou je tzv. Sarru-
sovo pravidlo na obrazku.

Pocitat matice z definice neni vhodné uz pro matice fadu 3, je lepsi vyuzit jiné
metody. Sarrusovo pravidlo tedy nebudeme pouzivat. V pfipadé n = 4 ma jiz vyraz
24 ¢lenti (vypiste je jako cviceni) a definice je pro vypodet jiz zcela nevhodné.
Vsimnéte si, ze pravidlo podobné Sarrusovu pro matice fadu n > 3 neplati.

7.3.2. Zdkladni vlastnosti. Pro horni trojuhelnikové matice vypocitdme determi-
nant jako soucin prvku na diagonéle.

Tvrzeni 7.17. Je-li A horni trojihelnikova matice, pak det (A) = aji1ass ... Gpy.-
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s
—azjazaiz (13
Gyl Qi 413 ( )
—aijasgazs (2 3)
a1 Qg2 (23 (12
a3l @32 433 .

aryi B2 613

)

—a214120a33
+ajgazzazz  id
+as1a32013 (1 3 2)

G217 A2 @23
“+asiai2a93 (123)

OBRAZEK 69. Sarrusovo pravidlo

Diikaz. Podivejme se na jeden scitanec sgn(m)ar(1),10x(2),2 - - - r(n),n v definici de-
terminantu. Pokud je jeden z ¢initelit v tomto souc¢inu nulovy, cely séitanec je roven
nule a mzeme jej ignorovat. Prvni sloupec matice A je cely nulovy, az na hodnotu
a1, kterd mize byt nenulova. Pokud tedy 7(1) > 1, pak a,); = 0 a scitanec je
nulovy. Predpokladejme proto w(1) = 1. Podobné, pokud 7(2) > 2 miizeme na sc¢i-
tanec zapomenout, protoze ar(z),2 = 0. Takze muzeme piedpokladat 7(2) < 2. Ale
m(2) nemiize byt 1, protoze mame (1) = 1 a 7 je prosté zobrazeni, ¢ili m(2) = 2.

Postupné dostavame 7(3) =3, 7(4) =4, ..., 7(n) = n.
Jediny mozna nenulovy s¢itanec tedy odpovida identické permutaci, ta je suda,
takze det A = a11a99 . .. apn- O

Pro matice 2 x 2 nad R je geometrické vysvétleni na obrazku ??. Rovnobéznik o
stranach (ai1,0)7, (a21,a22)T mé stejny obsah jako obdélnik o stranach (a;1,0)7 a
(0, a22)T, protoze oba rovnobézniky maji stejnou vysku. Také maji stejnou orientaci.

OBRAZEK

Podobné bychom mohli dokézat, ze determinant dolni trojihelnikové matice je
soucin prvki na diagondle. Délat to ale nebudeme, dokdzem obecnéji, ze determi-
nant se nezméni transponovanim.

Tvrzeni 7.18. Pro libovolnou ctvercovou matici A plati det (A) = det (AT).

Diikaz. Scitanec v definici det (AT) odpovidajici permutaci 7 je
Sgn(ﬂ-)a’l,ﬂ'(l)aZJT(Q) <o Qpow(n) -
Soucin lze preusporadat na

Sgn(ﬂ-)aﬂfl(l),laﬂ'*l@)ﬂ s Qr=1(n)n
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protoze m~'(i)-ty ¢initel v pivodnim soudinu je roven r-1(iyx(z-1(i)) = Gn—1(s),;-
Tento cinitel jsme presunuli na i-té misto. Mame

det (AT) = Z SEN(T) A1 7(1)02,7(2) - - - Cn,e(n)

mESy

= Z Sgn(ﬂ')aﬂ-—l(l)ﬁlaﬂ-—l(Q)_’Q <o Qr=1(p)n
TESy

— -1

- Z SgIl(T( )aﬂ'*l(l),laﬂ'*l(Q),Q s Qr=1(p)n
TESy

= D sen(P)am)19p@)2 - Apim)n
7E€Sp, p=n—1

= Z Sgn(p)ap(l),lap(Z),2 < Qp(n)yn = det (A)
pPESH

Ve tfeti ipravé jsme pouzili vztah sgn(7~1) = sgn(n) (viz tvrzeni 7.11) a v paté
tpravé jsme zacali sCitat pfes inverzy permutaci, coz vysledek nezméni, protoze
soubor (77! : 7 € S,) obsahuje viechny permutace v S, pravé jednou (viz tvr-
zeni 7.13). O

Dokazané tvrzeni jinymi slovy rika, ze

det (A) = Z Sgn(ﬂ-)alﬂr(l)aZﬂ@) <o Qnow(n) >
TES,

coz je trochu tradi¢néjsi verze definice.

Tvrzeni se hodi se k tomu, ze véty, které dokdzeme pro fadky, budeme moci
pouzit i pro sloupce.

Ted dokézeme vlastnosti determinantu pouzité pii odvozeni vzorctt v dimenzi 2
a 3 nad R, jsou to body (1) a (2) v nésledujicim tvrzeni. Zaroven spoéitdme, jak se
mén{ determinant p¥i elementérnich sloupcovych Gpravéch, to jsou body (2), (3) a

(4).

Tvrzeni 7.19. Necht T je teleso, n € N, i,5 € {1,2,...,n}, i # j, u, vi, va, ...,
voe€T", teT apecS,. Pak plati.

(1) det (vi|va|...|vic1] vi+u |[vigr]|...|vn)
=det (vi]...|vie1| Vi |[Vig1| ... |vn) +det (vi|...|vic1] w [viga] .. |Va)
(2) det (vi|va|...|vic1] tvi [Vig]|...|vn) =1 det (vi|va]...|vy)
(3) det (V) |[Vp@)|- - - [Vom)) = sen(p) det (vi|va|. .. |vy)
(4) det (vi|va]...|[vic1|vs +tvj|vigi] ... |vy) = det (Vi|va|...|Vy)

Dikaz. Oznaéime A = (a;;) = (v1|va|...|vn), ¢li a;; je i-ta slozka vektoru v;.
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(1) Oznacéime-li u = (by,bs,...,b,), plati
det (vi|va|...|Vic1] vi+u [vig1] ... |Va)

= Z Sgn(ﬂ—)aﬂ'(l),law(Z)Q e aﬂ'(ifl),ifl(arr(i),i + bﬂ(i))aw(i+1),i+1 - Ar(n)n
TESy

= Z (sgn(m)ar(1),10x(2),2 - - - Ax(n),nt
TES,

+ Sgﬂ(ﬂ)awu),law(z),z s aw(i—l),i—lbﬂ(i)aw(i+1),i+1 e aﬂ(n),n)

= Z Sgn(ﬂ-)aﬂ'(l),law@),Q - Qr(n),n
TESK

+ Z Sgﬂ(ﬂ)aﬂ(l),lan@)g s aﬂ(ifl),iflbﬂ'(i)arr(i+1),i+1 <o Qr(n)n
TESy

=det (vi|...|viz1| vi [Viz1]. . |vn) +det (vi]...vici| u [Viga] ..o [va) -

V dpravach jsme roznésobili zavorku a rozdélili sumu na dvé casti.
(2) K dikazu tohoto bodu sta¢i vytknout ¢ pfed sumu:

det (V1|V2‘ e |V1‘_1| tVi |Vi+1| e |Vn)

= Z Sgn(ﬂ)aw(l),1aw(2),z cee aﬂ'(ifl),ifl(taﬂ'(i),i)a‘n'(i+1),i+1 <o Qr(n)n

TES,
=1 Z Sgn(ﬂ)awu),mn(z),g~~-a7r(n),n
TESy
=t det (vi|va]...|vn)
(3) Uvédomime si, ze prvek na misté (i,7) v matici (v,1)|Vy)]---[Vom)) je

a; o(;)- K rozepsani determinantu pouZijeme alternativni definici.
det (V) [Vo)| -+ [Vpm)

= D sen(m)an, p(n(1))92,p(x(2)) - - - A p(e(m)

TESy
= Z Sgn(p) Sgn(pﬂ-)al,pﬂ'(l)al;}ﬂ'@) - Qp pr(n)
TESR
= Sgn(p) Z Sgn<pﬂ')a1,pﬂ'(1)a2,pﬂ'(2) -+ Ay pr(n)
TESy

= Sgn(p) Z Sgn(a)al,d(l)GZ,d(Z) <o Qpo(n)
TES, ,0=pT

= sgn(p) Z sgn(0)a1,0(1)02,0(2) - - - On,o(n)
ocES,

= sgn(p) det (vi|va]...|vy)

V predposledni tpravé jsme zacali s¢itat pfes permutace o = mp misto

7, coZ vysledek nezméni, protoze soubor (pw : m € S,,) obsahuje vSechny
permutace v S,, pravé jednou (viz tvrzeni 7.13).

(4) Nejprve dokazeme pomocné tvrzeni: Determinant matice B = (by;) Fadu n,
kterd mé dva sloupce 4,5 (i # j) stejné, je nula.

Pro vétsinu téles bychom mohli pouzit pfedchozi bod: Protoze (i, ;)

je lich4 permutace a prohozenim sloupcii ¢ a j se matice nezméni, plati
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det (B) = —det (B). Bohuzel z toho plyne det (B) = 0 pouze pro télesa
charakteristiky rizné od 2. Proto obecné musime postupovat jinak. V sumé

det (B) = Z bl,ﬂ'(l)bQJr(Q) e bn,ﬂ'(n)

TESy

k sobé seskupime pro kazdou sudou permutaci 7 s¢itanec odpovidajici m a
s¢itanec odpovidajici permutaci (i j)w. Toto seskupeni miizeme provést a
vyCerpame jim vSechny séitance, protoze soubor ((i j)m : 7 € Sp,sgn(w) =
1) obsahuje vSechny liché permutace v S,, pravé jednou (viz tvrzeni 7.13).
Dostaneme

det (B) = Z (sgn(w)blﬂr(l)bzﬂ'@) s bn,ﬂ'(n)"’
TESy sgn(m)=1
+8gn((0 7)m)b1, i jym)b2,G j)m(@) - On,(i ()
Z (Sgn(w)bl,w(l)blﬂ@) ce bn,ﬂ'(n)_
TES,,sgn(m)=1
—8gn(7)b1 r(1yb2,7(2) - - - Onw(n))

207

kde jsme pouzili sgn((i j)m) = —sgn(n) a fakt, ze B mé shodny i-ty a j-ty
sloupec.

Tim jsem dokézali pomocné tvrzeni a dikaz ¢tvrtého bodu snadno do-
konc¢ime uzitim ptedchozich.

det (vi|val|. .. |vici|vi +tv|Vig] ... |[Vn)

=det (vi|va|...|vn) +det (vi|va|...|Vic1] tvj [Vig1] ... |Vn)
=det (vi|va|...|vn) +tdet (Vi|va|...|Vic1] Vj [Vig1] ... |Vn)
= det (v1|ve|...|vn)

O

Protoze determinant matice se shoduje s determinantem transponované matice
(tvrzeni 7.18), podobné tvrzeni mizeme formulovat pro fadky. Bod (2) tika, ze
vynéasobime-li néktery sloupec (nebo fadek) prvkem ¢ € T', determinant se zvétsi t-
krat. Dalsi bod ukazuje, ze prohodime-li sloupce (fadky) podle né&jaké permutace m,
pak determinant nanejvys zméni znaménko, a to v pfipadé, ze 7 je licha. Specialné,
pokud prohodime dva sloupce (fadky), determinant zméni znaménko. Posledni bod
mizeme formulovat tak, ze pficteme-li t-nasobek nékterého sloupce (resp. Fadku) k
jinému sloupci (resp. fadku), determinant se nezmeéni.

Protoze vime, jak spoc¢itat determinant horni (dolni) trojihelnikové matice (tvr-
zeni 7.17), miZzeme k vypoétu determinantu obecné matice pouzit Gaussovu elimi-
naci. Pfitom si miZzeme pomoci také sloupcovymi tpravami.

Geometricky jsme si jiz zd@vodnili vlastnosti (1) a (2) v pfipadé T =R an =
2, 3. Prohozeni dvou sloupcii odpovida zrcadleni podle pfimky nebo roviny, takze
determinant zméni znaménko. To odtvodiiuje (3). Nésledujici obrazek vysvétluje
¢tvrtou vlastnost pro n = 2. Pricteme-li k jednomu z vektorid nasobek druhého,
prislusny rovnobézniky budou mit stejnou jednu ze stran a stejnou vysku na tuto
stranu jako ptivodni rovnobéznik.
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Priklad 7.20. Spocitdme determinant redlné matice

2 4 2
A= 7 -1 4
5 0 -6

V prvnich dvou tpravach vynasobime pro pohodli posledni sloupec ¢islem 1/2 a
prohodime prvni a tfeti sloupec, abychom dostali na pozici (1,1) prvek 1. Déle
budeme pouzivat uz jen radkové upravy. V jedné z nich vynésobime druhy fadek
¢islem 1/3. Musime dat pozor na to, ze prohazovani a ndsobeni determinant méni.
Na nasobeni se mtizeme v tomto kontextu divat jako na vytykani inverzniho skalaru
pred determinant.

2 4 2 2 4 1 1 4 2

7T -1 4 |=2-\7 -1 2 |=-=-2 2 -1 7

5 0 -6 5 0 =3 -3 0 5
1 4 2 1 4 2 1 4 2
=-2-/0 -9 3 |=-2-3-]0 -3 1 |=—-6-]{0 -3 1
0 12 11 0 12 11 0 0 15

= —6-1-(=3)-15=270

Vypocet budeme umét provést Sikovnéji pomoci elementarnich tprav kombinova-
nych s rozvojem.

Piiklad 7.21. Prohozenim sloupct spocitame determinant redlné matice.

2 13 5 3 5 1 2
3 8 0 -2 0 -2 8 -3
7 5 0 o |—ee(@423) g o 5
4 00 0 0 0 0 4

=sgn((1423))-3-(=2)-5-4=120

Provedli jsme prohozeni sloupci odpovidajici permutaci p = (1 4 2 3) — sloupec
1 jsme presunuli na misto 4, sloupec 4 na misto 2, atd. Tato permutace je licha.
Alternativné bychom postupné mohli prohazovat sloupce po dvou.

7.3.3. Dalst kriterium regularity. Z tvrzeni 7.19 mizeme odvodit dalsi kriterium pro
regularnost matice: matice je regularni pravé tehdy, kdyz ma nenulovy determinant.
Geometricky to pro redlné matice fadu 3 muzeme oduvodnit tak, Zze fa nuluje
objemy pravé tehdy, kdy# obraz fa(R?) je obsaZen v né&jaké roviné (tj. zobrazeni
zkolabuje prostor do roviny nebo dokonce pfimky ¢i bodu).

Tvrzeni 7.22. Ctvercovd matice je regquldrni prdvé tehdy, kdyz det (A) # 0.

Dikaz. Elementarni radkové tipravy sice determinant meéni, ale neméni ,nulovost
determinantu: prohozenim fadk determinant zméni znaménko, vynasobenim ne-
nulovym cislem ¢ se determinant zvétsi t-krat a pricteni nasobku néjakého radku
k jinému determinant nezméni. Takze oznacime-li B odstupiiovany tvar matice A,
pak det (A) = 0 pravé tehdy, kdyz det (B) = 0. Matice B je v hornim trojihelni-
kovém tvaru, takze det (B) je soufinem prvki na diagonéle (tvrzeni 7.17). Tento
soucin je nulovy pravé tehdy, kdyz ma B nulovy radek, coz se stane pravé tehdy,
kdyz A je singularni podle bodu (5) véty 4.59 charakterizujici reguldrni matice. O
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Implikace zprava doleva zobectiuje fakt dokdzany v dikazu bodu (4), ze deter-
minant matice, ktera ma dva sloupce stejné, je nulovy.

Obecnéji 1ze hodnost libovolné matice urcit podle determinantt ¢tvercovych pod-
matic.

Definice 7.23. Minorem fadu k matice A rozumime determinant matice vzniklé
z A vybérem k tadku a k sloupci.

Priklad 7.24. Jednim ze minorti fadu 2 matice

1 2 3 4
A=15 6 7 8
9 10 11 12

je
6 8
det (B) = det( 10 12 >
Matice B vznikne z A vybérem fadkt 2 a 3 a vybérem sloupci 2 a 4.

Tvrzeni 7.25. Hodnost libovolné matice A je rovna nejvétsimu céislu r takovému,
Ze existuje menulovy minor matice A Tadu .

Diikaz. Pro odstupnovany tvar se tvrzeni nahlédne snadno a ¢islo r se fadkovymi
apravami neméni. Detaily si rozmyslete jako cviceni. O

Napriklad hodnost matice A je rovna 2 pravé tehdy, kdyz kazdy subdeterminant
rfadu 3 je nulovy a existuje nenulovy subdeterminant radu 2.

7.3.4. Determinant soucinu. Dalsi aplikaci tvrzeni 7.19 je véta o determinantu sou-
¢inu matic. K tomu si nejprve vSimneme, jaké jsou determinanty elementarnich
matic:

e Matice odpovidajici prohozeni dvou fadkti ma determinant —1, protoze
vznikne z jednotkové matice prohozenim téchto fadkt (mtizeme pouzit na-
piiklad bod (3) z tvrzeni na jednotkovou matici, nebo pfimo definici).

e Matice odpovidajici vynasobeni néjakého radku prvkem ¢ € 7' ma determi-
nant t, napfiklad podle véty o determinantu horni trojihelnikové matice,
nebo podle bodu (2).

e Matice odpovidajici pfi¢teni t-nasobku néjakého fadku k jinému mé de-
terminant 1, naptiklad opét podle véty o determinantu horni nebo dolni
trojihelnikové matice, nebo podle bodu (4).

Z bodi (2),(3),(4) nyni vyplyva, ze pro libovolnou elementérni matici E a libovol-
nou ¢tvercovou matici B stejného fadu plati det (FB) = det (E)det (B). Kazda
reguldrni matice R je soucinem elementdrnich matic R = E1FEs ... Ey (podle tvr-
zeni 4.66), takze dostavame
det (RB) = det (ElEQ e EkB) = det (El) det (E2 e EkB) =...
=det (E7)det (F3)...det (Ey)det (B) =--- = det (R) det (B)

Tento vztah plati i pro singularni matice R, tedy obecné plati, Zze determinant
soucinu je souc¢in determinanti.

Véta 7.26 (véta o determinantu soucinu). Pro libovolné matice A, B vddu n nad
stejnygm télesem plati det (AB) = det (A) det (B).
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Diikaz. Pro regularni matici A jsme vétu dokazali. Pokud A je singularni, pak AB
je rovnéz singularni. To lze zdtvodnit napfiklad pomoci tvrzeni 5.86 o hodnosti
sou¢inu: rank(AB) < rank(A) < n. Obé strany rovnosti jsou proto rovny nule. [

Véta ma opét nazorny geometricky vyznam. Pro realné matice fadu tfi uda-
vaji determinanty matic A, B koeficienty zmény objemu a orientace pro zobrazeni
fa, fe. Matice AB odpovida slozenému zobrazeni f4 o fp, jeho koeficient zmény
objemu a orientace je zfejmé soucinem téchto koeficient pro matice A, B. Napii-
klad, je-li det (A) = 2 a det (B) = 3, zobrazeni fp jakykoliv Gtvar zvétsi tiikrat a
fa pak jesté dvakrat, takze dohromady se utvar zvétsi Sestkrat.

Pro soucéet podobna véta neplati, napiiklad proto, Ze soucet dvou singular-
nich matic mize byt regularni. Pro determinant inverzni matice dostaneme vzorec
z véty o determinantu soucinu.

Dusledek 7.27. Je-li A requldrni matice, pak det (A’l) = det (A)_l.
Diikaz. Podle véty o determinantu soucinu je
1 =det(I) =det (AA™") =det (A)det (A7) ,

z ¢ehoz dostaneme vzorec vydélenim det (A). (Determinant matice A je nenulovy
podle tvrzeni 7.22. ) O

7.3.5. Cramerovo pravidlo. Jako posledni aplikaci zakladnich vlastnosti determi-
nantu dokdzeme Cramerovo pravidlo pro feSeni soustav linearnich rovnic s regularni
matici.

Véta 7.28 (Cramerovo pravidlo). Necht A = (a1]...|a,) je regularni matice Fadu
najée€{l,2,...,n}. Pak j-td slozka vektoru feseni x = (x1,x2,...,x,) soustavy
Ax = b je
_ det (AJ)
YT et (4)

kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b, tj.
Aj = (ay]ag|. .. |aj_1|blajti] ... |as) .
Diikaz. Vztah Ax = b muZeme zapsat jako
ri1a; + 1083+ -+ x,a, =b .
Dostavame

det (A]) = det (a1|a2\ RPN |aj_1\b\aj+1| . |an)

n
= det <a1|a2| oAy Zxkak|aj+1| . |an>

k=1
= det (a1|a2\ e |aj,1\x]-aj|aj+1| e \an)
= xjdet (aj]az|... |aj_1]ajlajt1]...|a,) = x;det (A) ,

kde ve tfeti tpravé jsme vyuzili toho, Ze pfi¢tenim linedrnim kombinace sloupct
rizngch od j k sloupci j se determinant nezméni (to plyne z bodu (4) v tvrzeni 7.19)
a ve ¢tvrté tpravé jsme pouzili (2).

7Z toho ihned vidime dokazovany vztah. (|
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Cramerovo pravidlo miZzeme pouzit pouze pro regularni matice, tj. pro ¢tver-
cové matice s nenulovym determinantem (viz tvrzeni 7.22). Spise nez pro praktické
pocitani se vyuziva ve vypoctech a tvahach, kdy se mtze hodit explicitni vzorec
pro néjakou slozku feseni.

Priklad 7.29. Vypodcitame tieti slozku feSeni soustavy Ax = b nad Zs.

1 3 2]0
2 4 1|2
0 2 2|4
Spocitame determinant matice A.
1 3 2 1 3 2 1 3 2
2 4 1|=]0 3 2|=|0 3 2|=2
0 2 2 0 2 2 0 0 4

Matice A je tedy regularni a muzeme pouzit Cramerovo pravidlo. Spoc¢itame jesté
determinant matice As.

1 3 0 1 30 1 30
2 4 2|(=10 3 2|=|0 3 2|=3
0 2 4 0 2 4 0 0 1
Treti slozka Teseni je
3
173:5:4

7.4. Rozvoj, adjungovana matice.

Vezmeme-li v definici vSechny ¢leny obsahujici vybrany prvek a;; a vytkneme jej,
v zévorce dostaneme tzv. algebraicky doplnék prvku a;;. Az na znaménko je roven
determinantu matice, kterd vznikne vynechanim fadku a sloupce obsahujici a;;. To
dokazeme ve vété o rozvoji podle sloupce. Nejprve potiebny pojem.

Definice 7.30. Nechf A = (a;;) je étvercova matice fadu n a 4,5 € {1,2,...,n}.
Algebraickym doplrikem (téz kofaktorem) prvku a;; matice A rozumime skalar

Ajj = (=17 det (M;;)

kde M;; je matice fadu n — 1, kterd vznikne z A vynechanim i-tého radku a j-tého
sloupce.

Definice ma smysl pro matice fddu n > 1. Pro matici fadu 1 definujeme A7 = 1.
Tento piipad je potfeba v nékterych tvrzenich této kapitoly rozebrat zvlast, ale
explicitné na to upozornovat nebudeme.

Priklad 7.31. Algebraickym doplitkem prvku aio v readlné matici

2 4 7
5 1 =3

je
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Véta 7.32 (o rozvoji podle sloupce). Je-li A c¢tvercovd matice Tddu n a j €
{1,2,...,n}, pak

n

det (A) = Z aiinj = alelj + anggj —+ -4 anjAnj .

=1

Diikaz. Potfebujeme dokazat, ze koeficient u a;;, vytkneme-li tento prvek ze vSech
clentl, které jej obsahuji, je rovny A;;. Pro pohodlnost zvolime trochu jiny postup
dikazu.

1. krok. Pokud a,, = 1 a vSechny ostatni prvky v n-tém sloupci jsou nulové,
pak det (A) = A,n.

Plati
det (A) = > sgn(m)an(1)18pi(2),2 - - - Cr(m).m

TESy

= Z Sgn(ﬂ)awu)@am(z),g <o Or(n)m
eSSy, ,m(n)=n

= Z Sgﬂ(”)awu),wm(z)g < Or(n—1),n—1 =
eSSy, m(n)=n

= (_1)n+n Z Sgn(”)aw(lmam(z),z e Qr(n—1);m—1 = Ann -

TESn_1
V druhé tpravé jsme vynechali nulové s¢itance, ve tfeti jsme pouzili a,, = 1,

ve ¢tvrté jsme pouzili (—1)("_1)+(”_1) = 1 a skutecCnost, ze znaménko permutace
m € S,, pro kterou 7m(n) = n, je stejné jako znaménko permutace m ziZené na
mnozinu {1,2,...,n — 1} (to plati, protoze tyto dvé permutace maji stejny redu-
kovany cyklicky zapis).

2. krok. Pro libovolné 4, j € {1,2,...,n}, pokud a;; = 1 a vSechny ostatni prvky
v j-tém sloupci jsou nulové, pak det (A) = A;j.

Posuneme-li v matici A fadek ¢ na posledni misto a potom sloupec j na posledni
misto, dostaneme matici B, jejiz determinant je B,,,, podle 1. kroku. Posunuti i-tého
fadku na n-té misto odpovidé permutaci fadkti o = (n (n —1) ... i) a posunuti j-
tého sloupce na n-té misto odpovida permutaci sloupcti p = (n (n—1) ... j). Podle
bodu (3) tvrzeni 7.19 o zméné determinantu pfi permutaci sloupcii a analogického
tvrzeni pro fadky mame

det (A) = sgn() sgn(p) det (B) = sgn(o) sgn(p) Bun = (—1)"" Bun = Ajj

kde sgn(o)sgn(p) = (—1)"*7 je vidét z toho, Ze parita délek cykli o,p je stejna
pravé tehdy, kdyz parita ¢ a j je stejné.
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3. krok. Ozna¢me A = (a;|...|a,). Pomoci 2.kroku a bodi (1) a (2) z tvr-
zeni 7.19 nyni vypocet dokoncime.

det (A) = det (aj]as]. .. |a,)
n
= det <a1a2| e |aj_1| Zaijei \aj+1| Ce |an>
i=1

n
= Zaij det (al\ag\ e |a]-,1| €e; |aj+1| Cen \an)

(Rovnéz jsme vyuzili trividlni skutecnosti, Ze algebraicky doplnék prvku a;; se ne-
zméni, zménime-li j-ty sloupec.) O

Diky tvrzeni 7.18 o transponovani muzeme provadét rozvoj podle radku:

det (A) = aijAi; = andin + aindiz + -+ + ainAin -

Jj=1

Priklad 7.33. Provedeme rozvoj podle druhého radku.

2 4 7 . -
3 —2 —4|=3-(-1)'"2 +(=2) - (—1)**2 +
1 -3 5 -3
5 1 -3
2 4
_ L (_1)\3+2
RS

Vsimnéte si, ze se znaménka v algebraickém doplnku stiidaji, staci tedy urcit prvni.

Rozvoj podle sloupce (fddku) vznikne pouhym pfeskupenim vyrazu z definice
determinantu. Kdybychom provedli rozvoj pro matici fadu n, na vzniklé matice
provedli rozvoj, atd., po n — 1 krocich bychom dostali znovu vyraz z definice de-
terminantu. Pro praktické pocitani se rozvoj hodi v situaci, ze néktery fadek nebo
sloupec je skoro cely nulovy, nejlépe, kdyz obsahuje jen jeden nenulovy prvek. Pak
je totiz vétsina séitancd v rozvoji nulova a nemusime pocitat mensi determinanty.
Efektivni postup je vyeliminovat jeden fadek nebo sloupec, provést rozvoj a pokra-
¢ovat s jednim mensim determinantem.

Priklad 7.34. Spocitame znovu determinant v prikladu 7.20.
2 4 2 30 0 18

7 -1 4 |=|T7 -1 4 —(—1)2+2(—1)‘ 350 li'
5 0 —6 5 0 —6
=180 + 90 = 270

V prvni tpraveé jsme 4-nasobek druhého fadku pricetli k prvnimu, pak jsme provedli
rozvoj podle 2. sloupce a zbyly determinant jsme spocitali z definice.
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Priklad 7.35. Vypodcitame determinant vétsi matice.

-3 -1 -3 4 -3 20 7 0 2
-7 -1 -10 5 -2 20 0 1 3
4 0 6 —4 —1|=| 40 6 -4 -1
5 1 10 -4 5 5 1 10 -4 5
5 3 4 —4 3 10 0 —26 8 —12
2 7 0 2 2 7 0 2
=2 0o 1 3| | 0o 0o 1 0
4 6 -4 1| | -4 6 -4 1
10 —26 8 —I2 6 —26 8 —36
2 7 2 2 7 2
=—| -4 6 1|=-|0 20 15
6 —26 —36 0 —47 —42
20 15 4 3
__2.‘ a7 e | =104 o 5 | = 100168 — 141) = 270.

Nejprve jsme témér vynulovali 2. sloupec eliminaci, uzitim 4. fadku. Potom jsme
determinant rozvinuli podle 2. sloupce, mame jediny nenulovy ¢len se znaménkem
(—1)%t* = 1. Déle jsme vyeliminovali 2. fadek (pomoci 3. sloupce). Nasledoval
rozvoj podle 2. fddku, nenulovy ¢len mé znaménko (—1)3+2 = —1, atd.

7.4.1. Adjungovanda matice. Rozvoj podle j-tého sloupce probiha tak, Ze vezmeme
prvni prvek v j-tém sloupci, vynasobime znaménkem (—1)/*! a determinantem
matice, ktera vznikne vynechanim prvniho fadku a j-tého sloupce. Pak postupujeme
obdobné s dalsimi prvky v j-tém sloupci a vSechny takové vyrazy secteme. Pokud
somylem* vzdy vynechavame jiny sloupec k, dostaneme nulovy prvek télesa.

Véta 7.36 (o falesném rozvoji). Je-li A étvercovd matice fadun a j, k € {1,2,...,n},
J # k, pak

n
0= Z aijAir = a1jA1g + ag; Ao + -+ anjAng -

i=1
Diikaz. Oznacme B matici, ktera vznikne nahrazenim k-tého sloupce matice A jejim
J-tym sloupcem. Protoze B mé dva sloupce stejné, je B singuldrni (mé linedrné
z&vislé sloupce, takZze muZeme pouzit bod (3) pozorovani 5.88), a proto det (B) =
0 podle kritéria v tvrzeni 7.22. Na B pouzijeme rozvoj podle k-tého sloupce a
vyuzijeme toho, ze B;, = A;r, protoze algebraicky doplnék prvku b;; na k-tém
sloupci nezavisi.

0 =det (B) = b1x Bk + bagBak + -+ + b Bpk, = a1; A1 + agjAog + -+ + anjAnk
O
Z algebraickych doplitki matice A = (a;;) vytvoiime tzv. adjungovanou matici

tak, Ze prvek na misté (4, j) bude algebraicky doplnék prvku a;;. Pozor na zménu
poradi indexti.

Definice 7.37. Adjungovanou matici ke étvercové matici A rozumime matici adj (A)
stejného fadu, kterd ma na misté (4, j) prvek Aj;.

Radkovou i sloupcovou verzi vét o rozvoji a falesném rozvoji jde formulovat
maticovym vztahem.
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Véta 7.38. Pro libovolnou ctvercovou matici A plati
adj(A) A=A adj(A) =det(A) I, .
Specidlné, pokud A je regularni, pak
_1 _ adj(4)

~det (A)

Dikaz. Prvek na misté (Z,]) v soucinu adj (A) A je A”alj -+ AQZ'CI,QJ' + ... Amam
Pokud ¢ = j je vysledkem det A, protoze vyraz je roven rozvoji podle i-tého sloupce.
Pokud i # j je vysledkem 0 podle véty o falesném rozvoji. Dohromady dostavame
adj (A) A = det (A) I,,. Rovnost A adj (A) = det (A) I, dostaneme obdobné podle
vét o rozvoji a falesném rozvoji podle rfadku. O

Véta nam také dava explicitni vyjadfeni inverzni matice. Inverzni matici pro
fady 2 a 3 lze jeji pomoci pocitat rychle bez eliminace.

Priiklad 7.39. Pro regularni matici A fadu 2 dostavame

ai;p a2 _ a22 —a12
a21  A22 a11a922 — Q120921 —a21 a11

Piiklad 7.40. Spocitdme inverzni matici k realné matici

-2 1 =3
A= 3 4 =2
0o 2 5

Nejdiiv spocitame adjungovanou matici.

4 -2 1 -3 1 -3
2 5 2 5 4 -2
. 3 -2 -2 -3 -2 -3
s A R i P
3 4] |-21 -2 1
0 2 0 2 3 4
24 —11 10
=| -15 -10 -13
6 4 -1

Determinant matice A by ted bylo neefektivni poéitat zvIast. Staci spocitat napii-
klad prvek na misté (3,3) v sou¢inu A adj (A).

det (A)=0-10+2-(=13) +5- (~11) = —81.
Vidime, Ze A je reguldrni a plati

1 24  —11 10 —24 11 -10
Al = 5 —-15 =10 —-13 | = S 15 10 13
6 4 —11 -6 -4 11
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7.5. Vandermondtv determinant.
Tzv. Vandermondova matice vzniké pii interpolaci polynomem. Budeme hledat
polynom f nad télesem T stupné nejvyse n — 1, tj.

f=kotkx+- - +ki1xn_1, ko, ki,...kp1€T,
ktery spliuje podminky
f(a'l):bla f(a2)2b27“':f(an):a’n7

kde a1, a9, ..., a,,b1,bs,...,b, jsou dané prvky télesa T, pricemz a1, as, .. ., a, jsou
navzajem ruzné. Pro koeficienty dostavame soustavu rovnic

1 aq a% e a?fl ko b1
1 as a% .. a;“l k1 by
1 a, afl aﬁfl kn_1 by,

Matice této soustavy se nazyva Vandermondova matice a jeji determinant Vander-
monduv determinant. Indukci podle n dokdzeme, Ze je roven

1 ay a} ... a}!
1 ay a3 ... a7 !
V(a17a2a~"7an): . . . . . = H a; — a5 .
R : I<i<i<n
1 a, a% a::*l

Z toho mimo jiné vyplyvd, ze Vandermondova matice je regularni (za predpokladu,
7e ai,az, ..., a, jsou po dvou rizné) a tedy hledany polynom f existuje a je jedno-
znacné urceny; nazyva se Lagrangeiv interpolacni polynom.

Vzorec snadno ovéfime pro n = 2 (pro n = 1 by vzorec platil, pokud bychom
definovali prazdny souéin jako 1). Pfedpokladejme n > 2 a Ze vzorec plati pro mensi
hodnoty n. Za¢neme tim, ze vyeliminujeme prvni sloupec, tj. (—1)-ndsobek prvniho
radku pricteme ke vSem ostatnim, a pak provedeme rozvoj podle prvniho sloupce.

1 a; a? ay~? 1 a a? ar?
2 n—1 2 n—1 n—1
1 ay a3 s 0 ax—ar a3—aj ay  —aj
2 n—1 2 2 n—1 n—1
1 a, a; a, 0 ap—ar a;—aj ay, ~ —ay
ag—ay ai—ad} ... a}yt—alt
az—a; ai—a? ... aft—ap!
an—ay a2 —al ... a''—at!

Vytkneme z prvniho fadku vyraz as —aq, z druhého vyraz as —ae, atd., a vyuzijeme
vzorce

Ck _dk — (C_d)(ck—l +ck_2d+ck_3d2+~~~—|—cdk_2 +dk—1) .
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ag—ay aj—ad ... a} t—a??
az—a; a3 —ad ... ayt—ap?
= (a2 —a1)(az —a1)...(an —a1)
an—ay al—ad ... a»'—al!
1 as4ar a3+agar+a ... ab ?+aiPar+-+al?
2 2 n—2 n—3 n—2
1 a3+ar a3+azar+ai ... a3 ~“+a3 “ar+---+af
_ _ —2
1 ap+a; a+anar+a ... a»2+a"3a;+-+a}
Daéle pfi¢teme (—aq)-nasobek predposledniho sloupce k poslednimu, ..., (—a;)-
nésobek druhého sloupce ke tfetimu, a nakonec (—aq)-nasobek prvniho sloupce ke
druhému.
2 2 n—2 n—3 n—2
1 as+ay ag—i—agal—i—a% co.oag 2+a2 3a1—0—--~—|—a1 ,
n— n— n—
1 a3+ar a3+azar+ay ... a3 “+a3 “ar+---+af
— — -2
1 ap+ar @ +agar+ad ... a»?2+a"3a;+ - +af
-2 -2
1 as+a da3+asar+a? ... ab 1 ay+a; a3 ay
-2 -2
1 as+a da}+azar+a? ... af 1 az+ar a3 ay
1 a,+a ai—l—anal—l-a% aZ_Q 1 a,+a a% aﬁ_z
2 n—2
1 ay a3 Qg ,
1 a3 a3 ... ay”
= . - V(a27 7a'n)
2 n—2
1 a, a; ... ay
Vznikne Vandermondtv determinant pro as, as, ..., a,, takze vypocet mizeme do-
konc¢it uzitim indukéniho predpokladu.
Viay,...,an) = (a2 —a1)(as —ay) ... (an — a1)V(ag,...,a,)
=(az—a1)(az —a1)...(an —a1) H a; —a; = H a; — a;
2<i<j<n 1<i<j<n
Odvozeny vzorec plati i v pripadé, zZe ay, ..., a, nejsou navzajem ruzné, protoze
) ) ) )

pak ma Vandermondova matice dva stejné fadky, takze jeji determinant je nulovy,

stejné jako vyraz [[, o, ;-, a; — a;.
Cviéeni
1. Vypoctéte obsah rovnobézniku urceného vektory u, v.

2. Promyslete si detailné dikaz tvrzeni 7.3.

3. Najdéte vSechna Teseni rovnic ar = 3, ra = 3 a ary = 3, kde o, 3,7 € Sho.

a=(15327)(46), B=(239104)(78), v= (1 7)(26)(45)

4. Dokazte, ze pro kazdou mnozinu X a permutaci m € Sx je zobrzeni f : Sx — Sx

definované piedpisem f(p) = 7' p7 vzadjemné jednoznaéné.

5. Dokaizte, Ze pro libovolné k € N mé permutace mpm ! na koneéné mnoziné X v zapisu
pomoci nezavislych cykla stejny pocet cyklit délky k jako permutace p. Odvodte z toho,

ze stejné tvrzeni plati pro permutace mp a pm.
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6. Oznacme k pocet cykli v cyklickém zapisu permutace 7 € S, (poc¢itame i cykly délky
1!). Dokaite, 7ze sgn(m) = (—1)" 1k,

7. Vypiste z definice vyraz pro determinant matice fadu 4.

8. Najdéte vzorec pro determinant ¢tvercovych matic A = (a;;) fadu n takovych, zZe
ai; = 0 kdykolivi >n 41— j.

9. Necht A je blokové horni trojuhelnikova matice, tj. matice tvaru

A | A | .| Asy
0 Ao | ... | Aoy
A= ,
0 0 | A
kde Ai1, A2, ..., Ay jsou Ctvercové matice (ne nutné stejného fadu). Dokazte, ze det (A) =

det (A11) det (Azz) ...det (Amn).
10. Z predchoziho cviceni by se mohlo zdat, Ze determinanty muzeme pocitat blokoveé.
Neni tomu tak. Naleznéte matici

A | A2
A=
( Ao | Az )
se ¢tvercovymi bloky takovou, ze det (A) # det (A1) det (Aaz2) — det (Ai12) det (As21).

11. Dokazte, Ze pro regularni matici A ¥4du n plati det (adj (4)) = det (4)" .
12. Dokazte tvrzeni 7.25
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Shrnuti sedmé kapitoly

(1) Je-li A = (a;;) matice fadu 2 nad télesem T, pak definujeme determinant
det A jako skalar aiias0 — aj2a91.

(2) Geometricky vyznam absolutni hodnoty | det A| determinantu matice A =
(a1]az) fadu 2 je obsah rovnobézniku uréeného vektory a, as.

(3) Je-li A = (a;;) matice fadu 3 nad télesem T, pak definujeme determinant
det A jako skalar

11022033 + A21032013 + (31012023 — (11032023 — 431022013 — A21G12033 -

(4) Geometricky vyznam absolutni hodnoty | det A| determinantu matice A =
(a1]az]as) fadu 3 je objem rovnobéznosténu uréeného vektory aj, aq, az.

(5) Permutaci na mnoziné X rozumime vzajemné jednozna¢né zobrazeni X —
X. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné X znac¢ime Sx. Pro mnozinu
permutaci na mnoziné X = {1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo, také
pouzivame znaceni S,,.

(6) Permutace 7, p na mnoziné X miizeme slozit (jako zobrazeni), slozeni m p
je opét permutace na X. Inverzni zobrazeni p~! k permutaci p € Sx je
opét permutace na mnoziné X. Identické zobrazeni tx na mnoziné X je
permutace na X.

(7) Sklddani permutaci na mnoziné X je binarni operace na Sy, kterd mé
nasledujici vlastnosti.

(a) Pro libovolné 7, p,o € Sx plati w(po) = (mp)o.
(b) Pro libovolné 7 € Sx plati idx 7 = widx = 7.
(¢) Pro libovolné 7 € Sy plati 7! Ir =idx.

(8) Permutaci na koneéné mnoziné X muzeme zapsat bud tabulkou nebo gra-
fem.

(9) Cyklus délky k je permutace na X spliujici 7(z1) = 2, 7(z2) = 23, ...,
m(zg_1) = xg, 7(zk) = 1 aw(y) = y prokazdéy € X\{x1,2z2,..., 21}, kde
X1, Ta, ..., Tk jsou po dvou ruzné prvky X. Zapisujeme m = (x1 x2 ... Tk).

(10) Cykly nazyvame nezdvislé, pokud jsou mnoziny prvki vyskytujici se v cyk-
lech disjunktni.

(11) Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru = = (z y).

(12) Kazdou permutaci na koneéné mnoziné X lze zapsat jako slozeni nezévislych
cykli. Tento zapis je jednozna¢ny az na poradi cykli (a cykly délky 1).

(13) Cyklickym zdpisem rozumime rozumime zapis pomoci nezavislych cykli s
vyznacenymi pevnymi body, napiiklad

T=(173)(2648)(5) .

=T

Pokud pevné body neuvadime, hovorime o redukovaneém cyklickém zdpisu.
(14) Kazd4 permutace na koneéné mnoziné je slozenim transpozic.
(15) Je-li X kone¢nd mnozina, 7 € Sx a (z y) € Sx, pak pocet cyklt v permu-
taci (x y)m a 7 se lisi o 1 a pocet sudych cyklt v permutaci (z y)m a 7 se
(16) Pro libovolnou permutaci 7 na koneéné mnoziné X nastane jedna z nasle-
dujicich moznosti:
(a) Kazdy zapis 7 jako slozeni transpozic obsahuje sudy pocet transpozic.
To nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném)
cyklickém zapisu permutace 7 je sudy.



(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)
(23)
(24)

(25)

(26)
(27)
(28)
(29)

(30)
(31)

(32)
(33)
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(b) Kazdy zapis 7 jako slozeni transpozic obsahuje lichy pocet transpozic.
To nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykla sudé délky v (redukovaném)
cyklickém zapisu permutace 7 je lichy.

Permutace 7w na konetné mnoziné X se nazyva sudd, pokud nastane moz-
nost (1) z predchoziho bodu. Rovnéz fikdme, ze znaménko 7 je 1 a piseme
sgn(m) = 1.

V opa¢ném piipadé je 7 lichd, mé znaménko —1 a piSeme sgn(m) = —1.
Necht X je koneénd mnozina a 7, p € Sy . Pak plati

(a) sgn(idx) =1,

(b) sgn(m~1) = sgn(n) a

(c) sgn(mp) = sgn() sgn(p).

Pro libovolnou mnozinu X a permutaci 7 € Sx jsou nasledujici zobrazeni
vzajemné jednoznacna:

(a) f:Sx — Sy definované piedpisem f(p) = p~?',

(b) g:Sx — Sx definované predpisem g(p) = 7 p,

(¢c) h:Sx — Sx definované predpisem h(p) = p.

Disledkem predchoziho bodu je, Ze pocet sudych permutaci kone¢né mnoziné
s n > 2 prvky je stejny jako pocet lichych permutaci a rovnd se tedy n!/2.
Je-li A = (ay;) Ctvercovad matice nad télesem T fadu n, pak definujeme
determinant matice A predpisem

det (A) = Z Sgn(ﬂ')aﬂ'(l),laﬂ'(?),Q < Qr(n)n -
TESy

Je-li A = (a;;) horni trojihelnikové matice fadu n, pak det (4) = a11a22 . . . ann.
Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati det (4) = det (A).
Pro libovolnou matici A = (a;;) fadu n plati

det (A) = Z sgn(w)almmagﬁ@) e lpn(n) -

TESn
Pro ¢tvercovou matici A = (a;5) = (ay|---|a,) fadu n nad T, libovolny
vektor b = (by,...,b,)T, kazdé j € {1,...,n} a skalar t € T plati
(a) det(ay|---|aj_1]a;j+blaji1]- - |an) = det(as]---|aj_1|aj]aji1] - Jan H-

det(ay |- -[aj—1|blaji1]---|an),
(b) det(ai|---|aj_1ltajlaj 1] -|an) = tdet(ai] -|aj_1|a;laji1l| - Jan) =
tdet A.
Prohozeni dvou radkt ¢tvercové matice A = (a;;) zméni znaménko det A.
Podobné prohozeni dvou sloupci matice A zméni znaménko det A.

Ma-li matice A = (a;5) = (ai|---|a,) nad T dva stejné sloupce, plati
det A =0.
Pri¢teme-li v matici A = (ai|---|a,) ndsobek jednoho fadku (sloupce) k

jinému fadku (sloupci), determinant det (A) se nezméni.

Pro kazdou elementarni matici E a libovolnou matici A, obé fadu n, plati
det(EA) = det(E) - det(A).

Ctvercova matice je regularni pravé tehdy, kdyz det (A4) # 0.

Pro libovolné matice A, B fddu n nad stejnym télesem plati det (AB) =
det (A) det (B).

Je-li A regulérni matice, pak det (A™!) = det (A1

Cramerovo pravidlo. Je-li A = (a;]...|a,) regularni matice fddu n a j €
{1,2,...,n}, pak j-t4 slozka vektoru feseni x = (z1,x9,...,x,) soustavy
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Ax =Db je
- det (AJ)
YT et (4)
kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem
b, tj.
Aj = (al\a2| e |aj,1|b|aj+1| . \an) .

(34) Je-li A= (ai;) Ctvercova matice fadun ai,j € {1,2,...,n}, pak algebraic-
kym dopliikem (téz kofaktorem) prvku a,;; matice A rozumime skalar
mij = (=1)" det (M)
kde M;; je matice fadu n — 1, kterd vznikne z A vynechanim i-tého fadku
a j-tého sloupce.
(35) Véta o rozvoji podle sloupce. Je-li A étvercovd matice fadunaj € {1,2,...,n},
pak
n
det (A) = Z Qi M5 = A1;M1j + A25M2j + +++ + GpjMpj -
i=1
(36) Kofaktorovd matice ke ¢tvercové matici A = (a;j) je matice M = (m;;)
tvorend algebraickymi doplitky prvki a;;. Adjungovand matice k matici A
je matice M7 transponovand ke kofaktorové matici M, znacime ji adj (A)
(37) Véta o falesném rozvoji. Je-li A ¢tvercovd matice faduna j, k € {1,2,...,n},
Jj # k, pak
n
0= Z Qi Mk, = A15M1E + A2jMak + -+ + ApjMnk -
i=1
(38) Pro libovolnou étvercovou matici A plati

adj(A) A=A adj(A) =det (A) I, .
Specialné, pokud A je regularni, pak

-1 _ adj (4)
det (A) °
(39) Uloha na nalezeni polynomu stupné nejvyse n — 1 s koeficienty v télese T,
ktery mé pfedepsané hodnoty v n bodech ai,as,...,a, € T vede na feseni
soustavy linedrni rovnic a matici
1 a a} ... a}!
1 ay a} ... ay!
1 a, a% aﬁ_l

(40) Tato matice se nazyva Vandermondova matice a jeji determinant Vander-

monduv determinant urceny prvky ai,as, ..., ay,.
(41) Hodnota Vandermondova determinantu uréeného prvky ai,as, ..., a, je
H aj — Qg .
1<i<j<n
(42) Vandermondova matice uréend prvky ai,as,...,a, je regularni pravé kdyz

jsou prvky aq,as, ..., a, navzajem razné.
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Kli¢ové znalosti ze sedmé kapitoly nezbytné pro pribézné sledovani
prednasek s pochopenim

A~~~

)
2)

Geometricky vyznam determinantu matic fadu 2 a 3.

Definice permutace a skladani permutaci, jejich zakladni vlastnosti.
Znaménko permutace, znamenko inverzni permutace a znaménko sloZeni
dvou permutaci, sudé a liché permutace.

Definice determinantu, rovnost det (A) = det (A)”, determinant trojihel-
nikové matice.

Vliv elementarnich Gprav matice na hodnotu jejiho determinantu.

Véta o soucinu determinanti.

Matice je regularni pravé kdyz ma nenulovy determinant.

Véta o rozvoji determinantu podle fadku nebo podle sloupce.
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