Geometrie pro pocitaCovou grafiku

Priklad 1. V rovin¢ analyticky vyjadfete osovou soumérnost podle pfimky p : 3z + 4y — 7 = 0.

Definice 2. Zobrazeni f : R — R" se nazyva shodné (nebo shodnost), jestlize pro kazdé dva
body X,Y € R" plati || f(X) — f(Y)|| = || X =Y]|.

Lemma 3. Slozeni dvou shodnosti je shodnost, shodnosti jsou prostd zobrazeni a inverzni zob-
razeni (tam kde je definovano) ke shodnosti je opét shodnost.

Dukaz. Necht’ f, g : R” — R" jsou shodnosti a X, Y € R".
* Ziejme ||g(f(X)) — g(f(Y)[| = |[f(X) = f(Y)]| = |[X = Y]], tedy g o [ je shodnost.

e Je-li f(X) = f(Y), potom plati 0 = || f(X) — f(Y)|| = [|X — Y], tedy X = Y. Cili f
je prosté.

o Jestlize X, Y € D(f™'), pak nalezneme A, B € R" takova, ze f(A) = X, f(B) =Y.
Potom plati

1f7X) = F WOl = llA =Bl = [|f(A) — fB)]| = X - Y.

Tedy f~! je shodnost.

Véta 4. Shodna zobrazeni f : R” — R" jsou pravé zobrazeni tvaru
kde p € R" je libovolny vektor a A je matice n x n spliujici ATA = 1,,.

Ditkaz. Poznamenejme, Ze plati AT A = I, (to jest A m4 ortonormalni sloupce) pravé tehdy,
kdyz AAT =1, (to jest A ma ortonormalni fadky). JestliZe totiZ plati AT A = I,, nebo AAT =
I,, pak A~! = AT atedy plati i druhd rovnost.

Rovné7Z si pfipomefime, Ze pro libovolny vektor u = (uy, - -+ ,u,)T =€ R™ plati
llul| = Vu-u=vulu

Piedpoklddejme nejprve, Ze f(X) = AX +pprop € R"a A € R, ATA = I,,. Pro
libovolné dva body v R™: X = (z1,- - ,2,)", Y = (y1,- -+ ,y,)7T plati

1F(X) = f(Y)I| = [[AX +p — (AY +p)[| = [[AX - Y)|| = V(AX - Y))(A(X - Y))
= VX -Y)TATAX -Y) = V(X - Y)"(X-Y) = [[X - Y]|

atedy f je shodné zobrazeni.



Naopak predpokladejme, Ze f je shodnost a chceme ukazat, Ze je nutné tvaru f(X) = AX +
p. Definujme body O = (0,0,...,0)7, E; = (0,...,0,1,0,...,0)T proi € {1,...n} v R™
Vektory e; = E; — O tvori ortonormdlni (kanonickou) bazi R".

Ukdzeme, Ze také vektory f; = f(E;) — f(O) tvoff ortonormdln{ bazi R™. Zobrazeni f je
shodné, tedy pro kazdé i dostdvame

|I:]] = [1f(Ei) — f(O)]| = |[E: = Ol = 1
a vektory jsou tedy jednotkové. Déle pro kazdé i # j dostdvame
16 — 11 = |/ (E:) — £(O) = (f(E;) = fODI| = |If (B:) — F(E))|| = ||Ei — Ej|| = V2
a protoze

dostavdme f; - f; = 0 a vektory jsou po dvou kolmé.
Definujme nyni matici A = (f;|---|f,), vektor p = f(O) a zobrazeni g(X) = AX + p,
které je podle prvnim &asti dikazu shodné a pro jeho invers plati g~ (X)) = ATX — ATp. Navic
zjevné plati g(O) = f(O) a g(E;) = f(E;) pro viechna i. Definujme kone¢né h = g~ ! o f,
které je shodné a pro které tedy plati h(O) = O a h(E;) = E;. DokdZeme, Ze takové h uz mus{
byt identické zobrazeni.
Uvazujme libovolny bod Y = (y1, 2, ..., y,) € R ajehoobraz h(Y) = (hi(Y), ha(Y), ..., h.(Y)).
Pak plati

1Y) =h(O)I]* = [[M(Y)[]* = ki (Y) +h5(Y)+- - +h(Y) = yi+y5+ 4y, = [[Y - O,

1(Y) = (B[] = [[A(Y) = Eil > = hI(Y) + -+ + (hi(Y) = 1)* + - + Iy (Y)
=yito =D+t =Y - B
Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostaneme 2h;(Y) — 1 = 2y; — 1, tedy pro kazdé i €
{1,2,...,n} mdme h;(Y) = y;, tedy h je identita a tedy f(X) = g(X) = AX + p.
Poznamenejme, Ze v definici shodnosti se vyuZivd pouze toho, Ze R" je metricky prostor.
Tato véta ukazuje hlubokou souvislost s jeho strukturou linedrniho prostoru. ]



