Geometrie pro pocitaCovou grafiku

Priklad 1. V roviné analyticky vyjadiete osovou soumérnost podle piimky p : x + 2y + 3 = 0.

Definice 2. Zobrazeni f : R" — R" se nazyva shodné (nebo shodnost), jestlize zachovava
eukleidovské vzdalenosti, tedy pro kazdé dva body X,Y € R" plati

1F(X) = FY)|] = X =Y.

Lemma 3. Slozeni dvou shodnosti je shodnost, shodnosti jsou prostd zobrazeni a inverzni zob-
razeni ke shodnosti (tam kde je definovano) rovnéz zachovava vzdalenosti.

Dukaz. Necht’ f, g : R” — R" jsou shodnosti a X, Y € R".
« Ziejmé [|g(f(X)) — g(F (V) = [1(X) = F(Y)I| = X — Y], tedy g o / je shoduost.

e Je-li f(X) = f(Y), potom plati 0 = || f(X) — £(Y)|| = [|X = Y]], tedy X = Y. Cili f
je prosté.

e Jestlize X, Y € Im(f), pak nalezneme P, Q € R" takovd, ze f(P) = X, f(Q) =Y.
Potom plati

I X) =TI =P = Qll = lIf P) — f(QIl = [IX =Y.

Tedy f~! zachovava vzdélenosti.

Véta 4. Shodna zobrazeni f : R™ — R" jsou pravé zobrazeni tvaru
kde p € R" je libovolny vektor a A je matice n x n spliujici ATA = 1,,.

Diikaz. (NEBUDE SE ZKOUSET, JEN PRO ZAJIMAVOST)
Poznamenejme, 7e plati ATA = I, (to jest A m4d ortonormdlni sloupce) pravé tehdy, kdyZ
AAT =1, (to jest A m4 ortonormdlni fadky). JestliZe totiz plati A’ A = I, nebo AAT =1,
pak A~! = AT a tedy plati i druh4 rovnost.

RovnéZ si pfipomefime, Ze pro libovolny vektor u = (uq, - -+ ,u,)’ =€ R" plati

llul]| = vVu-u=vulu

Piedpokladejme nejprve, 7e f(X) = AX +pprop € R"a A € R™", ATA = 1,. Pro
libovolné dva body v R™: X = (z1, - ,2,)", Y = (y1,- -+ ,y,)7T plati

1/(X) = F(Y)]| = [|AX + p — (AY +p)|| = [[A(X — Y)|| = VAX — Y))"(A(X - Y))
— VX - YJTATAX - Y) = /X - Y)TX - Y) = X - Y|
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atedy f je shodné zobrazeni.

Naopak piedpokladejme, Ze f je shodnost a chceme ukazat, Ze je nutné tvaru f(X) = AX +
p. Definujme body O = (0,0,...,0)", E; = (0,...,0,1,0,...,0)" proi € {1,...n} v R™
Vektory e; = E; — O tvofti ortonormdlni (kanonickou) bazi R".

Ukézeme, Ze také vektory f; = f(E;) — f(O) tvofi ortonormdlni bazi R™. Zobrazeni f je
shodné, tedy pro kazdé i dostdvame

]| = {1/ (E:) — F(O)]| = |[E: — Ol = 1
a vektory jsou tedy jednotkové. Déle pro kazdé i # j dostavame
1 = £ = [1/(Es) = F(O) = (F(E)) = FO)| = |If (E:) — [(E))l| = [|Es — Eyl| = V2
a protoze
2= ||fi—fj||2:(fi—fj)-(fi—fj) =f-fi+f-f, -2f - £, =14+1-2f - f

dostdvame f; - f; = 0 a vektory jsou po dvou kolmé.
Definujme nyni matici A = (f,|---|f,), vektor p = f(O) a zobrazeni ¢(X) = AX + p,
které je podle prvnim ¢4sti dikazu shodné a pro jeho invers plati g1 (X) = ATX — AT p. Navic
zjevné plati g(O) = f(O) a g(E;) = f(E;) pro vSechna i. Definujme kone¢n& h = g~ ! o f,
které je shodné a pro které tedy plati h(O) = O a h(E;) = E;. DokdZeme, Ze takové h uz mus{
byt identické zobrazeni.
Uvazujme libovolny bod Y = (y1, 92, ..., yn) € R™ajehoobraz h(Y) = (hi1(Y), ha(Y), ..., h(Y)).
Pak plati

1(Y) = h(O)|I* = hi(Y) + h3(Y) + -+ ho(Y) =i + 95+ +yp = [[Y = OI]%,

12(Y) = ME:)|* = [[M(Y) = E||* = hi(Y) + -+ + (h(Y) = 1)* + - + h(Y)
=yitoo -1+t =Y - By

Odecteme-li druhou rovnici od prvni, dostaneme 2h;(Y) — 1 = 2y; — 1, tedy pro kazdé i €

{1,2,...,n} mame h;(Y) = y;, tedy h je identita a tedy f(X) = g(X) = AX + p.
Poznamenejme, Ze v definici shodnosti se vyuzivd pouze toho, Ze R" je metricky prostor.

Tato véta ukazuje hlubokou souvislost s jeho strukturou linedrniho prostoru. ]

Dusledek 5. Shodnosti jsou bijekce a vzhledem ke sklddani zobrazeni tvoii grupu, kterou bu-
deme oznacovat E(n). Jestlize

fX)=A-X+p, gX)=B-X+q
pak
X)) =A"- X+ (-A7"-p), (9o f/)X)=(B-A)-X+(B-p+aq)
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Véta 6. Pro kazdou shodnost f € E(n) tvaru f(X) = A-X+ p, plati maticovd rovnost zapsand

blokove jako
() =(53)(T)

Navic zobrazeni, které kazdé shodnosti pfifazuje tuto matici (n + 1) x (n + 1), tedy

A p
(5 7)
je vnofeni grupy E(n) do grupy regularnich matic GLL(n + 1).

Dukaz. Plyne trividlné z blokového maticového ndsobeni.

Definice 7. Zobrazeni f nazveme piimé jestlize det(A) = 1 a nepfimé jestlize det(A) = —1.
Pfima zobrazeni tvoii podgrupu, kterou oznacime E, (n). Zobrazeni, pro kterd je A jednotkova
matice nazyvame posunuti a tvoii podgrupu oznacovanou (pokud nehrozi nedorozumeéni) rovnéz
R™. Zobrazeni, pro ktera je p nulovy vektor tvoif ortonormdlni podgrupu oznacovanou ON(n)
(linearni zobrazeni zachovéavajici skalarni soucin).

Jeho body spliiujici f(X) = X nazyvame samodruzné body. Linedrni zobrazeni f, : R” —
R"™ dané matici A nazyvdme asociovanym homomorfismem k zobrazeni f a vlastni sméry tohoto
zobrazeni nazyvame samodruzné sméry zobrazeni f.

Véta 8. Kazdd pfima shodnost f € [E(2) je identita nebo posunuti nebo otoceni.

Dukaz. Podle véty 1.4 je f tvaru
fX)=AX+p

pro néjakou A € R"*" ortogondlni a p € R". Samodruzné body f jsou pravé feSeni soustavy
( I,-A \ P ) a samodruzné sméry f odpovidaji vlastnim vektorim A. Jestlize je f, pfimé,

pak det(A) = 1. Potom je
A — cosa —sina
| sina  cosa

pro néjaké a € [0, 27). Ddle rozliSujeme dva piipady:

e a =0, tedy A = I, a vSechny sméry jsou samodruzné s vlastnim ¢islem 1. Pro p = o
jde o identitu — pak jsou vSechny body samodruzné. Pro p # o jde o posunuti, a to nema
74dné samodruzné body (soustava ( I, — A | p ) nemé feseni).

* a # 0. Potom plati det(I,, — A) = 2(1 — cosa) # 0, tedy soustava ma pravé jedno feSeni
pro libovolné p a tey f md pravé jeden samodruzny bod S. Lze psat

fX)=AX-S)+AS+p=A(X—-S)+S,
takZe jde o otoceni kolem S. Pro a = 7 je A = —I,,, tedy vSechny sméry jsou samodruzné
s vlastnim ¢islem -1 a jde o stfedovou soumérnost. V opaéném piipadé A nemd Zadné

vlastni vektory, tedy f nema samodruzné sméry.
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Definice 9. Bud’ I C R interval (pfipadné neomezeny), spojité zobrazeni c : [ — R" se nazyva
parametrickd kfivka v R™. MnoZina (c) := c(I) C R" se nazyva obraz kiivky. Parametrickd
kiivka se nazyva hladkd, jestlize c je tiidy C* (tedy ma spojité derivace vSech fadi) a reguldrni,
jestlize ¢/(t) # (0,0,...,0)T prokazdé t € I.

Definice 10. Je-li ¢ : [ — R™ hladkd reguldrni parametrickd kfivkaa ¢ : I — I hladké bijektivni
zobrazeni [ na [ s vlastni a vSude nenulovou derivaci (tzv. difeomorfismus), je

c:=cog¢g:] > R"

regularni parametrickd kiivka se stejnym obrazem jako c. Difeomorfismus ¢ pak nazyvame zmé-
nou parametru a ¢ reparametrizaci c. Je-li navic ¢’ > 0 na I, nazveme ¢ reparametrizaci c
zachovdvajict orientaci.

Poznamka 11. V diferencidlni geometrii studujeme vlastnosti kiivek, které se pfi reparamet-
rizaci neméni nebo méni odpovidajicim zptisobem (napiiklad méni znaménko pii zméné ori-
entace). Naddle budeme pouZivat zkrdceny zdpis parametrizaci téZe kiivky. Naptiklad pokud
mame parametrickou kiivku c(¢) budeme jeji reparametrizaci ¢(s) = c(¢(s)) oznaCovat jedno-
duse c(s). Kone¢né kvili zjednoduseni zdpisu budeme nékdy vynechédvat hodnotu parametru a

d

budeme psit napiiklad ¢’ misto c’(t) a podobné. Pokud nefekneme jinak, ¢drka znacf derivaci 3
d

a tecka derivaci e

Definice 12. Délku kiivky c(¢) na intervalu I = (a,b) definujeme jako

/ 1¢(8)dt,

kteryZzto integral nezavisi na zmé&né parametru.

Definice 13. V kazdém bodé& hladké regularni parametrické kfivky c(¢) v R? definujeme jednot-
kovy tecny vektor

déle orientovany jednotkovy normalovy vektor

n,(t) = ((1) _01> t(t)

 det(¢/(0)]e (1)
m ) = e P

Bod, ve kterém je znaménkova kiivost nulova nazyvame inflexni.

a znaménkovou kiivost




Véta 14. Pri reparametrizaci kiivky v R? zachovévajici orientaci se v daném bodé& te¢ny vek-
tor, orientovany normalovy vektor a znaménkova kiivost neméni. Pfi reparametrizaci kterd méni
orientaci se tyto vektory méni na opacné a znaménkova kiivost pouze zméni znaménko.

Dikaz. PHimym vypo&tem ziskdme ¢ = ¢c’ a také ¢ = ¢c’ + ¢*c” a mizeme déle politat

_i: Q.SC/ :sin.—C/ = sign(¢
Dale plati
P 0 -1 0 —1\ . . .
0= (1 e = (1 ) sien@ee) = sientém. 0,
Konecné
o ¢
L det (C/|C”> 12 e .
o) = S = [ : (b('O ’ ﬂ —signié) %7575 = signlé). (1)

]

Véta 15. Znaménkova kiivost, teCny a normalovy vektor jsou ekvivariantni vici shodnostem
R2. Pfesnéji, m&jme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kfivku c(t) a v jejim
libovolném bodé¢ veliCiny k., t, n.. Pak kiivka ¢(t) = f(c(t)) = Ac(t) + p mé v odpovidajicim

bodé znaménkovou kfivost i, = (det A)k,, teCny vektor t = At a normélovy vektor n, =
(det A)An.,.

Dukaz. Uvédomme si, Ze det A = +1. Navic plati, Ze

c(t) = Ac(t)+p=¢'(t) = Ac'(t) = &"(t) = Ac"(¢).

Tedy

det(¢’,¢”) det(Ac’, Ac”)  det(A)det(c,c”)
Re = |13 - Ac’||3 - /113
el 1 Ac] el

nebot’ pro libovolny vektor |[v|| = VoTv = [|Av|| = /(Av)TAv = VOTATAv =
VoTv = ||vl].

- 6:|:Ac’ A(C,):At

el — fAel — “ el

= (det A)k,,
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- 0 —1\+ 0 -1 0 -1
n, = (1 0 ) t= (1 0 ) At = det(A)A (1 0 ) t = det(A)An.,.
[]

Definice 16. Pro kazdou kiivku c definujeme v kazdém bod¢ jeji tecnou primku jako mnoZinu

c(t) + LO{t(t)} a normdlovou pFimku jako mnozinu c(t) + LO{n,(t)}. Déle v kaZdém nein-

flexnim bodé definujeme jeji polomér kfivosti jako R(t) = mz—l(t)‘, jeji stied kfivosti jako bod
1

S(t) = c(t) + mn«(t) a kruznici se stfedem S(t) a polomérem F(t) nazyvame oskulacni

kruZnice v bodé c(t).

Poznamka 17. Kfivka ma v kazdém svém bodé kontakt nejvyssiho fadu s te¢nou piimkou (ze
vSech pfimek) a v kazdém neinflexnim bodé€ s oskulacni kruznici (ze vSech kruZnic). Navic,
jestlize ozna¢ime N (¢) normdlovou pifmku v bod¢ ¢, pak v kazdém neinflexnim bodé c(¢,) plati

S(to) = lim N(to) N N(#).

Definice 18. V kazdém bodé& hladké regularni parametrické kfivky c(¢) v R? definujeme jednot-
kovy tecny vektor t(t) a kiivost k(t)
/ t / t " t
= €Ol
[le'(#)]] lle' @)l
Bod, ve kterém je kfivost nulova se nazyva inflexni bod. V kazdém neinflexnim bodé dile defi-
nujeme jednotkovy binormdlovy vektor b(t), jednotkovy normdlovy vektor n(t) a torzi 7(t)
/ t " t d t / t " t " t
o S - el )
[le’(2) > c”(1)]] [le'(8) > c”(8)]|?

Z definice plyne, Ze trojice vektort {t(¢),n(¢),b(t)} tvofi v kazdém neinflexnim bodé kladné
orientovanou ortonormalni bazi R?, kter se nazyvé Frenetiiv repér.

Véta 19 (Frenetovy vzorce). Je-li ¢(t) hladkd kfivka v R?® parametrizovand obloukem, pak v
kazdém neinflexnim bodé¢ plati

t' =||c/||kn, n' = ||c/||(—=Kt + Tb), b’ = —||c'||mn,

coz lze vyjadrit maticové jako

0 —k O
(t'n'[b’) = ||c|[(tn[b) [ £ O —7
0 7 0

nebo s vyuZzitim takzvaného Darbouxova vektoru d = 7t + kb jako
t'=dxt, n=dxn, b'=d x b.

Definice 20. O ortonormdlnim repéru {e;, e;, e3} fekneme, Ze je to pro kfivku c repér s mini-
mdlni rotaci (RMF) jestliZze pro kazdou hodnotu parametru plati

e;=t, e,-e3=0.

Takovy repér je vzdy k dispozici a je velmi uZitecny pro aplikace.



