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Projektivni prostor

bud V™1 vektorovy prostor nad t8lesem T dimenze n+ 1.
Mnozinu P" vSech jednorozmérnych vektorovych podprostort
prostoru V™1 ;.

P" = {(V): Ve V™! ¥ £0}

nazyvame projektivni prostor dimenze n nad télesem T a jeho
prvky nazyvame body.

V nazyvame vektorovym zdstupcem bodu (V). Oznaéme
m (VT - 0) — P,
které nenulovému vektoru v pfifadi bod (V).

Dulezity pfiklad T = R a n = 2, tedy projektivni rovina.



Podprostory a incidence

Mnozinu 7(Vk+1), kde VA1 je k + 1 dimensionalni podprostor
V™1 nazyvame k-rozmérnym podprostorem P”.

Speciélné pro k = 1 jej nazyvame projektivni pfimkou, pro
k = 2 projektivni rovinou, pro kK = n — 1 projektivni nadrovinou.

V projektivni geometrii mame jedinou zakladni vlastnost
incidenci €. Jestlize v € VK1, pak (V) € n(Vkt"). Pfirozené
pak muzeme definovat incidenci podprostoru.

V projektivni roviné zjevné kazdymi dvéma body prochazi pravé
jedna pfimka a kazdé dvé pfimky se protnou prave v jednom
bodé.



Homoenni (projektivni) souradnice

Necht vy, ..., v, je baze V1. Zobrazeni, které kazdému bodu
V € P" pfifazuje n+ 1 tici

(X0,---,Xn)

takove, ze
V= (oW + X1Vi + ...+ XnVp)

se nazyva homogenni soustava souradnic.

Tyto soufadnice jsou definovany az na nenulovy nasobek.
Zcela prfesné se nejedna o jednoznacné zobrazeni do
(n+ 1)-tic, ale o bijektivni projektivni zobrazeni z prostoru
P(V"+1) do ,aritmetického* projektivniho prostoru P(T"1).
baze avy, aVvi ..., av, dava stejné homogenni souradnice.

V projektivni roviné jsou tedy body trojice Cisel, brany az na
nasobek.



Véta o volbé souradnic

body Vy, ..., Vkx nazveme linearné nezavislé, jestlize jsou
linedrné nezavisli jejich vektorovi zastupci vy, . . ., V.

Véta: Méjme n+ 2 bodl Vj,. .., Vo1, Z nichz kazdych n+ 1 je
linearné nezavislych. Pak existuje pravé jedna soustava
homogennich soufadnic takova, ze

Vo=(1,0,...,0)
Vs = (0,1,...,0)
Vn:(oaov 71)

Vo1 =(1,1,...,1)

V projektivni roviné si tedy mizeme zvolit soufadnice 4 bodl v
obecné poloze.



Princip duality

Projektivni nadroviny jsou prvky dudlniho projektivniho prostoru
P(V™1"). Kazdy n-dimensionalni podprostor je totiz nulova
mnozina lineérni formy

VN = {\7: XoVo+X1Vi+. ..+ XpVn : XoYo+X1 Y1+ ..+ XnYn = 0}.

(n+ 1)-tici
(yan1a' .. 7yn)*
chapeme jako homogenni soufadnice nadroviny.

V projektivni roviné jsou tedy body i pfimky trojice Cisel brané
az na nasobek.



jak se pocita v projektivni roviné?

Kolinearita tfi bodu se testuje determinantem. Pranik dvou
pfimek se pocita vektorovym souc¢inem. Spojnice dvou bodu
rovnéz.



Pappova véta

V konstrukci na obrazku body a, b, ¢ vzdy lezi v pfimce.

Duiikaz: podle predchozi véty zvolime
homogenni soufadnice tak, aby O =
(1,0,0), P = (0,1,0), P» = (0,0,1),
a=(1,1,1).

To nam umoznuje dopocitat

Pia = (1,0,-1)", Paa = (1,-1,0)",
P,=(1,1,0)a Ps =(1,0,1).

Pokud predpokladame, ze P; # P;, Ps # Py mlZzeme dale vyjadfit
P;=(1,s,0),Ps =(1,0,1),

kde s, t jsou redlné parametry a postupné dopocitame

m) = (1‘707_1)*7W> = (57_170)*75T'D6> = (_tv t71)*7m = (_31175)*

b=(1,st),c=(st—1,st—s,st—t).
a, b, ¢ jsou zjevné kolinearni, protoze v soufadnicich ¢ = (st)a — b.



Desarguesova véta

Za podminky, ze trojuhelniky A, B, C a A’, B', C’ jsou nedegenerované plati,
ze body D, E, E lezi na pfimce pravé tehdy, kdyz pfimky AA’, BB', CC’
prochazeni jednim bodem.

o Duikaz: body A, B, C, A, B, C’ uvaZujeme v ne-
optimalizovanych homogennich soufadnicich, napfiklad
A = (ayp, ai, a). Podminka, Ze body D, E, F lezi na
pfimce je pomoci pocitace pfimocare vyjadfena velkou
rovnici nize (pouze nékolik vektorovych soucini a de-
terminant). Nulovost prvnich dvou zavorek odpovida de-
generaci trojuhelniki ABC a A'B’C’ (determinant trojice

F bod). Posledni zavorka odpovida podmince pro sbihani
pifimek AA’, BB’, CC’ do bodu (opét pfimo vypoditano).

(agb1C2 — agbacy — arbpCa + a1baCy + @by c — azbico)-

(apbicy — ajbycy — ajbhch + ajbycy + agbjc; — apbich)-

(—agafbobscycs + agajbgbycacy + agalbybycocy — agay bybycacy + agaybobycicy — agalbabycycy
—aga) bobjcoch + aga) bobjcach + agapbobycicy — agapbobicacy — agaybybycich + agagbq bycacy

—agajbibyCocy + agaby byCi ¢y + agasbabicocy — agasbobicycy + ajagbobycich — aragbobycacy

—ayagbybycycy + ajagbybcach — ajagbobyeicy + ajagbabhcacy + ajagbabicocy — ajagbobicach

—ayagbgbycycy + ajaybobicach + ajapbgbycocy — ayaybobscy ¢y + ayapbybycocy — ajaybybycacy

—ayaybobycocy + arapbobycicy — apabobicich + apagbobicacy + apajbibycich — apajbbycacy

+apaybybycoc] — apagbybycrcy — aagbybicoc] + apagbybicycy + apajbbicocsy — apajbybicrch

—apajbybycoc| + apal bbby ¢y — axaybibycycy + apalbybycach + axalbabjcoci — apajbybycycy)
=0



Princip duality

JestliZze v projektivni roviné plati véta, ve které se vyskytuji
pouze pfimky, body, jejich priseciky, spojeni a vlastnost "lezet
na”, pak plati i véta dualni, t.j. ve které nahradime pfimky body,
body pfimkami, prasecik spojenim, spojeni prusecikem a "lezet
na’nahradime "prochazet”.




Uloha o tarotech

Nalezni 5 rGznych rozdéleni (kol) 16 hra¢i do 4 skupin (stol()
tak, aby kazdy hrac potkal kazdého hrace u pravé jednoho
stolu.

Hint: uvazuj afinni a projektivni rovinu nad ¢tyfprvkovym
télesem.



Vnoreni eukleidovského prostoru do afinniho

Eukleidovskou rovinu [x, y] vnofime do projektivni roviny
(X0, X1, X2) pomoci vztahu

x,y] = (x,y,1)

a k nému inverznimu

Xo X1
(X0, X1, X2) = (x

1) = [
Podobné v ostatnich dimenzich. Incidence (Ieiet na) se
spravnym zplUsobem pretransformuje.

Pfimky se pfevedou na pfimky, ale ke kazdé se pfida jeden
(tzv. nevlastni) bod. celkové se pfida pfimka v nekone¢nu
Xo = 0. bod (X, X1, 0) lezi na pfimce, kterd ma afinni smér
(X0, X1). Smérove vektory se tedy zobrazi na projektivni body
pomoci vztahu

[VX? V}/] - (VX’ VY’O)



