Kapitola 1

Teorie krivek

Definice 1.1 Necht I je otevieny interval v R.

1.

4.

Parametrizovand krivka v R? je hladké zobrazeni ¢ : I — R3 (tedy na I existuji spojité
derivace vsech fadu).

dc

. Vektor c/(t) = %(t) € R3 se nazyva teényj vektor k parametrizované kiivce ¢ v bodé

dt

c(t).

Rekneme, 7e parametrizovand kiivka ¢ je requldrni v bodé to € I, pokud ¢’ (to) # 0.
Rekneme, Ze parametrizovand kiivka c je requldrni, pokud je regularni v kazdém bodé I.

Mnozina hodnot c¢(I) se nazyva obraz parametrizované krivky a znali se (c).

Definice 1.2 (obsahuje i drobné tvrzeni) Necht ¢ je parametrickd kiivka na I C R a
@ : I — I difeomorfismus mezi otevienymi intervaly.

1.

Parametrizovana kfivka &(7) := c(p(f)) na I s nazyvé reparametrizaci parametrizované
kiivky c. Takovéto dvé kiivky maji zfejmé tentyz obraz.

. "Byti reparametrizaci” je relace ekvivalence na mnoziné vsech parametrizovanych kiivek.

Krivkou budeme nazyvat tiidu této ekvivalence.

Rekneme, 7ze reparametrizace zachovavéa orientaci parametrické kiivky, pokud V¢ € I:
¢'(t) > 0. Také "byti reparametrizaci zachovéavajici orientaci”je relace ekvivalence na
mnoziné vSech parametrizovanych krivek a prislusné tiidy ekvivalence budeme nazyvat
orientované kiivky. Na kazdou kiivku pfipadaji dvé orientované kiivky.

Poznamka. Pokud nebude nebezpeéi omylu, budeme slovem kfivka (pfipadné orientovand
kiivka) casto oznacovat nejen tiidu ekvivalence, ale i jejtho reprezentanta (parametrizovanou
kiivku), se kterym pravé pracujeme, nebo dokonce jeji obraz.

Definice 1.3 Délku kiivky c(t),t € I = (a, 8) definujeme jako urcity integral

/ o

ktery nezavisi na parametrizaci.
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Definice 1.4 Nechf c(t) je kiivka parametrizovans na I. Rekneme, Ze ¢ je parametrizovana
obloukem, pokud plati
Ic'(t)] =1

pro vSechna t € 1.

Véta 1.5 Kiivka c(t),t € I je reguldrni, pravé kdyz ji lze reparametrizovat obloukem. Je-li
c(s) jedna parametrizace obloukem, pak kazda jind parametrizace obloukem c(3) se ziska
pomoci reparametrizace tvaru s = £5 4+ sg, kde sg je libovolna konstanta.

Definice 1.6 Pro orientovanou kiivku c(s) parametrizovanou obloukem oznacujeme v kazdém
bodeé jeji jednotkovy tecny vektor t(s) = ¢/(s). Mnozinu ¢(s)+ (t(s)) nazyvéame teénd primka.

Definice 1.7 Necht c(s) je kiivka parametrizovana obloukem. Pak jeji krivost v bodé c(s)
definujeme jako k(s) = |c¢”(s)| = |t/(s)|. Tato hodnota nezdvis{ na tom, kterou parametrizaci
obloukem pro danou kfivku zvolime. Regularni bod kfivky, v némz je kiivost nulova se nazyva
inflexnt bod.

Lemma 1.8 Pro kazdé dvé bodové funkce a(s), b(s) plati
1. (a(s)-b(s)) =a'(s) b(s)+a(s) b(s).
2. (a(s) x b(s)) = a’(s) x b(s) + a(s) x b/(s).

Definice 1.9 Nechf c(s) je orientovand kfivka parametrizovand obloukem. V kazdém jejim
bodé, ktery neni inflexni, pro kiivku definujeme

e jeji normdlovy a binormdlovy vektor

W) ()
n0) = ] = w(s)

ortonormalni Frenetiv repér jako usporadanou trojici {t(s),n(s),b(s)},

e jeji polomér krivosti jako R(s) = R(lsy

jejt stred krivosti jako bod c(s) + R(s) n(s),

jeji oskulacni rovinu jako mnozinu c(s) + (t(s),n(s)),
s)+

(t(s), b(s)),

e jeji normdlovou rovinu jako mnozinu c(s) + (n(s), b(s)).

jeji rektifikacni rovinu jako mnozinu c(

Véta 1.10 (Frenetovy vzorce) Predpoklddejme, ze ¢ = c(s) je reguldrni kiivka, parametri-
zovand obloukem, kterd m& nenulovou kiivost. Pak existuje pravé jedna hladka funkce 7(s)
nazyvana torze tak, ze v kazdém bodé plati

t' = kn, n' = —kt + 7b, b’ = —7n,

coz lze vyjadfit maticové jako

d t t/ 0 x O t
el B n|=(-x 0 7] |n
* \b b 0 -r 0/ \b



Véta 1.11 Necht f > 0,g jsou hladké funkce definované na otevieném intervalu I. Pak
existuje az na piimou eukleidovskou shodnost jedind hladka kiivka c(s) parametrizovana
obloukem na intervalu [ tak, ze

Tyto rovnice se nékdy nazyvaji prirozené rovnice krivky.

Poznamka. Nadéle budeme pouzivat zkraceny zapis reparametrizaci a budeme psat napiiklad
t(s) namisto t = o(s) a v diisledku i s(¢) namisto s = ¢~!(¢). Dale budeme psat c(s) namisto
¢(s), ¢ c(p(s)), a podobné. Koneéné kvili zjenoduseni zapisu budeme nékdy vynechavat hod-
notu parametru a budeme pséat napitklad ¢’ misto ¢/(¢) a podobné. Pokud nefekneme jinak,
tecka znaci derivaci % a Carka derivaci dis.

Lemma 1.12 Pro dvé parametrizace téze kiivky c(t) a c(s) = c(t(s)) plati

c t/ 0 0 c
c// — t// (t/)2 0 ¢
c" " 3t/t// (t/)s ¢

Véta 1.13 (Pocitani v obecné parametrizaci) Pro reguldrni kiivku c(t) parametrizo-
vanou obecnym parametrem (ne nutné obloukem) v kazdém bodé plati

¢ c | x ¢
= — H P
€|’ ef?
a v neinflexnich bodech navic plati
cxé (€x¢&)-¢c det[e,é,c]
= T T = " ” = " ”
& x ¢ | x ¢[? e x ¢[?

Rovinné kiivky. V této ¢asti podrobnéji prozkoumame vlastnosti kiivek, které lezi v roviné.
Tuto rovinu si zvolime (bez Gijmy na obecnosti) tak, ze to bude R? C R3, zadané rovnici x3 = 0,
a kiivka bude parametrizovana jako c(s) = [c1(s), c2(s)] € R? neboli c(s) = [c1(s), c2(s),0] €
R3.

Definice 1.14 Mgjmé v roviné ddnu orientaci. Necht c je reguldrni rovinnd parametrizovana
obloukem. Pak definujeme znaménkovou kiivost jako

k. = signum(det|[c’, c"])k.

Plati tedy, ze k, = £k v zévislosti na tom, zda {t,n} tvoii kladné nebo zdporné orientovanu
bazi. V inflexnich bodech je k, = k = 0.

Véta 1.15 Necht c je rovinnd kiivka parametrizovand obloukem. Zvolme pevné jednotkovy
vektor a € R? a oznaéme symbolem ¢(s) tihel od a k t(s) orientovany proti sméru hodinovych
rucicek. Pak

ko (t) = @' (8).

Znaménkova kiivost je tedy zménou (derivaci) sméru (thlu) te¢ného vektoru.
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Definice 1.16 Reguldrni parametrizovand kiivka c : (o, ) — R? se nazyvé uzaviena, jestlize
je ji mozno hladce rozsitit do bodu a, 5 a pak c(a) = ¢(3) a rovnéz vsechny derivace zprava
v a se rovnaji prislusnym derivacim zleva v 8. Rekneme, ze takové kiivka je jednoduché,
jestlize ¢ je prosté zobrazeni (kfivka sama sebe neprotind).

Definice 1.17 (Krivkové integrdly) Necht c(t) = [z(¢),y(t)], t € (o, B) je rovinnd parametri-
zovana kiivka a f(z,y), g(x,y), h(z,y) spojité funkce dvou proménnych definované v bodech
kiivky. Pak definuji kiivkovy integral 1. druhu jako

B8
/ Bz, y)ds == / B (), y(t)e(0) dt

Cc [e%
a kfivkovy integral 2. druhu jako

8
/f(w,y)dw +g(z,y)dy = / [f(2(t),y(t)2(t) + g(x(t), y(t))y(t)]dt.

Kftivkovy integral 1. druhu se neméni pii reparametrizaci a kiivkovy integrdl 2. druhu se
neméni pfi reparametrizaci zachovavajici orientaci a pii opacné orientaci méni znaménko.

Véta 1.18 (Greenova véta) Nechf @ C R? je oblast (t.j. jednoduse souvisld omezend
oteviend mnozina), jejiz hranice 02 je kladné orientovand (proti sméru hodinovych rucicek)
jednoducha uzaviens rovinnd kiivka. Necht f(x,y) a g(x,y) jsou hladké funkce definované na
néjakém okoli Q. Pak

_ [ (99 _9f
- f(z,y)dz + g(z,y)dy = /Q ((% ay) dady.

Disledek 1.19 Necht c(t) = [x(t),y(t)] je jednoduché rovinnd uzaviens kiivka parametri-
zovana libovolnym parametrem proti sméru hodinovych rucic¢ek. Pak pro plochu A oblasti
uzaviené kiivkou plati

B B B
A= [“aiod = [ y0awat=; [ @O - v

Véta 1.20 (Isoperimetrickd nerovnost) Pro délku [ jednoduché uzaviené rovinné kiivky
a ji ohranic¢enou plochu A plati
I?>4rA

a rovnost nastava pravé pro kruznici.



Kapitola 2

Sféricka geometrie

Definice 2.1 (Sféricka geometrie)
e Mnozinou bodi jsou body jednotkové sféry S? C R2.

e Mnozinou piimek jsou hlavni kruznice, tedy pruseciky sféry s libovolnou rovinou, ktera
prochézi jejim stredem S.

e Délky kiivek na sféfe méifme béznym zptisobem jako délky kiivek v R3.
° Useéky jsou useky primek, které maji délku nejvyse .

e Lze ukézat, Ze tsecka je nejkratsi spojnici krajnich bodu. Jeji délka je rovna piislusnému
thlu pii stredu sféry.

e Sféricky trojuihelnik je definovan tfemi body na sfére, které nelezi na jedné piimce. Jeho
hrany jsou tvoreny useckami, spojujicimi pfislusné tfi body. Za vnitfek trojuhelniku
povazujeme mensi z obou ¢asti, na néz hrany trojuhelnika sféru rozdéli. Kazdy trojihelnik
se zjevné vejde do néjaké polosféry ohrani¢ené néjakou hlavni kruznici.

Véta 2.2 Jestlize vnitini uhly u vrcholu sférického trojihelnika A, B, C' postupné oznacime
a, 3,7, pak pro velikost |ABC| plochy trojihelnika ABC' plati

|ABC|=a+ p+~v—m.

Poznamka. Jsou-li @ = 7 —a, B =7 — 8, ¥ = m — v vnéj§i thly trojihelnika, pak zjevné
plati

|ABC| =2r — (@ + B+ 7).
Obecnéji uvazujme na sfére uzavienou jednoduchou orientovanou lomenou ¢aru Ay, As, ..., A,, A1.
V kazdém vrcholu A; lomené ¢ary uvazujme ihel &; € (—m, ), jako orientovany ihel zmény
tetného vektoru (méfeny proti sméru hodinovych ruéiéek). Lomend ¢ara rozdéli sféru na dva
sférické mnohotihelniky. Pro velikost plochy mnohothelnika, ktery lezi po levé strané vSech
orientovanych usecek pak plati

|A1Ay . An| =27 =) au
=0

Tato celkova tihlovéd odchylka 2 — "7 | &; se nazyva holonomie a je mozno ji definovat pro
kazdou uzavienou kiivku na libovolné plose.
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Definice 2.3 (Polarita) Pro kazdy bod A na sfére definujeme jeho poldrni primku (poléru)
p(A) jako prusecik sféry a roviny prochazejici jejim stfedem S a kolmé na AS. A nazyvame
pélem p(A). Kazda piimka ma pravé dva pdly. Pro kazdé dva body A, B zjevné plati

Bep(A) < A€ p(B).

Rovnéz plati, ze A i B lezi ve stejné polosfére vymezené piimkou p(A) prave tehdy, kdyz lezi
ve stejné polosfére vymezené piimkou p(B).

Definice 2.4 (Polarni trojihelnik) Méjme sféricky trojihelnik A, B, C, jeho ihly oznac¢me
postupné «, 3,~ a délky protilehlych stran oznaé¢me postupné a, b, c. Necht Ag je pél piimky
urcené body B, C, ktery lezi na stejné polosféie jako bod A. Analogicky ziskdme i body By, Cp.
Trojihelnik Ag, By, Cy nazyvame poldrni k trojihelniku ABC.

Zjevné je pak i ABC polarni k Ag, By, Cy. Pro ihly «ag, 8o, o a délky stran ag, bg, ¢o trojuhelniku
Ao, B(], C(] plati

ag = (7 —a), o= (7 =), y0=(T—c), a0= (7 —a),bp= (7= f), co = (= 7).

Véta 2.5 (Sinova a cosinova véta) Uhly pii vrcholech sférického trojuhelniku A, B, C' ozna¢ime
postupné «, 3,7 a délky stran protilehlych thlum «, 3, ozna¢ime postupné a, b, c. Pak plati

1.
cos c = cos acos b+ sinasin bcosy.
2.
cosy = — cos & cos 8 + sinasin B cos c.
3.

sina sin b sinc

sina  sinfB siny’

Dusledek 2.6 (Pythagorova véta) Jako dusledek pro pravodhly trodhelnik (y = 7/2)
dostaneme
€OS ¢ = €0S @ cos b.



Kapitola 3

Teorie ploch

Definice 3.1 Necht O je oteviend podmnozina R2.

1. Parametrickd reguldrni plocha v R® je hladké regularni zobrazeni p : O — R3, tedy
takové, ze hodnost Jacobiho matice p je ve vSech bodech rovna 2. Ekvivalentné, vektory
parcialnich derivaci p,, p, musi byt v kazdém bodé linedrné nezavislé.

2. Mnozinu p(O) nazveme obrazem mapy, nékdy ji budeme znagcit (p).

3. Reguldrni param. plocha p se nazyva mapa, pokud je p navic homeomorfismus O na

(p)-

Lemma 3.2 Necht p : O — R? je mapa a f : R"Q — R? hladké zobrazeni, jehoz obraz je
podmnozinou (p). Pak i zobrazeni p~! o f je hladké.

Véta 3.3 Je-lip: O — R? mapa a ¢ : O’ — O difeomeorfismus otevienych podmnozin R?,
pak je také p = p o ¢ mapou. Naopoak, jsou-li p a p dvé mapy takové, ze (p) = (p), pak
existuje difeomorfismus ¢ takovy, ze p = p o ¢.

Definice 3.4 Rekneme, Ze mnozina S C R3 je hladks plocha, pokud pro kazdy bod s € S
existuje okoli U C R? a mapa p : O — S tak, ze U NS = p(O). Soubor map, které pokryvaji
celou plochu S se nazyvé atlas plochy S.

Jsou-li p,p dvé mapy na S, pak budeme zobrazeni ¢ = (p)~! o p nazyvat (tam kde je
definované) prechodové zobrazeni mezi témito dvéma mapami.

Véta 3.5
1. Graf hladké funkce z = f(z,y) je hladka plocha.

2. Jestlize F(x,y,z) je hladka funkce, pak definuji S = {[z,vy, 2] : F(z,y,2) = 0}. Jestlize
VF = (Fy, Fy, F;) # 0 na celé mnoziné S, pak S je hladka plocha.

Definice 3.6 Rekneme, Ze vektor w € R? je tecny vektor k plose S v bodé s € S, pokud
existuje krivka c takovd, ze (c) C S a c(tp) = s a €(ty) = w. Mnozina vSech te¢nych vektora
v bodé s € S se nazyva tecny prostor k plose S v bodé s a znaci se T;.S.
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Véta 3.7 Tecny prostor v libovolném bodé TS je vektorovym podprostorem R2. Jestlize p
je mapa na S a s = p(ug,vp), pak

TS = (pu(uo,v0), Po(uo, vo))-

Poznamka 3.8 Vektory p,, p, parcidlnich derivaci v bodé [ug,vg] tedy tvoii bazi tecného
prostoru TS a tento prostor je ztotoznén s R? prostiednictvim totalniho diferencidlu k p v
bodé [ug, vo], ktery méa tvar

Dp : (a,b) — apy + bpy.

Definice 3.9 Je-li p mapa na S, pak v kazdém bodé definuji jednotkovy normalovy vektor

_ Pu X Py
‘pu va‘

Dvé mapy pro tentyz bod maji stejnou jednotkovou normalu préaveé kdyz determinant Jacobiho
matice prechodového zobrazeni v daném bodé je kladny. V tom pfipadé nazyvame tyto mapy
souhlasné orientovanymi. Atlas plochy nazveme orientovanym atlasem, pokud jsou vSechny
jeho mapy po dvou souhlasné orientované.

Definice 3.10 Je-li S plocha a s € S jeji bod, pak na T,S definujeme skalarni soucin jako
restrikei kanonického Eukleidovského skaldrnfho sou¢inu na R3

Iy (wy,Wo) := Wy - Wa.
Tato symetrickd bilinedrni forma se nazyva pruni fundamentdlni forma plochy S v bodé s € S.

Véta 3.11 Je-li p(u,v) mapa, pak je prvni fundamentdlni forma v kazdém bodé vyjadrena
vuci bézi {py, py} symetrickou matici

G — g1 912\ _ (Pu Pu Pu’Pv

921  g22 Py Pu Pov Py
Poznamka. Prvni fundamentalni formu na plose muzeme chapat rovnéz jako kvadratickou
formu, kterd se tradicné zapisuje jako g11du® + 2g1adudv + goodv?. Nékdy se pro koeficienty
prvni fundamentalni formy pouziva oznaceni g1 = F, g2 = go1 = F a gogs = G. Vzhledem

k Poznamce 3.8 muzeme prvni fundamentdlni formu chépat zaroven jako kvadratickou ¢i
bilinearn{ symetrickou formu v prostoru RZ.

Véta 3.12 Necht p(u,v) je mapa na plose S a c(t) = p(u(t),v(t)), t € (, 8) kiivka na plose.

Pak délka c(t) je rovna
B
/ \/ (4, 0)G (0, 0)T dt.

Jestlize navic €(t) = p(a(t),v(t)) je dalsi kiivka na plose S, kterd ma s c(t) spole¢ny bod,
pak thel kiivek c(t), €(t) v jejich spole¢ném bodé definujeme jako tihel jejich teénych vektoru
v tomto bodé a jeho cosinus vypocéitame jako




Definice 3.13 Je-li f hladkd funkce na plose S a je-li S pokryto jedinou mapou S = p(O),
pak definujeme integral prvniho druhu z f pres plochu S vzorcem

/de::/f|puxpv|dudv:/f\/detGdudv,
S (@] @]

ktery se neméni pfi reparametrizaci.

Poznamka 3.14 Predpokladejme, ze plochu S je mozné napsat jako disjunktni sjednoceni

S=(p1)U...U(p;j)U(ci)U...U(c;) U{B1,...,Bn},

kde p; jsou mapy na plochdch S; = (p;),i=1,...,kac;,i =1,...,[ jsou regularni kiivky a
B;,i=1,...,m jsou body. Pak definujeme

/Sfdszgj;/&fds.

Integral |, g f dS nezévisi ani na rozkladu plochy S, ani na volbé parametrizaci p;.

Definice 3.15 Velikost plochy definujeme jako

[ 1as.
s

Definice 3.16 Zobrazeni f : Sy — Sy mezi dvéma plochami se nazyva hladké, jestlize pro
kazdé dvé mapy p1 : O1 — 51, p2 : O — Sy je zobrazeni

Py o fop:
hladkym zobrazenim otevienych podmnozin RZ.

Definice 3.17 Hladké zobrazeni f : S; — S se nazyva isometrické, pokud zachovava délku
kiivek, tedy délka kazdého c(t) je stejnd jako délka f(c(t)). Rekneme, Ze dvé plochy jsou
isometrické, pokud existuje isometricky difeomorfismus mezi nimi. Podobné fekneme, Ze toto
zobrazeni je konformni, pokud zachovava thly mezi kifivkami, tedy pro kazdé dvé kiivky je
tihel mezi c(t) a &(f) stejny jako tihel mezi f(c(t)) a f(€(f)). Rekneme, Ze f zachovdvd velkosti
ploch, pokud je velikost kazdé plochy S C S; stejnd jako velikost plochy f (S ).

Véta 3.18 Meéjme zobrazeni f : 51 — Sz, mapu p : O — 51 s matici prvn{ fundamentdln{
formy G a mapu p = f o p na Sy s matici prvni fundamentélni formy G. Pak

1. f je isometrické, pravé tehdy kdyz pro kazdou takovou mapu plati G = G,

2. f je konformni, pravé tehdy kdyz pro kazdou takovou mapu plati G = MG, kde A je
kladna funkce na O,

3. f zachovavd velikosti ploch, pravé tehdy kdyz pro kazdou takovou mapu plati det G=
det G.
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Priklad 3.19 Sféra a vélec

= vy
Vel + g2 ety

fl2,y, 2])

Definice 3.20 Necht S je orientovana plocha, s € S a N, jednotkovd normdla v bodé s.
Druhd fundamentdlni forma 11, plochy S v bodé s je kvadratickd forma definovand na tecném
prostoru TS nésledujicim zptisobem. Necht w € TS a c(t) libovolnd kiivka na ploge S takovi,
ze c(tg) = s a ¢(tp) = w. Pak definujeme

II,(w) = &(to) - N,.

Dausledek 3.21 Je-li p(u, v) mapa, pak je druha fundamentélni forma v kazdém bodé vyjadiena
vuci bazi {py, Py} symetrickou matici

H = <h11 h12> — <puu N Puv * N>
h21 h22 Povu - N Pwv - N
Poznimka. Druhd fundamentalni forma se tradiéné zapisuje jako hy1du®42hiodudv+hoodv?.
Nékdy se pro koeficienty prvni fundamentalni formy pouziva oznaceni h11 = L, hig = go1 = M

a hoo = N. Vzhledem k Pozndmce 3.8 muzeme prvni fundamentalni formu chépat zaroven
jako kvadratickou formu v prostoru R2.

Poznamka 3.22 Nechf s € S, N, orientovand norméla, w € T,S jednotkovy teény vektor
a kfivka ¢ normélovy fez (tedy prunik plochy S s rovinou s 4 (N, w)) parametrizovany
obloukem. Pak kfivost ¢ v bodé s je rovna II5(w).

Definice 3.23 Mé¢jme orientovanou plochu S, bod na plose s a nenulovy teény vektor w €
T,S. Pak definujeme normélovou kfivost plochy S v bodé s ve sméru w jako

o I1(w)
kn (W) = Tow)

Dusledek 3.24 (Meusnierova véta) Necht c(t) je kiivka na plose a k jeji krivost. Pak v
kazdém jejim bodé
Kcos B = kn(€),

kde 3 je uhel, ktery sviraji vektory n a N.

Definice 3.25 Minimum k1 a maximum k9 normalové kiivosti se nazyvaji hlavni krivosti a
odpovidajici sméry se nazyvaji hlavni sméry.

Véta 3.26 (Eulerova formule) V kazdém bodé s € S existuji dva navzdjem kolmé hlavni
sméry (wi) (s minimdlni normélovou kiivosti 1) a (wg) (s maximélni norméalovou kiivosti).
Pro normalovou kfivost v libovolném jimém sméru w € TS plati

fin(W) = cos?(a)k1 + sin?(a)ka,

kde « je uhel, ktery sviraji vektory w a wj.
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Definice 3.27 V kazdém bodé definujeme Gaussovu krivost K a stfedni kiivost H jako

K:/illig, H:R1;R2.

Poznamka. Bohuzel se pouziva stejné pismeno H pro stiedni kiivost i pro matici druhé
fundamentalni formy. Nenechejme se tim zmaést!

Definice 3.28 Bod plochy se nazyva
1. elipticky, jestlize v ném plati K > 0; jestlize navic k1 = kg nazyva se kruhovy.
2. parabolicky, jestlize v ném plati K = 0; jestlize navic k1 = ko = 0 nazyva se plandrni.
3. hyperbolicky, jestlize v ném plati K < 0.

Véta 3.29 (Vypocty v mapé.) Jeslize p(u,v) je mapa na plose a G, H prislusné matice
prvni a druhé fundamentalni formy, pak

1. hlavni kiivosti a hlavni sméry vyjadiené v soufadnicich vuéi bézi {p,, p,} nalezneme
jako TeSeni rovnice

a hi1 —Agin hig — )\912> <a>
H- G _ o
( ) <b> <h21 —Ag21 haa — Ag2a ) \ b

s nezndmymi A a (a,b)”, tedy jako jakdsi zobecnénd vlastni &isla a vektory.
2. Pro Gaussovu kfivost plati

o h11h22 - h%2 o det H
11922 — g3, detG’

K

3. Pro stifedni kiivost plati

_ h11g22 — 2h12g12 + ho2g11

H
2(911922 - 9%2)

Definice 3.30 Kiivku c(¢) na plose nazveme hlavni, jestlize pro kazdé t je ¢(t) hlavnim
smérem. Kiivku nazveme asymptotickou, jestlize pro kazdé ¢ je k,(¢(t)) = 0.

Véta 3.31 Pro kiivku vyjadienou v mapé jako c(t) = p(u(t),v(t)) plati, ze je

1. hlavni, pravé kdyz splnuje diferencialni rovnici

02 —un 0P
det | g1 912 g2 | =0
hit  hi2  hoo

2. asymptotickd, pravé kdyz spliuje diferencidlni rovnici

i1 ()2 + 2h1200 + hao(9)% = 0.
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Definice 3.32 Necht c je kiivka na orientované plose S a c(s) jeji parametrizace obloukem.
Geodetickou ktivost kiivky ¢ definujeme jako

kg =c" - (N x c) = det(c’,c",N),
kde N je norméla plochy v piislusném bodé.
Véta 3.33 Pro kazdou reguldrni kiivku ¢ na orientované plose S plati
K2 = kn(t)? + /13
a v jejich neinflexnich bodech navic plati

kN = Ky (T)N + £4(N x t).

Definice 3.34 Krivka na orientované ploSe se nazyva geodetika, jeslize ma v kazdém svém
bodé nulovou geodetickou kiivost.

Ddsledek 3.35 Krivka na orientované plose je geodetika pravé tehdy kdyz v kazdém jejim
neinflexnim bodé je n kolmé na plochu, tedy n = +N.



Kapitola 4

Riemannova a neeukleidovska
geometrie

Definice 4.1 Piedpokladejme, Ze S je plocha v R3. Riemannova metrika na S piifazuje
kazdému bodu s € S skalarni soucin g na tetném prostoru 1S takovy, Ze pro kazdou mapu
p(ui,u2) na S jsou funkce

gij(ul,UQ) = gp(ul,ug) (puzapu]) ) Zaj € 172

hladké. Symbolicky tuto Riemannovu metriku (ve zvolenych soufadnicich) zapisujeme jako
vyraz
ds?® == g du% + 2g12 duq dug + g2 du%.

Poznamka 4.2 Vsechny definice a véty 3.12 - 3.18 davaji smysl a plati, kdyz matici prvni
formy plochy nahradime matici Riemannovy metriky g.

Definice 4.3 Budeme uvazovat vektorovy prostor M? = {x = [zg, z1, z2]|z; € R} s kvadrat-
ickou formou Q(x) = —22 + 2% + 22 s Minkowského signaturou (1,2). Kvadratickd forma Q
zaddva dvoulisty hyperboloid {x € M3|Q(x) = —1}. Jeho horn{ list ozna¢ime Hy, tedy

Hy = {[xo,z1,20) € M3 — 23 + 2% + 23 = —1,29 > 0}.

V kazdém bodé definujeme Riemannovu metriku jako zuzeni formy @ na teény prostor.

Definice 4.4 Piimky na H, definujeme jako pruniky rovin prochézejicich pocdtkem s Hs.
Usecky definujeme jako souvislé omezené tseky primek.

Véta 4.5 Grupa SO(2,1), kterou definujeme jako podgrupu vsech reguldrnich matic gen-
erovanou maticemi tvaru

1 0 0 coshu sinhu 0
0 cosu sinu a sinhu coshu O,
0 —sinu cosu 0 0 1

tvoii grupu piimych izometrii plochy Hs s Riemannovou metrikou.

13
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Definice 4.6 Mnozina U spolu s Riemannovou metrikou

ds* = ﬁ(du2 + dv?)
se nazyva Poincarého model hyperbolické roviny.
Véta 4.7 Zobrazeni
@<u’v):<1+u2+v27 2u | 2v >
T—u?—0v2"1—u?2—0v2"1—u2—12

je stereografickou projekci mezi diskem U a hyperboloidem Hs a je isometrii vzhledem k
piislusnym Riemannovym metrikam.

Definice 4.8 Mnozina H, = {[z,y] € R%|y > 0} spolu s Riemannovou metrikou
d 2 _ 1 d 2 d 2
5% = —(dz® + dy”).
Y
se nazyva polorovinovy Poincarého model hyperbolické roviny.

Véta 4.9 Zobrazeni, které bodu z = x + 1y € H, pfitfazuje bod ¢ = v+ v € U, pro ktery
plati

z—1
¢= z+1
je isometrii mezi H; a U vzhledem k piislusnym Riemannovym metrikdm a jeho inverze ma
tvar )
i(1+¢)
z= .
1-¢

Véta 4.10 Zobrazeni tvaru

p(z) =

az+b

—— a,bc,deR, ad—bc=1
cz+d

tvorl grupu piimych isometrii Hy.

Véta 4.11 Jsou-li P = [0,a],Q = [0,b], a < b dva body v hyperbolické roviné a c(t) =
(0,t),t € (a,b) usecka, kterd je spojuje, pak ma kiivka c nejkratsi délku mezi véemi reguldrnimi
krivkami v H, které zacinaji v bodé P a koné¢i v bodé Q.

Véta 4.12 V libovolném modelu hyperbolické geometrie je plocha hyperbolického trojihelnika
s uhly a, 8,7 rovna
T—(a+B+7).



Kapitola 5

Hlubsi vysledky o plochach.

Definice 5.1 Rekneme, Ze kiivka c(t) na plose S je parametrizovand geodetika, jestlize v
kazdém jejim bodé plati
€(t) L Tep S

Véta 5.2 Kiivka c(t) je parametrizovand geodetika na plose S praveé tehdy, kdyz c je geode-
tika na plose S a parametrizace parametrem ¢ mé konstatni rychlost |¢(t)].

Véta 5.3 (Soustava rovnic pro geodetiky) Kiivka v mapeé c(t) = p(u(t),v(t)) je parametri-
zovana geodetika pravé tehdy, kdyz jsou splnény rovnice

d . ) 1 . .. .
%(Qllu + g120) = 5([911]uu2 + 2[g12)u 10 + [g22]u®?),
d

. . 1 ) .. .
E(Qmu + goo?¥) = 5([911]1;“2 + 2[g12)o 00 + [g22]u®?),

kde G = {g; j} je matice prvni fundamentalni formy plochy.

Véta 5.4 Pro dany bod s € S a nenulovy vektor w € Ty existuje € > 0 a pravé jedna
parametrizovand geodetika ¢ : (—¢,€) — S takova, ze ¢(0) = s a ¢/(0) = w.

Véta 5.5 Pro kazdy bod s na plose S existuje mapa p(u,v) takovd, ze p(0,0) = s a matice
prvni fundamentédlni formy plochy viéi mapé p ma tvar

<(1) 922(26, U)> '

Lemma 5.6 (Euler-Lagrangeovy rovnice) Necht F(t,u, vy, us,vs) je hladkd funkce na
{a, B) x R%. Necht A, B € R? jsou dva pevné zvolené body. Pro libovolnou kiivku

c(t) = [u(t), v(t)] : (o, B) — R?
takovou, ze c(a) = A, ¢(8) = B definujeme funkciondl
B
P(c) :/ F(t,u,v,,0)dt.
1

5
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Jestlize kiivka c je globalnim minimem funkcionalu ® pak pro c plati pro kazdou hodnotu ¢
nasledujici rovnice

—(—(tuvuv)) = —(t’LL’U?li})
dt ()'LLQ T ()’LLl T ’
—<—(tuvuv)> = —(tuvdi;)
dt (9’[)2 T (9’[)1 T ’

Véta 5.7 Jestlize je kiivka na ploSe nejkratsi spojnici svych krajnich bodu, pak je geodetikou.

Véta 5.8 (Theorema egregium.) Gaussovu kiivost K lze vypocitat pomoci koeficientu
matice prvni fundamentalni formy G a jejich derivaci.

Poznamka. Pfesny vzorec pro K ma pomérné komplikovany tvar

_%(gll)vv + (912)uv — %(922)uu %(Qll)u (912)u — %(911% 0 %(911)1; %(922)u
(g12)0 — 2(922)u g1 912 —|3(g11)0e  9u 912
%(922% g12 g22 %(922)u g12 g22
(det G)?

Definice 5.9 Rekneme, ze kiivka c(t) na plose je jednoduchd, uzaviend, kladné orientovana
kiivka, jestlize existuje mapa p : O — S takova, ze c(t) = p(€(t)), kde €(t) = [u(t),v(t)]
je jednoduchd, uzaviend kiivka v roviné (viz Def. 1.16), kladné orientovana (proti sméru
hodinovych rucicek) a navic Int ¢ C O. Ozna¢me Int ¢ = p(Int ¢).

Véta 5.10 Nechf c(s) jednoduché, uzaviend, kladné orientovand kiivka na plose S. Pak

KdSsz—/k:gds,

Int c

kde k4 je geodeticka kiivost kiivky c a K je Gaussova kiivost plochy p.

Definice 5.11 (K#ivoéary mnohotihelnik na plose) Rekneme, Ze c(t) = p(&(t)), t €
[a, B] je po éastech hladkd, jednoduchd, uzaviend, kladné orientovana kiivka na plose pokud
spliuje v8echny podminky definice 5.9 kromé hladkosti c(t) v konetné mnoha bodech o =
to <t1 <...<t, =0, ve kterych je pouze spojita a existuji jednostranné nenulové derivace
c’_(t;) a ¢/ (t;) pro vSechna i = 0,...,n,.

Mnozinu M= cU Int(c) budeme nazyvat kiivocary mnohothlenik, body c(¢;) se nazyvaji
vrcholy tohoto mnohouhlenika a kiivka ¢ zizend na dil¢i intervaly déleni se nazyva hra-
nou mnohothelnika. Kiivka ¢ se nazyva obvod mnohothlenika. Orientovany (proti sméru
hodinovych rucicek) thel a; € (—m,7) mezi vektrory c’_(t;) a ¢ (t;) se nazyva vnéjsi thel
mnohothelnika u vrcholu c(¢;).

Véta 5.12 Necht c(¢) je obvod kiivocarého mnohotihelnika na plose S s vnéjsimi oriento-
vanymi thly aq,...,a, u svych vrcholu. Pak

KdS:27T—/k‘gd8—ZOéi.
Intc c i=1
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Disledek 5.13 Predpokladejme, ze c¢ je kiivocary trojuhelnik p s vnitinimi uhly «, 8,7 u
svych vrchola a ze jeho hrany jsou jsou geodetiky. Pak

KdS=a+B+y—m

Int c

Definice 5.14 (Triangulace a Eulerova charakteristika plochy) Necht S je kompaktn{
plocha. Jeji triangulace je soubor kiivoc¢arych mnohothelnika M;,i = 1,..., k na S s nasledujicimi
vlastnostmi:
(1) existuje atlas na S takovy, ze kazdy mnohothelnik M; se vejde i se svym obvodem do
nékteré mapy tohoto atlasu;
(2) § = UL M;;
(3) pro i # j je M; N M; bud prazdnd mnozina, nebo spoleénd hrana, nebo spoleény vrchol;
(4) Kazda hrana triangulace je hrana pravé dvou mnohothelniki.

Eulerova charakteristika plochy S je ¢islo, uréené nasledujicim zpusobem: zvolme trinagu-
laci S a ozna¢me V pocet vSech vrcholu, H pocet vSech hran, a S pocet vSech mnohouhelniku
(stén). Pak Eulerova charakteristika x se definuje vztahem

x=V-—-H+5S.

Véta 5.15 Necht S je kompaktni plocha, pak

/KdS:27rx,
S

kde K je Gaussova kfivost a x je Eulerova charakteristika S.

Disledek 5.16 Eulerova charakteristika nezdvisi na volbé triangulace. |, ¢ K dS se neméni
pii hladké deformaci kompaktni plochy.



