
Kapitola 1

Teorie křivek

Definice 1.1 Necht’ I je otevřený interval v R.

1. Parametrizovaná křivka v R
3 je hladké zobrazeńı c : I → R

3 (tedy na I existuj́ı spojité
derivace všech řád̊u).

2. Vektor c′(t) ≡ dc
dt
(t) ∈ R

3 se nazývá tečný vektor k parametrizované křivce c v bodě
c(t).

3. Řekneme, že parametrizovaná křivka c je regulárńı v bodě t0 ∈ I, pokud c′(t0) 6= ~0.
Řekneme, že parametrizovaná křivka c je regulárńı, pokud je regulárńı v každém bodě I.

4. Množina hodnot c(I) se nazývá obraz parametrizované křivky a znač́ı se 〈c〉.

Definice 1.2 (obsahuje i drobná tvrzeńı) Necht’ c je parametrická křivka na I ⊂ R a
ϕ : Ĩ → I difeomorfismus mezi otevřenými intervaly.

1. Parametrizovaná křivka c̃(t̃) := c(ϕ(t̃)) na Ĩ s nazývá reparametrizaćı parametrizované
křivky c. Takovéto dvě křivky maj́ı zřejmě tentýž obraz.

2. ”Býti reparametrizaćı”je relace ekvivalence na množině všech parametrizovaných křivek.
Křivkou budeme nazývat tř́ıdu této ekvivalence.

3. Řekneme, že reparametrizace zachovává orientaci parametrické křivky, pokud ∀t ∈ Ĩ :
ϕ′(t) > 0. Také ”býti reparametrizaćı zachovávaj́ıćı orientaci”je relace ekvivalence na
množině všech parametrizovaných křivek a př́ıslušné tř́ıdy ekvivalence budeme nazývat
orientované křivky. Na každou křivku připadaj́ı dvě orientované křivky.

Poznámka. Pokud nebude nebezpeč́ı omylu, budeme slovem křivka (př́ıpadně orientovaná
křivka) často označovat nejen tř́ıdu ekvivalence, ale i jej́ıho reprezentanta (parametrizovanou
křivku), se kterým právě pracujeme, nebo dokonce jej́ı obraz.

Definice 1.3 Délku křivky c(t), t ∈ I = (α, β) definujeme jako určitý integrál

∫ β

α

|c′(t)|dt,

který nezáviśı na parametrizaci.
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2 KAPITOLA 1. TEORIE KŘIVEK

Definice 1.4 Necht’ c(t) je křivka parametrizovaná na I. Řekneme, že c je parametrizovaná
obloukem, pokud plat́ı

|c′(t)| = 1

pro všechna t ∈ I.

Věta 1.5 Křivka c(t), t ∈ I je regulárńı, právě když ji lze reparametrizovat obloukem. Je-li
c(s) jedna parametrizace obloukem, pak každá jiná parametrizace obloukem c(s̃) se źıská
pomoćı reparametrizace tvaru s = ±s̃+ s0, kde s0 je libovolná konstanta.

Definice 1.6 Pro orientovanou křivku c(s) parametrizovanou obloukem označujeme v každém
bodě jej́ı jednotkový tečný vektor t(s) = c′(s). Množinu c(s)+〈t(s)〉 nazýváme tečná př́ımka.

Definice 1.7 Necht’ c(s) je křivka parametrizovaná obloukem. Pak jej́ı křivost v bodě c(s)
definujeme jako κ(s) = |c′′(s)| = |t′(s)|. Tato hodnota nezáviśı na tom, kterou parametrizaci
obloukem pro danou křivku zvoĺıme. Regulárńı bod křivky, v němž je křivost nulová se nazývá
inflexńı bod.

Lemma 1.8 Pro každé dvě bodové funkce a(s),b(s) plat́ı

1. (a(s) · b(s))′ = a′(s) · b(s) + a(s) · b′(s).

2. (a(s)× b(s))′ = a′(s)× b(s) + a(s)× b′(s).

Definice 1.9 Necht’ c(s) je orientovaná křivka parametrizovaná obloukem. V každém jej́ım
bodě, který neńı inflexńı, pro křivku definujeme

• jej́ı normálový a binormálový vektor

n(s) =
t′(s)

|t′(s)| =
t′(s)

κ(s)
, b(s) = t(s)× n(s),

• ortonormálńı Frenet̊uv repér jako uspořádanou trojici {t(s),n(s),b(s)},

• jej́ı poloměr křivosti jako R(s) = 1
κ(s) ,

• jej́ı střed křivosti jako bod c(s) +R(s) n(s),

• jej́ı oskulačńı rovinu jako množinu c(s) + 〈t(s),n(s)〉,

• jej́ı rektifikačńı rovinu jako množinu c(s) + 〈t(s),b(s)〉,

• jej́ı normálovou rovinu jako množinu c(s) + 〈n(s),b(s)〉.

Věta 1.10 (Frenetovy vzorce) Předpokládejme, že c = c(s) je regulárńı křivka, parametri-
zovaná obloukem, která má nenulovou křivost. Pak existuje právě jedna hladká funkce τ(s)
nazývaná torze tak, že v každém bodě plat́ı

t′ = κn, n′ = −κt+ τb, b′ = −τn,

což lze vyjádřit maticově jako

d

ds





t
n
b



 =





t′

n′

b′



 =





0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0









t
n
b



 .
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Věta 1.11 Necht’ f > 0, g jsou hladké funkce definované na otevřeném intervalu I. Pak
existuje až na př́ımou eukleidovskou shodnost jediná hladká křivka c(s) parametrizovaná
obloukem na intervalu I tak, že

κ(s) = f(s), τ(s) = g(s).

Tyto rovnice se někdy nazývaj́ı přirozené rovnice křivky.

Poznámka. Nadále budeme použ́ıvat zkrácený zápis reparametrizaćı a budeme psát např́ıklad
t(s) namı́sto t = ϕ(s) a v d̊usledku i s(t) namı́sto s = ϕ−1(t). Dále budeme psát c(s) namı́sto
c̃(s), či c(ϕ(s)), a podobně. Konečně kv̊uli zjenodušeńı zápisu budeme někdy vynechávat hod-
notu parametru a budeme psát např́ıklad c′ mı́sto c′(t) a podobně. Pokud neřekneme jinak,
tečka znač́ı derivaci d

dt
a čárka derivaci d

ds
.

Lemma 1.12 Pro dvě parametrizace téže křivky c(t) a c(s) = c(t(s)) plat́ı





c′

c′′

c′′′



 =





t′ 0 0
t′′ (t′)2 0
t′′′ 3t′t′′ (t′)3









ċ
c̈
...
c



 .

Věta 1.13 (Poč́ıtáńı v obecné parametrizaci) Pro regulárńı křivku c(t) parametrizo-
vanou obecným parametrem (ne nutně obloukem) v každém bodě plat́ı

t =
ċ

|ċ| , κ =
|ċ× c̈|
|ċ|3

a v neinflexńıch bodech nav́ıc plat́ı

b =
ċ× c̈

|ċ× c̈| , τ =
(ċ× c̈)· ...c
|ċ× c̈|2 =

det[ ċ, c̈,
...
c]

|ċ× c̈|2 .

Rovinné křivky. V této části podrobněji prozkoumáme vlastnosti křivek, které lež́ı v rovině.
Tuto rovinu si zvoĺıme (bez újmy na obecnosti) tak, že to budeR2 ⊂ R

3, zadané rovnićı x3 = 0,
a křivka bude parametrizována jako c(s) = [c1(s), c2(s)] ∈ R

2 neboli c(s) = [c1(s), c2(s), 0] ∈
R
3.

Definice 1.14 Mějmě v rovině dánu orientaci. Necht’ c je regulárńı rovinná parametrizovaná
obloukem. Pak definujeme znaménkovou křivost jako

κz = signum(det[c′, c′′])κ.

Plat́ı tedy, že κz = ±κ v závislosti na tom, zda {t,n} tvoř́ı kladně nebo záporně orientovanu
bazi. V inflexńıch bodech je κz = κ = 0.

Věta 1.15 Necht’ c je rovinná křivka parametrizovaná obloukem. Zvolme pevně jednotkový
vektor a ∈ R

2 a označme symbolem ϕ(s) úhel od a k t(s) orientovaný proti směru hodinových
ručiček. Pak

κz(t) = ϕ′(s).

Znaménková křivost je tedy změnou (derivaćı) směru (úhlu) tečného vektoru.



4 KAPITOLA 1. TEORIE KŘIVEK

Definice 1.16 Regulárńı parametrizovaná křivka c : (α, β) → R
2 se nazývá uzavřená, jestliže

je ji možno hladce rozš́ı̌rit do bod̊u α, β a pak c(α) = c(β) a rovněž všechny derivace zprava
v α se rovnaj́ı př́ıslušným derivaćım zleva v β. Řekneme, že taková křivka je jednoduchá,
jestliže c je prosté zobrazeńı (křivka sama sebe neprot́ıná).

Definice 1.17 (Křivkové integrály) Necht’ c(t) = [x(t), y(t)], t ∈ (α, β) je rovinná parametri-
zovaná křivka a f(x, y), g(x, y), h(x, y) spojité funkce dvou proměnných definované v bodech
křivky. Pak definuji křivkový integrál 1. druhu jako

∫

c

h(x, y)ds :=

∫ β

α

h(x(t), y(t))|ċ(t)|dt

a křivkový integrál 2. druhu jako

∫

c

f(x, y)dx+ g(x, y)dy :=

∫ β

α

[f(x(t), y(t))ẋ(t) + g(x(t), y(t))ẏ(t)]dt.

Křivkový integrál 1. druhu se neměńı při reparametrizaci a křivkový integrál 2. druhu se
neměńı při reparametrizaci zachovávaj́ıci orientaci a při opačné orientaci měńı znaménko.

Věta 1.18 (Greenova věta) Necht’ Ω ⊂ R
2 je oblast (t.j. jednoduše souvislá omezená

otevřená množina), jej́ıž hranice ∂Ω je kladně orientovaná (proti směru hodinových ručiček)
jednoduchá uzavřená rovinná křivka. Necht’ f(x, y) a g(x, y) jsou hladké funkce definované na
nějakém okoĺı Ω̄. Pak

∫

∂Ω
f(x, y)dx+ g(x, y)dy =

∫

Ω

(

∂g

∂x
− ∂f

∂y

)

dxdy.

Důsledek 1.19 Necht’ c(t) = [x(t), y(t)] je jednoduchá rovinná uzavřená křivka parametri-
zovaná libovolným parametrem proti směru hodinových ručiček. Pak pro plochu A oblasti
uzavřené křivkou plat́ı

A =

∫ β

α

x(t)ẏ(t)dt = −
∫ β

α

y(t)ẋ(t)dt =
1

2

∫ β

α

(x(t)ẏ(t)− y(t)ẋ(t))dt.

Věta 1.20 (Isoperimetrická nerovnost) Pro délku l jednoduché uzavřené rovinné křivky
a j́ı ohraničenou plochu A plat́ı

l2 ≥ 4πA

a rovnost nastává právě pro kružnici.



Kapitola 2

Sférická geometrie

Definice 2.1 (Sférická geometrie)

• Množinou bod̊u jsou body jednotkové sféry S
2 ⊂ R

2.

• Množinou př́ımek jsou hlavńı kružnice, tedy pr̊useč́ıky sféry s libovolnou rovinou, která
procháźı jej́ım středem S.

• Délky křivek na sféře měř́ıme běžným zp̊usobem jako délky křivek v R
3.

• Úsečky jsou úseky př́ımek, které maj́ı délku nejvýše π.

• Lze ukázat, že úsečka je nejkratš́ı spojnićı krajńıch bod̊u. Jej́ı délka je rovna př́ıslušnému
úhlu při středu sféry.

• Sférický trojúhelńık je definován třemi body na sféře, které nelež́ı na jedné př́ımce. Jeho
hrany jsou tvořeny úsečkami, spojuj́ıćımi př́ıslušné tři body. Za vnitřek trojúhelńıku
považujeme menš́ı z obou část́ı, na něž hrany trojúhelńıka sféru rozděĺı. Každý trojúhelńık
se zjevně vejde do nějaké polosféry ohraničené nějakou hlavńı kružnićı.

Věta 2.2 Jestliže vnitřńı úhly u vrchol̊u sférického trojúhelńıka A,B,C postupně označ́ıme
α, β, γ, pak pro velikost |ABC| plochy trojúhelńıka ABC plat́ı

|ABC| = α+ β + γ − π.

Poznámka. Jsou-li ᾱ = π − α, β̄ = π − β, γ̄ = π − γ vněǰśı úhly trojúhelńıka, pak zjevně
plat́ı

|ABC| = 2π − (ᾱ+ β̄ + γ̄).

Obecněji uvažujme na sféře uzavřenou jednoduchou orientovanou lomenou čáru A1, A2, . . . , An, A1.
V každém vrcholu Ai lomené čáry uvažujme úhel ᾱi ∈ (−π, π), jako orientovaný úhel změny
tečného vektoru (měřený proti směru hodinových ručiček). Lomená čára rozděĺı sféru na dva
sférické mnohoúhelńıky. Pro velikost plochy mnohoúhelńıka, který lež́ı po levé straně všech
orientovaných úseček pak plat́ı

|A1A2 . . . An| = 2π −
n
∑

i=0

ᾱi.

Tato celková úhlová odchylka 2π −∑n
i=0 ᾱi se nazývá holonomie a je možno ji definovat pro

každou uzavřenou křivku na libovolné ploše.
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6 KAPITOLA 2. SFÉRICKÁ GEOMETRIE

Definice 2.3 (Polarita) Pro každý bod A na sféře definujeme jeho polárńı př́ımku (poláru)
p(A) jako pr̊useč́ık sféry a roviny procházej́ıćı jej́ım středem S a kolmé na AS. A nazýváme
pólem p(A). Každá př́ımka má právě dva póly. Pro každé dva body A,B zjevně plat́ı

B ∈ p(A) ⇔ A ∈ p(B).

Rovněž plat́ı, že A i B lež́ı ve stejné polosféře vymezené př́ımkou p(A) právě tehdy, když lež́ı
ve stejné polosféře vymezené př́ımkou p(B).

Definice 2.4 (Polárńı trojúhelńık) Mějme sférický trojúhelńıkA,B,C, jeho úhly označme
postupně α, β, γ a délky protilehlých stran označme postupně a, b, c. Necht’ A0 je pól př́ımky
určené bodyB,C, který lež́ı na stejné polosféře jako bod A. Analogicky źıskáme i body B0, C0.
Trojúhelńık A0, B0, C0 nazýváme polárńı k trojúhelńıku ABC.

Zjevně je pak i ABC polárńı kA0, B0, C0. Pro úhly α0, β0, γ0 a délky stran a0, b0, c0 trojúhelńıku
A0, B0, C0 plat́ı

α0 = (π − a), β0 = (π − b), γ0 = (π − c), a0 = (π − α), b0 = (π − β), c0 = (π − γ).

Věta 2.5 (Sinová a cosinová věta) Úhly při vrcholech sférického trojúhelńıkuA,B,C označ́ıme
postupně α, β, γ a délky stran protilehlých úhl̊um α, β, γ označ́ıme postupně a, b, c. Pak plat́ı

1.
cos c = cos a cos b+ sin a sin b cos γ.

2.
cos γ = − cosα cos β + sinα sin β cos c.

3.
sin a

sinα
=

sin b

sin β
=

sin c

sin γ
.

Důsledek 2.6 (Pythagorova věta) Jako d̊usledek pro pravoúhlý troúhelńık (γ = π/2)
dostaneme

cos c = cos a cos b.



Kapitola 3

Teorie ploch

Definice 3.1 Necht’ O je otevřená podmnožina R
2.

1. Parametrická regulárńı plocha v R
3 je hladké regulárńı zobrazeńı p : O → R

3, tedy
takové, že hodnost Jacobiho matice p je ve všech bodech rovna 2. Ekvivalentně, vektory
parciálńıch derivaćı pu,pv muśı být v každém bodě lineárně nezávislé.

2. Množinu p(O) nazveme obrazem mapy, někdy ji budeme značit 〈p〉.

3. Regulárńı param. plocha p se nazývá mapa, pokud je p nav́ıc homeomorfismus O na
〈p〉.

Lemma 3.2 Necht’ p : O → R
3 je mapa a f : RnΩ → R

3 hladké zobrazeńı, jehož obraz je
podmnožinou 〈p〉. Pak i zobrazeńı p−1 ◦ f je hladké.

Věta 3.3 Je-li p : O → R
3 mapa a φ : O′ → O difeomeorfismus otevřených podmnožin R

2,
pak je také p̃ = p ◦ φ mapou. Naopoak, jsou-li p a p̃ dvě mapy takové, že 〈p〉 = 〈p̃〉, pak
existuje difeomorfismus φ takový, že p̃ = p ◦ φ.

Definice 3.4 Řekneme, že množina S ⊂ R
3 je hladká plocha, pokud pro každý bod s ∈ S

existuje okoĺı U ⊂ R
3 a mapa p : O → S tak, že U ∩ S = p(O). Soubor map, které pokrývaj́ı

celou plochu S se nazývá atlas plochy S.

Jsou-li p, p̃ dvě mapy na S, pak budeme zobrazeńı φ = (p̃)−1 ◦ p nazývat (tam kde je
definované) přechodové zobrazeńı mezi těmito dvěma mapami.

Věta 3.5

1. Graf hladké funkce z = f(x, y) je hladká plocha.

2. Jestliže F (x, y, z) je hladká funkce, pak definuji S = {[x, y, z] : F (x, y, z) = 0}. Jestliže
∇F = (Fx, Fy, Fz) 6= 0 na celé množině S, pak S je hladká plocha.

Definice 3.6 Řekneme, že vektor w ∈ R
3 je tečný vektor k ploše S v bodě s ∈ S, pokud

existuje křivka c taková, že 〈c〉 ⊂ S a c(t0) = s a ċ(t0) = w. Množina všech tečných vektor̊u
v bodě s ∈ S se nazývá tečný prostor k ploše S v bodě s a znač́ı se TsS.
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Věta 3.7 Tečný prostor v libovolném bodě TsS je vektorovým podprostorem R
2. Jestliže p

je mapa na S a s = p(u0, v0), pak

TsS = 〈pu(u0, v0),pv(u0, v0)〉.

Poznámka 3.8 Vektory pu, pv parciálńıch derivaćı v bodě [u0, v0] tedy tvoř́ı bázi tečného
prostoru TsS a tento prostor je ztotožněn s R

2 prostřednictv́ım totálńıho diferenciálu k p v
bodě [u0, v0], který má tvar

Dp : (a, b) → apu + bpv.

Definice 3.9 Je-li p mapa na S, pak v každém bodě definuji jednotkový normálový vektor

N =
pu × pv

|pu × pv|
.

Dvě mapy pro tentýž bod maj́ı stejnou jednotkovou normálu právě když determinant Jacobiho
matice přechodového zobrazeńı v daném bodě je kladný. V tom př́ıpadě nazýváme tyto mapy
souhlasně orientovanými. Atlas plochy nazveme orientovaným atlasem, pokud jsou všechny
jeho mapy po dvou souhlasně orientované.

Definice 3.10 Je-li S plocha a s ∈ S jej́ı bod, pak na TsS definujeme skalárńı součin jako
restrikci kanonického Eukleidovského skalárńıho součinu na R

3

Is(w1,w2) := w1 ·w2.

Tato symetrická bilineárńı forma se nazývá prvńı fundamentálńı forma plochy S v bodě s ∈ S.

Věta 3.11 Je-li p(u, v) mapa, pak je prvńı fundamentálńı forma v každém bodě vyjádřena
v̊uči bázi {pu,pv} symetrickou matićı

G =

(

g11 g12
g21 g22

)

=

(

pu · pu pu · pv

pv · pu pv · pv

)

.

Poznámka. Prvńı fundamentálńı formu na ploše můžeme chápat rovněž jako kvadratickou
formu, která se tradičně zapisuje jako g11du

2 + 2g12dudv + g22dv
2. Někdy se pro koeficienty

prvńı fundamentálńı formy použ́ıvá označeńı g11 = E, g12 = g21 = F a g22 = G. Vzhledem
k Poznámce 3.8 můžeme prvńı fundamentálńı formu chápat zároveň jako kvadratickou či
bilineárńı symetrickou formu v prostoru R

2.

Věta 3.12 Necht’ p(u, v) je mapa na ploše S a c(t) = p(u(t), v(t)), t ∈ (α, β) křivka na ploše.
Pak délka c(t) je rovna

∫ β

α

√

(u̇, v̇)G(u̇, v̇)T d t.

Jestliže nav́ıc c̃(t̃) = p(ũ(t̃), ṽ(t̃)) je daľśı křivka na ploše S, která má s c(t) společný bod,
pak úhel křivek c(t), c̃(t̃) v jejich společném bodě definujeme jako úhel jejich tečných vektor̊u
v tomto bodě a jeho cosinus vypoč́ıtáme jako

(u̇, v̇)G( ˙̃u, ˙̃v)T

√

(u̇, v̇)G(u̇, v̇)T
√

( ˙̃u, ˙̃v)G( ˙̃u, ˙̃v)T
.
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Definice 3.13 Je-li f hladká funkce na ploše S a je-li S pokryto jedinou mapou S = p(O),
pak definujeme integrál prvńıho druhu z f přes plochu S vzorcem

∫

S

f dS :=

∫

O

f |pu × pv|dudv =

∫

O

f
√
detG dudv,

který se neměńı při reparametrizaci.

Poznámka 3.14 Předpokládejme, že plochu S je možné napsat jako disjunktńı sjednoceńı

S = 〈p1〉 ∪ . . . ∪ 〈pj〉 ∪ 〈c1〉 ∪ . . . ∪ 〈cl〉 ∪ {B1, . . . , Bm},

kde pi jsou mapy na plochách Si = 〈pi〉, i = 1, . . . , k a ci, i = 1, . . . , l jsou regulárńı křivky a
Bi, i = 1, . . . ,m jsou body. Pak definujeme

∫

S

f dS =

k
∑

1

∫

Si

f dS.

Integrál
∫

S
f dS nezáviśı ani na rozkladu plochy S, ani na volbě parametrizaćı pi.

Definice 3.15 Velikost plochy definujeme jako

∫

S

1 dS.

Definice 3.16 Zobrazeńı f : S1 → S2 mezi dvěma plochami se nazývá hladké, jestliže pro
každé dvě mapy p1 : O1 → S1, p2 : O2 → S2 je zobrazeńı

p−1
2 ◦ f ◦ p1

hladkým zobrazeńım otevřených podmnožin R
2.

Definice 3.17 Hladké zobrazeńı f : S1 → S2 se nazývá isometrické, pokud zachovává délku
křivek, tedy délka každého c(t) je stejná jako délka f(c(t)). Řekneme, že dvě plochy jsou
isometrické, pokud existuje isometrický difeomorfismus mezi nimi. Podobně řekneme, že toto
zobrazeńı je konformńı, pokud zachovává úhly mezi křivkami, tedy pro každé dvě křivky je
úhel mezi c(t) a c̃(t̃) stejný jako úhel mezi f(c(t)) a f(c̃(t̃)). Řekneme, že f zachovává velkosti

ploch, pokud je velikost každé plochy S̃ ⊂ S1 stejná jako velikost plochy f(S̃).

Věta 3.18 Mějme zobrazeńı f : S1 → S2, mapu p : O → S1 s matićı prvńı fundamentálńı
formy G a mapu p̃ = f ◦ p na S2 s matićı prvńı fundamentálńı formy G̃. Pak

1. f je isometrické, právě tehdy když pro každou takovou mapu plat́ı G = G̃,

2. f je konformńı, právě tehdy když pro každou takovou mapu plat́ı G = λG̃, kde λ je
kladná funkce na O,

3. f zachovává velikosti ploch, právě tehdy když pro každou takovou mapu plat́ı detG =
det G̃.
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Př́ıklad 3.19 Sféra a válec

f([x, y, z]) =

[

x
√

x2 + y2
,

y
√

x2 + y2
, z

]

.

Definice 3.20 Necht’ S je orientovaná plocha, s ∈ S a Ns jednotková normála v bodě s.
Druhá fundamentálńı forma IIs plochy S v bodě s je kvadratická forma definovaná na tečném
prostoru TsS následuj́ıćım zp̊usobem. Necht’w ∈ TsS a c(t) libovolná křivka na ploše S taková,
že c(t0) = s a ċ(t0) = w. Pak definujeme

IIs(w) := c̈(t0) ·Ns.

Důsledek 3.21 Je-li p(u, v) mapa, pak je druhá fundamentálńı forma v každém bodě vyjádřena
v̊uči bázi {pu,pv} symetrickou matićı

H =

(

h11 h12
h21 h22

)

=

(

puu ·N puv ·N
pvu ·N pvv ·N

)

.

Poznámka. Druhá fundamentálńı forma se tradičně zapisuje jako h11du
2+2h12dudv+h22dv

2.
Někdy se pro koeficienty prvńı fundamentálńı formy použ́ıvá označeńı h11 = L, h12 = g21 = M
a h22 = N . Vzhledem k Poznámce 3.8 můžeme prvńı fundamentálńı formu chápat zároveň
jako kvadratickou formu v prostoru R

2.

Poznámka 3.22 Necht’ s ∈ S, Ns orientovaná normála, w ∈ TsS jednotkový tečný vektor
a křivka c normálový řez (tedy pr̊unik plochy S s rovinou s + 〈Ns,w〉) parametrizovaný
obloukem. Pak křivost c v bodě s je rovna IIs(w).

Definice 3.23 Mějme orientovanou plochu S, bod na ploše s a nenulový tečný vektor w ∈
TsS. Pak definujeme normálovou křivost plochy S v bodě s ve směru w jako

κn(w) :=
II(w)

I(w)
.

Důsledek 3.24 (Meusnierova věta) Necht’ c(t) je křivka na ploše a κ jej́ı křivost. Pak v
každém jej́ım bodě

κ cos β = κn(ċ),

kde β je úhel, který sv́ıraj́ı vektory n a N.

Definice 3.25 Minimum κ1 a maximum κ2 normálové křivosti se nazývaj́ı hlavńı křivosti a
odpov́ıdaj́ıćı směry se nazývaj́ı hlavńı směry.

Věta 3.26 (Eulerova formule) V každém bodě s ∈ S existuj́ı dva navzájem kolmé hlavńı
směry 〈w1〉 (s minimálńı normálovou křivost́ı κ1) a 〈w2〉 (s maximálńı normálovou křivost́ı).
Pro normálovou křivost v libovolném jimém směru w ∈ TsS plat́ı

κn(w) = cos2(α)κ1 + sin2(α)κ2,

kde α je úhel, který sv́ıraj́ı vektory w a w1.



11

Definice 3.27 V každém bodě definujeme Gaussovu křivost K a středńı křivost H jako

K = κ1κ2, H =
κ1 + κ2

2
.

Poznámka. Bohužel se použ́ıvá stejné ṕısmeno H pro středńı křivost i pro matici druhé
fundamentálńı formy. Nenechejme se t́ım zmást!

Definice 3.28 Bod plochy se nazývá

1. eliptický, jestliže v něm plat́ı K > 0; jestliže nav́ıc κ1 = κ2 nazývá se kruhový.

2. parabolický, jestliže v něm plat́ı K = 0; jestliže nav́ıc κ1 = κ2 = 0 nazývá se planárńı.

3. hyperbolický, jestliže v něm plat́ı K < 0.

Věta 3.29 (Výpočty v mapě.) Jesliže p(u, v) je mapa na ploše a G, H př́ıslušné matice
prvńı a druhé fundamentálńı formy, pak

1. hlavńı křivosti a hlavńı směry vyjádřené v souřadnićıch v̊uči bázi {pu,pv} nalezneme
jako řešeńı rovnice

(H − λG)

(

a
b

)

=

(

h11 − λg11 h12 − λg12
h21 − λg21 h22 − λg22

)(

a
b

)

= 0,

s neznámými λ a (a, b)T , tedy jako jakási zobecněná vlastńı č́ısla a vektory.

2. Pro Gaussovu křivost plat́ı

K =
h11h22 − h212
g11g22 − g212

=
detH

detG
.

3. Pro středńı křivost plat́ı

H =
h11g22 − 2h12g12 + h22g11

2(g11g22 − g212)
.

Definice 3.30 Křivku c(t) na ploše nazveme hlavńı, jestliže pro každé t je ċ(t) hlavńım
směrem. Křivku nazveme asymptotickou, jestliže pro každé t je κn(ċ(t)) = 0.

Věta 3.31 Pro křivku vyjádřenou v mapě jako c(t) = p(u(t), v(t)) plat́ı, že je

1. hlavńı, právě když splňuje diferenciálńı rovnici

det





v̇2 −u̇v̇ u̇2

g11 g12 g22
h11 h12 h22



 = 0

2. asymptotická, právě když splňuje diferenciálńı rovnici

h11(u̇)
2 + 2h12u̇v̇ + h22(v̇)

2 = 0.
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Definice 3.32 Necht’ c je křivka na orientované ploše S a c(s) jej́ı parametrizace obloukem.
Geodetickou křivost křivky c definujeme jako

κg = c′′ · (N× c′) = det(c′, c′′,N),

kde N je normála plochy v př́ıslušném bodě.

Věta 3.33 Pro každou regulárńı křivku c na orientované ploše S plat́ı

κ2 = κn(t)
2 + κ2g

a v jej́ıch neinflexńıch bodech nav́ıc plat́ı

κn = κn(T)N+ κg(N× t).

Definice 3.34 Křivka na orientované ploše se nazývá geodetika, jesliže má v každém svém
bodě nulovou geodetickou křivost.

Důsledek 3.35 Křivka na orientované ploše je geodetika právě tehdy když v každém jej́ım
neinflexńım bodě je n kolmé na plochu, tedy n = ±N.



Kapitola 4

Riemannova a neeukleidovská

geometrie

Definice 4.1 Předpokládejme, že S je plocha v R
3. Riemannova metrika na S přǐrazuje

každému bodu s ∈ S skalárńı součin gs na tečném prostoru TsS takový, že pro každou mapu
p(u1, u2) na S jsou funkce

gij(u1, u2) := gp(u1,u2)

(

pui
,puj

)

, i, j ∈ 1, 2

hladké. Symbolicky tuto Riemannovu metriku (ve zvolených souřadnićıch) zapisujeme jako
výraz

ds2 := g11 du
2
1 + 2g12 du1 du2 + g22 du

2
2.

Poznámka 4.2 Všechny definice a věty 3.12 - 3.18 dávaj́ı smysl a plat́ı, když matici prvńı
formy plochy nahrad́ıme matićı Riemannovy metriky g.

Definice 4.3 Budeme uvažovat vektorový prostor M3 = {x = [x0, x1, x2]|xi ∈ R} s kvadrat-
ickou formou Q(x) = −x20 + x21 + x22 s Minkowského signaturou (1, 2). Kvadratická forma Q
zadává dvoulistý hyperboloid {x ∈ M3|Q(x) = −1}. Jeho horńı list označ́ıme H2, tedy

H2 = {[x0, x1, x2] ∈ M3| − x20 + x21 + x22 = −1, x0 > 0}.

V každém bodě definujeme Riemannovu metriku jako zúžeńı formy Q na tečný prostor.

Definice 4.4 Př́ımky na H2 definujeme jako pr̊uniky rovin procházej́ıćıch počátkem s H2.
Úsečky definujeme jako souvislé omezené úseky př́ımek.

Věta 4.5 Grupa SO(2, 1), kterou definujeme jako podgrupu všech regulárńıch matic gen-
erovanou maticemi tvaru





1 0 0
0 cos u sinu
0 − sinu cos u



 a





cosh u sinhu 0
sinhu coshu 0

0 0 1



 ,

tvoř́ı grupu př́ımých izometríı plochy H2 s Riemannovou metrikou.

13
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Definice 4.6 Množina U spolu s Riemannovou metrikou

ds2 =
4

(1− u2 − v2)2
(du2 + dv2)

se nazývá Poincarého model hyperbolické roviny.

Věta 4.7 Zobrazeńı

Φ(u, v) =

(

1 + u2 + v2

1− u2 − v2
,

2u

1− u2 − v2
,

2v

1− u2 − v2
,

)

je stereografickou projekćı mezi diskem U a hyperboloidem H2 a je isometríı vzhledem k
př́ıslušným Riemannovým metrikám.

Definice 4.8 Množina H+ = {[x, y] ∈ R
2|y > 0} spolu s Riemannovou metrikou

ds2 =
1

y2
(dx2 + dy2).

se nazývá polorovinový Poincarého model hyperbolické roviny.

Věta 4.9 Zobrazeńı, které bodu z = x + iy ∈ H+ přǐrazuje bod ζ = u + iv ∈ U , pro který
plat́ı

ζ =
z − i

z + i

je isometríı mezi H+ a U vzhledem k př́ıslušným Riemannovým metrikám a jeho inverze má
tvar

z =
i(1 + ζ)

1− ζ
.

Věta 4.10 Zobrazeńı tvaru

ϕ(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

tvoř́ı grupu př́ımých isometríı H+.

Věta 4.11 Jsou-li P = [0, a], Q = [0, b], a < b dva body v hyperbolické rovině a c(t) =
(0, t), t ∈ 〈a, b〉 úsečka, která je spojuje, pak má křivka c nejkratš́ı délku mezi všemi regulárńımi
křivkami v H, které zač́ınaj́ı v bodě P a konč́ı v bodě Q.

Věta 4.12 V libovolném modelu hyperbolické geometrie je plocha hyperbolického trojúhelńıka
s úhly α, β, γ rovna

π − (α+ β + γ).



Kapitola 5

Hlubš́ı výsledky o plochách.

Definice 5.1 Řekneme, že křivka c(t) na ploše S je parametrizovaná geodetika, jestliže v
každém jej́ım bodě plat́ı

c̈(t) ⊥ Tc(t)S.

Věta 5.2 Křivka c(t) je parametrizovaná geodetika na ploše S právě tehdy, když c je geode-
tika na ploše S a parametrizace parametrem t má konstatńı rychlost |ċ(t)|.

Věta 5.3 (Soustava rovnic pro geodetiky) Křivka v mapě c(t) = p(u(t), v(t)) je parametri-
zovaná geodetika právě tehdy, když jsou splněny rovnice

d

dt
(g11u̇+ g12v̇) =

1

2
([g11]uu̇

2 + 2[g12]uu̇v̇ + [g22]uv̇
2),

d

dt
(g12u̇+ g22v̇) =

1

2
([g11]vu̇

2 + 2[g12]vu̇v̇ + [g22]v v̇
2),

kde G = {gi,j} je matice prvńı fundamentálńı formy plochy.

Věta 5.4 Pro daný bod s ∈ S a nenulový vektor w ∈ Ts existuje ǫ > 0 a právě jedna
parametrizovaná geodetika c : (−ǫ, ǫ) → S taková, že c(0) = s a c′(0) = w.

Věta 5.5 Pro každý bod s na ploše S existuje mapa p(u, v) taková, že p(0, 0) = s a matice
prvńı fundamentálńı formy plochy v̊uči mapě p má tvar

(

1 0
0 g22(u, v)

)

.

Lemma 5.6 (Euler-Lagrangeovy rovnice) Necht’ F (t, u1, v1, u2, v2) je hladká funkce na
〈α, β〉 × R

4. Necht’ A,B ∈ R
2 jsou dva pevně zvolené body. Pro libovolnou křivku

c(t) = [u(t), v(t)] : 〈α, β〉 → R
2

takovou, že c(α) = A, c(β) = B definujeme funkcionál

Φ(c) =

∫ β

α

F (t, u, v, u̇, v̇)dt.

15
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Jestliže křivka c je globálńım minimem funkcionálu Φ pak pro c plat́ı pro každou hodnotu t
následuj́ıćı rovnice

d

dt

(

∂F

∂u2
(t, u, v, u̇, v̇)

)

=
∂F

∂u1
(t, u, v, u̇, v̇),

d

dt

(

∂F

∂v2
(t, u, v, u̇, v̇)

)

=
∂F

∂v1
(t, u, v, u̇, v̇).

Věta 5.7 Jestliže je křivka na ploše nejkratš́ı spojnićı svých krajńıch bod̊u, pak je geodetikou.

Věta 5.8 (Theorema egregium.) Gaussovu křivost K lze vypoč́ıtat pomoćı koeficient̊u
matice prvńı fundamentálńı formy G a jejich derivaćı.

Poznámka. Přesný vzorec pro K má poměrně komplikovaný tvar

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−1
2(g11)vv + (g12)uv − 1

2(g22)uu
1
2(g11)u (g12)u − 1

2(g11)v
(g12)v − 1

2(g22)u g11 g12
1
2(g22)v g12 g22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

0 1
2(g11)v

1
2(g22)u

1
2(g11)v g11 g12
1
2(g22)u g12 g22

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(detG)2
.

Definice 5.9 Řekneme, že křivka c(t) na ploše je jednoduchá, uzavřená, kladně orientovaná
křivka, jestliže existuje mapa p : O → S taková, že c(t) = p(c̃(t)), kde c̃(t) = [u(t), v(t)]
je jednoduchá, uzavřená křivka v rovině (viz Def. 1.16), kladně orientovaná (proti směru
hodinových ručiček) a nav́ıc Int c̃ ⊂ O. Označme Int c = p(Int c̃).

Věta 5.10 Necht’ c(s) jednoduchá, uzavřená, kladně orientovaná křivka na ploše S. Pak

∫

Int c

K dS = 2π −
∫

c

kg ds,

kde kg je geodetická křivost křivky c a K je Gaussova křivost plochy p.

Definice 5.11 (Křivočarý mnohoúhelńık na ploše) Řekneme, že c(t) = p(c̃(t)), t ∈
[α, β] je po částech hladká, jednoduchá, uzavřená, kladně orientovaná křivka na ploše pokud
splňuje všechny podmı́nky definice 5.9 kromě hladkosti c(t) v konečně mnoha bodech α =
t0 < t1 < . . . < tn = β, ve kterých je pouze spojitá a existuj́ı jednostranné nenulové derivace
c′−(ti) a c′+(ti) pro všechna i = 0, . . . , n,.

Množinu M= c∪ Int(c) budeme nazývat křivočarý mnohoúhleńık, body c(ti) se nazývaj́ı
vrcholy tohoto mnohoúhleńıka a křivka c zúžená na d́ılč́ı intervaly děleńı se nazývá hra-
nou mnohoúhelńıka. Křivka c se nazývá obvod mnohoúhleńıka. Orientovaný (proti směru
hodinových ručiček) úhel αi ∈ (−π, π) mezi vektrory c′−(ti) a c′+(ti) se nazývá vněǰśı úhel
mnohoúhelńıka u vrcholu c(ti).

Věta 5.12 Necht’ c(t) je obvod křivočarého mnohoúhelńıka na ploše S s vněǰśımi oriento-
vanými úhly α1, . . . , αn u svých vrchol̊u. Pak

∫

Intc

K dS = 2π −
∫

c

kg ds−
n
∑

i=1

αi.
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Důsledek 5.13 Předpokládejme, že c je křivočarý trojúhelńık p s vnitřńımi úhly α, β, γ u
svých vrchol̊u a že jeho hrany jsou jsou geodetiky. Pak

∫

Int c

K dS = α+ β + γ − π

Definice 5.14 (Triangulace a Eulerova charakteristika plochy) Necht’ S je kompaktńı
plocha. Jej́ı triangulace je soubor křivočarých mnohoúhelńık̊uMi, i = 1, . . . , k na S s následuj́ıćımi
vlastnostmi:
(1) existuje atlas na S takový, že každý mnohoúhelńık Mi se vejde i se svým obvodem do
některé mapy tohoto atlasu;
(2) S = ∪k

i=1Mi;
(3) pro i 6= j je Mi ∩Mj bud’ prázdná množina, nebo společná hrana, nebo společný vrchol;
(4) Každá hrana triangulace je hrana právě dvou mnohoúhelńık̊u.

Eulerova charakteristika plochy S je č́ıslo, určené následuj́ıćım zp̊usobem: zvolme trinagu-
laci S a označme V počet všech vrchol̊u, H počet všech hran, a S počet všech mnoho̊uhelńık̊u
(stěn). Pak Eulerova charakteristika χ se definuje vztahem

χ = V −H + S.

Věta 5.15 Necht’ S je kompaktńı plocha, pak

∫

S

K dS = 2πχ,

kde K je Gaussova křivost a χ je Eulerova charakteristika S.

Důsledek 5.16 Eulerova charakteristika nezáviśı na volbě triangulace.
∫

S
K dS se neměńı

při hladké deformaci kompaktńı plochy.


