
Geometrie - seznam vět a definic - LS 2016/17

• za základní pro potřeby prvního bodu písemné̌cásti zkoušky jsou považovány všechny definice
KROMĚ 1.16, 1.24, 1.30, 2.1, 2.4, 4.6, 4.7, 4.9, 4.16, 4.18, 4.21

• za základní v̌ety JSOU považovány 1.15, 1.20, 1.31, 1.33, 2.2, 3.18, 3.20,3.27, 3.29, 3.33, 3.35, 4.4,
4.15, 4.22, 4.25

• Budou se zkoušet důkazy všech vět KROMĚ: 1.10, 1.31, 3.13 (pouze postačující podmínka), 4.8,
4.13, 4.15, 4.17, 4.19

1 Teorie křivek

Definice 1.1. Bud’ I ⊆ R interval. Diferencovatelné zobrazení (třídy C∞) c : I → R3 se nazývá
parametrizovaná křivkav R

3. Množina〈c〉 := c(I) ⊆ R
3 se nazýváobraz křivky. Parametrizovaná křivka

se nazýváregulární, jestližec′(t) 6= (0, 0, 0)T pro každét ∈ I.

Poznámka. Je-li I uzav̌rený nebo polouzavřený interval, rozumíme diferencovatelným zobrazením naI
restrikci naI diferencovatelného zobrazení definovaného na nějakém otev̌reném nadintervalu. Parametri-
zovaná ǩrivka je charakterizována trojicí funkcí definovaných naI, tedyc(t) = (cx(t), cy(t), cz(t))

T . Pro
rovinné ǩrivky často uvádíme jen první dvě složky a p̌redpokládáme, žecz(t) je nulová funkce.

Definice 1.2.Je-lic : I → R3 regulární parametrizovaná křivka aφ : Ĩ → I difeomorfismus intervalũI na
I, je c̃ = c ◦ φ : Ĩ → R3 regulární parametrizovaná křivka se stejným obrazem jakoc. Difeomorfismusφ
pak nazývámezměnou parametrua c̃ reparametrizacíc. Je-li navícφ′ > 0 naĨ, nazvemẽc reparametrizací
c zachovávající orientaci.

Definice (a lemma) 1.3.Býti reparametrizací je relace ekvivalence na množině všech regulárních parametri-
zovaných ǩrivek a každou její ťrídu nazývámekřivka. Každého zástupce příslušné ťrídy ekvivalence
nazývámeparametrizacítéto ǩrivky. Býti reparametrizací zachovávající orientaci je rovněž relace ekviva-
lence na množiňe všech regulárních parametrizovaných křivek a každou její ťrídu nazývámeorientovaná
křivka.

Poznámka. Pokud nebude nebezpečí omylu, budeme slovemkřivka(případňe orientovaná ǩrivka) oznǎco-
vat nejen ťrídu ekvivalence, ale i jejího reprezentanta (regulární parametrizovanou ǩrivku), se kterým práv̌e
pracujeme, nebo dokonce její obraz. V diferenciální geometrii studujeme práv̌e takové vlastnosti ǩrivek,
které se nem̌ení p̌ri reparametrizaci.

Poznámka. Nadále budeme používat zkrácený zápis parametrizací téže křivky. Nap̌ríklad pokud máme
parametrizovanou křivku c(t) budeme její reparametrizacic̃(s) = c(φ(s)) oznǎcovat jednodušec(s).
Dále budeme psát napříkladt(s) namístot = φ(s) a v důsledku is(t) namístos = ϕ−1(t). Koněcně kvůli
zjenodušení zápisu budeme někdy vynechávat hodnotu parametru a budeme psát napříkladc′ místoc′(t) a
podobňe. Pokud něrekneme jinak,̌cárka znǎcí derivaci d

dt
a těcka derivaci d

ds
.

Lemma 1.4. Pro derivace dvou parametrizacíc(t) a c(s) = c(t(s)) téže ǩrivky v každém odpovídajícím
boďe platí
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Definice (a lemma) 1.5.Délku ǩrivky dané parametrizacíc(t), t ∈ I = (α, β) definujeme jako uřcitý
integrál

∫ β

α

||c′(t)||dt,

který nezávisí na parametrizaci.



Definice (a lemma) 1.6.V každém boďe ǩrivky dané parametrizacíc(t) definujeme jejíkřivost

κ =
||c′ × c′′||
||c′||3 .

Tento výraz nezávisí na parametrizaci. Bod, ve které je křivost nulová se nazýváinflexní bod.

Definice (a lemma) 1.7.V každém neinflexním boďe ǩrivky dané parametrizacíc(t) definujeme jejítorzi

τ =
(c′ × c′′) · c′′′
||c′ × c′′||2 .

Tento výraz nezávisí na parametrizaci.

Poznámka. Křivost a torze jsou tedy definovány jako výrazy invariantní vůči parametrizaci. Jejich geo-
metrický význam brzy pochopíme při studiu takzvané parametrizace křivky obloukem.

Definice (a lemma) 1.8.V každém boďe orientované ǩrivky dané parametrizacíc(t) definujeme jejíjed-
notkový tečný vektorvýrazem

~t(t) =
c′(t)

||c′(t)|| .

Tento vektor se nem̌ení p̌ri reparametrizaci zachovající orientaci. Při reparametrizaci která m̌ení orientaci
se těcný vektor m̌ení na vektor opǎcný, tedy na−~t(t).

Definice (a lemma) 1.9.V každém neinflexním boďe orientované ǩrivky dané parametrizacíc(t) definu-
jeme jejíjednotkový binormálový vektor

~b(t) =
c′ × c′′

||c′ × c′′||

a jednotkový normálový vektor
~n(t) = ~b(t)×~t(t).

Tyto vektory se nem̌ení p̌ri reparametrizaci zachovající orientaci. Při reparametrizaci která m̌ení orientaci
zůstává normálový vektor beze změny a binormálový vektor se m̌ení na vektor opǎcný.

Poznámka. Vektory {~t, ~n, ~b} tvoří v každém neinflexním bodě ON báziR3. Vektor~n(t) je jediný jed-
notkový vektor, pro který zároveň platí

〈~t(t), ~n(t)〉 = 〈c′(t), c′′(t)〉 ∧ c′(t) · ~n(t) = 0 ∧ c′′(t) · ~n(t) > 0.

Jinými slovy, vektory{~t, ~n} získáme Gram–Schmidtovýmorthonormalizačním procesem z vektorů{c′, c′′}.

Věta 1.10. Křivost, torze, těcný, normálový i binorálový vektor jsou invariantní vůči přímým shodnostem
R3. P̌resňeji mějme p̌rímou shodnost ve tvarux → Ax + a. Máme-li ǩrivku danou parametrizacíc(t)
a v jejím libovolném (neinflexním) bodě κ, τ , ~t, ~n, ~b, pak ǩrivka daná parametrizacíAc(t) + a má v
odpovídajícím boďe ǩrivostκ, torzi τ , tečný vektorA~t, normálový vektorA~n a binormálový vektorA~b.

Definice 1.11.Pro každou ǩrivku c definujeme v každém bodě její tečnou přímkujako množinuc(t) +
〈~t(t)〉 a dále v každém neinflexním bodě definujeme

• ortonormálníFrenetův repérjako uspǒrádanou trojici{~t(t), ~n(t), ~b(t)},

• její poloměr křivostijakoR(t) = 1
κ(t) ,

• její střed křivostijako bodc(t) +R(t) ~n(t),

• její oskulační rovinujako množinuc(t) + 〈~t(t), ~n(t)〉,

• její rektifikační rovinujako množinuc(t) + 〈~t(t), ~b(t)〉,



• její normálovou rovinujako množinuc(t) + 〈~n(t), ~b(t)〉.

Definice 1.12. O parametrizované křivce c(t) řekneme, že jeparametrizací obloukempříslušné ǩrivky,
jestliže pro všechnat ∈ I platí ||c′(t)|| = 1.

Věta 1.13.Každou regulární ǩrivku lze parametrizovat obloukem. Je-lic(t) nějaká parametrizace obloukem,
pak všechny reparametrizacec(s) obloukem z ní získáme zm̌enou parametru ve tvarut = ±s̃+ s0, kdes0
je libovolná konstanta.

Lemma 1.14. Pro ǩrivku c(t) parametrizovanou obloukem v každém bodě platí~t(t) = c′(t) a v každém

neinflexním boďe navíc platí~n(t) = c
′′(t)

||c′′(t)|| aκ(t) = ||c′′(t)||.

Věta 1.15(Frenetovy vzorce). Je-lic(t) parametrizace ǩrivky obloukem, pak v každém neinflexním bodě
platí

~t′ = κ~n, ~n′ = −κ~t+ τ~b, ~b′ = −τ~n,

což lze vyjáďrit maticov̌e jako
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nebo s využitím takzvaného Darbouxova vektoru~d = τ~t+ κ~b jako

~t′ = ~d×~t, ~n′ = ~d× ~n, ~b′ = ~d× ~b.

Poznámka. Vidíme tedy, že v parametrizaci obloukem (kdy se poloha bodumění jednotkovou rychlostí)
křivost vyjaďruje rychlost okamžité zm̌eny těcného vektoru (a tím i těcné p̌rímky) a torze rychlost okamžité
změny binormálového vektoru (a tím i oskulační roviny). Rovňež můžeme okamžitou zm̌enu celého
Frenetova repéru chápat jako rotaci kolem Darbouxova vektoru, jejíž rychlost je daná jeho délkou, tedy√
κ2 + τ2, které se ňekdyříká celková ǩrivost.

Definice 1.16. Mějme ǩrivku c(t) parametrizovanou obloukem na intervaluI. Řekneme, že zobrazení
~v : I → R3 je jednotkový vektor s minimální rotací, jestliže pro každét ∈ I platí~v(t) ·~t(t)=0, ||~v(t)|| = 1
a ~v(t)′ je násobkem~t(t). Jedná se tedy o prom̌enný vektor, který je jednotkový, kolmý na křivku a jeho
okamžitá zm̌ena je pouze v těcném sm̌eru.

Věta 1.17. Mějme ǩrivku c(t) bez inflexních bodů parametrizovanou obloukem na intervalu I. ~v(t) je
jednotkový vektor s minimální rotací právě tehdy, když pro každét ∈ I platí

~v(t) = cos(α(t))~n(t)− sin(α(t))~b(t),

kdeα(t) je nějaká primitivní funkce kτ(t).

Věta 1.18. V libovolném neinflexním boďe orientovanéA křivky c uvažujme parametrizaci obloukem
c(t), pro kterouc(0) = A. V afinních soǔradnicích daných pǒcátkemA a Frenetovým repérem v boděA
má tato parametrizace takzvaný kanonický Taylorův rozvoj

c(t) =






t− κ(0)2

6 t3 + . . .
κ(0)
2 t2 + κ′(0)

6 t3 + . . .
κ(0)τ(0)

6 t3 + . . .






Důsledek 1.19.Ve svém každém neinflexním bodě ǩrivka

1. protíná normálovou rovinu

2. máli v tomto boďe nenulovou torzi, pak protíná i oskulační rovinu

3. dotýká se rektifikǎcní roviny, ale neprotíná ji (tedy v okolí tohoto bodu zůstává pouze v jednom z
poloprostorů, na které rektifikační rovina rozďelujeR3)



4. má ze všech p̌rímek kontakt nejvyššíhǒrádu s těcnou p̌rímkou

5. má ze všech rovin nejvyšší kontakt s oskulační rovinou

Věta 1.20. Necht’ f > 0, g jsou hladké funkce definované na otevřeném intervaluI. Pak existuje až na
přímou eukleidovskou shodnost právě jedna hladká ǩrivka c(t) parametrizovaná obloukem na intervaluI
tak, že

κ(t) = f(t), τ(t) = g(t).

Tyto rovnice se ňekdy nazývajípřirozené rovnice křivky.

Věta 1.21.Pro regulární parametrizovanou křivku c : I → R3 bez inflexních bodů platí

τ(t) = 0, t ∈ I ⇐⇒ křivka leží v roviňe.

Poznámka. Na parametrizovanou křivku c : I → R2 můžeme nahlížet jako na křivku v prostoru,
doplníme-li ťretí soǔradnici nulou. V neinflexních bodech máme Frenetův repér s tím, že vektor binor-
mály bude identicky roven (až na znaménko) třetímu vektoru kanonické bázee3. Báze{~t(t), ~n(t)} může
být kladňe nebo záporňe orientována vǔ̊ci kanonické bázi.

Definice 1.22.Pro regulární parametrizovanou křivku c : I → R2 definujemeznaménkovou křivostv boďe
t vztahem

κz(t) := σ(t)κ(t), t ∈ I,

kdeσ(t) := signum det(c′(t), c′′(t)).

Věta 1.23.Pro regulární parametrizovanou křivku c : I → R
2 platí

κz(t) =
det(c′(t), c′′(t))

||c′(t)||3 , t ∈ I.

Definice 1.24.Pro regulární parametrizovanou křivku c : I → R2 a t ∈ I definujeme jednotkový vektor
~n∗(t) tak, aby{~t(t), ~n∗(t)} byla kladňe orientovaná ortonormální bázeR2.

Věta 1.25.

1. V neinflexních bodech křivky platí ~n∗(t) = σ(t)~n(t).

2. V každém boďe t ∈ I regulární ǩrivky parametrizované obloukem platí tato rovinná varianta Frene-
tových vzorců:

~t′(t) = κz(t)~n∗(t),

~n′
∗(t) = −κz(t)~t(t).

3. κz(t) určuje rovinnou ǩrivku v parametrizaci obloukem až na přímou shodnost v roviňe.

Věta 1.26. Bud’ c : I → R
2 křivka parametrizovaná obloukem. Pak existuje hladká funkce θ : I → R

splňující~t(t) = (cos θ(t), sin θ(t)), t ∈ I a pro znaménkovou křivost pak platí

κz(t) = θ′(t), t ∈ I.

Důsledek 1.27.Bud’ c : I → R2 regulární parametrizovaná křivka. Pak platí:

1. κz(t) = 0, t ∈ I, práv̌e kdyžc(I) je část p̌rímky,

2. κz(t) = k 6= 0, t ∈ I, práv̌e kdyžc(I) je část kružnice o polom̌eruk−1.

Definice 1.28.Je-li t neinflexním bodem ǩrivky c v R
2, nazýváměcísloR(t) = 1

κ(t) poloměrem křivosti
a kružnici se sťredemc(t) +R(t)~n(t) a polom̌eremR(t) oskulační kružnicíkřivky c v boďe t.



Věta 1.29. Ve svém každém neinflexním bodě má ǩrivka ze všech kružnic kontakt nejvyššíhořádu s
oskulǎcní kružnicí.

Definice 1.30.Parametrizovaná křivkac : [a, b] → R2 jeuzavřená, jestližec(a) = c(b) ac(i)(a) = c(i)(b)
pro všechnai ∈ N. Uzav̌rená ǩrivka je jednoduchá, je-li c prosté na[a, b). Jordanova křivkaje jednoduchá
uzav̌rená regulární parametrizovaná křivka.

Věta 1.31(Umlaufsatz). Je-lic(t) Jordanova ǩrivka s kladnou orientací (proti sm̌eru hodinových rǔciček)
parametrizovaná obloukem na intervalut ∈ [a, b], pak

∫ b

a

κz(t) dt = 2π.

Poznámka.Uvažujm̌e kladňe orientovaný (proti sm̌eru hodinových rǔciček) mnohoúhelníkA1, A2, . . . , An

s vniťrními úhly αi. V každém vrcholuAi uvažujme vňejší úhelᾱi ∈ (−π, π), jako orientovaný úhel
změny těcného vektoru (m̌ěrený proti sm̌eru hodinových rǔciček). Pak platí

n∑

i=0

ᾱi = 2π.

Podobňe pro ǩrivočarý rovinný mnohoúhelník, jehož strany jsou hladké křivky ci, které v bodechA1, A2, . . . , An

navazují s vňejším úhlemᾱi platí
n∑

i=0

∫

ci

κz +

n∑

i=0

ᾱi = 2π.

Lemma 1.32. Bud’ c = (x, y) : [a, b] → R
2 kladňe orientovaná Jordanova křivka. Pak plošný obsah

oblastiInt c je roven

A = −
∫ b

a

y(t)x′(t)dt =

∫ b

a

x(t)y′(t)dt =
1

2

∫ b

a

(xy′ − x′y)dt. (1)

Věta 1.33(Isoperimetrická nerovnost). Bud’ c : [a, b] → R2 Jordanova ǩrivka délky l a bud’A plošný
obsah vniťrku Int c. Pak

l2

4π
> A,

přitom rovnost nastane, právě kdyžc je kružnice.

Lemma 1.34(Wirtinger). Necht’f(t) : [0, π] → R je hladká funkce, pro kterou platíf(0) = f(π) = 0.
Pak ∫ π

0

f ′2(t)dt >

∫ π

0

f2(t)dt

a rovnost nastane právě tehdy, kdyžf(t) = D sin(t), kdeD je konstanta.

2 Sférická geometrie

Definice 2.1(Sférická geometrie).

• Množinou bodů jsou body jednotkové sféryS2 ⊂ R2.

• Množinou p̌rímek jsou hlavní kružnice, tedy průsečíky sféry s libovolnou rovinou, která prochází
jejím sťredemS.

• Délky křivek na sfé̌re mě̌ríme b̌ežným způsobem jako délky křivek vR3.

• Úsěcky jsou úseky p̌rímek, které mají délku nejvýšeπ.



• Lze ukázat, že úsečka je nejkratší spojnicí krajních bodů. Její délka je rovna p̌ríslušnému úhlu p̌ri
sťredu sféry.

• Sférický trojúhelník je definován třemi body na sfé̌re, které neleží na jedné přímce. Jeho hrany jsou
tvořeny úsěckami, spojujícími p̌ríslušné ťri body. Za vniťrek trojúhelníku považujeme menší z obou
částí, na ňež hrany trojúhelníka sféru rozdělí. Každý trojúhelník se zjevňe vejde do ňejaké polosféry
ohranǐcené ňejakou hlavní kružnicí.

Věta 2.2. Jestliže vniťrní úhly u vrcholů sférického trojúhelníkaA,B,C postupňe oznǎcímeα, β, γ, pak
pro velikost|ABC| plochy trojúhelníkaABC platí

|ABC| = α+ β + γ − π.

Poznámka. Jsou-liᾱ = π − α, β̄ = π − β, γ̄ = π − γ vnější úhly trojúhelníka, pak zjevně platí

|ABC| = 2π − (ᾱ + β̄ + γ̄).

Obecňeji uvažujme na sfé̌re uzav̌renou jednoduchou orientovanou lomenoučáruA1, A2, . . . , An, A1. V
každém vrcholuAi lomenéčáry uvažujme úhel̄αi ∈ (−π, π), jako orientovaný úhel zm̌eny těcného vek-
toru (mě̌rený proti sm̌eru hodinových rǔciček). Lomená̌cára rozďelí sféru na dva sférické mnohoúhelníky.
Pro velikost plochy mnohoúhelníka, který leží po levé straně všech orientovaných úseček pak platí

|A1A2 . . . An| = 2π −
n∑

i=0

ᾱi.

Poznámka. Pro ǩrivočarý, jednoduchý kladňe orientovaný mnohoúhelníkc, jehož strany jsou hladké
křivky ci, které v bodechA1, A2, . . . , An navazují s vňejším úhlemᾱi platí

• v rovině

2π −
n∑

i=0

∫

ci

κz −
n∑

i=0

ᾱi = 0

• na jednotkové sfé̌re

2π −
n∑

i=0

∫

ci

κg −
n∑

i=0

ᾱi = SInt c

• na obecné orientované ploše později dostaneme integrál z Gaussovy křivostiK

2π −
n∑

i=0

∫

ci

κg −
n∑

i=0

ᾱi =

∫

Int c

K dS.

Definice 2.3(Polarita). Pro každý bodA na sfé̌re definujeme jeho polární přímku (poláru)p(A) jako
průsěcík sféry a roviny procházející jejím středemS a kolmé naAS. A nazýváme pólemp(A). Každá
přímka má práv̌e dva póly. Pro každé dva bodyA,B zjevňe platí

B ∈ p(A) ⇔ A ∈ p(B).

Rovňež platí, žeA i B leží ve stejné polosféře vymezené p̌rímkoup(A) práv̌e tehdy, když leží ve stejné
polosfé̌re vymezené p̌rímkoup(B).



Definice 2.4(Polární trojúhelník). Mějme trojúhelníkA,B,C, s úhlyα, β, γ a délkami stran postupně
a, b, c. Necht’A′ je pól p̌rímky určené bodyB,C, který leží na stejné polosféře jako bodA. Analogicky
získáme i bodyB′, C′. TrojúhelníkA′, B′, C′ nazýváme polární k trojúhelníkuABC.

C

B '

A '

'

O

B

A

C

( a ) ( b )

O

B

A

C

Zjevně je pak iABC polární kA′, B′, C′. Pro úhlyα′, β′, γ′ a délky strana′, b′, c′ trojúhelníkuA′, B′, C′

platí

α′ = (π − a), β′ = (π − b), γ′ = (π − c), a′ = (π − α), b′ = (π − β), c′ = (π − γ).

Věta 2.5(Sinová a cosinová v̌eta). Úhly při vrcholech sférického trojúhelníkuA,B,C oznǎcíme postupňe
α, β, γ a délky stran protilehlých úhlůmα, β, γ oznǎcíme postupňea, b, c. Pak platí

1.
cos c = cos a cos b+ sin a sin b cosγ.

2.
cos γ = − cosα cosβ + sinα sinβ cos c.

3.
sin a

sinα
=

sin b

sinβ
=

sin c

sin γ
.

Důsledek 2.6(Pythagorova v̌eta). Jako důsledek pro pravoúhlý troúhelník (γ = π/2) dostaneme

cos c = cos a cos b.

3 Elementární teorie ploch

Definice 3.1. Necht’O je otev̌rená podmnožinaR2.

1. Parametrická regulární plochav R3 je hladké regulární zobrazeníp : O → R3, tedy takové, že
hodnost Jacobiho maticep je ve všech bodech rovna 2. Ekvivalentně, vektory parciálních derivací
pu,pv musí být v každém boďe lineárňe nezávislé.

2. Množinup(O) nazveme obrazem regulární plochy, někdy ji budeme znǎcit 〈p〉.

3. Regulární param. plochap se nazývámapa, pokud jep navíc homeomorfismusO na〈p〉.

Lemma 3.2. Necht’ p : O → R3 je mapa af : Rn ⊃ Ω → R3 hladké zobrazení, jehož obraz je
podmnožinou〈p〉. Pak i zobrazeníp−1 ◦ f je hladké.

Věta 3.3. Je-lip : O → R3 mapa aφ : O ′ → O difeomeorfismus otevřených podmnožinR2, pak je také
p̃ = p ◦ φ mapou. Naopak, jsou-lip a p̃ dvě mapy takové, že〈p〉 = 〈p̃〉, pak existuje difeomorfismusφ
takový, žep̃ = p ◦ φ.

Definice 3.4. Řekneme, že množinaS ⊂ R
3 je hladká plocha, pokud pro každý bods0 ∈ S existuje okolí

U ⊂ R3 a mapap : O → S tak, žeU ∩S = p(O). Soubor map, které pokrývají celou plochuS se nazývá
atlas plochyS. Jsou-lip, p̃ dvě mapy naS, pak budeme zobrazeníφ = (p̃)−1 ◦ p nazývat (tam kde je
definované) p̌rechodové zobrazení mezi těmito dv̌ema mapami.



Příklad 3.5.

1. Jednotková sféra se šesti mapami typu

p(u, v) = (u, v,±
√

1− u2
1 − v21)

O = {(u, v) ∈ R
2 : u2 + v2 < 1}

2. Válec (x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, |z| < 1) s mapamip1,2(φ, t) = (cosφ, sinφ, t), O1 =
(−π, π)× (−1, 1) aO2 = (0, 2π)× (−1, 1).

3. Graf hladké funkcez = f(x, y) je hladká plocha s jedinou mapou

p(u, v) = (u, v, f(u, v)).

4. JestližeF (x, y, z) je hladká funkce, pak definujiS = {(x, y, z) : F (x, y, z) = 0}. Jestliže∇F =
(Fx, Fy, Fz) 6= 0 na celé množiňeS, pakS je hladká plocha s mapami z věty o implicitních funkcích.

Poznámka. P̌ripoměnme si, že zobrazeníf je homeomorfismus, jestliže je to bijekce af i f−1 jsou spojitá.

Poznámka. Necht’ p je prostá parametrizovaná plocha definovaná na omezené otevřené množiňe O.
Jestliže navíc lzep spojiťe rozší̌rit na O a i po rozší̌rení je toto zobrazení prosté, pak jep homeomor-
fismus a tedy i mapa.

Definice 3.6. Řekneme, že vektor~w ∈ R3 je těcný vektor k plošeS v boďe s0 ∈ S, pokud existuje
parametrizovaná křivkac(t) taková, že〈c〉 ⊂ S, c(t0) = s0 ac′(t0) = ~w. Množina všech těcných vektorů
v boďes0 ∈ S se nazývá těcný prostor k plošeS v boďes0 a znǎcí seTs0S.

Věta 3.7. Tečný prostorTs0S v libovolném boďe je vektorovým podprostoremR3. Jestližep je mapa na
S a s0 = p(u0, v0), pak

Ts0S = 〈pu(u0, v0),pv(u0, v0)〉.

Poznámka. Vektorypu, pv parciálních derivací v boďe (u0, v0) tedy tvǒrí bázi těcného prostoruTs0S a
tento prostor je ztotožňen sR2 prosťrednictvím derivace kp v boďe (u0, v0), která má tvar

p′ : (a, b)T → apu + bpv.

Definice 3.8. Jednodimenzionální ortogonální doplněk těcného prostoruTs0S v každém boďe se nazývá
normálnový prostora znǎcí seNs0S. Řekneme, že plochaS je orientovaná, jestliže je v každém jejím
boďe zvolena jednotková normálaN takovým způsobem, že existuje takový atlas plochyS, že pro každou
jeho mapup platí

N =
pu × pv

||pu × pv||
.

Poznámka. Pozďeji uvidíme, že zobrazení které každému bodu plochy přiřazuje takovouto jednotkovou
normálu je hladké zobrazení z orientované plochy na jednotkovou sféru a budeme ho nazývat Gaussovo
zobrazení.

Definice 3.9. Je-li S plocha as0 ∈ S její bod, pak naTs0S definujeme skalární součin jako restrikci
kanonického Eukleidovského skalárního součinu naR3

Is0(~w1, ~w2) := ~w1 · ~w2.

Tato symetrická bilineární forma se nazýváprvní fundamentální formaplochyS v boďes0 ∈ S.

Věta 3.10. Je-li p(u, v) mapa, pak je první fundamentální forma v každém bodě vyjáďrena vů̌ci bázi
(pu,pv) symetrickou maticí

Gp =

(
g11 g12
g21 g22

)

=

(
pu · pu pu · pv

pv · pu pv · pv

)

= [p′]T · [p].



Poznámka. První fundamentální formu na ploše můžeme chápat rovněž jako kvadratickou formu, která se
tradǐcně zapisuje jakog11du2 +2g12dudv+ g22dv

2. Někdy se pro koeficienty první fundamentální formy
používá oznǎceníg11 = E, g12 = g21 = F ag22 = G.

Důsledek 3.11.Necht’ p(u, v) je mapa na plošeS a c(t) = p(u(t), v(t)), t ∈ (α, β) parametrizovaná

křivka na ploše. Pak||c′(t)|| =
√

(u′, v′)Gp

(
u′

v′

)

a její délka je tedy
∫ β

α

√

(u′, v′)Gp

(
u′

v′

)

d t.

Jestliže navíc̃c(t̃) = p(ũ(t̃), ṽ(t̃)) je další ǩrivka na plošeS, která má sc(t) spolěcný bod, pak úhel
křivek c(t), c̃(t̃) v jejich spolěcném boďe definujeme jako úhel jejich tečných vektorů v tomto boďe a jeho
cosinus vypǒcítáme jako

(u′, v′)Gp

(
ũ′

ṽ′

)

√

(u′, v′)Gp

(
u′

v′

)
√

(ũ′, ṽ′)Gp

(
ũ′

ṽ′

) .

Poznámka. P̌ripoměnmě (MA), že je-lif hladká funkce na plošeS, pak definujeme integrál prvního druhu
vzorcem ∫

p(O)

f dS :=

∫

O

f ◦ p
√
detGdu dv =

∫

O

f ◦ p||pu × pv|| du dv,

který se nem̌ení p̌ri reparametrizaci.

Poznámka. Velikost plochy dostaneme speciálně prof ≡ 1.

Definice 3.12.Mapap : O → S se nazývá

1. isometrická, pokud zachovává délku křivek, tedy délka každé(u(t), v(t)) je stejná jako délkap(u(t), v(t))

2. konformní, (též úhlojevná) jestliže zachovává úhly mezi křivkami, tedy pro každé dv̌e ǩrivky je úhel
mezi(u(t), v(t)) a (ũ(t̃), ṽ(t̃)) stejný jako úhel mezip(u(t), v(t)) ap(ũ(t̃), ṽ(t̃)).

3. plochojevná, jestliže je velikost každé otevřené podmnožinyÕ ⊂ O stejná jako velikost plochy
p(Õ).

Věta 3.13.Mějme mapup : O → S s maticí první fundamentální formyGp. Pak

1. p je isometrická mapa, právě tehdy, kdyžGp = I2.

2. p je konformní mapa, práv̌e tehdy, kdyžGp = λI2, kdeλ > 0 je hladká funkceu, v.

3. p plochojevná mapa, právě tehdy, kdyždetGp = 1.

Příklad 3.14. 1. Mapy válce z p̌ríkladu 3.5 (2) jsou isometrické.

2. Mapa stereografické projekce je úhlojevná.

3. Mapy sféry získané z válce složením se zobrazením

f([x, y, z]) =

(

x
√
1− z2

√

x2 + y2
,
y
√
1− z2

√

x2 + y2
, z

)

jsou plochojevné.

Definice 3.15. Necht’ S je orientovaná plocha,s0 ∈ S a Ns0 jednotková normála v bodě s0. Druhá
fundamentální formaIIs0 plochyS v boďe s0 je kvadratická forma definovaná na tečném prostoruTs0S
následujícím způsobem. Necht’~w ∈ Ts0S a c(t) libovolná parametrizovaná křivka na plošeS taková, že
c(t0) = s0 ac′(t0) = ~w. Pak definujeme

IIs0 (~w) := c′′(t0) ·Ns0 .



Důsledek 3.16.Je-lip(u, v) mapa, pak je druhá fundamentální forma v každém bodě vyjáďrena vů̌ci bázi
(pu,pv) symetrickou maticí

H =

(
h11 h12

h21 h22

)

=

(
puu ·N puv ·N
pvu ·N pvv ·N

)

.

Poznámka. Druhá fundamentální forma se tradičně zapisuje jakoh11du
2 + 2h12dudv + h22dv

2. Někdy
se pro koeficienty první fundamentální formy používá označeníh11 = L, h12 = g21 = M ah22 = N .

Poznámka. Poznámka.Necht’ s0 ∈ S, Ns orientovaná normála,~w ∈ TsS jednotkový těcný vektor a
křivka c je parametrizovaná obloukem a má oskulační rovinus0 + 〈Ns0 , ~w〉 (nap̌ríklad je p̌rímo řezem
plochy a roviny obsahujícíNs0 ). Pak ǩrivostc v boďes je rovna±IIs0(~w).

Definice 3.17.Mějme orientovanou plochuS, bod na plošes0 a nenulový těcný vektor~w ∈ Ts0S. Pak
definujeme normálovou křivost plochyS v boďes0 ve sm̌eru ~w jako

κn(~w) :=
II(~w)

I(~w)
.

Důsledek 3.18(Meusnierova v̌eta). Necht’ c(t) je křivka na orientované ploše aκ její křivost. Pak v
každém jejím boďe platí

κ cosβ = κn(c
′),

kdeβ je úhel, který svírají vektory~n aN.

Definice 3.19.Minimum κ1 a maximumκ2 normálové ǩrivosti v daném boďes0 orientované plochyS se
nazývajíhlavní křivostia odpovídající sm̌ery se nazývajíhlavní směry.

Poznámka. P̌ri změňe orientaca m̌ení druhá forma plochy, normálové křivosti a hlavní ǩrivosti znaménko.
Hlavní sm̌ery zůstávají stejné.

Věta 3.20(Eulerova formule). V každém boďe s0 orientované plochyS existují dva navzájem kolmé
hlavní sm̌ery 〈~w1〉 (s minimální normálovou ǩrivostíκ1) a 〈~w2〉 (s maximální normálovou křivostí). Pro
normálovou ǩrivost v libovolném jiném sm̌eru ~w ∈ Ts0S platí

κn(~w) = cos2(α)κ1 + sin2(α)κ2,

kdeα je úhel, který svírají vektory~w a ~w1.

Definice 3.21.V každém boďe orientovatelné plochy definujeme Gaussovu křivostK a sťrední ǩrivostH
jako

K = κ1κ2, H =
κ1 + κ2

2
.

Poznámka. Gaussova ǩrivost nezáleží na volb̌e orientace. Bohužel se používá stejné písmenoH pro
sťrední ǩrivost i pro matici druhé fundamentální formy. Nenechejme se tím zmást!

Definice 3.22.Bod orientovatelné plochy se nazývá

1. eliptický, jestliže v ňem platíK > 0; jestliže navícκ1 = κ2 nazývá sekruhový.

2. parabolický, jestliže v ňem platíK = 0; jestliže navícκ1 = κ2 = 0 nazývá seplanární.

3. hyperbolický, jestliže v ňem platíK < 0.

Věta 3.23(Výpočty v map̌e.). Jesližep(u, v) je mapa na orientované oploše aG, H příslušné matice první
a druhé fundamentální formy, pak

1. hlavní ǩrivosti a hlavní sm̌ery vyjáďrené v soǔradnicích vů̌ci bázi{pu,pv} nalezneme jakǒrešení
rovnice

(H − λG)

(
a
b

)

=

(
h11 − λg11 h12 − λg12
h21 − λg21 h22 − λg22

)(
a
b

)

= 0,

s neznámýmiλ a (a, b)T .



2. Pro Gaussovu křivost platíK =
h11h22−h2

12

g11g22−g2

12

= detH
detG .

3. Pro sťrední ǩrivost platíH = h11g22−2h12g12+h22g11
2(g11g22−g2

12
)

.

Definice 3.24.Parametrizovanou křivku c(t) na ploše nazvemehlavní, jestliže pro každét jec′(t) hlavním
směrem. Ǩrivku nazvemeasymptotickou, jestliže pro každét je κn(c

′(t)) = 0.

Věta 3.25.Pro ǩrivku vyjáďrenou v map̌e jakoc(t) = p(u(t), v(t)) platí, že je

1. hlavní, práv̌e když spľnuje diferenciální rovnici

det





(v′)2 −u′v′ (u′)2

g11 g12 g22
h11 h12 h22



 = 0

2. asymptotická, práv̌e když spľnuje diferenciální rovnici

h11(u
′)2 + 2h12u

′v′ + h22(v
′)2 = 0.

Definice 3.26.Necht’c(t) je regulární parametrizovaná křivka na orientované plošeS. Geodetickou křivost
křivky c definujeme jako

κg =
c′′ · (N× c′)

||c′||3 =
det(c′, c′′,N)

||c′||3 ,

kdeN je normála plochy v p̌ríslušném boďe.

Poznámka.Geodetická ǩrivost se nem̌ení p̌ri reparametrizaci zachovávající orientaci křivky a mění znaménko
při změňe orientace ǩrivky.

Věta 3.27.Pro každou regulární parametrizovanou křivku c na orientované plošeS platí

κ2 = κn(~t)
2 + κ2

g

a v jejích neinflexních bodech navíc platí

κ~n = κn(~t)N+ κg(N×~t).

Definice 3.28.Řekneme, že parametrizovaná křivka c(t) na plošeS je geodetika, jestliže v každém jejím
boďe platí

c′′(t) ⊥ Tc(t)S.

Věta 3.29. Parametrizovaná křivka c(t) je geodetika na plošeS práv̌e tehdy, když má v každém bodě
nulovou geodetickou ǩrivost a parametrizace parametremt má konstatní rychlost||c′(t)||.
Věta 3.30(Soustava rovnic pro geodetiky). Křivka v map̌ec(t) = p(u(t), v(t)) je parametrizovaná geode-
tika práv̌e tehdy, když jsou splňeny rovnice

d

dt
(g11u

′ + g12v
′) =

1

2

(

[g11]u(u
′)
2
+ 2[g12]uu

′v′ + [g22]u(v
′)
2
)

,

d

dt
(g12u

′ + g22v
′) =

1

2

(

[g11]v(u
′)
2
+ 2[g12]vu

′v′ + [g22]v(v
′)
2
)

,

kdeG = {gij} je matice první fundamentální formy plochy.

Lemma 3.31. Pro každou mapup(u, v) existují hladké funkceΓk
ij(u, v) tak, že

puu = Γ1
11pu + Γ2

11pv + h11N

puv = pvu = Γ1
12pu + Γ2

12pv + h12N

pvv = Γ1
22pu + Γ2

22pv + h22N,

kdehij jsou koeficienty druhé fundamentální formy plochy. Tyto funkceΓk
ij(u, v) se nazývajíChristof-

felovy symbolya lze je vyjáďrit pomocí koeficientůgij první formy plochy a jejich derivací.



Věta 3.32.Soustavu rovnic pro geodetiky lze ekvivalentně vyjáďrit jako

u′′ + Γ1
11(u

′)2 + 2Γ1
12u

′v′ + Γ1
22(v

′)2 = 0
v′′ + Γ2

11(u
′)2 + 2Γ2

12u
′v′ + Γ2

22(v
′)2 = 0

.

Důsledek 3.33.Pro daný bods0 ∈ S a nenulový vektor~w ∈ Ts0 existujeǫ > 0 a práv̌e jedna parametri-
zovaná geodetikac : (−ǫ, ǫ) → S taková, žec(0) = s0 ac′(0) = ~w.

Lemma 3.34(Euler-Lagrangeovy rovnice). Necht’F (t, u1, v1, u2, v2) je hladká funkce na〈α, β〉 × R4.
Necht’A,B ∈ R2 jsou dva pevňe zvolené body. Pro libovolnou křivku

c(t) = (u(t), v(t)) : 〈α, β〉 → R
2

takovou, žec(α) = A, c(β) = B definujeme funkcionál

Φ(c) =

∫ β

α

F (t, u, v, u′, v′)dt.

Jestliže ǩrivka c je globálním minimem funkcionáluΦ pak proc platí pro každou hodnotut následující
rovnice

d

dt

(
∂F

∂u2
(t, u, v, u′, v′)

)

=
∂F

∂u1
(t, u, v, u′, v′),

d

dt

(
∂F

∂v2
(t, u, v, u′, v′)

)

=
∂F

∂v1
(t, u, v, u′, v′).

Věta 3.35.Jestliže ǩrivka parametrizovaná na ploše konstantní rychlostí je nejkratší spojnicí svých krajních
bodů, pak je geodetikou.

4 Hlubší výsledky o plochách.

Definice 4.1. Zobrazeníf : S → S̃ mezi dv̌ema plochami se nazývá hladké, jestliže pro každé dvě mapy
p : O → S, p̃ : Õ → S̃ je zobrazení

p̃−1 ◦ f ◦ p
hladkým zobrazením otevřených podmnožinR2.

Definice 4.2. Necht’ f : S → S̃ je hladké zobrazení mezi dvěma plochami. Pak pro každés0 ∈ S se
lineární zobrazení

df(s0) : Ts0S → Tf(s0)S̃,

které vektoruc′(0) přiřazuje vektor(f ◦ c)′(0) nazývátečným zobrazenímk f v boďes0.

Definice 4.3. Mějme orientovanou plochuS s jednotkovou normálouN a S2 je jednotková sféra vR3.
Zobrazení,

N : S → S
2,

které každému bodu přiřazuje p̌ríslušnou normálu se nazýváGaussovo zobrazení. Dále pro každý bod
s0 ∈ S definujeme Weingartenovo zobrazení jako

w(s0) = −dN(s0) : Ts0S → T~n(s0)S
2 = Ts0S.

Věta 4.4. Weingartenovo zobrazení je vyjádřeno vů̌ci bázi(pu,pv) maticí

W = G−1H,

a tedy hlavní sm̌ery a hlavní ǩrivosti jsou vlastními sm̌ery a vlastnímǐcísly Weingartenova zobrazení.



Důkaz.(pu,pv,N) je bázeR3 Parciální derivací vztahuN ·N = 1 dostáváme, žeNu aNv jsou kolmé na
N a tedy můžeme psát

Nu = dN(pu) = −w11pu − w21pv, Nv = −w12pu − w22pv. (2)

Parciálním derivováním vztahůpu ·N = pu ·N = 0 dostáváme alternativní vzorce pro koeficienty druhé
formy

h11 = puu ·N = −pu ·Nu = w11g11 + w21g12
h12 = puv ·N = −pu ·Nv = −pv ·Nu = w12g11 + w22g12 = w11g21 + w21g22
h22 = pvv ·N = −pv ·Nv = w12g21 + w22g22,

což dohromady dáváH = WT ·G = G ·W . Tvrzení o hlavních ǩrivostech a sm̌erech plyne z 3.23. Vztah
zapsaný bez souřadnic je

II(~w1, ~w2) = −I(~w1, dN(~w2))

. �

Poznámka. Mějme zobrazeníf : S → S̃, mapup : O → S s maticí první fundamentální formyG a mapu
p̃ = f ◦ p naS̃ s maticí první fundamentální formỹG. Pro zobrazení mezi plochami definujme vlastnosti
stejňe jako v 3.12. Pak platí podobně jako v 3.13

1. f je isometrické, práv̌e tehdy když pro každou takovou mapu platíG = G̃,

2. f je konformní, práv̌e tehdy když pro každou takovou mapu platíG = λG̃, kdeλ je kladná funkce
naO,

3. f zachovává velikosti ploch, právě tehdy když pro každou takovou mapu platídetG = det G̃.

Definice 4.5. P̌redpokládejme, žeS je plocha vR3. Riemannova metrikanaS přiřazuje každému bodu
s0 ∈ S skalární soǔcin Is0 na těcném prostoruTs0S hladkým způsobem. Přesňeji pro každou mapup(u, v)
naS jsou položky matice

[I](pu,pv) = G(u, v) =

(
g11 g12
g21 g22

)

hladké. Symbolicky tuto Riemannovu metriku (ve zvolených soǔradnicích) zapisujeme jako výraz

ds2 := g11 du
2 + 2g12 du dv + g22 dv

2.

Poznámka. Na ploše s Riemannovou metrikou můžeme studovat délku, úhly, plochy, isometrická, kon-
formní a plochojevná zobrazení. Jsou-liS S̃ dvě plochy s R. metrikami s maticemiG a G̃, pak vlastnosti
zobrazeníf : S → S̃ studujeme porovnáním maticG a DT G̃D, kdeD je maticedf vyjáďrená vů̌ci
příslušným bazím. Geodetiky definujeme jako křivky splňující rovnice 3.30. Nejkratší spojnice jsou pak
geodetiky v duchu v̌ety 3.35.

Definice 4.6. Budeme uvažovat vektorový prostorM3 = {x = (x0, x1, x2)|xi ∈ R} s kvadratickou
formouQ(x) = −x2

0 + x2
1 + x2

2. Definujeme plochu jako jeden list dvoudílného hyperboloidu

H2 = {(x0, x1, x2) ∈ M3| − x2
0 + x2

1 + x2
2 = −1, x0 > 0}.

V každém boďe definujeme Riemannovu metriku jako zúžení formyQ na těcný prostor (toto už je pozitivňe
definitní).

Definice 4.7. P̌rímky naH2 definujeme jako průniky rovin procházejících počátkem sH2. Úsěcky defin-
ujeme jako souvislé omezené úseky přímek.

Věta 4.8. GrupaSO(2, 1), kterou definujeme jako podgrupu všech regulárních matic generovanou mat-
icemi tvaru

M1 =





1 0 0
0 cosα sinα
0 − sinα cosα



 a M2





coshβ sinhβ 0
sinhβ coshβ 0

0 0 1



 ,

tvoří grupu p̌rímých izometrií plochyH2 s Riemannovou metrikou.



Definice 4.9. MnožinaU = {[u, v] ∈ R2|u2 + v2 < 1} spolu s Riemannovou metrikou

ds2 =
4

(1− u2 − v2)2
(du2 + dv2)

se nazývá kruhový Poincarého model hyperbolické roviny.

Věta 4.10.Stereografická projekce mezi diskemU a hyperboloidemH2

Φ(u, v) =

(
1 + u2 + v2

1− u2 − v2
,

2u

1− u2 − v2
,

2v

1− u2 − v2
,

)

je isometrií vzhledem k p̌ríslušným Riemannovým metrikám.

Definice 4.11.MnožinaH+ = {[x, y] ∈ R2|y > 0} spolu s Riemannovou metrikou

ds2 =
1

y2
(dx2 + dy2).

se nazývá polorovinový Poincarého model hyperbolické roviny.

Věta 4.12.Zobrazení, které boduz = x+ iy ∈ H+ přiřazuje bodζ = u+ iv ∈ U , pro který platí

ζ =
z − i

z + i

je isometrií meziH+ aU vzhledem k p̌ríslušným Riemannovým metrikám a jeho inverze má tvar

z =
i(1 + ζ)

1− ζ
.

Věta 4.13.Zobrazení tvaru

ϕ(z) =
az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

tvoří grupu p̌rímých isometriíH+. P̌rímky a úsěcky v U aH+ definujeme jako obrazy přímek a úsěcek
v H2. P̌rímky jsou v ťechto modelech b̌ežné úsěcky a kruhové oblouky kolmé na hranici modelu. Přímky
splňují geodetické rovnice a úsečky jsou nejkratšími spojnicemi svých bodů.



Věta 4.14.V polorovinovém modelu hyperbolické geometrie je plocha hyperbolického trojúhelníka s úhly
α, β, γ rovna

π − (α+ β + γ).

Věta 4.15(Theorema egregium.). Gaussovu ǩrivostK lze vypǒcítat pomocí koeficientů matice první fun-
damentální formyG a jejich derivací.

Poznámka. Vzorec proK má při obecné mapě poměrně komplikovaný tvar
∣
∣
∣
∣
∣
∣

− 1
2 (g11)vv + (g12)uv − 1

2 (g22)uu
1
2 (g11)u (g12)u − 1

2 (g11)v
(g12)v − 1

2 (g22)u g11 g12
1
2 (g22)v g12 g22

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−

∣
∣
∣
∣
∣
∣

0 1
2 (g11)v

1
2 (g22)u

1
2 (g11)v g11 g12
1
2 (g22)u g12 g22

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(detG)2
.

Definice 4.16. Řekneme, že ǩrivka c(t) na ploše orientované ploše je jednoduchá, uzavřená, kladňe ori-
entovaná ǩrivka, jestliže existuje mapap : O → S taková, žec(t) = p(c̃(t)), kde c̃(t) = (u(t), v(t)) je
Jordanova jednoduchá, uzavřená ǩrivka v rovině, kladňe orientovaná (proti sm̌eru hodinových rǔciček) a
navícInt c̃ ⊂ O. OznǎcmeInt c = p(Int c̃).

Věta 4.17.Necht’c jednoduchá, uzavřená, kladňe orientovaná ǩrivka na plošeS. Pak
∫

Int c

K dS = 2π −
∫

c

κg ds,

kdeκg je geodetická ǩrivost ǩrivky c aK je Gaussova ǩrivost plochyS.

Definice 4.18(Křivočarý mnohoúhelník na ploše). Řekneme, žec(t) = p(c̃(t)), t ∈ (α, β) je po
částech hladká, jednoduchá, uzavřená, kladňe orientovaná ǩrivka na ploše pokud splňuje všechny pod-
mínky definice 4.16 krom̌e hladkostic(t) v koněcně mnoha bodechα = t0 < t1 < . . . < tn = β,
ve kterých je pouze spojitá a existují jednostranné nenulové derivacec′−(ti) a c′+(ti) pro všechnai =
0, . . . , n,.

MnožinuM = c ∪ Int(c) budeme nazývat křivočarý mnohoúhleník, bodyc(ti) se nazývají vrcholy
tohoto mnohoúhleníka a křivkac zúžená na dílčí intervaly ďelení se nazývá hranou mnohoúhelníka. Křivka
c se nazývá obvod mnohoúhleníka. Orientovaný (proti směru hodinových rǔciček) úhelαi ∈ (−π, π) mezi
vektroryc′−(ti) ac′+(ti) se nazývá vňejší úhel mnohoúhelníka u vrcholuc(ti).

Věta 4.19. Necht’ c(t) je obvod ǩrivočarého mnohoúhelníka na plošeS s vňejšími orientovanými úhly
α1, . . . , αn u svých vrcholů. Pak

∫

Intc

K dS = 2π −
∫

c

κg ds−
n∑

i=1

αi.

Důsledek 4.20.P̌redpokládejme, žec je křivočarý trojúhelník s vniťrními úhlyα, β, γ u svých vrcholů a
že jeho hrany jsou jsou geodetiky. Pak

∫

Int c

K dS = α+ β + γ − π

Definice 4.21(Triangulace a Eulerova charakteristika plochy). Necht’S je kompaktní plocha. Její trian-
gulace je soubor ǩrivočarých mnohoúhelníkůMi, i = 1, . . . , k naS s následujícími vlastnostmi:
(1) existuje atlas naS takový, že každý mnohoúhelníkMi se vejde i se svým obvodem do některé mapy
tohoto atlasu;
(2) S = ∪k

i=1Mi;
(3) proi 6= j je Mi ∩ Mj bud’ prázdná množina, nebo společná hrana, nebo společný vrchol;
(4) Každá hrana triangulace je hrana právě dvou mnohoúhelníků.

Eulerova charakteristika plochyS je číslo, uřcené následujícím způsobem: zvolme trinagulaci, která
má množinu sťen (mnohoúhelníků)S, oznǎcmeV množinu všech vrcholů,H množinu všech hran. Pak
Eulerova charakteristikaχ se definuje vztahem

χ = |V | − |H |+ |S|.



Věta 4.22.Necht’S je kompaktní plocha, pak
∫

S

K dS = 2πχ,

kdeK je Gaussova ǩrivost aχ je Eulerova charakteristikaS.

Důkaz.Mj jsou mnohoúhelníky tvǒrící triangulaci plochyS, αj
i jejich vnější úhly aβj

i = π − αj
i jejich

vnitřní úhly. Pak dostáváme
∫

S

KdS =
∑

j

∫

Int Mj

KdS =
∑

j

(2π −
∫

Mj

κgds−
∑

i

αj
i ) = S2π −

∑

i,j

αj
i

= S2π −
∑

i,j

π +
∑

i,j

αj
i = S2π − 2Hπ + V 2π = 2πχ

�

Důsledek 4.23.Eulerova charakteristika nezávisí na volbě triangulace.
∫

S
K dS se nem̌ení p̌ri hladké

deformaci kompaktní plochy.

Definice 4.24. V každém vrcholu uzav̌reného mnohostěnu definujeme diskrétní Gaussovu jako defekt
soǔctu p̌rilehlých úhlů.

K(v) = 2π −
∑

αi∈Star(v)

αi

Věta 4.25.Pro uzav̌rený mnohosťen s množinou vrcholůV a Eulerovou charakteristikouχ platí

∑

vi∈V

K(vi) = 2πχ.

Důkaz.
∑

vi∈V

K(vi) = 2π|V | −
∑

vi∈V

∑

αij∈Star(vi)

αij

= 2π|V | −
∑

fk∈F

∑

αkl∈fk

αkl

= 2π|V | −
∑

fk∈F

π(nk − 2) = 2π (|V | − |E|+ |F |)
︸ ︷︷ ︸

χ

.
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