Geometrie - seznam V&t a definic - LS 2018/19, znén{ je zde presné, ale diikazy jen naznaceny. Kom-
pletni dikazy jsou na prednaskach.

e za zékladni pro potieby prvniho bodu pisemné Césti zkouSky jsou povazovany vSechny definice z
kapitol 1 a 2, nebudou zde zkouSeny definice kapitoly 3.

e za zdkladni véty pro potieby prvniho bodu jsou povazovény 1.10, 1.17, 1.24,1.25, 1.28, 2.13, 2.18,
2.20,2.27,2.33,2.35,3.11, 3.12, 3.14, 3.19.

s ¥z

e Diikazy nasledujicich vét se budou zkouSet pouze v Ustn{ ¢asti a to v takovém rozsahu a preciznosti
v jaké byly odpfedneseny na prednasce: 1.9, 1.18, 1.19, 1.20, 1.24, 1.28, 1.29, 2.25,2.31,2.32, 2.33,
2.34,2.35,3.12, 3.14, 3.16, 3.17.

1 Teorie krivek

Definice 1.1 (srovnej Pick a kol. 14.1.43). Bud’ I C R interval (pfipadné neomezeny), spojité zobrazen{
c : I — R"™ se nazyvd parametrickd kfivka v R™. Mnozina (c) := c(I) C R"™ se nazyvd obraz kFivky.
Parametrickd kfivka se nazyva hladkd, jestlize c je tfidy €°° a reguldrni, jestlize c je regularni, tedy
c'(t) # (0,0,...,0)T prokazdé t € I.

Priklad 1.2. V této kapitole budeme véty a definice ilustrovat na ptikladu parametrizace kruZnice

3cost
c(t) = (3 sin t)

c(u) = 3 1—u?
T 14w 2u

pro u € (—00, 00). Reparametrizace je tvaru u = tan% anaopak ¢t = 2 arctan u.

prot € (—m,7) a jeji reparametrizace

Poznamka.

e Je-li I uzavieny nebo polouzavieny interval, rozumime hladkym zobrazenim na I restrikci na
hladkého zobrazeni definovaného na néjakém otevieném nadintervalu.

e Parametrickd kiivka je popsdna n-tici funkci c(t) = (c1(t), -+ ,cn(t))” jedné proménné defino-
vanych na I.

e Jeji derivace je linedrni zobrazeni (totdln{ diferencidl), které vyjadiime sloupcovym vektorem (matici
n x 1) a budeme ho chdpat jako (te¢ny) vektor ¢’(t) € R™, ktery zdvisi na parametru. Pro hladkou
reguldrni parametrickou kfivku definujeme jeji funkci rychlosti ||c’(¢)|], kterd je hladk4 a kladna.

e Ve vétach a definicich budeme pro jednoduchost pracovat s hladkymi kiivkami (tfidy "), ale
vétsina pojmi a vysledkd plati i pro nizi{ tfidu hladkosti (naptiklad €3).

Definice 1.3. Je-li ¢ : I — R® reguldrni parametrickd k¥ivka a ¢ : I — I hladky difeomorfismus intervalu
Inal, jec=co¢: I —>R3 regularni parametrickd kiivka se stejnym obrazem jako c. Difeomorfismus ¢
pak nazyvdme zménou parametru a ¢ reparametrizaci c. Je-linavic ¢’ > 0 na I, nazveme ¢ reparametrizac{
c zachovdvajici orientaci.

Poznamka. V diferencidlni geometrii studujeme vlastnosti kfivek, které se pfi reparametrizaci neméni
nebo méni odpovidajicim zptsobem (napifiklad méni znaménko pfi zméné orientace). Nadéle budeme
pouZivat zkrdceny zdpis parametrizaci téZe kiivky. Napfiklad pokud mdme parametrickou kiivku c(¢)
budeme jeji reparametrizaci €(s) = ¢(¢(s)) oznacovat jednoduse c(s). Ddle budeme psat napriklad ¢(s)
namisto t = ¢(s) a v disledku i s(t) namisto s = o~ 1(¢). Kone&né kvili zjenoduseni zdpisu budeme
nékdy vynechévat hodnotu parametru a budeme psat napiiklad ¢’ misto ¢’(¢) a podobné. Pokud nefekneme

jinak, ¢arka znaci derivaci % a teCka derivaci %.



Lemma 1.4. Pro derivace dvou parametrizaci c(t) a c¢(s) = c(¢(s)) téZe hladké reguldrni kiivky v kazdém
odpovidajicim bodé plati

ittt
(ele] €) = (/|| [0 2 3it
0 0 £

Dikaz: Piimy vypocet derivace slozné funkce, napi: ¢ = “Lc(t(s)) = Lc(t) %L =fc’. O

Definice 1.5 (Rovinné kfivky). V kazdém bodé& hladké reguldrni parametrické kfivky v R? definujeme
Jednotkovy tecny vektor

déle orientovany jednotkovy normalovy vektor
_, 0 —1\-
0= (] )i

det(¢/(1)]e" (1))
N PTOIIE

Bod, ve kterém je znaménkova kiivost nulova nazyvame inflexni.

a znaménkovou kiivkost

Véta 1.6. Pii reparametrizaci kfivky v R? zachovévajici orientaci se v daném bodg& tecny vektor, orien-
tovany normdlovy vektor a znaménkova kiivost neméni. Pfi reparametrizaci kterd meéni orientaci se tyto
vektory méni na opacné a znaménkova kiivost pouze zméni znaménko.

Dikaz: S vyuZitim lemmatu [[.4]

- c tc’ TN con(i)E,
t(s) = el = Tl = s1gn(t)w = sign(¢)t(¢).
Dale plati ) 0oy - o
. (s) (1 0 > t(s) (1 0 > sign(t)t(t) = sign(t)i,(¢).
Konec¢né
t ot
- det [(c|c") o
det(¢|e 0 ¢ ) . det(c’|c” .
(o) = g = [wé ﬂ“m”mku%waﬂ
U

Véta 1.7. Znaménkovi kfivost, te¢ny a normalovy vektor jsou equivariantni vii¢i shodnostem R?. Piesnéji
méjme pifmou shodnost ve tvaru x — Ax + a, kde A - AT = I,. Mdme-li parametrickou kiivku c(t) a
v jejim libovolném bodé k., t, i, pak kiivka ¢(t) = Ac(t) + a md v odpovidajicim bodé znaménkovou

kfivost 7. = (det A)k., te&ny vektor t = At a normélovy vektor i, = (det A)Ax,.

Dikaz: Plyne z definic a toho, Ze ¢’(t) = Ac'(t) a ¢’ (t) = Ac”(¢). O
Definice 1.8. Pro kaZdou k¥ivku c definujeme v kazdém bodg jeji tecnou pFimku jako mnoZinu c(t)+ (t(t))
a ddle v kazdém neinflexnim bodé definujeme jeji orientovany polomér kfivosti jako R(t) = ﬁ(t), jeji

stied kfivosti jako bod S(t) = c(t) + R(t)1l.(t) a kruZnici se stfedem S(¢) a polomérem R(t) nazyvame
oskulacni kruznice v bodé c(t).

Véta 1.9. Ve svém kazdém neinflexnim bodé€ ma kfivka ze vSech pifmek kontakt nejvyssiho fadu s te¢nou
pfimkou a ze vSech kruznic ma kontakt nejvyssiho raddu s oskulacni kruZnici.



Diikaz: Diky linedrni reparametrizaci postali tuto vlastnost studovat v bod€ ¢ = 0 a diky pfimé shodnosti
muzeme predpokladat, Ze c(0) = (0,0) a ¢’(0) = (c,(0),0), kde ¢/,(0) > 0. Mdme tedy t(0) = (1,0) a
i, (0) = (0,1). V tomto bod€ uvazujme Taylortiv rozvoj kiivky

1 1
c(t) = (c;(O)t + 50;’(0) + o(t?), 505(0) + 0(t2)) )

Dosazenim do obecné rovnice primky

ar+by+c=0
vyvodime, Ze pro kontakt fadu 0 (jednondsobny prisecik) musi platit ¢ = 0 a pro kontakt fddu 1 (dvo-
jndsobny prisecik) musi navic platit a = 0, ¢imZ dostdvame te¢nou pifmku. Kontakt vys$siho fadu neni
mozny.

Dosazenim do obecné rovnice kruznice

(x—8:)+(@y—S,) —R*=0

vyvodime, Ze pro kontakt f4du 0 (jednondsobny priise¢ik) musi platit R* = S7 + S? a pro kontakt fdu
1 (dvojndsobny prtisecik) musi platit S, = 0 a pro kontakt fadu 2 (trojndsobny prisecik) musi platit
Sy = 1/k,(0) ¢imZ dostdvame oskulacni kruznici. Kontakt vy§siho fddu neni obecné mozny, nastal by
pouze v piipadg, Ze «.,(0) = 0, tedy v kritickém bodé& kfivosti, napiiklad v jejim maximu. O

Véta 1.10. Pro hladkou reguldrni parametrickou kfivku c : I — R? plati
t(t) = [/ (1) m= (R (D).

Dile plati, 7e existuje hladké funkce 6(t) : I — R splitujici t(t) = (cos6(t),sin6(t)) prot € I a pro
znaménkovou kiivost pak plati
ko (t) = A7
lle’ @)l
Pokud je tedy kfivka parametrizovana konstantni jednotkovou rychlosti ||c’(¢)|| = 1, pak je tedy znaménkova
ktivost rychlosti zmény sméru kiivky.

tel

Dukaz: Derivovdnim dostaneme

E’/_( ¢ )/_ ||C/||2C”—(C/'C”)C/

lell) lle']f?

a pak vysledek dopocitdme v soutfadnicich Xx,y. O

Véta 1.11. Pro kazdou hladkou funkci f(¢) pro ¢t € I existuje aZ na pfimou podobnost pravé jedna hladkd
rovinn4 kfivka c(t) parametrizovand jednotkovou rychlosti tak, Ze «,(t) = f(t).

Dukaz: O

Definice (a lemma) 1.12. V kazdém bodg& hladké reguldrni kiivky ¢ v R? definujeme jeji k#ivost

_ e x|

el

Tento vyraz nezavisi na parametrizaci. Bod, ve které je kfivost nulova se nazyva inflexni bod. V kazdém
neinflexnim bodé dale definujeme torzi

(C/ X cl/) . C/// _ det(C/|C//|cl//)

||c’ % c/’||2 - ||c/ % c//||2

T =

Tento vyraz nezdvisi na parametrizaci.



Definice (a lemma) 1.13. V kazdém bod¢ hladké reguldrni kiivky c(t) definujeme jeji jednotkovy tecny
vektor vyrazem /
£ = <0
e’ ()]
Tento vektor se neméni pfi reparametrizaci zachovajici orientaci. Pri reparametrizaci kterd méni orientaci
se teény vektor méni na vektor opaény, tedy na —t(t). V kazdém neinflexnim bodé c(t) definujeme jeji
Jednotkovy binormdlovy vektor

/ 1
- c' xc
b(t) = T —

[le’ > e|
a jednotkovy normdlovy vektor
n(t) = b(t) x t(t).
Tyto vektory se neméni pii reparametrizaci zachovajici orientaci. Pfi reparametrizaci kterd méni orientaci
zustdvd normdlovy vektor beze zmény a binormélovy vektor se méni na vektor opacny.

Definice 1.14. Pro hladkou reguldrni kiivku ¢ v R? definujeme v kazdém bodé jeji tecnou piimku jako
mnoZinu c(t) + (t(t)) a ddle v kaZzdém neinflexnim bodé definujeme

e ortonormaln{ Frenetiiv repér jako uspotddanou trojici {& (), i(t), b(t)}.

—

e jeji oskulacni rovinu jako mnoZinu c(t) 4 (t(t), fi(t)),

e jeji rektifikacni rovinu jako mnozinu c(t) + (£(¢), b(t)),

e jeji normdlovou rovinu jako mnozinu c(t) + (fi(t), b(t)).
Definice (a lemma) 1.15. O parametrizované kfivce c(t) fekneme, Ze je parametrizovand obloukem nebo
jednotkovou rychlosti, jestlize pro v8echna ¢ € I plati ||c/(¢)|| = 1. KaZdou hladkou reguldrni kiivku lze
parametrizovat obloukem. Je-li c(s) néjakd parametrizace obloukem, pak vSechny reparametrizace c(3)
obloukem z nf ziskdme zménou parametru ve tvaru s = £3 + sg, kde sg je libovolna konstanta.

Lemma 1.16. Pro kiivku hladkou c(t) v R? parametrizovanou obloukem v kaZdém bodg plati t(t) = ¢ (t)

a v kazdém neinflexnim bod€ navic plati fi(t) = IIEZ% ar(t) =" @) = ||c') x " (t)]]

Véta 1.17 (Frenetovy vzorce). Je-li c(¢) hladk4 kiivka v R?® parametrizovand obloukem, pak v kazdém
neinflexnim bod¢ plati

t'=xd, @& =-wt+7b, b =-7i,
coZ lze vyjadrit maticové jako
t/ 0 x O t
nw|l=-x 0 7 n
b’ 0 -7 0/ \b

nebo s vyuZzitim takzvaného Darbouxova vektoru d=rt+rb jako
' =dxt, i =d x i, b =d x b.

Poznamka. Vidime tedy, Ze v parametrizaci obloukem (kdy se poloha bodu méni jednotkovou rychlost{)
kiivost vyjadiuje rychlost okamzZité zmény te¢ného vektoru (a tim i te¢né pifimky) a torze rychlost okamzité
zmény binormélového vektoru (a tim i oskulacni roviny). RovnéZ miZeme okamZitou zménu celého
Frenetova repéru chépat jako rotaci kolem Darbouxova vektoru, jejiz rychlost je dand jeho délkou, tedy
VK2 + 72, které se nékdy fika celkova kiivost.

Véta 1.18. V libovolném neinflexnim bodé A hladké kiivky ¢ uvaZujme parametrizaci obloukem c(t),
pro kterou ¢(0) = A. V soufadnicich danych poCdtkem A a Frenetovym repérem v bodé A m4 tato
parametrizace takzvany kanonicky Tayloriv rozvoj

R
c(t)=| =02 ~O0s
©)7(0) ;3

=+



Diisledek 1.19. Ve svém ka?dém neinflexnim bodé& hladk4 reguldrni kfivka v R3
1. protind normalovou rovinu
2. madli v tomto bod¢ nenulovou torzi, pak protind i oskula¢ni rovinu

3. dotyka se rektifikacni roviny, ale neprotind ji (tedy v okoli tohoto bodu zlstava pouze v jednom z
poloprostorti, na které rektifikaénf rovina rozdéluje R?)

4. ma ze vSech pifimek kontakt nejvyssiho fadu s tenou pifimkou
5. ma ze vSech rovin nejvyssi kontakt s oskulacni rovinou

Véta 1.20. Necht' f > 0, ¢ jsou hladké funkce definované na otevieném intervalu I. Pak existuje aZ
na pfimou eukleidovskou shodnost pravé jedna hladkd kiivka c(t) v R® parametrizovand obloukem na
intervalu I tak, Ze

r(t) = f@t), 7(t) = g(t).

Tyto rovnice se nékdy nazyvaji prirozené rovnice krivky.
Véta 1.21. Pro reguldrni hladkou parametrizovanou kiivku ¢ : I — R? bez inflexnich bodi plati
T(t) = 0,t € I <= kfivka leZi v roviné.

Véta 1.22. Pro reguldrni hladkou parametrizovanou kfivku ¢ : I — R? vnofenou do R3 zobrazenim
(2,y) — (x,y,0) plati

K= |K.]

a v neinflexnich bodech
0 = sign(k, )M..

Definice 1.23. Parametrizovana kiivka c : [a, b] — R? je uzaviend, jestlize c(a) = c(b) ac¥ (a) = ¢ (b)
pro vSechna ¢ € N. Uzaviend kiivka je jednoduchd, je-1i ¢ prosté na [a, b). Jordanova kfivka je jednoduchd
uzaviend reguldrni parametrizovand kiivka.

Véta 1.24 (Umlaufsatz). Je-li c(¢) hladkd Jordanova kfivka s kladnou orientaci (proti sméru hodinovych
ru¢i¢ek) parametrizovand obloukem na intervalu ¢ € [a, b], pak

b
/Fazdc:/ K (t) dt = 2m.
c a

Poznamka. Uvazujmé kladné orientovany (proti sméru hodinovych ru¢i¢ek) mnohoudhelnik A;, Ao, ..., A,
s vnitfnimi dhly a;. V kazdém vrcholu A; uvazujme vnéjsi thel &; = (7 —c;) € (—m, 7), jako orientovany
thel zmény tecného vektoru (méfeny proti sméru hodinovych rucicek). Pak plati

n
E O_éi = 2.
=0

Podobné pro kiivoCary rovinny mnohothelnik, jehoZ strany jsou hladké kiivky c;, které v bodech Ay, Ao, ..., A,
navazuji s vnéj$im thlem a&; plati

S [ retda—en

i=0 v Ci i=0

Véta 1.25. Jestlize vnitini thly u vrcholt sférického trojihelnika na jednotkové sfére A, B, C postupné
oznacime «, (3, v, pak pro velikost | ABC| plochy trojihelnika ABC' plati

|ABC|=a+ B+~ —m.



|ABC| =21 — (@ + B+ 7).

Obecnéji uvazujme na jednotkové sféfe uzavienou jednoduchou orientovanou lomenou édru Aq, As, ..., A,, Aja

~oev s

|A1A2 . An' =21 — ZC_YL
=0

Pti spravné definované (geodetické) znaménkové kiivosti pak plocha ohrani¢end kladné orientovanou uza-
vienou kfivkou bude

b
27r7/ K. (t)dt.

a pro kiivocary mnohouhelnik

Lemma 1.26. Bud c(t) = (c.(t),y,(t))T, t € [a,b] kladné orientovand hladké Jordanova kfivka. Pak
plos$ny obsah oblasti Int ¢ je roven

b b b
A= 7/ cy(t)c (t)dt :/ ca(t)c, (t)dt = %/ (cac) — cpey)dt.

Lemma 1.27 (Wirtinger). Necht' f(¢) : [0, 7] — R je hladkd funkce, pro kterou plati f(0) = f(x) = 0.

Pak . .
/ F2(t)dt > / F2(t)dt
0 0

a rovnost nastane pravé tehdy, kdyz f(t) = Dsin(t), kde D je konstanta.

Véta 1.28 (Isoperimetrickd nerovnost). Bud’ ¢ : [a,b] — R? hladké Jordanova kivka délky [ a bud’ A
plos$ny obsah vnittku Int c. Pak

2
l>A

E/

pfitom rovnost nastane, pravé kdyZz c je kruZnice.

)

2 Elementarni teorie ploch

Definice 2.1. Necht' & je oteviend podmnoZina R2. Mapa v R3 je hladky reguldrni homeomorfismus p :
0 — R3. Regularita znamend, Ze hodnost Jacobiho matice p je ve vSech bodech rovna 2 ¢i ekvivalentné,
Ze vektory parcidlnich derivaci p,,, p, jsou v kazdém bod¢ linearné nezavislé.

Lemma 2.2. Necht p : ¢ — R3 jemapaa f : R® D Q — R? hladké zobrazeni, jehoZ obraz je
podmnoZinou (p). Pak i zobrazeni p~! o f je hladké.



Véta2.3. Je-lip: & — R3>mapaa ¢ : ' — 0 hladky difeomeorfismus otevienych podmnoZin R?, pak
je také p = p o ¢ mapou. Naopak, jsou-li p a p dvé mapy takové, Ze (p) = (P), pak existuje hladky
difeomorfismus ¢ takovy, Ze p = p o ¢.

Definice 2.4. Rekneme, e mnoZina S C R? je hladkd plocha, pokud pro kazdy bod s € S existuje okoli
U cCR3amapap: 0 — Stak, 72e UNS = p(&). Soubor map, které pokryvaji celou plochu S se nazyva
atlas plochy S. Jsou-li p, p dv& mapy na S, pak budeme zobrazeni ¢ = (p)~! o p nazyvat (tam kde je
definované) prechodové zobrazeni mezi témito dvéma mapami.

Piiklad 2.5.

1. Jednotkova sféra se Sesti mapami typu

p(ua U) = (U, v, /11— U% - U%)

0 = {(u,v) €eR*:u? +0v? < 1}

2. Vilec (z,y,2) € R? : 22 + y? = 1,]2| < 1) s mapami p12(¢,t) = (cos,sing,t), O3 =
(—m,7) X (=1,1) a @ = (0,27) x (—1,1).

3. Graf hladké funkce z = f(x,y) je hladkd plocha s jedinou mapou
p(u,v) = (u,v, f(u,v)).

4. Jestlize F(x,y, z) je hladkd funkce, pak definuji S = {(z,y,z2) : F(x,y,z) = 0}. Jestlize VF =
(Fy, Fy, F,) # 0nacelé mnoZing S, pak S je hladkd plocha s mapami z véty o implicitnich funkcich.

Definice 2.6. Rekneme, 7e vektor w € R® je teény vektor k plofe S v bodé sy € S, pokud existuje
parametrizovand kiivka c(t) takovd, ze (c) C S, c(to) = sg ac'(t9) = W. MnoZina viech te¢nych vektort
v bod€ 5o € S se nazyva tecny prostor k plose S v bode€ sg a znaci se T, .S.

Véta 2.7. Te¢ny prostor T, S v libovolném bodg je vektorovym podprostorem R3. Jestlize p je mapa na
S aso = p(ug, vy), pak
Ts,S = LO(pu(uo, v0), Pu(Uo; v0))-

Poznamka. Vektory p,,, p, parcidlnich derivaci v bodé (ug, vg) tedy tvori bazi te¢ného prostoru T, S a
tento prostor je ztotoznén s R? prostfednictvim derivace k p v bod& (ug, vg), kterd ma tvar

p’ : (a,0)" — apy + bp,.

Definice 2.8. Jednodimenziondln{ ortogondlni doplnék te¢ného prostoru Ts,.S v kazdém bod¢ se nazyva
normdlnovy prostor a znali se N, S. Rekneme, 7e plocha S je orientovand, jestlize je v kazdém jejim
bodé zvolena jednotkova normala N takovym zptisobem, Ze existuje takovy atlas plochy .S, Ze pro kazdou
jeho mapu p plati
_ Pu XDy
[[Pu X Dol

Poznamka. Pozdéji uvidime, Ze zobrazeni které kazdému bodu plochy pfifazuje takovouto jednotkovou
normdlu je hladké zobrazeni z orientované plochy na jednotkovou sféru a budeme ho nazyvat Gaussovo
zobrazeni.

Definice 2.9. Je-li S plocha a sy € S jeji bod, pak na T5,.S definujeme skaldrni soucin jako restrikci
kanonického Eukleidovského skalarniho sou¢inu na R?

Iso (Wl,WQ) = W/l . WQ.

Tato symetricka bilinearni forma se nazyva prvni fundamentdlini forma plochy S v bodé so € S.



Véta 2.10. Je-li p(u,v) mapa, pak je prvni fundamentdlni forma v kazdém bod& vyjadiena viici bazi
(Pu, Pv) symetrickou matici

gi1 912 Py Pu  Pu - Pw nT
Gp = = = - pl.
P (921 922> (Pu "Pu Puv 'Pv> Pl
Poznamka. Prvni fundamentdlni formu na plo§e miZeme chédpat rovnéz jako kvadratickou formu, ktera se

tradi¢né zapisuje jako g11du® + 2g12dudv + goodv?. Nékdy se pro koeficienty prvni fundamentdlni formy
pouZivéd oznaleni g11 = E, g12 = g21 = Fa g = G.

Dusledek 2.11. Necht' p(u,v) je mapa na ploSe S a c(t) = p(u(t),v(t)), t € (a, 8) parametrizovand

!/
) a jeji délka je tedy ff (v, v")Gp (Z) dt.

Jestlize navic ¢(t) = p(a(t),v(t)) je dals{ kiivka na ploSe S, kterd md s c(¢) spole¢ny bod, pak thel
kiivek c(t), &(t) v jejich spole¢ném bodé definujeme jako thel jejich te¢nych vektort v tomto bodé a jeho

cosinus vypocitdme jako
~/
U
(U/a ”I)Gp <’L~Jl>

\/ ()G (1) \/ CRINE |

Definice 2.12. Mapa p : & — S se nazyvd

/

kiivka na ploSe. Pak ||c/(t)|| = 4/ (v/,v")Gp (:}L,

1. isometrickd, pokud zachovava délku kfivek, tedy délka kazdé (u(t), v(t)) je stejnd jako délka p(u(t), v(t))

2. konformni, (t€Z Ghlojevna) jestliZe zachovava dhly mezi kiivkami, tedy pro kazdé dvé kiivky je thel

mezi (u(t),v(t)) a (a(t), v(f)) stejny jako thel mezi p(u(t),v(t)) a p(i(t), o(t)).

3. plochojevnd, jestliZe je velikost kazdé oteviené podmnoziny 0cCco stejnd jako velikost plochy
p(0).

Véta 2.13. Méjme mapu p : & — S s matici prvni fundamentdlni formy G,. Pak
1. p je isometrickd mapa, pravé tehdy, kdyz G, = I>.
2. p je konformni mapa, pravé tehdy, kdyz G, = Als, kde A > 0 je hladkd funkce u, v.
3. p plochojevnd mapa, pravé tehdy, kdyz det G, = 1.
Priklad 2.14.
1. Mapy vilce z prikladu 2.5 jsou isometrické.
2. Mapa stereografické projekce je dhlojevna.

3. Mapy sféry ziskané z vélce slozenim se zobrazenim

V1 — 22 yy/1— 22 >

f([x’y,z}):(\/$2+y2’\/l‘2+y2,2

jsou plochojevné.

Definice 2.15. Necht’' S je orientovana plocha, sy € S a Ny, jednotkovd normala v bodé sg. Druhd
Sundamentdlni forma 11, plochy S v bodé s je kvadratickd forma definovand na te¢ném prostoru T .S

ndsledujicim zpiisobem. Necht' w € Ty, S a c(t) libovolnd parametrizovand kiivka na ploSe S takovd, Ze
c(tg) = sp ac'(tg) = w. Pak definujeme

I1,,(W) = c”(to) - Ny,



Dusledek 2.16. Je-li p(u,v) mapa, pak je druhd fundamentdlni forma v kazdém bodé vyjadiena vici bézi

(Pu, Pv) Symetrickou matic{
H = hir g — Puu N Puy N
hai  hao Pou - N Pov - N/-

Poznamka. Druh4 fundamentdlni forma se tradi¢né zapisuje jako hyiidu? 4 2hiadudv + hgodv?. Nekdy
se pro koeficienty prvni fundamentdlni formy pouZziva oznaceni h1; = L, h1o = go1 = M a hos = N.

Poznamka. Poznamka. Necht' sq € S, N orientovand norméla, w € T3S jednotkovy te¢ny vektor a
kiivka c je parametrizovand obloukem a md oskula¢ni rovinu sg + (N, W) (napfiiklad je pfimo fezem
plochy a roviny obsahujici N, ). Pak kfivost ¢ v bod€ s je rovna +11,, (W).

Definice 2.17. M¢jme orientovanou plochu .S, bod na plose sy a nenulovy te¢ny vektor w € T, .S. Pak
definujeme normalovou kiivost plochy S v bod€ sy ve sméru w jako

11(W)
I(w)

K (W) 1=

Dusledek 2.18 (Meusnierova véta). Necht' c(t) je kiivka na orientované ploSe a « jeji kiivost. Pak v
kazdém jejim bod¢ plati

K cos B = kp(c),
kde f3 je dhel, ktery sviraji vektory i a N.

Definice 2.19. Minimum x; a maximum xo normdlové kiivosti v daném bodé s( orientované plochy S se
nazyvaji hlavni kfivosti a odpovidajici sméry se nazyvaji hlavni sméry.

Poznamka. Pfi zméné orientaca méni druhd forma plochy, normélové kfivosti a hlavni kfivosti znaménko.
Hlavni sméry zlstavaji stejné.

Véta 2.20 (Eulerova formule). V kazdém bod€ sy orientované plochy S existuji dva navzdjem kolmé
hlavni sméry (w+1) (s minimdlni normélovou kfivosti 1) a (Ws) (s maximdlni normélovou kfivosti). Pro
normadlovou kfivost v libovolném jiném sméru w € T, S plati

k(W) = cos?(a)r1 + sin? () ko,
kde « je thel, ktery sviraji vektory w a wy.

Definice 2.21. V kazdém bod¢ orientovatelné plochy definujeme Gaussovu kiivost K a stiedni kiivost H
jako
K1 + Ko

2

Poznamka. Gaussova kiivost nezdleZi na volbé orientace. BohuzZel se pouziva stejné pismeno H pro
stfedn{ kfivost i pro matici druhé fundamentalni formy. Nenechejme se tim zmdst!

K:K)p‘{z, H=

Definice 2.22. Bod orientovatelné plochy se nazyva
1. elipticky, jestlize v ném plati K > 0; jestliZe navic k1 = k9 nazyva se kruhovy.
2. parabolicky, jestlize v ném plati K = 0; jestlize navic k1 = ko = 0 nazyva se plandrni.
3. hyperbolicky, jestlize v ném plati K < 0.

Véta 2.23 (Vypolty v mapé.). Jeslize p(u, v) je mapa na orientované oplose a G, H pfislu§né matice prvni
a druhé fundamentalni formy, pak

1. hlavni kiivosti a hlavni sméry vyjddiené v soufadnicich vici bazi {p,, p,} nalezneme jako feSeni

rovnice
hit — A hia — A a
H— )G a\ _ 11 g11 12 912 -0,
( ) <b) <h21 —Ag21 haa — Aga2 ) \b

s neznamymi \ a (a,b)”.



hi1haa—h3, _ detH
g11922— 935 det G~

2. Pro Gaussovu kiivost plati K =

3. Pro stiedni kiivost plati H = hi1922=2h12912Fh2agu1
2(g11922—975)

Definice 2.24. Parametrizovanou kfivku c(¢) na ploSe nazveme hlavni, jestlize pro kazdé t je ¢’ (t) hlavnim
smérem. Kfivku nazveme asymptotickou, jestlize pro kazdé t je £, (c'(t)) = 0.

Véta 2.25. Pro kiivku vyjddfenou v mapé jako c(t) = p(u(t),v(t)) plati, Ze je
1. hlavni, pravé kdyZ spliiuje diferencidln{ rovnici
(UI)Q —u'v' (u/)2

det g11 g12 922 =0
hi1 hi2 haa

2. asymptotickd, prave kdyz spliiuje diferencidlni rovnici
hu(u’)Q + 2}?,1211,/11/ + hQQ(UI)2 =0.
Definice 2.26. Necht’ c(¢) je reguldrni parametrizovand kiivka na orientované plose S. Geodetickou kFivost
ktivky c definujeme jako

¢’ (Nxc) det(c,c" N)
lle'f]? el

kde N je normaéla plochy v piislusném bodé.

/ﬁ)g:

Poznamka. Geodeticka kiivost se neméni pfi reparametrizaci zachovavajici orientaci kiivky a mén{ znaménko
pfi zméné orientace kiivky.

Véta 2.27. Pro kazdou regularni parametrizovanou kfivku c na orientované plose .S plati
K2 = kn(t)? + ng

a v jejich neinflexnich bodech navic plati

Kl = i (B)N + kg (N X £).
Dukaz: Kiivka je reguldrni, miZeme ji tedy parameterizovat obloukem. Jestlize je pak v daném bodé
¢” = 0, tak jsou z definice viechny tfi kfivosti nulové. V opaéném piipadé je ¢’/ kolmé na t a lze ho tedy
vyjadfit jako linedrni kombinaci N a N x t, které tvoii ON bazi normalové roviny kfivky. Dostavame tedy

pii =c” = (¢ N)N 4 [¢” - (N x £)](N x t) = £, ()N + i, (N x t).
Prni z rovnosti ve vété z toho pak plyne podle Pythagorovy véty. [

Definice 2.28. Rekneme, 7e parametrizovana kiivka c(t) na plose S je geodetika, jestlize v kazdém jejim
bodé¢ plati
C//(t) 1 Tc(t)S-

Véta 2.29. Parametrizovand kiivka c(t) je geodetika na plose S pravé tehdy, kdyZ md v kazdém bodé
nulovou geodetickou kfivost a parametrizace parametrem ¢ md konstatni rychlost ||c’(¢)]|.

Diikaz: JestliZe je kfivka geodetikou, to jest ¢”(¢) L TS, tedy c” je ndsobkem N a tedy geodeticka
kiivost je podle definice nulova. Navic je ¢”/(¢) kolmé na ¢’(¢) a tedy [c¢/(¢) - ¢/(¢)] = 2¢/(¢) - ¢ (t) =0 a
tedy rychlost y/c’(t) - ¢/(t) je konstantni.

Naopak, jestlize m4 k¥ivka konstantni rychlost, je ¢”(¢) kolmé na c’(¢). JestliZe je tato rychlost nulov4,
pak je kiivka konstantnim bodem a tedy trividlné geodetikou. JestliZe je rychlost nenulovd a kdyby ¢” ()
nebylo ndsobkem N, byly by vektory ¢’(t), c¢”(¢) a N linedrné nezdvislé a geodetické kiivost by byla
nenulova. Musi tedy byt timto ndsobkem a kfivka geodetikou. [J



Véta 2.30 (Soustava rovnic pro geodetiky). Kfivka v mapé c(t) = p(u(t), v(t)) je parametrizovand geode-
tika pravée tehdy, kdyZ jsou splnény rovnice

d

— (guv/ + g12v") =

dt ([gll]u(ul)Q + 2[g12]uu’v" + [922]u(vl)2) )

1
2
d 1 I 1 "2 7 N2

= (g2’ + g220) = 5 (lg1)o (@) + 2Agrau’s’ + [g22]o(v)°)

kde G = {g,;} je matice prvni fundamentélni formy plochy.

Lemma 2.31. Pro kazdou mapu p(u,v) existuji hladké funkce I‘fj (u,v) tak, Ze

Puu = F%lpu + F%lpv + hllN
Puv = Pou = F%qu + F%QPU + thN
Pov = F%qu + ngpv + h22N7

kde h;; jsou koeficienty druhé fundamentélni formy plochy. Tyto funkce Ffj(u, v) se nazyvaji Christof-
felovy symboly a lze je vyjadiit pomoci koeficientl g;; prvni formy plochy a jejich derivaci.

Véta 2.32. Soustavu rovnic pro geodetiky lze ekvivalentné vyjadiit jako

u’ + Tl ()% + 2Tu v + T, (v)2 = 0
v + T (W) + 2THu' v +T5,(v)* = 0

Dusledek 2.33. Pro dany bod sy € S a nenulovy vektor w € T, existuje € > 0 a pravé jedna parametri-

zovand geodetika c : (—¢, €) — S takova, Ze c(0) = sp a c’(0) = w.

Lemma 2.34 (Euler-Lagrangeovy rovnice). Necht' F(t,u1, vy, ug, v2) je hladkd funkce na (v, 8) x R%.
Necht A, B € R? jsou dva pevné zvolené body. Pro libovolnou kfivku

c(t) = (u(t),v(t)) : (o, B) — R?
takovou, Ze c(a) = A, ¢(8) = B definujeme funkcionél
B
b(c) = / F(t,u,v,u,v")dt.

JestliZe kiivka c je globdlnim minimem funkciondlu ® pak pro c plati pro kaZzdou hodnotu ¢ nasledujici
rovnice

d [ OF , _OF ,
dt (auQ(tau7’U7u7’U)> - aul(t’u71}au71})a
d (OF , _ OF ,
dt<8v2(t,u,v7u7v)) = 8vl(t,mv,um).

Véta 2.35. Jestlize kiivka parametrizovana na plose konstantni rychlost{ je nejkratsi spojnici svych krajnich
bodu, pak je geodetikou.

3 Hlubsi vysledky o plochach.

Definice 3.1. Zobrazeni f : S — S mezi dvéma plochami se nazyva hladké, jestlize pro kazdé dvé mapy
p: 0 — S,p: 0 — S je zobrazeni
plofop

hladkym zobrazenim otevienych podmnoZin R2.



Definice 3.2. Necht f : S — S je hladké zobrazeni mezi dvéma plochami. Pak pro kazdé sy € S se
linedrn{ zobrazen{

df(So) : TSOS — Tf(SO)S,
které vektoru c’(0) pfifazuje vektor (f o c¢)’(0) nazyva tecnym zobrazenim k f v bod€ sg.

Definice 3.3. Mé&jme orientovanou plochu S s jednotkovou normalou N a S? je jednotkovd sféra v R3.

Zobrazeni,
N:S— 82

které kazdému bodu pfifazuje prisluSnou normélu se nazyva Gaussovo zobrazeni. Déle pro kazdy bod
50 € S definujeme Weingartenovo zobrazenf{ jako

w(so) = —dN(s0) : TsoS = Tris9)S” = T, S.
Véta 3.4. Weingartenovo zobrazeni je vyjadfeno vici bazi (p,,, p,) matici
W =G 'H,
a tedy hlavni sméry a hlavni kfivosti jsou vlastnimi sméry a vlastnimi ¢isly Weingartenova zobrazeni.

Diikaz.(p,, py, N) je bdze R? Parcidln{ derivacf vztahu N - N = 1 dostdvdme, Ze N, a N,, jsou kolmé na
N a tedy miZeme psét

Nu = dN(pu) = —W11Pu — W21Pw; Nv = —W12Puw — W22Pw- (1)

Parcidlnim derivovanim vztahi p,, - N = p,, - N = 0 dostdvame alternativni vzorce pro koeficienty druhé
formy

hit = Puu-N=—py Ny =wi1011 + w2012
hi2 = Puww N=-p, Ny =—p, Ny =wiag11 +wagi2 = wii1g21 + w21 922
haa = Pov N =—p, Ny = wiag21 + wazg22,

coz dohromady dava H = W1 .G = G - W. Tvrzeni o hlavnich kfivostech a smérech plyne z2.23l Vztah
zapsany bez soufadnic je

O

Poznamka. Mé&jme zobrazeni f : S — S, mapu p : 0 — S s matici prvni fundamentdln{ formy GG a mapu
p = f opna S s matici prvni fundamentalni formy G. Pro zobrazeni mezi plochami definujme vlastnosti
stejné jako v[2.12] Pak plati podobné jako v[2.13]

1. f je isometrické, pravé tehdy kdyZ pro kazdou takovou mapu plati G = G,

2. f je konformni, pravé tehdy kdyZ pro kazdou takovou mapu plati G = AG, kde A je kladn4 funkce
na 0,

3. f zachovavi velikosti ploch, pravé tehdy kdyZ pro kazdou takovou mapu plati det G = det G.

Definice 3.5. Piedpoklddejme, Ze S je plocha v R3. Riemannova metrika na S pfifazuje kazdému bodu
so € S skaldrni sou¢in I, na teném prostoru 7T,.S hladkym zpisobem. Pfesné&ji pro kazdou mapu p(u, v)
na S jsou polozky matice

gi1r  gi2
I =G =
[ ](pu,pv) (u,0) <gz1 922)

hladké. Symbolicky tuto Riemannovu metriku (ve zvolenych soufadnicich) zapisujeme jako vyraz

ds? = g11 du?® + 2g12 du dv + ga2 dv?.



Poznamka. Na plose s Riemannovou metrikou mtizeme studovat délku, dhly, plochy, isometricka, kon-
formni a plochojevné zobrazeni. Jsou-li S S dv& plochy s R. metrikami s maticemi G a G, pak vlastnosti
zobrazeni f : S — S studujeme porovnanim matic G a DTGD, kde D je matice df vyjadfend vici
pifslu§nym bazim. Geodetiky definujeme jako k¥ivky spliiujici rovnice 2301 Nejkratsi spojnice jsou pak
geodetiky v duchu véty

Definice 3.6. Budeme uvaZovat vektorovy prostor M3 = {x = (z¢,71,22)|z; € R} s kvadratickou
formou Q(x) = —22 + 2% + 23. Definujeme plochu jako jeden list dvoudilného hyperboloidu

Hy = {(zg,21,22) € M3| —x%—i—x%—i—x% = —1,2¢9 > 0}.

V kazdém bodé definujeme Riemannovu metriku jako ziZeni formy () na tecny prostor (toto uZ je pozitivné
definitni).

Definice 3.7. Mnozina U = {[u,v] € R?|u? + v? < 1} spolu s Riemannovou metrikou

4

ds? = ——
$ (17,“27,1}2)2

(du® + dv?)

se nazyva kruhovy Poincarého model hyperbolické roviny.

Véta 3.8. Stereografickd projekce mezi diskem U a hyperboloidem Hy

14+ u2 + 0?2 2 2
(I)(Uav):( L ; - 27>
v

1—u2—02"1—u2—02"1—u2—
je isometrii vzhledem k pfisluSnym Riemannovym metrikdm.

Definice 3.9. Pro uzavieny mnohostén, ozna¢me S mnozinu stén (mnohothelnikd), V' mnoZinu vSech
vrchold, a H mnoZinu v§ech hran a definujme Eulerovu charakteristika x = |V| — |H| + |S]. V kazdém
vrcholu uzavieného mnohosténu definujeme diskrétni Gaussovu jako defekt souctu prilehlych whla.

K(v) =2 — Z o

o €Star(v)

Véta 3.10. Pro uzavieny mnohostén plat

Z K(v;) = 2my.

v, €V
Diuikaz.
YIRS S DR
v; €V v; €V a5 €Star(v;)
=2V|= 3 ) am
fL€F am€fr
—onV| = S (e —2) = 2 ([V| — |E| + |F).
fLEF v

X

O

Véta 3.11. Pro kazdy bod sy na ploSe S existuje mapa p(u,v) takovd, Ze p(0,0) = so a matice prvni
fundamentélni formy plochy vii¢i mapé€ p md tvar

((1) 922((1)% U)) '

Véta 3.12 (Theorema egregium.). Gaussovu kiivost K lze vypocitat pomoci koeficientli matice prvni fun-
damentélni formy G a jejich derivaci.



Diikaz.Diikaz provedeme v okoli libovolného bodu v soufadnicich z véty B.11] Matice prvni formy tedy

spliiuje g11 = 1 a g1 = 0. V takovém ptipade je p, jednotkovy, definujeme p, = \/I.;E a dostaneme ON

bdzi (pu, Pu, N). Pro ni plati analogie Frenetovych vzorci:

(pu)u O O w11 Pu
(f)v)u = 0 0 W21+/922 f)v
Ny —w11  —wW214/922 0 N

(pugv 0 (\/gz)u w12 Pu

o | = | —(V922)u 0 W22,/G22 Pv |,
N, —wi2 —W22+/922 0 N

jejichz polozky ziskdvame z () a z vypo&ti

(Pu)u - Do = Puu ' Pv _ (Pu'Po)u  (Pu Pu)v
u)u v T

V922 V922 2,/922

e Puv " Pv _ (pu pv)u _ (922)u _
(Pu)v - Po = NN —2\/@—(\/@%.

Piimym vypoctem dostaneme

K =detW = wyiwes — wigwis = p . - =

(pu)u : (f)v)v + Pu - (f’v)uv (pu : (f’v)v)u o
V922 V922 Vo2

kde v rovnosti mezi fadky vyuZivame vztah

(pu . (f)v)u)v =0.

Poznamka. Vzorec pro K md pri obecné mapé pomérné komplikovany tvar

_%(gll)vv + (912)uv — %(922)uu %(911)u (912)u — %(911)1; 0 %(911)1; %(922%
(912)v — %(922% g1 912 - %(911)1; g11 912
%(922)1; 912 922 5(922)u 912 922
(det G)2

Definice 3.13. Rekneme, Ze kiivka c(t) na plose orientované plose je jednoduch4, uzaviena, kladné ori-
entovand kiivka, jestlize existuje mapa p : & — S takovd, Ze c(t) = p(€(t)), kde €(t) = (u(t),v(¢)) je
Jordanova jednoduchd, uzaviend kiivka v roviné, kladné orientovand (proti sméru hodinovych rucicek) a
navic Int € C €. Oznaéme Int ¢ = p(Int ¢).

Véta 3.14. Necht’ c jednoduchd, uzaviena, kladné orientovand kfivka na plose S. Pak

KdS:27r—//€gds,

Int c c

kde x4 je geodetickd kiivost kiivky ¢ a K je Gaussova kiivost plochy S.

Diikaz.Provedeme opét pouze ve specidlni mapé[3.111 BUNO piedpoklidejme, Ze (py, Po, N) je kladné
orientovand ON béze a c(t) parametrizovand obloukem, pak existuje hladkd bunkce 6(¢) tak, Ze

¢’ = cosOp, + sinOp,.

Potom piimym vypoctem
N x ¢’ = —sinfp, + cos 0p.,



c” = cosOp], + sin0p, + §'(— sin Op,, + cos 0p,)
kg=c" (Nxc')=60 —py,-p,.

Dale dostavame

b
//ﬁgds:/G’ds—/pu~1~)'vd8=2ﬂ—/ Pu - Dydt
C Cc C a

b b
=27 — / Pu - (Po)u/dt — / Pu - (Do)y¥'dt =27 — 0+ /(,/ggg)udv

c

=27 + / (v/922) undudv = 27 — K\/gosdudv = 21 — KdS.
Int ¢

Int ¢ Int c

O

Definice 3.15 (Kfivocary mnohothelnik na ploie). Rekneme, Ze c(t) = p(&(t)), t € (a,B) je po
castech hladkd, jednoduchd, uzaviend, kladné orientovand kiivka na ploSe pokud spliluje vSechny pod-
minky definice B.13] kromé hladkosti ¢(¢) v koneéné mnoha bodech o = tp < ¢ < ... < t, = £,
ve kterych je pouze spojitd a existuji jednostranné nenulové derivace ¢’ (¢;) a ¢/, (;) pro vSechna i =
0,...,n,.

Mnozinu .Z= c U Int(c) budeme nazyvat kiivocary mnohothlenik, body c(¢;) se nazyvaji vrcholy
tohoto mnohouhlenika a kfivka c ziZen4 na dil¢i intervaly déleni se nazyva hranou mnohothelnika. Kfivka
¢ se nazyvé obvod mnohothlenika. Orientovany (proti sméru hodinovych rudicek) dhel o; € (—, 7) mezi
vektrory ¢’_(t;) a ¢/, (t;) se nazyvé vnéjsi Ghel mnohothelnika u vrcholu c(t;).

voews

Qq, ..., an usvych vrcholl. Pak

KdSzZW—//@gds—Zai.
Intc c i=1

Dusledek 3.17. Piedpoklddejme, Ze c je kiivodary trojihelnik s vnitinimi dhly «, 3, u svych vrcholl a
Ze jeho hrany jsou jsou geodetiky. Pak

KdS=a+p+~v—m

Int c

Definice 3.18 (Triangulace a Eulerova charakteristika plochy). Necht S je kompaktni plocha. Jeji trian-
gulace je soubor kfivo¢arych mnohotihelniki .#;,i = 1,...,k na S s ndsledujicimi vlastnostmi:
(1) existuje atlas na S takovy, Ze kazdy mnohouhelnik .#; se vejde i se svym obvodem do nékteré mapy
tohoto atlasu;
2)8= Uéc:l'//i;
(3) pro i # j je #; N . bud’ prazdnd mnoZina, nebo spole¢na hrana, nebo spolecny vrchol;
(4) Kazda hrana triangulace je hrana pravé dvou mnohouhelniku.

Eulerova charakteristika plochy S je ¢islo, ur¢ené nésledujicim zpisobem: zvolme trinagulaci, kterd
ma mnoZinu st€n (mnohouhelnikid) S, ozna¢me V' mnoZinu vSech vrchold, H mnoZinu vSech hran. Pak
Eulerova charakteristika x se definuje vztahem

x = V|- [H[+]S].
Véta 3.19. Necht' S je kompaktni plocha, pak

/KdS: 27X,
s

kde K je Gaussova kfivost a x je Eulerova charakteristika S.



N

Dukaz..#; jsou mnohothelniky tvofici triangulaci plochy S, a{ jejich vnéjsi uhly a 53 =7 — a{ jejich
vnitfni dhly. Pak dostdvame

[ras=3 [ Kas=Yen- [ wds- Y ) =s2m-Y ol
S 5 JInt 4, i M i ij
:SQW—ZW—FZOKg =827 —2Hnw 4+ V2m =27y
,J 0,J
O

Diisledek 3.20. Eulerova charakteristika nezdvisi na volb& triangulace. |, ¢ K dS se neméni pfi hladké
deformaci kompaktni plochy.
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