Cviceni k prednasce Geometrie 1
verze 28. zari 2025

Tento dokument obsahuje dvanact sad tiloh k jednotlivym cvi¢enim z predmétu Geo-
metrie 1. V zévérecné ¢asti dokumentu (za vSemi zadanimi) jsou uvedeny vysledky, navody
a pifpadné i kompletni postupy feseni tiloh. Ulohy oznacené (Z) jsou povazovany za zé-
kladni, v pocetni ¢asti zkouskové pisemky lze ocekavat tilohy srovnatelné obtiznosti. Ostatni
ulohy jsou ale také velmi diilezité, protoze pomahaji pochopit pfednasenou latku a rozvijet
geometrické porozuméni matematice.



1 Shodna zobrazeni v roviné

Uloha 1.1. (Z) Pro nésledujici zobrazeni z R? — R? rozhodnéte, zda se jedna o shodnost.
Jestlize ano, naleznéte jeji samodruzné prvky (body, sméry, pfimky) a inverzni zobrazeni.
Slozte nékterd zobrazeni mezi sebou.

a) @ =2x+3y+ 1,y =—tx+3y—2

b) o' = —fx+ 5y +20,y = o+ 5y —4

o) @ =3rx—3y+1,y=2c—-3y-2

d) x’:%ix—‘/;gﬂrl, y’:\/Tier%iy

e) ' =—ax+1,y =—-y+2

f) 2’ =x+3,¢y =—y

Uloha 1.2. (Z) Pomoci zobrazeni z tilohy 1.1, a) zobrazte
a) bod [2, 3]

b) pfimku [1,1] + ¢(1,2)

c) piimkuz+y—3=0

d) parabolu y —2? =0

Uloha 1.3. (Z) Naleznéte rovnici otoceni v roviné se stiedem [1, 3] o tihel a.

Uloha 1.4. (Z) Napiste rovnici shodnosti, ktera vznikne slozenim osovych soumérnosti
po fadé s osami: 0y : 22+ 3y+4=0ao0y: x —y — 3 =0 a urCete typ shodnosti.

Uloha 1.5. (Z) Napiste rovnici shodnosti, ktera vznikne slozenim osovych soumérnosti
po fadé s osami: 07 : 224+ 3y +4 =0 a 05 : 2z + 3y = 0 a urcete typ shodnosti.

Uloha 1.6. (Z) Popiste viechny shodnosti v roving, které zobrazi bod X = [2,5] na bod
X' = [—6,3].

Uloha 1.7. (Z) Naleznéte viechny shodnosti v R?, pro které je piimka 3z +4y —1 = 0
samodruznd a zaroven jeji bod [3, —2] je samodruzny.

Uloha 1.8. Urdete realné parametry p, ¢ tak, aby existovala shodnost f v R? takova, Ze
f:03,0] = [1,4] f:[1,2] = [3,p], f:[-1,2] = [1 4+ p, —q]. Tuto shodnost analyzujte.

Uloha 1.9. Naleznéte viechny shodnosti, které zachovévaji &tverec s vrcholy [0,0], [1, —1],
2,0] a [1,1]. Popiste grupu, kterou tvofi.



Uloha 1.10. Konstrukéné i pocetné naleznéte vsechny pétitihelniky (ne nutné konvexni),
jestlize jsou zadany (popotadé) stiedy jeho stran S; = [3,—2], So = [6,0], S3 = [3,2],
Sy =1-2,1], S5 =[-1,-2].

Uloha 1.11. Naleznéte shodnost v roviné, ktera zobrazi kuzelosecku s implicitni rovnici
20z — 922 — 15y — 242y — 16y? = 0 na kuZelosecku, kterd nem4 smiseny ¢len zy. Rozhodnéte,
o jakou kuzelosecku se jedna.

Uloha 1.12. Naleznéte shodnost v roving, kterou lze slozit ze ti{ osovich soumérnosti, ale
ne z mensiho poc¢tu. Dokazte!



2 Shodna zobrazeni v prostoru

Uloha 2.1. (Z) Vypoctéte souéin q;¢o jednak piimo z definice a druhak geometricky po-
moci formule s vektorovym a skalarnim souc¢inem. Rovnéz k témto kvaternioniim naleznéte
kvaterniony inverzni.

g = 1+4i+2j—5k

Uloha 2.2. (Z) Naleznéte otodeni vektoru (0,0,1) kolem vektoru (1,2,2) o thel 2F v
kladném sméru. Pokuste se tlohy vyfesit jak pomoci Rodriguesovy formule tak pomoci
kvaternionii.

Uloha 2.3. (Z) Vyjadiete stfedovou soumérnost v R? se stiedem [1,2,3]. Jednd se o
pfimou nebo neptfimou shodnost?

Uloha 2.4. Naleznéte vyjadfeni rovinové soumérnosti v R?, ktera zobrazuje bod [1,0, —2]
na bod [3,2,0].

Uloha 2.5. Naleznéte vyjadieni osové soumérnosti v prostoru podle p¥imky s parametric-
kym vyjadienim [1,0,—1] +¢(1,2,3). Jedné se o pfimou nebo nepiimou shodnost?

Uloha 2.6. Ovéite, 7e rovnice

= 13: 2 +2z—|—1
- o3t T gY Ty
,_2 1 _2Z+2
7 = 2:c+2 —|—1z—|—3
T gty Ty

popisuji piimou shodnost R3. Najdéte samodruznou piimku tohoto zobrazeni a vyjadiete
je jako sloZeni otoceni kolem této pfimky a posunuti v jejim sméru (tedy jako Sroubovy
pohyb). Jaka je velikost thlu otoceni a vektoru posunuti?

Uloha 2.7. Naleznéte viechny jednotkové kvaterniony, které odpovidaji rotaci, ktera pie-
vadi vektor (1,0,0) na vektor (0, 1,0).



Vysledky, navody a reseni

1.1 Zapiste zobrazeni maticové jako X' = AX + p a rozhodnéte, zda ATA = I,. Pro
samodruzné body je tfeba Tesit soustavu X = AX + p. Samodruzné smeéry jsou vlastni
podprostory matice A. Samodruzna pifimka nemusi byt tvofena samodruznymi body, ale
jeji smér samodruzny byt musi. Jeji libovolny bod najdeme tak, Ze jej zobrazeni posune o
vektor, ktery je v samodruzném sméru zobrazeni. Inverz a skladani viz vzorecky v seznamu
vét z prednasky.

a) otoceni se stredem v bodé [—2, —2], z4dné samodruzné sméry, inverzni zobrazeni 2’ =

27
o= ty— 4 = dotdy+

b) osova soumeérnost, samodruzna pf"imka —5x—l—y+52 = 0 samodruzné sméry (1,5), (5, —1),
inverzni zobrazeni x’ = —%x + 3y + 20,y = 1330 + 4 y 4

¢) neni shodné

d) otodeni, samodruzny bod [3, 5 + \/5] zadné samodruzné sméry, inverzni zobrazeni z’
%az—%%y—%,y = ‘f:zH— ‘[y%—‘[

e) stfedova soumérnost, samodruzny bod [3,1], vSechny sméry samodruzné s vlastnim
¢islem —1, inverzni zobrazeni ' = —x + 1, ¢y = —y + 2.

f) posunutd osovad soumérnost, zadny samodruzny bod, samodruzné sméry (1,0), (0, 1),
inverzni zobrazeni ' = x + 3, ¢y = —y

1.2 Pfimku v parametrickém tvaru lze zobrazit pfimym dosazenim (jakoby po bodech).
Pro kiivku zadanou implicitni rovnici je tfeba vyjadrit z vyrazu X' = AX + p piedpis pro
X = (z,y)7 a tedy vyuzit inverzni zobrazeni (promyslete).

a) [-5. -5,

b) [, -] +(11,2),

c) ¢/ —y —24=0

d) 927 — 242"y + 16y — 862" + 73y’ + 111 = 0.

1.3 Slozte posunuti do poc¢atku, otoceni o a kolem pocatku a posununi zpét do bodu [1, 3].
' =xcosa—ysina—cosa+3sina+ 1,y =xsina+ ycosa —sina — 3cosa + 3.

1.4 Slozenim dvou nepfimych shodnosti vznikne pfimé shodnost, osy jsou riznobézné,
ptjde tedy o otoeni. 2’ = 5(—12z — 5y + 15) y' = +5(5x — 12y — 55).



1.5 Opét pque o pfimou shodnost, osy jsou rovnobézné, ptijde tedy o posunuti. 2/ = z+ 8
y - y _'_ 13

13’

1.6 Rozliste dva piipady, kdy je shodnost piimé nebo neptiméa. Kazdy z nich umime popsat
v obecném tvaru a pouze budeme vyzadovat aby X' = AX + p.

Také 1ze vyuzit grupy vSech zobrazeni, kterd maji poc¢atek [0, 0] jako samodruzny
bod, a tedy maji nulové posunuti, oznac¢me si tutu grupu jako Gq. Jestlize f je posunuti o
vektor (—2,—5) a f’ je posunuti o vektor (—6,3), pak feSenim tulohy jsou pravé zobrazeni
tvaru f'ogo f, kde g € Gy (dokazte).

w4 . cosa —sina T Ssina —2cosa — 6
Piimé shodnosti: ) . )
sina  cos« Y —2sina —5cosa+ 3
o . cosa  sina x —Hsina —2cosa—6
nepfimé shodnosti: . . .
sina  —cosa Y —2sina +5cosa + 3

1.7 Byvaly DU, nutno doplnit feseni.

1.8 Aby f byla shodnost, musi platit || X — Y| = [|f(X) — f(Y)]||. VyTeste rovnice pro

p; q.
Jedna z moznosti je urcit p, g ze vzdalenosti vybranych bod. Druhou moznosti je i s

parametry zobrazeni ve tvaru AX + p. Sestavime soustavu rovnic a vyjde nam, Ze

D\ (Er 2 (o —4tsp
(6)- (2 26 ()

Prvni fadek matice ma normu 1 pro p = 2 nebo p = 4. Norma prvniho sloupce pak bude
0 pro ¢ = 0 resp. ¢ = —4. Pouze prvni volba dava ortogonalni matici, zobrazeni pak je

f T (01 x n 1
y) ) \1 0)\y 1
To je posunuté osova soumérnost s osou —z + y = 0 a posunutim o vektor (1,1).

1.9 Grupa Dy, identita, otoceni se stfedem v bodé [1,0] 0 I, 7
y=0,2z—-1=0,—-z2+y+1=0azx+y—1=0.

. o . (0 =1 x 1
o’cocemog.(1 0 )(y)+(—1)’
todeni (-1 0 A 2
otoceni o T: 0 —1 y 0 )

0 1 x 1
37r
otoceni o (_1 0)(y)+(1)’

, v 1 0 T
osova soumeérnost s osou y = 0: ,

, 2 , 0S0oVé symetrie s osami



. . -1 0 T 2
osova soumeérnost s osou o r — 1 = 0: + ,
0 1 Yy 0

[ « 0 1 T 1
osova soumérnost s osou o —x +y + 1 =0: 10 Y + 1)

A meérnost +y—1=0: 0 -1 t + 1
osova soumeérnost s osou o x + ¥y =0: 10 y 1)

1.10 Prvni vrchol pétithelniku dostaneme jako samodruzny bod zobrazeni slozeného z
péti stfedovych soumérnosti se stfedy Sy, Ss, S3, 54, S5. Durhy vrchol ziskame jako obraz
prvniho ve stfedové symetrii se stfedem S; atd.

Také je mozné zapsat stiedy jako S; = %(Al + Ay), Sy = %(AQ + Aj) atd. a vyfesit
prislusnou soustavu rovnic, tj. Ay = S; — Sy + S3 — Sy + S5 atd.. Vyjde A; = [1,-3],
Ay =[5,—-1], A3 =[7,1], Ay = [-1,3], A5 = [-3,—1].

1.11 Staci uvazovat pfimou shodnost tvaru X' = AX + p. Zobrazte kuzelosecku pomoci
tohoto zobrazeni. Vysledna kuzelosecka ma koeficient 0 u smiseného ¢lenu xy a navic ji toto
zobrazeni miize posunout tak, aby prochazela pocatkem, a tedy méla nulovy i absolutni

¢len.
Zobrazeni
() - 1)0)
v) \-3 3]\
pfevede rovnici na tvar —y’ — 2/> = 0. Je to tedy parabola, kterd vznikne z paraboly
y = —a? otoCeni se stfedem v po¢atku o arctan(s).

1.12 Slozenim t¥{ (lichého poétu) osovych soumérnosti vznikne vzdy nepiimé shodnost.
Neptimé shodnosti jsou bud samy osové soumérnosti nebo posunuté osové soumérnosti.

Posunuta osova soumeérnost je neprimé shodnost, musi byt tedy slozena z jedné nebo
t11 osovych soumeérnosti a jedna to jisté neni, protoze nemé samodruzné body.

2.1 ¢1g» = —17 + 15i — 3j — 11k

2.2 otoceny vektor je %(2 +2v/3,4—/3,1)

2.3
T -1 0 0 T 2
vy]l=(0 -1 o][ly]+[4
z 0 0 -1 z 6



2.4 Nepiima shodnost

/ 1 2 2 4
Y B 2 3\ [ 3
S\ s )T
o 3 T3 3 o 3
2.5 Piimé shodnost

2 6 2 3 T 16

/ o7 T3 § 1

Yy = z -7 Z Yy + 7
o 56 2 5 _'s
7 7 7 7

2.6 Samodruzna je piimka [0,

%, 2]4¢(1,0, 1). Shodnost je mozno vyjadiit jako rotaci kolem
této primky o thel arccos(—1/3)

slozenou s posunutim o jeji smérovy vektor (2,0,2).

2.7 Takovou rotaci o realizuje s nejmensim rota¢nim thlem ¢; = ‘/75 + ‘/TQk a s nejvétsim

rota¢nim thlem ¢, = %ii + ? j- V8echny ostatni takové rotace jsou dany ¢ = (cos a)q; +
(sin a)go.



