
Geometrie 1

Tento soubor obsahuje zn¥ní £íslovaných poloºek (p°edev²ím de�nic a v¥t) jak byly
p°edneseny v ZS 2024/25. Spolu se zápisky z p°edná²ek je tento seznam i hlavním studijním
materiálem ke zkou²ce. Co tento seznam neobsahuje jsou nejr·zn¥j²í motivace, vysv¥tlení,
zajímavosti, animace, ad-hoc p°íklady atd. Naopak zde budou koncem semestru p°idány
detailní poºadavky na zkou²ku.

P°edm¥t Geometrie 1 p°irozen¥ navazuje na Matematickou analýzu a zejména Lineární
algebru. Skripta LA z 1. ro£níku z minulého roku jsem umístil na svoje stránky (abych tak
za�xoval stav, ve kterém byla p°edloºena Va²emu ro£níku) a odkazuji se na n¥ v tomto
textu.

Zkou²ka bude písemná a bude obsahovat po£etní i teoretickou £ást. V po£etní £ásti
budou v²echny typové p°íklady, které se objevily na cvi£eních, ne v²ak p°íklady sloºit¥j²í
na p°emý²lení. V teoretické £ásti se budou zkou²et

� Základní de�nice, u kterých bude zde nastaven vysoký poºadavek na získané body
(kdo neumí základní de�nice, neud¥lá zkou²ku). Jedná se o de�nice 1.2, 1.6, 1.8, 2.2,
2.4, 2.9, 2.13, 2.18, 2.21, 2.29, 2.31, 2.34, 3.1, 3.4, 3.6, 3.14, 3.19, 3.21, 4.1, 4.3, 4.7,
4.9, 4.16, 4.17, 5.1, 5.9, 5.10

� Zn¥ní v²ech ostatních de�nic, v¥t, lemmat a d·sledk· (ne v²ak poznámek a p°íklad·).

� V²echny d·kazy (v té mí°e p°esnosti a podrobnosti, v jaké byly odp°edná²eny) krom¥
následujících poloºek, u kterých se d·kazy zkou²et nebudou: 1.13, 1.16, 2.26, 2.33,
2.36, 2.38, 3.3, 3.25, 4.14, 5.16, 5.14, 5.19, 5.20
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1 Shodná zobrazení

Cílem této kapitoly je studovat shodná zobrazení v rovin¥ a v prostoru bez toho, ºe by
se formáln¥ de�noval a�nní prostor. Zárove¬ chceme zopakovat st°edo²kolskou analytickou
geometrii a co nejp°irozen¥ji na ni navázat.

P°íklad 1.1. V rovin¥ analyticky vyjád°ete osovou soum¥rnost podle p°ímky

p : 3x+ 4y − 7 = 0.

De�nice 1.2. Zobrazení f : Rn → Rn se nazývá shodné (nebo shodnost), jestliºe zachovává
eukleidovské vzdálenosti, tedy pro kaºdé dva body X,Y ∈ Rn platí

||f(X)− f(Y)|| = ||X−Y||.

Lemma 1.3. Sloºení dvou shodností je shodnost, shodnosti jsou prostá zobrazení a inverzní
zobrazení ke shodnosti (tam kde je de�nováno) rovn¥º zachovává vzdálenosti.

D·kaz. Nech´ f, g : Rn → Rn jsou shodnosti a X,Y ∈ Rn.

� Z°ejm¥ ||g(f(X))− g(f(Y))|| = ||f(X)− f(Y)|| = ||X−Y||, tedy g ◦ f je shodnost.

� Je-li f(X) = f(Y), potom platí 0 = ||f(X)− f(Y)|| = ||X−Y||, tedy X = Y. �ili
f je prosté.

� Jestliºe X,Y ∈ Imf , pak díky prostot¥ f existují jejich jednozna£n¥ ur£ené vzory
P,Q ∈ Rn takové, ºe f(P) = X, f(Q) = Y. Potom platí

||f−1(X)− f−1(Y)|| = ||P−Q|| = ||f(P)− f(Q)|| = ||X−Y||.

Tedy f−1 zachovává vzdálenosti.

V¥ta 1.4. Shodná zobrazení f : Rn → Rn jsou práv¥ zobrazení tvaru

f(X) = AX+ p,

kde p ∈ Rn je libovolný vektor a A je matice n × n spl¬ující ATA = In (ortogonální
matice).

D·kaz. P°ipome¬te si unitární matice, srovnej LA 8.5. Poznamenejme, ºe platí ATA =
In (to jest A má ortonormální sloupce) práv¥ tehdy, kdyº AAT = In (to jest A má
ortonormální °ádky). Jestliºe totiº platí ATA = In nebo AAT = In, pak A−1 = AT a tedy
platí i druhá rovnost.

Rovn¥º si p°ipome¬me, ºe pro libovolný vektor u = (u1, · · · , un)T ∈ Rn platí

||u|| =
√
u · u =

√
uTu
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P°edpokládejme nejprve, ºe f(X) = AX+ p pro p ∈ Rn a A ∈ Rn×n, ATA = In. Pro
libovolné dva body v Rn: X = (x1, · · · , xn)T , Y = (y1, · · · , yn)T platí

||f(X)− f(Y)|| = ||AX+ p− (AY + p)|| = ||A(X−Y)|| =
√
(A(X−Y))T (A(X−Y))

=
√
(X−Y)TATA(X−Y) =

√
(X−Y)T (X−Y) = ||X−Y||

a tedy f je shodné zobrazení.

Naopak p°edpokládejme, ºe f je shodnost a chceme ukázat, ºe je nutn¥ tvaru f(X) =
AX+ p. De�nujme body O = (0, 0, . . . , 0)T , Ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T pro i ∈ {1, . . . n}
v Rn. Vektory ei = Ei −O tvo°í ortonormální (kanonickou) bázi Rn.

Ukáºeme, ºe také vektory fi = f(Ei) − f(O) tvo°í ortonormální bázi Rn. Zobrazení f
je shodné, tedy pro kaºdé i dostáváme

||fi|| = ||f(Ei)− f(O)|| = ||Ei −O|| = 1

a vektory jsou tedy jednotkové. Dále pro kaºdé i ̸= j dostáváme

||fi − fj|| = ||f(Ei)− f(O)− (f(Ej)− f(O))|| = ||f(Ei)− f(Ej)|| = ||Ei − Ej|| =
√
2

a protoºe

2 = ||fi − fj||2 = (fi − fj) · (fi − fj) = fi · fi + fj · fj − 2fi · fj = 1 + 1− 2fi · fj

dostáváme fi · fj = 0 a vektory jsou po dvou kolmé. (pozn. K témuº záv¥ru bychom do²li
i aplikací polariza£ní identity z lineární algebry, která °íká, ºe skalární sou£in lze vyjád°it
pomocí normy tímto skalárním sou£inem indukované, LA Tvrzení 8.32.)

De�nujme nyní matici A = (f1| · · · |fn), vektor p = f(O) a zobrazení g(X) = AX+ p,
které je podle prvním £ásti d·kazu shodné a pro jeho invers platí g−1(X) = ATX−ATp.
Navíc zjevn¥ platí g(O) = f(O) a g(Ei) = f(Ei) pro v²echna i. De�nujme kone£n¥ h =
g−1 ◦ f , které je shodné a pro které tedy platí h(O) = O a h(Ei) = Ei. Dokáºeme, ºe
takové h uº musí být identické zobrazení.

Uvaºujme libovolný bod Y = (y1, y2, . . . , yn)
T ∈ Rn a jeho obraz

h(Y) = (h1(Y), h2(Y), . . . , hn(Y))T .

Pak platí

||h(Y)− h(O)||2 = h21(Y) + h22(Y) + · · ·+ h2n(Y) = y21 + y22 + · · ·+ y2n = ||Y −O||2,

||h(Y)− h(Ei)||2 = ||h(Y)− Ei||2 = h21(Y) + · · ·+ (hi(Y)− 1)2 + · · ·+ h2n(Y)

= y21 + · · ·+ (yi − 1)2 + · · ·+ y2n = ||Y − Ei||2.
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V druhé rovnosti prvního a t°etí druhého °ádku jsme vyuºili, ºe h je shodnost. Ode£teme-li
druhou rovnici od první, dostaneme 2hi(Y)− 1 = 2yi − 1, tedy pro kaºdé i ∈ {1, 2, . . . , n}
máme hi(Y) = yi, tedy h je identita a tedy f(X) = g(X) = AX+ p.

Poznamenejme, ºe v de�nici shodnosti se vyuºívá pouze toho, ºe (Rn, ρ), kde ρ(X,Y) :=
∥X − Y∥, je metrický prostor. Tato v¥ta ukazuje hlubokou souvislost s jeho strukturou
lineárního prostoru.

D·sledek 1.5. Shodnosti jsou bijekce a vzhledem ke skládání zobrazení tvo°í grupu, kterou
budeme ozna£ovat E(n). Jestliºe

f(X) = AX+ p, g(X) = BX+ q

pak
f−1(X) = A−1X+ (−A−1p), (g ◦ f)(X) = (BA)X+ (Bp+ q).

De�nice 1.6. Shodné zobrazení f nazveme p°ímé jestliºe det(A) = 1 a nep°ímé jestliºe
det(A) = −1. P°ímá zobrazení tvo°í podgrupu, kterou ozna£íme E+(n). Zobrazení, pro
která je A jednotková matice a p⃗ n¥jaký vektor z Rn nazýváme posunutí. Mnoºina v²ech
posunutí tvo°í podgrupu ozna£ovanou (pokud nehrozí nedorozum¥ní) rovn¥º Rn. Zobrazení,
pro která je p nulový vektor tvo°í tzv. ortogonální podgrupu ozna£ovanou O(n) (lineární
zobrazení zachovávající skalární sou£in). Podgrupa O(n) tvo°ená p°ímými zobrazeními se
zna£í bu¤ O+(n), nebo £ast¥ji SO(n) (speciální ortogonální grupa).

V¥ta 1.7. Pro kaºdou shodnost f ∈ E(n) tvaru f(X) = AX+ p, platí maticová rovnost
zapsaná blokov¥ jako (

f(X)
1

)
=

(
A p
0 1

)(
X
1

)
.

Navíc zobrazení, které kaºdé shodnosti p°i°azuje tuto matici (n+ 1)× (n+ 1), tedy

f →
(

A p
0 1

)

je vno°ení grupy E(n) do grupy regulárních matic GL(n+ 1).

D·kaz. Plyne triviáln¥ z blokového maticového násobení.

De�nice 1.8. M¥jme shodné zobrazení f(X) = AX + p. Body spl¬ující f(X) = X
nazýváme jeho samodruºnými body. Lineární zobrazení fA : Rn → Rn dané maticí A
nazýváme asociovaným homomor�smem k zobrazení f a vlastní sm¥ry tohoto zobrazení
nazýváme samodruºné sm¥ry zobrazení f .

�ekneme, ºe mnoºinaM je samodruºná mnoºina zobrazení f , jestliºe platí f(M) =M ,
tedy zobrazení ji zobrazení zachovává (jako celek, ne nutn¥ kaºdý její bod zvlá²´).

Lemma 1.9. P°ímka Q+LO{v} je samodruºnou mnoºinou shodnosti f práv¥ tehdy, kdyº
LO{v} je jeho samodruºný sm¥r a f(Q)−Q je násobkem v.
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D·kaz. Nech´ f(X) = AX + p. Vektor v je nenulový (jinak by q = Q + LO{v} nebyla
p°ímka). Ozna£me R = Q+ v.

Zobrazení f zobrazuje p°ímky na p°ímky. P°ímka q je samodruºná práv¥ tehdy, kdyº
obrazy jejích dvou bod· Q, R na ní leºí, tedy existují r·zná £ísla αQ, αR taková, ºe

f(Q) = Q+ αQv, f(R) = Q+ αRv.

Je-li tomu tak, pak je zjevn¥ f(Q) − Q násobkem v a dále Av = f(R) − f(Q) =
(αR − αQ)v a tedy LO{v} je samodruºný sm¥r.

Naopak, jestliºe je f(Q) − Q násobkem v, tedy f(Q) = Q + αQv leºí na p°ímce q.
Protoºe je navíc v vlastní, je f(R) = A(Q+ v) + p rovn¥º na p°ímce q.

V¥ta 1.10. Pro kaºdou shodnost f ∈ E(2) nastane práv¥ jedna z t¥chto moºností.

� f je p°ímá shodnost a

� má v²echny body samodruºné a v²echny sm¥ry samodruºné s vl. £íslem 1, pak
jde o identitu.

� má práv¥ jeden samodruºný bod, pak ji nazýváme oto£ení. Samodruºné sm¥ry
pak nemá bu¤ ºádné, nebo v²echny s vl. £íslem −1. V tomto posledním p°ípad¥
jde o oto£ení o π neboli o st°edovou soum¥rnost.

� nemá ºádné samodruºné body a v²echny sm¥ry jsou samodruºné s vl. £íslem 1,
pak ji nazýváme posunutí .

� f je nep°ímá shodnost. Pak má práv¥ dva samodruºné sm¥ry, jeden s vlastním £íslem
1 a jeden s vlastím £íslem −1 a

� bu¤ má práv¥ jednu p°ímku samodruºných bod·, pak ji nazýváme osová sou-
m¥rnost

� nebo nemá ºádné samodruºné body, pak ji nazýváme posunutá osová soum¥r-
nost.

Zobrazení Identita
Neidentické
posunutí

Neidentické
oto£ení

Osová
soum¥rnost

Posunutá
soum¥rnost

Samodruºné
body

v²echny - st°ed oto£ení
osa soum¥r-

nosti
-

Samodruºné
sm¥ry

v²echny v²echny

v²echny

(st°edová sou-

m¥rnost) nebo

ºádné (jinak)

sm¥r osy a

kolmý na osu

sm¥r osy a

kolmý na osu

Samodruºné
p°ímky

v²echny

v²echny

ve sm¥ru

posunutí

v²echny jdoucí

st°edem

(st°edová sou-

m¥rnost) nebo

ºádné (jinak)

osa a p°ímky

na ni kolmé
jedna p°ímka

P°ímé/
nep°ímé

p°ímé p°ímé p°ímé nep°ímé nep°ímé
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D·kaz. Podle v¥ty 1.4 je f tvaru

f(X) = AX+ p

pro n¥jakouA ∈ Rn×n ortogonální a p ∈ Rn. Samodruºné body f jsou práv¥ °e²ení soustavy(
In −A p

)
a samodruºné sm¥ry f odpovídají vlastním vektor·m A. Rozli²íme dva

p°ípady:

� f je p°ímé, tedy det(A) = 1. Potom je

A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

pro n¥jaké α ∈ [0, 2π). Dále rozli²ujeme dva p°ípady:

� α = 0, tedy A = In a v²echny sm¥ry jsou samodruºné s vlastním £íslem 1.
Pro p = o jde o identitu � pak jsou v²echny body samodruºné. Pro p ̸= o jde
o posunutí, a to nemá ºádné samodruºné body (soustava

(
In −A p

)
nemá

°e²ení).

� α ̸= 0. Potom platí det(In − A) = 2(1 − cosα) ̸= 0, tedy soustava má práv¥
jedno °e²ení pro libovolné p a tedy f má práv¥ jeden samodruºný bod S. Lze
psát

f(X) = A(X− S) +AS+ p = A(X− S) + S,

takºe jde o oto£ení kolem S. Pro α = π je A = −In, tedy v²echny sm¥ry
jsou samodruºné s vlastním £íslem -1 a jde o st°edovou soum¥rnost. V opa£ném
p°ípad¥A nemá ºádné vlastní vektory (nad R), tedy f nemá samodruºné sm¥ry.

� f je nep°ímé, tedy det(A) = −1. Potom je

A =

(
cosα sinα
sinα − cosα

)

pro n¥jaké α ∈ [0, 2π). Matice A má vlastní £ísla 1 a −1 s p°íslu²nými na sebe
kolmými vlastními vektory v1 = (cos α

2
, sin α

2
),v−1 = (− sin α

2
, cos α

2
).

α
2

p

P

v1

v−1

a1v1

a2v−1
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Ozna£me B = (v1,v−1), coº je ON báze vektorového prostoru R2 a p = a1v1+a2v−1

vyjád°ení vektoru posunutí v této bázi. M·ºeme jist¥ psát

f(X) = [AX+ a2v−1] + a1v1 = f2(f1(X)),

kde f1(X) = A(X) + a2v−1 a f2(X) = X + a1v1. P°ímým výpo£tem ov¥°íme, ºe
kaºdý bod p°ímky p(t) = a2

2
v−1 + tv1 je samodruºným bodem zobrazení f1 a jedná

se tedy o osovou soum¥rnost podle této p°ímky. Zobrazení f2 je ov²em posunutím ve
sm¥ru této p°ímky, které pro a1 = 0 degeneruje v identitu.

P°íloha, klasi�kace shodností v R2

Shodnosti v rovin¥

osová soum¥rnost
p°ímka samodruºných bod·

posunutá osová
soum¥rnost

ºádný samodruºný bod

nep°ímé

identita

v²echny samodruºné body

oto£ení

oto£ení o π
(st°edová soum¥rnost)

v²echny samodruºné sm¥ry

oto£ení o ϕ ̸= kπ, k ∈ Z

ºádný samodruºný sm¥r

jeden samodruºný bod

posunutí

ºádný samodruºný bod

p°ímé
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P°ípome¬te si pojem orientace a vektorové sou£inu z LA 7.6, LA 8.8 p°ípadn¥ souvislost
s determinantem LA celá kapitola 7.

V¥ta 1.11 (Rodriguesova formule). M¥jme dva vektory n, r ∈ R3, p°i£emº n je jednotkový.
Pak pro vektor r′ ∈ R3, který dostaneme oto£ením vektoru r kolem vektoru n ∈ R3 o úhel
ϕ v kladném sm¥ru platí:

r′ = (1− cosϕ)(r · n)n+ cosϕr+ sinϕ(n× r).

Oto£ením v kladném sm¥ru p°itom myslíme, ºe p°i úhlu ϕ ∈ (0, π) tvo°í vektory (n, r, r′)
kladn¥ orientovanou bázi R3 a p°i úhlu ϕ ∈ (−π, 0) záporn¥ orientovanou.

D·kaz. Rozloºme r na sloºku r1 = (r · n)n (tj. projekci do sm¥ru n) a sloºku r2 = r− r1
kolmou na n. Ozna£me v = n× r = n× (r1 + r2) = n× r2. Jelikoº n ⊥ r2, platí

||v|| = ||n× r2|| = ||n||||r2|| = ||r2||.

Oto£ení kolem vektoru n o úhel ϕ zúºená na LO{r2,v} = LO{n}⊥ je z°ejm¥ také
oto£ení o úhel ϕ. Jelikoº (r2,v) je �násobkem� �kladn¥ orientované� ortonormální báze
tohoto prostoru, m·ºeme psát

r′2 = cosϕr2 + sinϕv.

(�árka vºdy zna£í obraz v uvaºovaném zobrazení.) Dále z°ejm¥ r′1 = r1. Dohromady do-
stáváme

r′ = r′1 + r′2
= r1 + cosϕr2 + sinϕv

= (r · n)n+ cosϕ(r− (r · n)n) + sinϕv

= (1− cosϕ)(r · n)n+ cosϕr+ sinϕ(n× r).
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De�nice 1.12. P°ipome¬me si z ineární algebry (LA, cvi£ení 3.5.5), ºe kvaterniony tvo°í
nekomutativní t¥leso (ozna£ované H) a mají tvar q = s + xi + yj + zk, p°i£emº i2 = j2 =
k2 = −1 a ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j. V této p°edná²ce budeme s nazývat
skalární £ást, vektor v = (a, b, c) vektorová £ást a budeme kvaterniony zapisovat ve tvaru

q = (s, (x, y, z)︸ ︷︷ ︸
v

).

Reálná £ísla jsou do kvaternion· vno°ena jako s→ (s,0) a vektorový prostor R3 je do nich
vno°en jako v→ (0,v).

Pro tato vno°ení a jejich inverzy nebudeme zavád¥t ºádné ozna£ení, z kontextu a z
aplikovaných operací bude jasné, kdy zacházíme nap°. s vektorem a kdy s kvaternionem
vektoru odpovídajícím. Nap°íklad ve V¥t¥ 1.17 by na pravé stran¥ bylo p°esn¥j²í psát vektor
vzniklý �odvno°ením� kvaternionu q(0, r)q̄, coº by ale zbyte£n¥ zaplevelovalo zna£ení.

Lemma 1.13 (Geometrický význam kvaternionových operací). Pro libovolné kvaterniony
q1 = (s1,v1), q2 = (s2,v2) platí

q1 + q2 = (s1 + s2,v1 + v2)

q1 · q2 = (s1s2 − v1 · v2,v1 × v2 + s1v2 + s2v1).

D·kaz. Plyne p°ímo z rozepsání q1 a q2 pomocí £ty° sloºek.

De�nice 1.14. Pro libovolný kvaternion q = (s,v) de�nujeme konjugovaný kvaternion q̄ =
(s,−v) a jeho normu ||q|| = √qq̄ = √q̄q =

√
s2 + v · v =

√
s2 + x2 + y2 + z2. Kvaterniony,

které mají normu rovnou 1 nazýváme jednotkové.

Lemma 1.15. Jednotkové kvaterniony (ozna£ovanéH1) tvo°í multiplikativní grupu. Kaºdý
jednotkový kvaternion s nenulovou vektorovou £ástí lze jednozna£n¥ zapsat ve tvaru

q = (cosα,n sinα),

kde n je jednotkový vektor a α ∈ (0, π).

D·kaz. Snadno ov¥°íme, ºe pro libovolné dva kvaterniony platí q1 · q2 = q2 · q1. Multipli-
kativní invers jednotkového kvaternionu q je q, protoºe qq = 1 = qq a ||q|| = ||q|| = 1. Dále
jsou-li q1, q2 jednotkové kvaterniony, pak

||q1q2|| =
√

(q1q2)(q1q2) =
√
q1(q2 q2)q1 =

√
q1q1 = 1,

tedy q1q2 je jednotkový kvaternion. Jednotkové kvaterniony tak tvo°í neprázdnou podmno-
ºinu multiplikativní grupy v²ech nenulových kvaternion· uzav°enou na skládání a inverze,
£ili podgrupu.

Je-li q = (s,v) jednotkový kvaternion a v ̸= o, potom nutn¥

|s| =
√
||q||2 − ||v||2 < 1.

9



Jediná moºná vyhovující volba α ∈ (0, π) je α = arccos s. Z toho plyne

||v|| =
√
||q||2 − s2 = sinα,

tedy q = (s,v) = (cosα, v
||v|| sinα) a ozna£íme n = v

||v|| .

Lemma 1.16. Pro kaºdé t°i vektory u,v,w ∈ R3 platí

u× (v ×w) = (u ·w)v − (u · v)w.

V¥ta 1.17. Pro pevný jednotkový kvaternion q = (cosα,n sinα) je lineární zobrazení
Rq : R3 → R3 de�nované jako

Rq(r) = qrq̄

oto£ení kolem osy n úhel 2α v kladném sm¥ru.

D·kaz. Ozna£me q = (s,v). S vyuºitím Lemmat 1.13 a 1.16

qrq̄ = (s,v)(0, r)(s,−v)
= (−v · r,v × r+ sr)(s,−v)
= (−(v · r)s+ (v × r) · v︸ ︷︷ ︸

0

+sr · v,−(v × r)× v︸ ︷︷ ︸
(v·r)v−(v·v)r

−sr× v + (v · r)v + s(v × r) + s2r)

= (0, 2(v · r)v + (s2 − ||v||2)r+ 2s(v × r))

= (0, 2 sin2 α(n · r)n+ (cos2 α− sin2 α)r+ 2 sinα cosα(n× r))

= (1− cos 2α)(n · r)n+ cos(2α)r+ sin 2α(n× r).

Ov²em to je podle Rodriguesovy formule vektor vzniklý oto£ením vektoru r kolem
vektoru n o úhel 2α v kladném sm¥ru.

P°íklad 1.18. Vypo£ítejte vektor, který vznikne oto£ením vektoru (1, 0, 0) kolem vektoru
(3, 4, 0) o úhel ϕ = π/3 v kladném sm¥ru.

V¥ta 1.19. Kaºdá p°ímá shodnost v R3 má alespo¬ jednu samodruºnou p°ímku a lze
ji sloºit z oto£ení kolem této p°ímky a posunutí ve sm¥ru této p°ímky (má tedy tvar
²roubového pohybu).
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D·kaz. Kaºdé f ∈ E+(3) je tvaru f(X) = AX + p, kde A ∈ R3×3 je ortogonální a
detA = 1. Matice A je unitární, její vlastní £ísla nad C proto leºí na jednotkové kruºnici.
Zárove¬ je reálná a stejn¥ tak i koe�cienty jejího charakteristického polynomu, tudíº je
mnoºina jejích vlastních £ísel symetrická podle reálné osy komplexní roviny a musí proto
mít tvar σ(A) = {±1, eiϕ, e−iϕ}, ϕ ∈ [0, π]. Znaménko prvního vlastního £ísla musí být
kladné, protoºe sou£in v²ech vlastních £ísel je roven detA = 1. P°ípad ϕ = 0 vede na
trojnásobné vlastní £íslo 1, a protoºe unitární matice jsou diagonalizovatelné, znamená to,
ºe A = I3. Tvrzení pak z°ejm¥ platí, nebo´ m·ºeme uvaºovat oto£ení o nulový úhel kolem
osy p sloºené s tímto posunutím.

Pokud A ̸= I3, je 1 jejím vlastním £íslem s algebraickou a z diagonalizovatelnosti i
geometrickou násobností 1, existuje tedy práv¥ jeden vlastní sm¥r s tímto vlastním £íslem.
Nech´ v1 je jednotkový vlastní vektor s vlastním £íslem 1 a (v1,v2,v3) jeho dopln¥ní do
ortonormální báze R3. Ozna£me W = LO{v2,v3} ortogonální dopln¥k prostoru LO{v1} a
rozloºme

p = a1v1 + a2v2 + a3v3.

M·ºeme jist¥ psát

f(X) = [AX+ a2v2 + a3v3] + a1v1 = f2(f1(X)),

kde f1(X) = AX+ a2v2 + a3v3 a f2(X) = X+ a1v1.
Asociovaný homomor�smus f1,A zachovává kolmost vektor·, zachovává tedy i pod-

prostor W jakoºto ortogonální dopln¥k vlastního sm¥ru LO(v1). Zobrazení f1 tedy za-
chovává mnoºinu W také a je p°ímé. Navíc homomor�smus f1,A zúºený na W není ro-
ven identit¥. Podle V¥ty 1.10 o klasi�kaci shodností v rovin¥ existuje práv¥ jeden bod
S = s2v2 + s3v3 ∈ W , pro který platí f1(S) = S. P°ímým výpo£tem ov¥°íme, ºe i v²echny

11



body p°ímky p : S + tv1 jsou samodruºnými body zobrazení f1. Jedná se tedy o oto£ení
okolo osy p a zobrazení f2 je zjevn¥ posunutím v jejím sm¥ru.

Poznamenejme, ºe velikost úhlu oto£ení je moºné ur£it z maticeA = Q diag(1, eiϕ, e−iϕ)Q−1

pomocí její stopy, protoºe TrA = 1 + 2 cosϕ.
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2 Diferenciální geometrie k°ivek

P°íklad 2.1. Uvaºujme v R2 jednotkovou kruºnici x2+ y2− 1 = 0 bez bodu (−1, 0). Tuto
mnoºinu parametrizujme jako c(t) = (cos t, sin t)T pro t ∈ (−π, π) a uvaºujme reparamet-
rizaci t = 2arctan s pro s ∈ (−∞,∞). Nová parametrizace má tvar

c(s) =

(
1− s2
1 + s2

,
2s

1 + s2

)T

, s ∈ (−∞,∞).

Tuto parametrizaci racionálními funkcemi lze také p°ímo geometricky zkonstruovat jako
mnoºinu pr·se£ík· kruºnice s p°ímkami z bodu (−1, 0) se sm¥rnicí s ∈ R.

De�nice 2.2. Bu¤ I ⊆ R interval (p°ípadn¥ neomezený), spojité zobrazení c : I → Rn

se nazývá parametrická k°ivka v Rn. Mnoºina ⟨c⟩ := c(I) ⊆ Rn se nazývá obraz k°ivky.
Parametrická k°ivka se nazývá hladká, jestliºe c je t°ídy C∞ (tedy má kaºdá její sloºka
spojitou derivaci v²ech °ád·) a regulární, jestliºe c′(t) ̸= (0, 0, . . . , 0)T pro kaºdé t ∈ I.

Poznámka 2.3.

1. Je-li I uzav°ený nebo polouzav°ený interval, rozumíme hladkým zobrazením na I
restrikci na I hladkého zobrazení de�novaného na n¥jakém otev°eném nadintervalu.

2. Parametrická k°ivka je popsána n-ticí funkcí c(t) = (c1(t), · · · , cn(t))T jedné pro-
m¥nné de�novaných na I.

3. Pro hladkou regulární parametrickou k°ivku de�nujeme její funkci rychlosti ||c′(t)||,
která je hladká a kladná.

4. Ve v¥tách a de�nicích budeme pro jednoduchost pracovat s hladkými k°ivkami (t°ídy
C∞), ale v¥t²ina pojm· a výsledk· platí i pro niº²í t°ídu hladkosti.

De�nice 2.4. Je-li c : I → Rn hladká regulární parametrická k°ivka a ϕ : Ĩ → I hladké
bijektivní zobrazení Ĩ na I s vlastní a v²ude nenulovou derivací (tzv. difeomor�smus), je

c̃ := c ◦ ϕ : Ĩ → Rn

regulární parametrická k°ivka se stejným obrazem jako c. Difeomor�smus ϕ pak nazýváme
zm¥nou parametru a c̃ reparametrizací c. Je-li navíc ϕ′ > 0 na Ĩ, nazveme c̃ reparametrizací
c zachovávající orientaci.

De�nice a lemma 2.5. Býti reparametrizací je relace ekvivalence (kterou ozna£íme ∼) na
mnoºin¥ v²ech hladkých regulárních parametrizovaných k°ivek a kaºdou její t°ídu nazýváme
k°ivka. Kaºdého zástupce p°íslu²né t°ídy ekvivalence nazýváme parametrizací této k°ivky.
Býti reparametrizací zachovávající orientaci je rovn¥º relace ekvivalence (kterou ozna£íme
≈) na mnoºin¥ v²ech regulárních parametrizovaných k°ivek a kaºdou její t°ídu nazýváme
orientovaná k°ivka.
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D·kaz. Z v¥ty o inverzní funkce plyne (viz skripta z MA), ºe inverzní funkce ϕ−1 existuje,
je hladká, je bijektivní a má v²ude vlastní nenulovou derivaci. Tedy i inverzní funkce je
hladký difeomor�smus. Dále uº sta£í jen ov¥°it podmínky relace ekvivalence:

� Re�exivita: identita je difeomor�smus a tedy c = c ◦ id

� Symetrie: inverze difeomor�smu je difeomor�smus, tedy kdyº c̃ = c◦ϕ⇒ c = c̃◦ϕ−1

� Tranzitivita: sloºení difeomor�sm· je difeomor�smus (op¥t z °etízkového pravidla),
tedy (c̃ = c ◦ ϕ a ˜̃c = c̃ ◦ ψ) ⇒ ˜̃c = c ◦ (ϕ ◦ ψ)

� Orientace: sloºení rostoucích funkcí je rostoucí a inverze k rostoucí funkci je rostoucí,
tedy pro ϕ, ψ zachovávající orientaci také ϕ ◦ ψ a ϕ−1 zachovávají orientaci.

Poznámka 2.6. Pokud nebude nebezpe£í omylu, budeme slovem k°ivka (p°ípadn¥ ori-
entovaná k°ivka) ozna£ovat nejen t°ídu ekvivalence, ale i jejího reprezentanta (regulární
parametrizovanou k°ivku), se kterým práv¥ pracujeme, nebo dokonce její obraz.

Poznámka 2.7. V diferenciální geometrii studujeme vlastnosti k°ivek, které se p°i re-
parametrizaci nem¥ní nebo m¥ní odpovídajícím zp·sobem (nap°íklad m¥ní znaménko p°i
zm¥n¥ orientace). Nadále budeme pouºívat zkrácený zápis parametrizací téºe k°ivky. Na-
p°íklad pokud máme parametrickou k°ivku c(t) budeme její reparametrizaci c̃(s) = c(ϕ(s))
ozna£ovat jednodu²e c(s). Kone£n¥ kv·li zjednodu²ení zápisu budeme n¥kdy vynechávat
hodnotu parametru a budeme psát nap°íklad c′ místo c′(t) a podobn¥. Pokud ne°ekneme
jinak, £árka zna£í derivaci d

dt
a te£ka derivaci d

ds
.

Lemma 2.8. Pro derivace dvou parametrizací c(t) a c̃(s) = c(ϕ(s))︸ ︷︷ ︸
c(s)

téºe hladké regulární

k°ivky v kaºdém odpovídajícím bod¥ platí

(ċ|c̈| ...c ) = (c′|c′′|c′′′)



ϕ̇ ϕ̈

...
ϕ

0 ϕ̇2 3ϕ̇ ϕ̈

0 0 ϕ̇3


 .

D·kaz. P°ímý výpo£et derivace sloºené funkce °etízkovým pravidlem:

ċ(s0) =
d

ds

∣∣∣∣
s0

c̃(s) =
d

ds

∣∣∣∣
s0

c(ϕ(s)) =
d

dt

∣∣∣∣
ϕ(s0)

c(t)
d

ds

∣∣∣∣
s0

ϕ(s) = c′(ϕ(s0))ϕ̇(s0).

Dále zderivujeme podle s rovnost ċ = ϕ̇c′:

c̈ = ϕ̈c′ + ϕ̇2c′′

Podobn¥ pro t°etí derivaci:
...
c =

...
ϕ c′ + ϕ̈ϕ̇c′′ + 2ϕ̇ϕ̈c′′ + (ϕ̇)2ϕ̇c′′′ =

...
ϕ c′ + 3ϕ̇ϕ̈c′′ + (ϕ̇)3c′′′
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2.1 Rovinné k°ivky

Pokud se ne°ekne jinak, budeme v této podkapitole termínem k°ivka ozna£ovat hladkou
regulární k°ivku v R2. V následující de�nici zavedeme v kaºdém bod¥ k°ivky kladn¥ orien-
tovanou ortonormální bázi, jejíº první vektor je ke k°ivce te£ný, a skalární veli£inu, která
(jak pozd¥ji uvidíme) odpovídá rychlosti stá£ení sm¥ru k°ivky.

De�nice 2.9. V kaºdém bod¥ hladké regulární parametrické k°ivky c(t) v R2 de�nujeme
jednotkový te£ný vektor

t(t) =
c′(t)

||c′(t)||
dále orientovaný jednotkový normálový vektor

n∗(t) =

(
0 −1
1 0

)
t(t)

a znaménkovou k°ivost

κz(t) =
det(c′(t)|c′′(t))
||c′(t)||3 .

Bod, ve kterém je znaménková k°ivost nulová, nazýváme in�exní.

P°íklad 2.10. Studujme k°ivku c(t) = (t, t2), kde t ∈ (−2, 2) v jejím bod¥ t = 1.

V¥ta 2.11. P°i reparametrizaci k°ivky v R2 zachovávající orientaci se v daném bod¥ te£ný
vektor, orientovaný normálový vektor a znaménková k°ivost nem¥ní. P°i reparametrizaci
která m¥ní orientaci se tyto vektory m¥ní na opa£né a znaménková k°ivost pouze zm¥ní
znaménko.

D·kaz. S vyuºitím lemmatu 2.8

t(s) =
ċ

||ċ|| =
ϕ̇c′

||ϕ̇c′||
= sign(ϕ̇)

c′

||c′(t)|| = sign(ϕ̇)t(t).

Dále platí

n∗(s) =

(
0 −1
1 0

)
t(s) =

(
0 −1
1 0

)
sign(ϕ̇)t(t) = sign(ϕ̇)n∗(t).

Kone£n¥

κz(s) =
det(ċ|c̈)
||ċ||3 =

det

[
(c′|c′′)

(
ϕ̇ ϕ̈

0 ϕ̇2

)]

||ϕ̇c′||3
= sign(ϕ̇)

det(c′|c′′)
||c′||3 = sign(ϕ̇)κz(t).
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V¥ta 2.12. Znaménková k°ivost, te£ný a normálový vektor jsou ekvivariantní v·£i shod-
nostem R2. P°esn¥ji, m¥jme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou k°ivku
c(t) a v jejím libovolném bod¥ veli£iny κz, t, n∗. Pak k°ivka c̃(t) = f(c(t)) = Ac(t) + p
má v odpovídajícím bod¥ znaménkovou k°ivost κ̃z = (detA)κz, te£ný vektor t̃ = At a
normálový vektor ñ∗ = (detA)An∗.

D·kaz. Uv¥domme si, ºe detA = ±1. Navíc platí, ºe

c̃(t) = Ac(t) + p⇒ c̃′(t) = Ac′(t)⇒ c̃′′(t) = Ac′′(t).

f

c

c̃
n∗

t t̃

ñ∗

Tedy

�

κ̃z =
det(c̃′, c̃′′)

||c̃′||3 =
det(Ac′,Ac′′)

||Ac′||3 =
det(A) det(c′, c′′)

||c′||3 = (detA)κz,

nebo´ pro libovolný vektor ||v|| =
√
vTv ⇒ ||Av|| =

√
(Av)TAv =

√
vTATAv =√

vTv = ||v||.

� t̃ = c̃′

||c̃′|| =
Ac′

||Ac′|| = A( c′

||c′||) = At

� ñ∗ =

(
0 −1
1 0

)
t̃ =

(
0 −1
1 0

)
At = det(A)A

(
0 −1
1 0

)
t = det(A)An∗.

Pro ov¥°ení t°etí rovnosti na posledním °ádku je t°eba dosadit oba moºné tvary matice A
odpovídající oto£ení a osové soum¥rnosti.

De�nice 2.13. Pro kaºdou k°ivku c de�nujeme v kaºdém bod¥ její te£nou p°ímku jako
mnoºinu c(t) + LO{t(t)} a normálovou p°ímku jako mnoºinu c(t) + LO{n∗(t)}. Dále v
kaºdém nein�exním bod¥ de�nujeme její polom¥r k°ivosti jako R(t) = 1

|κz(t)| , její st°ed

k°ivosti jako bod S(t) = c(t) + 1
κz(t)

n∗(t) a kruºnici se st°edem S(t) a polom¥rem R(t)

nazýváme oskula£ní kruºnice v bod¥ c(t).

D·sledek 2.14. Te£ná p°ímka, normálová p°ímka a oskula£ní kruºnice se nem¥ní p°i
reparametrizaci a jsou ekvivariantní v·£i shodnostem.

D·kaz. Podle V¥ty 2.11 se tyto objekty zjevn¥ nem¥ní p°i reparametrizaci zachovávající
orientaci a p°i reparametrizaci m¥nící orientaci je LO stejný a st°ed a polom¥r k°ivosti
vyjde bez zm¥ny znaménka. Podobn¥ podle V¥ty 2.12 jsou tyto objekty ekvivariantní v·£i
p°ímým shodnostem a p°i bliº²ím pohledu také v·£i nep°ímým, protoºe znaménko se vyru²í.
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c(t)

c(t) + 〈t(t)〉

c(t) + 〈n∗(t)〉

R(t)

S(t)

Poznámka 2.15. K°ivka má v kaºdém svém bod¥ kontakt nejvy²²ího °ádu s te£nou p°ím-
kou (ze v²ech p°ímek) a v kaºdém nein�exním bod¥ s oskula£ní kruºnicí (ze v²ech kruºnic).
Navíc, jestliºe ozna£íme N(t) normálovou p°ímku v bod¥ t, pak v kaºdém nein�exním bod¥
c(t0) platí

S(t0) = lim
t−>t0

N(t0) ∩N(t).

V¥ta 2.16. Pro hladkou regulární parametrickou k°ivku c : I → R2 platí

t′(t) = ||c′(t)||κz(t)n∗(t).

Dále platí, ºe existuje hladká funkce θ(t) : I → R spl¬ující t(t) = (cos θ(t), sin θ(t)) pro
t ∈ I a pro znaménkovou k°ivost pak platí

κz(t) =
θ′(t)

||c′(t)|| , t ∈ I.

Pokud je tedy k°ivka parametrizována konstantní jednotkovou rychlostí ||c′(t)|| = 1, pak
je tedy znaménková k°ivost rychlostí zm¥ny sm¥ru k°ivky.

D·kaz. Uv¥domme si, ºe ||c′|| =
√
c′ · c′. Derivováním a úpravami dostaneme

t′ =

(
c′

||c′||

)′

=

√
c′ · c′c′′ − 1

2
2c′·c′′√
c′·c′c

′

c′ · c′ =
||c′||2c′′ − (c′ · c′′)c′

||c′||3 .

Skalárním sou£inem p°edchozí rovnice získáme c′ · t′ = 0 a proto je t′ násobkem n∗(t),
tedy t′ = Kn∗(t). Z rovností

det(t, t′) = det(t, Kn∗(t)) = K det(t,n∗(t))︸ ︷︷ ︸
=1

= K
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a

det(t, t′) = det

(
c′

||c′|| ,
||c′||2c′′ − (c′ · c′′)c′

||c′||3

)
= det

(
c′

||c′|| ,
||c′||2c′′
||c′||3

)
−det

(
c′

||c′|| ,
(c′ · c′′)c′
||c′||3

)

︸ ︷︷ ︸
0

=

det(c′, c′′) · 1

||c′||2 =
det(c′, c′′)

||c′||3︸ ︷︷ ︸
κz

· ||c′||︸︷︷︸
=r

dostaneme, ºe K = rκz.
Funkce θ je spojitou verzí argumentu funkce t(t) a její existence a diferencovatelnost bude
podrobn¥ji studována v komplexní analýze. Potom dostáváme

t′(t) = θ(t)′ (− sin θ(t), cos θ(t))︸ ︷︷ ︸
n∗(t)

a z p°edchozí £ásti máme θ′(t) = r(t)κz(t).

V¥ta 2.17. Na otev°eném intervalu I budiº zadány dv¥ hladké reálné funkce f(t), r(t),
p°i£emº r(t) > 0 pro t ∈ I. Pak existuje aº na p°ímou shodnost práv¥ jedna hladká
parametrická rovinná k°ivka c(t), t ∈ I, pro kterou platí

||c′(t)|| = r(t), κz(t) = f(t).

D·kaz. Za�xujme t0 ∈ I libovolné a de�nujeme funkci θ(t) aby platilo

� θ′(t) = ||c′(t)||κz(t) = r(t)f(t), tedy θ nalezneme jako primitivní funkci k r(t)f(t),
která jist¥ existuje, protoºe r(t)f(t) je hladká,

� θ(t0) = θ0, kde θ0 je libovolná konstanta.

Nyní poloºíme
t(t) = (cos θ(t), sin θ(t)).

Z°ejm¥ ||t(t)|| = 1 a m·ºeme tedy kone£n¥ de�novat

c′(t) = ||c′(t)||t(t) = r(t)(cos θ(t), sin θ(t)).

c(t) nalezneme jako primitivní funkci k c′(t), coº lze, protoºe c′(t) je hladká funkce. Zvolíme
X, Y ∈ R libovolná a nech´ cx(t0) = X a cy(t0) = Y .

V pr·b¥hu konstrukce funkce c(t) jsme volili polohu bodu c(t0) = (X, Y ) a sm¥r te£ného
vektoru t(t0) = (cos θ0, sin θ0), £ímº jsme ur£ili k°ivku jednozna£n¥ aº na p°ímou shodnost.
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Z d·kazu plyne, ºe pro danou k°ivku c(t) lze de�novat funkci θ(t) : I → R spl¬ující
t(t) = (cos θ(t), sin θ(t)) pro t ∈ I. Derivací této rovnosti získáme

t′(t) = θ(t)′ (− sin θ(t), cos θ(t))︸ ︷︷ ︸
n∗(t)

a z V¥ty 2.16 pak pro znaménkovou k°ivost platí

κz(t) =
θ′(t)

||c′(t)||

Pokud je tedy k°ivka parametrizována konstantní jednotkovou rychlostí ||c′(t)|| = 1, je
znaménková k°ivost rovna rychlosti zm¥ny sm¥ru k°ivky.

2.2 Prostorové k°ivky

Pokud se ne°ekne jinak, budeme v této kapitole termínem k°ivka ozna£ovat hladkou regu-
lární k°ivku v R3.

De�nice 2.18. V kaºdém bod¥ hladké regulární parametrické k°ivky c(t) v R3 de�nujeme
jednotkový te£ný vektor t(t) a k°ivost κ(t)

t(t) =
c′(t)

||c′(t)|| , κ(t) =
||c′(t)× c′′(t)||
||c′(t)||3 .

Bod, ve kterém je k°ivost nulová, se nazývá in�exní bod. V kaºdém nein�exním bod¥ dále
de�nujeme jednotkový binormálový vektor b(t), jednotkový normálový vektor n(t) a torzi

τ(t)

b(t) =
c′(t)× c′′(t)

||c′(t)× c′′(t)|| , n(t) = b(t)× t(t), τ(t) =
det(c′(t)|c′′(t)|c′′′(t))
||c′(t)× c′′(t)||2 .

Z de�nice plyne, ºe trojice vektor· {t(t),n(t),b(t)} tvo°í v kaºdém nein�exním bod¥ kladn¥
orientovanou ortonormální bázi R3, která se nazývá Frenet·v repér.

V¥ta 2.19. P°i reparametrizaci k°ivky v R3 zachovávající orientaci se v daném bod¥ k°i-
vost, torze a Frenet·v repér nem¥ní. P°i reparametrizaci, která m¥ní orientaci se k°ivost,
torze a normálový vektor rovn¥º nem¥ní, zatímco te£ný a binormálový vektor se m¥ní na
vektory opa£né.

D·kaz. Vyuºijeme lemmatu 2.8 a ozna£íme

M =



ϕ̇ ϕ̈

...
ϕ

0 ϕ̇2 3ϕ̇ ϕ̈

0 0 ϕ̇3


 .
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Dále spo£ítáme

ċ× c̈ = (ϕ̇c′)× (ϕ̈c′ + ϕ̇2c′′) = (ϕ̇c′)× (ϕ̈c′) + (ϕ̇c′)× (ϕ̇2c′′) = 0 + ϕ̇3(c′ × c′′).

Nyní uº máme v²e pot°ebné k d·kazu v¥ty, a po£ítáme

t(s) =
ċ

||ċ|| =
ϕ̇c′

|ϕ̇| ||c′||
= sign(ϕ̇)t(t),

b(s) =
ċ× c̈

||ċ× c̈|| =
ϕ̇3(c′ × c′′)

|ϕ̇3| ||c′ × c′′||
= sign(ϕ̇)b(t),

n(s) = b(s)× t(s) = sign(ϕ̇)b(t)× sign(ϕ̇)t(t) = b(t)× t(t) = n(t),

κ(s) =
||ċ× c̈||
||ċ||3 =

|ϕ̇3| ||c′ × c′′||
|ϕ̇|3 ||c′||3

= κ(t),

τ(s) =
det(ċ|c̈| ...c )
||ċ× c̈||2 =

det(M) det(c′|c′′|c′′′)
ϕ̇6||c′ × c′′||2

= τ(t).

V¥ta 2.20. K°ivost, te£ný a normálový vektor jsou ekvivariantní v·£i shodnostem R3.
P°esn¥ji, m¥jme shodnost ve tvaru f(X) = AX+ p, parametrickou k°ivku c(t) a v jejím
libovolném bod¥ veli£iny κ, t a v nein�exním bod¥ navíc τ , n, b. Pak k°ivka c̃(t) =
f(c(t)) = Ac(t) + p má v odpovídajícím bod¥ k°ivost κ̃ = κ a te£ný vektor t̃ = At. V
nein�exních bodech má navíc torzi τ̃ = (detA)τ , normálový vektor ñ = An a binormálový
vektor b̃ = (detA)Ab.

D·kaz. Dokaºme nejprve, ºe pro ortonormální matici A a libovolné vektory x,y ∈ R3

platí Ax×Ay = det(A)A(x× y). Skute£n¥, ∀z ∈ R3 dostáváme

z · (Ax×Ay) = det(z,Ax,Ay) = det(A) det(ATz,x,y) = det(A)(ATz) · (x× y) =

det(A)(z ·A(x× y)) = z · (det(A)A(x× y)).

Nyní uº snadno ov¥°íme dokazované vztahy. Platí totiº, ºe

c̃(t) = Ac(t) + p⇒ c̃′(t) = Ac′(t)⇒ c̃′′(t) = Ac′′(t)⇒ c̃′′′(t) = Ac′′′(t).

P°ímým výpo£tem dostáváme

t̃ =
c̃′

||c̃′|| =
Ac′

||c′|| = At,

b̃ =
c̃′ × c̃′′

||c̃′ × c̃′′|| =
det(A)A(c′ × c′′)

||c′ × c′′|| = det(A)Ab,

ñ = b̃× t̃ = det(A)(Ab×At) = A(b× t) = An,
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κ̃ =
||c̃′ × c̃′′||
||c̃′||3 =

| det(A)| ||A(c′ × c′′)||
||Ac′||3 =

||c′ × c′′||
||c′||3 = κ

a kone£n¥

τ̃ =
det(c̃′|c̃′′|c̃′′′)
||c̃′ × c̃′′||2 =

det(A) det(c′|c′′|c′′′)
||c′ × c′′||2 = det(A)τ.

De�nice 2.21. Pro hladkou regulární k°ivku c(t) v R3 de�nujeme v kaºdém bod¥ te£nou

p°ímku jako mnoºinu c(t) + LO{t(t)} a dále v kaºdém nein�exním bod¥ de�nujeme

� oskula£ní rovinu jako mnoºinu c(t) + LO{t(t),n(t)},

� rekti�ka£ní rovinu jako mnoºinu c(t) + LO{t(t),b(t)},

� normálovou rovinu jako mnoºinu c(t) + LO{n(t),b(t)}.

De�nice a lemma 2.22. O hladké parametrizované k°ivce c(t) °ekneme, ºe je parametri-

zovaná obloukem nebo jednotkovou rychlostí, jestliºe pro v²echna t ∈ I platí ||c′(t)|| = 1.
Kaºdou hladkou regulární k°ivku lze parametrizovat obloukem. Je-li c(t) n¥jaká paramet-
rizace obloukem, pak v²echny ostatní parametrizace této k°ivky obloukem získáme repara-
metrizací t = ϕ(s), ϕ(s) = ±s+ s0, kde s0 je libovolná konstanta.

D·kaz. M¥jme libovolnou hladkou regulární k°ivku c(t). Pak platí, ºe ||c′(t)|| > 0, coº je
jist¥ hladká funkce, a tudíº m·ºeme de�novat

ψ(t) =

∫
||c′(t)||dt.

Pak tedy platí vztah ψ(t)′ = ||c′(t)||. Funkce ψ je prostá, tudíº de�nujeme ϕ = ψ−1.
De�nujeme nyní c(s) = c(ϕ(s)), z £ehoº podle v¥ty o derivaci inverzní funkce plyne

ċ = ϕ̇c′ =
1

ψ′c
′ =

c′

||c′|| = t.

Z toho ov²em plyne, ºe ||ċ|| = 1, tedy jsme nalezli parametrizaci obloukem.
P°edpokládejme nyní, ºe máme k°ivku c(t) parametrizovanou obloukem a její obloukovou
reparametrizaci c(s) = c(ϕ(s)). Pak

1 = ||ċ|| = ||c′|| |ϕ̇| = 1 |ϕ̇|,

tedy nutn¥ |ϕ̇| = 1⇒ ϕ̇ = ±1⇒ ϕ = ±s+ s0.
Naopak, m¥li bychom k°ivku c(t) parametrizovanou obloukem, pak takovou reparametri-
zací ϕ(s) = ±s+ s0 op¥t dostaneme parametrizaci obloukem z výpo£tu vý²e.

Lemma 2.23. Pro regulární hladkou k°ivku c(t) v R3 parametrizovanou obloukem v kaº-
dém bod¥ platí t(t) = c′(t) a κ(t) = ||c′′(t)|| = ||c′(t)× c′′(t)||. V kaºdém nein�exním bod¥
navíc n(t) = c′′(t)

||c′′(t)|| .
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D·kaz. M¥jme c(t) parametrizovanou obloukem. Z°ejm¥ platí t(t) = c′(t).
Ze vztahu ||c′(t)|| = 1 odvodíme

c′(t) · c′(t) = 1 | d
dt

2c′(t) · c′′(t) = 0,

tedy c′(t) ⊥ c′′(t), £ehoº plyne, ºe ||c′ × c′′|| = ||c′|| · ||c′′|| = ||c′′||.
Nyní snadno spo£ítáme, ºe

κ =
||c′ × c′′||
||c′||3 = ||c′′||

a uºitím Lemmatu 1.16 máme v nein�exních bodech

n = b× t =
c′ × c′′

||c′ × c′′|| ×
c′

||c′|| =
1

||c′′||((c
′ × c′′)× c′) =

−1
||c′′||(c

′ × (c′ × c′′)) =

−1
||c′′||((c

′ · c′′)c′ − (c′ · c′)c′′) = c′′

||c′′|| .

V¥ta 2.24 (Frenetovy vzorce). Je-li c(t) hladká k°ivka v R3 parametrizovaná obloukem,
pak v kaºdém nein�exním bod¥ platí

t′ = κn, n′ = −κt+ τb, b′ = −τn,

coº lze vyjád°it maticov¥ jako

(t′|n′|b′) = (t|n|b)



0 −κ 0
κ 0 −τ
0 τ 0




nebo s vyuºitím takzvaného Darbouxova vektoru d = τt+ κb jako

t′ = d× t, n′ = d× n, b′ = d× b.

D·kaz. Uvaºme t°i vektory (v1(t),v2(t),v3(t)), které závisí na parametru a pro jeho libo-
volnou hodnotu t ∈ I tvo°í ON bázi R3. Libovolný vektor v ∈ R3 lze (pro pevné t) vyjád°it
jako

v = (v · v1)v1 + (v · v2)v2 + (v · v3)v3.

Tedy speciáln¥ pro kaºdé pevné t platí

v′
i = (v′

i · v1)v1 + (v′
i · v2)v2 + (v′

i · v3)v3, pro i = 1, 2, 3.

Z°ejm¥ lze psát
(v′

1,v
′
2,v

′
3) = (v1,v2,v3)M,
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kde M je matice 3× 3 s poloºkami mji = v′
i · vj.

Protoºe platí vi · vj = δij, derivováním podle t dostáváme rovnost v′
i · vj + v′

j · vi = 0,
£ili v′

i · vj = −v′
j · vi a tedy M musí být antisymetrická

M =




0 −A −B
A 0 −C
B C 0


 .

V na²em p°ípad¥, kdy (v1,v2,v3) = (t,n,b) a t odpovídá parametrizaci obloukem platí
podle Lemmatu 2.23

t′ = c′′ = ||c′′|| c′′

||c′′|| = κn,

a tedy dostáváme A = κ,B = 0. Snadno nahlédneme, ºe C = n′ · b, a tedy po£ítáme

n′ · b =

(
c′′

||c′′||

)′

· c′ × c′′

||c′ × c′′|| =
(
c′′

κ

)′

· c
′ × c′′

κ
=
κc′′′ − κ′c′′

κ2
· c

′ × c′′

κ
=

1

κ2
· [c′′′ · (c′ × c′′)] =

det(c′′′|c′|c′′)
κ2

=
det(c′|c′′|c′′′)
||c′ × c′′||2 = τ.

�tvrtá rovnost plyne z kolmosti vektor· c′′ a c′ × c′′.
Tudíº

M =



0 −κ 0
κ 0 −τ
0 τ 0


 .

Dále p°ímým výpo£tem za uºití vý²e dokázaných vztah· mezi vektory Frenetova repéru
a jejich derivacemi máme

d× t = (τt+ κb)× t = κb× t = κn = t′,

d× n = (τt+ κb)× n = τb− κt = n′,

d× b = (τt+ κb)× b = −τn = b′.

Poznámka 2.25. Vidíme tedy, ºe v parametrizaci obloukem (kdy se poloha bodu m¥ní
jednotkovou rychlostí) k°ivost vyjad°uje rychlost okamºité zm¥ny te£ného vektoru (a tím
i te£né p°ímky) a torze rychlost okamºité zm¥ny binormálového vektoru (a tím i oskula£ní
roviny). Rovn¥º m·ºeme okamºitou zm¥nu celého Frenetova repéru chápat jako oto£ení
kolem Darbouxova vektoru, jejíº rychlost je daná jeho délkou, tedy

√
κ2 + τ 2, které se

n¥kdy °íká celková k°ivost.

V¥ta 2.26. Nech´ f(t) > 0, g(t) jsou hladké funkce de�nované na otev°eném intervalu I.
Pak existuje aº na p°ímou eukleidovskou shodnost práv¥ jedna hladká k°ivka c(t) v R3

parametrizovaná obloukem na intervalu I tak, ºe

κ(t) = f(t), τ(t) = g(t).

Tyto rovnice se n¥kdy nazývají p°irozené rovnice k°ivky.
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V¥ta 2.27. Pro regulární hladkou parametrizovanou k°ivku c : I → R3 bez in�exních
bod· platí, ºe leºí v n¥jaké rovin¥ práv¥ tehdy, kdyº τ(t) = 0 pro kaºdé t ∈ I.

D·kaz.

� ( =⇒ ) Leºí-li c = (cx, cy, cz) v n¥jaké rovin¥, existují p, q, r, s ∈ R taková, ºe
(p, q, r) ̸= (0, 0, 0) a pro v²echna t ∈ I je pcx(t)+qcy(t)+rcz(t) = s, tedy c·(p, q, r) = s.
Postupným derivováním podle t dostaneme

c′ · (p, q, r) = 0,

c′′ · (p, q, r) = 0,

c′′′ · (p, q, r) = 0.

Vektory c′, c′′, c′′′ v²echny leºí v prostoru LO{(p, q, r)}⊥ dimenze dva, takºe jsou
lineárn¥ závislé. Z toho plyne rovnost det(c′|c′′|c′′′) = 0 a tedy i τ = 0.

� ( ⇐= ) BÚNO uvaºujme c parametrizovanou obloukem. Je-li τ(t) = 0 pro v²echna
t ∈ I, potom b′ = −τn = o, tedy b je konstatní. Zvolme t0 ∈ I libovolné a de�nujme

h(t) = (c(t)− c(t0)) · b(t), t ∈ I.

Platí h(t0) = 0 a h′ = c′ · b = t · b = 0, takºe h = 0, neboli c · b = c(t0) · b. K°ivka
tedy leºí v rovin¥ c(t0) + LO{b}⊥.

V¥ta 2.28. Pro regulární hladkou parametrizovanou k°ivku c : I → R2 vno°enou do R3

zobrazením (x, y)→ (x, y, 0) platí κ = |κz| a v nein�exních bodech n = sign(κz)n∗.

D·kaz. Nech´ c = (cx, cy) ≡ (cx, cy, 0). Snadno spo£teme

κz =

det

(
c′x c′′x
c′y c′′y

)

(
√
c′2x + c′2y )

3
,

κ =
∥(c′x, c′y, 0)× (c′′x, c

′′
y, 0)∥

(
√
c′2x + c′2y + 02)3

=

∥∥∥∥
(
0, 0, det

(
c′x c′y
c′′x c′′y

))∥∥∥∥
(
√
c′2x + c′2y )

3
= |κz|.

Dále v nein�exních bodech ozna£me t = (tx, ty, 0). Dostáváme

n∗ = (−ty, tx, 0),

b =
c′ × c′′

∥c′ × c′′∥ = (0, 0, sign(κz)),

n = b× t = sign(κz)(−ty, tx, 0) = sign(κz)n∗.
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2.3 K°ivkový integrál

De�nice 2.29. M¥jme regulární hladkou parametrickou k°ivku c(t), t ∈ (α, β) v Rn a
reálnou funkci f de�novanou na ⟨c⟩. Pak de�nujeme K°ivkový integrál 1. druhu

∫

c

fds :=

∫ β

α

f(c(t))||c′(t)||dt,

pokud integrál napravo existuje jako Lebesgue·v integrál.

V¥ta 2.30. K°ivkový integrál prvního druhu nezávisí na (re)parametrizaci.

D·kaz. A´ c(t), t ∈ (α, β) je regulární hladká parametrická k°ivka v Rn, c(s) = c(ϕ(s)), s ∈
(α̃, β̃) je její reparametrizace a f je reálná funkce de�novaná na ⟨c⟩.

Rozli²íme dva p°ípady a po£ítáme:

1. ϕ̇ > 0 : ∫ β̃

α̃

f(c(s)) ||ċ(s)||ds =
∫ β̃

α̃

f(c(ϕ(s))) ||ϕ̇(s)c′(ϕ(s))|| ds

=

∫ β̃

α̃

f(c(ϕ(s))) ||c′(ϕ(s))|| ϕ̇(s)ds =
∣∣∣∣
t = ϕ(s)

dt = ϕ̇ds

∣∣∣∣ =
∫ β

α

f(c(t)) ||c′(t)|| dt.

2. ϕ̇ < 0 : ∫ β̃

α̃

f(c(s)) ||ċ(s)|| ds =
∫ β̃

α̃

f(c(ϕ(s))) ||ϕ̇(s)c′(ϕ(s))|| ds

= −
∫ β̃

α̃

f(c(ϕ(s))) ||c′(ϕ(s))|| ϕ̇(s)ds =
∣∣∣∣
t = ϕ(s)

dt = ϕ̇ds

∣∣∣∣ =
∫ β

α

f(c(t)) ||c′(t)|| dt,

kde v poslední rovnosti se mínus vykrátí s prohozením mezí.

De�nice 2.31. Délku k°ivky de�nujeme jako integrál prvního druhu z konstantní jednot-
kové funkce

ℓ(c) :=

∫

c

1ds.

De�nice 2.32. Parametrizovaná k°ivka c : [α, β]→ R2 se nazývá uzav°ená, jestliºe c(α) =
c(β). Tuto k°ivku navíc nazveme jednoduchou, je-li c prosté na [α, β). Jednoduchá uzav°ená
rovinná k°ivka se rovn¥º nazývá Jordanova.

V¥ta 2.33 (Umlaufsatz). Je-li c(t), t ∈ [α, β] regulární hladká uzav°ená k°ivka, pro kterou
navíc t(α) = t(β), pak existuje k ∈ Z (nazývané index k°ivky) takové, ºe

∫

c

κz ds = 2kπ.

Je-li navíc c jednoduchá kladn¥ orientovaná k°ivka, pak k = 1.
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A£koli znaménková k°ivost κz je funkcí parametru t a k°ivkový integrál máme de�nován
pro funkce bodu c(t), nevzniká s de�nicí indexu k°ivky ºádný problém, protoºe znaménková
k°ivost je invariantní v·£i reparametrizacím zachovávajícím orientaci.

D·kaz. (�áste£ný.) Podle V¥ty 2.16 existuje hladká funkce θ : [α, β]→ R spl¬ující

t(t) = (cos θ(t), sin θ(t)),

θ′(t) = κz(t)||c′(t)||, t ∈ [α, β].

Z t(α) = t(β) plyne θ(β) = θ(α) + 2kπ pro n¥jaké k ∈ Z. Tedy dostáváme
∫

c

κzds =

∫ β

α

κz(t)||c′(t)||dt =
∫ β

α

θ′(t)dt = [θ(t)]βα = 2kπ.

De�nice 2.34. M¥jme regulární hladkou parametrickou k°ivku c(t), t ∈ (α, β) v Rn a
zobrazení (vektorové pole) F : ⟨c⟩ → Rn. Pak de�nujeme K°ivkový integrál 2. druhu

∫

c

FdX :=

∫ β

α

F(c(t)) · c′(t)dt,

pokud integrál napravo existuje jako Lebesgue·v integrál.

V¥ta 2.35. K°ivkový integrál 2. druhu nezávisí na reparametrizaci zachovávající orientaci
a m¥ní znaménko p°i zm¥n¥ orientace.

D·kaz. Pro dané c a F de�nujme funkci f := F ·t (skalární sou£in pole a te£ného vektoru).
Pak podle de�nice snadno ov¥°íme, ºe platí

∫

c

FdX =

∫

c

fds.

Ale integrál 1. druhu se nem¥ní p°i reparametrizaci. P°i zm¥n¥ orientace k°ivky se v²ak f
zm¥ní na −f .

V¥ta 2.36 (Greenova v¥ta). Nech´ c je jednoduchá, hladká, uzav°ená, regulární, kladn¥ ori-
entovaná (proti sm¥ru hodinových ru£i£ek) k°ivka vR2. Nech´ F(x, y) = (F1(x, y), F2(x, y))
je hladké vektorové pole de�nované na n¥jakém okolí uzáv¥ru Int c. Pak

∫

c

FdX =

∫

Int c

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dxdy.

Lemma 2.37 (Obsah oblasti). Bu¤ c(t) = (cx(t), cy(t))
T , t ∈ [α, β] kladn¥ orientovaná,

hladká, regulární jednoduchá, uzav°ená k°ivka. Pak plo²ný obsah oblasti Int c je roven

A =

∫ β

α

cx(t)c
′
y(t)dt = −

∫ β

α

cy(t)c
′
x(t)dt =

1

2

∫ β

α

(cxc
′
y − c′xcy)dt.
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D·kaz. A´ c(t), t ∈ [α, β] je k°ivka ve zn¥ní v¥ty. Dále m¥jme vektorové pole F(x, y) =
(0, x). Pak z V¥ty 2.36 dostáváme, ºe

∫

c

FdX =

∫

Int c

1dxdy = A.

Také ov²em z de�nice m·ºeme psát
∫

c

FdX =

∫ β

α

(0, cx(t)) · (c′x(t), c′y(t))dt =
∫ β

α

cx(t)c
′
y(t)dt,

£ímº dostáváme jednu z dokazovaných rovností. Zbylé rovnosti dostaneme analogicky vol-
bou F(x, y) = (−y, 0), respektive F(x, y) = (−1

2
y, 1

2
x).

Lemma 2.38 (Wirtingerovo). Nech´ f(t) : [0, π] → R je hladká funkce, pro kterou platí
f(0) = f(π) = 0. Pak ∫ π

0

f ′2(t)dt ≥
∫ π

0

f 2(t)dt

a rovnost nastane práv¥ tehdy, kdyº f(t) = D sin(t), kde D je konstanta.

V¥ta 2.39 (Isoperimetrická nerovnost). Bu¤ c : [a, b]→ R2 jednoduchá uzav°ená regulární
hladká k°ivka délky l a bu¤ A plo²ný obsah Int c. Pak

l2

4π
≥ A,

p°itom rovnost nastane, práv¥ kdyº c je kruºnice.

D·kaz. M¥jme k°ivku ve zn¥ní v¥ty a a´ c(s) je její parametrizace obloukem. Pak s ∈ [0, l]
a ||ċ|| = 1. Dále uºijeme reparametrizace t = ϕ(s) = πs

l
, z £ehoº plyne, ºe t ∈ [0, π] a

tudíº pro rychlost platí ||c′(t)|| = ||(ϕ−1)′ · ċ|| = l
π
. Navíc celou parametrizovanou k°ivku

zobrazíme p°ímou shodností tak, aby platilo c(0) = c(π) = [0, 0] a c′(0) = (c′x, 0), kde
c′x > 0.

Nyní k°ivku vyjád°íme v �polárních sou°adnicích� :

c(t) = (cx(t), cy(t)) = r(t)(cos θ(t), sin θ(t)),

kde r, θ jsou hladké a r je kladná vyjma koncových bod·, ve kterých máme r(0) = r(π) = 0.
Platí
(
l

π

)2

= ||c′||2 = c′2x + c′2y = (r′ cos θ − rθ′ sin θ)2 + (r′ sin θ + rθ′ cos θ)2 = r′2 + r2θ′2,

z £ehoº plyne ∫ π

0

(r′2 + r2θ′2)dt =
l2

π
.
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Z Lemmatu 2.37 spo£ítáme plo²ný obsah oblasti Int c jako

A =
1

2

∫ π

0

(cxc
′
y − cyc′x)dt =

1

2

∫ π

0

(r cos θ(r′ sin θ + rθ′ cos θ)− r sin θ(r′ cos θ − rθ′ sin θ))dt

=
1

2

∫ π

0

r2θ′dt.

M·ºeme tedy po£ítat:

l2

4π
− A =

1

4

∫ π

0

(r′2 + r2θ′2 − 2r2θ′)dt =
1

4

∫ π

0

r2(θ′ − 1)2dt+
1

4

∫ π

0

(r′2 − r2)dt.

Pravá strana je ov²em nezáporná, nebo´ v prvním integrálu je mocnina a v druhém apli-
kujeme Lemma 2.38. Celkem tedy

l2

4π
≥ A.

Zárove¬ z obou integrál· vidíme, kdy nastane rovnost; v prvním práv¥ tehdy, kdyº
θ = t, a v druhém kdyº r = D sin(t).

[
0, D

2

]
2t

t

c(t)

[0, 0]

t

[0, D]

V tom p°ípad¥ po p°echodu zpátky ke �kartézským sou°adnicím� a drobných úpravách
dostáváme

c(t) =

(
0,
D

2

)
+
D

2
(sin(2t),− cos(2t)), t ∈ [0, π],

takºe jde o kruºnici.
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3 A�nní prostory a zobrazení

De�nice 3.1. M¥jme vektorový prostor V dimenze n nad t¥lesem T . Neprázdnou mnoºinu
A spolu se zobrazením ⊕ : A×V → A nazveme a�nním prostorem se zam¥°ením V jestliºe

1. ∀u,v ∈ V, ∀X ∈ A : (X⊕ u)⊕ v = X⊕ (u+ v)

2. ∀X,Y ∈ A,∃!v ∈ V : X⊕ v = Y, tento vektor zna£íme v = Y ⊖X.

Prvky A nazýváme body a�nního prostoru. Dimenzi a�nního prostoru de�nujeme jako

dimenzi jeho zam¥°ení. Pokud nebude hrozit nedorozum¥ní, budeme místo ⊕ psát oby£ejné

+ a místo ⊖ psát −.

P°íklad 3.2. V p°íkladech se budeme zavývat jen následujícími a�nními prostory:

� Mnoºina A = R3 je a�nním prostorem nad vektorovým prostorem V = R3.

� Obecn¥ pro libovolný vektorový prostor m·ºeme klást A = V a zístkáme aritmetický
a�nní prostor.

� Mnoºina
A = {(x, y, z)T ∈ R3 : x+ 2y + 3z − 6 = 0}

je a�nním prostorem nad

V = LO{(−2, 1, 0)T , (−3, 0, 1)T}.

� Obecn¥ je kaºdý lineární útvar (°e²ení soustavy lineárních rovnic) a�nním prosto-
rem nad svým zam¥°ením (°e²ením p°íslu²né homogenní soustavy). Jedná se o a�nní
podprostor aritmetického a�nní prostoru.

V¥ta 3.3. M¥jme a�nní prostor A se zam¥°ením V , pak pro libovolné prvky A,B,C,D ∈
A; u, v ∈ V platí

1. A⊕ o = A

2. (B⊖A) = −(A⊖B)

3. (A⊖B) + (B⊖C) = A⊖C

4. (A⊕ u)− (B⊕ v) = (A⊖B) + (u− v)

5. (A⊖B) + (C⊖D) = (A⊖D) + (C⊖B)

D·kaz. Pro a�nní prostory z P°íkladu 3.2 jsou tvrzení zjevná, nebo´ ⊕ = +. V obec-
ném p°ípad¥ se vlastnosti musí technicky dokázat z de�nice, kterýºto d·kaz lze nalézt v
Dodatku.
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De�nice 3.4. A�nní soustavou sou°adnic (nebo také repérem) v a�nním prostoru A di-
menze n rozumíme (n+1)-tici S = (P,u1,u2, . . . ,un), kde P ∈ A je bod nazývaný po£átek
a B = (u1,u2, . . . ,un) je báze V . Pro libovolný bod X ∈ A de�nujeme jeho sou°adnice v
soustav¥ S vztahem

[X]S = [X−P]B.

Jedná se tedy o jednozna£n¥ ur£enou n-tici skalár· (t1, . . . , tn)
T tak, ºe

X = P+ t1u1 + t2u2 + . . .+ tnun.

Pro jednoduchost se i pro vektory dovoluje zápis [v]S := [v]B.

V¥ta 3.5. M¥jme v a�nním prostoru A dv¥ soustavy sou°adnic S = (P,u1,u2, . . . ,un︸ ︷︷ ︸
B

) a

S ′ = (P′,u′
1,u

′
2, . . . ,u

′
n︸ ︷︷ ︸

B′

). Pak pro libovolný bod X ∈ A platí

[X]S′ = [Id]BB′ [X]S + [P]S′ .

Zárove¬ pro kaºdý vektor v ∈ V triviáln¥ platí [v]S′ = [Id]BB′ [v]S.

D·kaz. A�nní sou°adnice vektor· jsou de�novýny jako jejich sou°adnice vzhledem k bázi
ve V , tedy [v]S := [v]B, [v]S′ := [v]B′ . Ze znalosti p°echodu mezi bázemi ve vektorových
prostorech pak dostáváme [v]S′ = [Id]BB′ [v]S.

První £ást tvrzení spo£teme p°echodem do vektorového pro-
storu s vyuºitím de�nice, p°evodem mezi bázemi zde a pak návra-
tem k druhé soustav¥ sou°adnic.

[X]S′ = [X−P′]B′ = [(X−P) + (P−P′)]B′ =

= [(X−P)]B′ + [(P−P′)]B′︸ ︷︷ ︸
[P]S′

=

= [Id]BB′ [X−P]B︸ ︷︷ ︸
[X]S

+[P]S′

V druhé rovnosti jsme vyuºili t°etí bod V¥ty 3.3 a ve t°etí linearitu sou°adnic ve vektoro-
vých prostorech.

De�nice a lemma 3.6. Pro libovolné body B1, . . .Bk v a�nním prostoru A a koe�cienty

c1, . . . ck ∈ T spl¬ující c1 + c2 + · · ·+ ck = 1 de�nujeme a�nní kombinaci

k∑

i=1

ciBi jako bod

P+
k∑

i=1

ci(Bi −P), (1)

kde P je libovolný bod a výraz (1) na jeho volb¥ nezáleºí.

D·kaz. M¥jme dva libovolné body P a P′. Ukáºeme, ºe se výraz (1) pro P′ rovná tomu
pro P.

30



P

P′

B1

B2

B3

B4

P°i£teme výraz rovný dle druhého bodu V¥ty 3.3 nulo-
vému vektoru a upravíme.

[
P′ +

k∑

i=1

ci(Bi −P′)

]
+ (P−P′) + (P′ −P)︸ ︷︷ ︸

o

=

= P′ +

[
k∑

i=1

ci(Bi −P′) + (P−P′) + (P′ −P)

]
=

Podle prvního axiomu jsme mohli vektory v hranaté závorce nejprve se£íst, aº pak je
p°i£íst k bodu P′. Dále z komutativity s£ítání ve vektorovém prostoru a znovu z druhého
axiomu a�nního prostoru máme:

= [P′ + (P−P′)]︸ ︷︷ ︸
P

+

[
k∑

i=1

ci(Bi −P′) + (P′ −P)

]
=

První £len je roven P z de�nice. Vektor (P′ −P) vynásobíme koe�cienty ci, jejichº sou£et
je 1, a pos£ítáme. Poté sumy slou£íme, vytknutím ci a pouºitím t°etího bodu z V¥ty 3.3
získáme výsledek.

= P+
k∑

i=1

ci(Bi −P′) +
k∑

i=1

ci(P
′ −P) =

= P+
k∑

i=1

ci [(Bi −P′) + (P′ −P)] =

[
P+

k∑

i=1

ci(Bi −P)

]

D·sledek 3.7. Jestliºe máme jakoukoliv soustavu sou°adnic S, pak v ní vyjád°íme a�nní

kombinaci X =
k∑

i=1

ciBi snadno jako [X]S =
k∑

i=1

ci[Bi]S. Navíc v aritmetických prostorech

a podprostorech (P°íklad 3.2) m·ºeme a�nní kombinaci chápat jako lineární kombinaci.

D·kaz. Nech´ S = (P,v1,v2, . . . ,vn︸ ︷︷ ︸
B

) je soustava sou°adnic s po£átkem sou°adnic P. Z

minulé de�nice pro X platí (zvolili jsme P jako po£átek sou°adnic)

X = P+
k∑

i=1

ci(Bi −P).

Vyjád°íme X v soustav¥ S.

[X]S = [X−P]B =

[
k∑

i=1

ci(Bi −P)

]

B

=
k∑

i=1

ci [(Bi −P)]B =
k∑

i=1

ci[Bi]S

Pouºili jsme de�nici soustavy sou°adnic pro vyjád°ení v B, zavedení X, linearitu sou°adnic
ve vektorovém prostoru a op¥t de�nici pro vyjád°ení výsledku v soustav¥ sou°adnic S.
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De�nice a lemma 3.8. O libovolných bodech B1,B2, . . .Bk v a�nním prostoru A °ek-
neme, ºe jsou v obecné poloze práv¥ tehdy, kdyº vektory {(B2−B1), (B3−B1), . . . , (Bk −
B1)} jsou lineárn¥ nezávislé. Vlastnost býti v obecné poloze nezávisí na po°adí bod·.

D·kaz. Permutací bod·B2, . . .Bk se jen permutují vektory {(B2−B1), (B3−B1), . . . , (Bk−
B1)} a tedy se nem¥ní jejich lineární závislost/nezávislost. Prohozením bod· B1 a B2 se
p°ejde k posloupnosti vektor·

{(B1−B2), (B3−B2), . . . , (Bk−B2)} = {−(B2−B1), (B3−B1)−(B2−B1), . . . , (Bk−B1)−(B2−B1)}.

Nezm¥ní se tedy ani jejich po£et, ani jejich lineární obal a tedy ani závislost/nezávislost.
Kaºdou jinou permutaci bod· dostaneme sloºením permutací studovaných.

De�nice a lemma 3.9. V a�nním prostoru A dimenze n m¥jme (n+1) bod· B1, . . .Bn+1

v obecné poloze. Pak lze kaºdý bod X ∈ A vyjád°it práv¥ jedním zp·sobem jako a�nní
kombinaci t¥chto bod·

X =
n+1∑

i=1

ciBi, kde
n+1∑

i=1

ci = 1.

Posloupnost bod· Z = (B1, . . .Bn+1) nazýváme barycentrická soustava sou°adnic a (n+1)-
tici skalár· (c1, . . . , cn+1)

T nazýváme barycentrické sou°adnice bodu X.

D·kaz. To ºe X =
∑n+1

i=1 ciBi podle de�nice znamená, ºe pro libovolné P ∈ A platí

(X−P) =
n+1∑

i=1

ci(Bi −P).

Speciáln¥ m·ºeme volit P = B1 a dostaneme

(X−B1) = c1 (B1 −B1)︸ ︷︷ ︸
o

+
n+1∑

i=2

ci(Bi −B1),

tedy se jedná o vyjád°ení vektoru (X − B1) jako lineární kombinaci vektor· {(B2 −
B1), (B3 − B1), . . . , (Bn+1 − B1)}, které tvo°í bázi (jsou LN díky obecné poloze a je-
jich správný po£et). Toto vyjád°ení je tedy jednozna£né. Poznamenejme, ºe koe�cienty
c2, . . . cn+1 m·ºeme chápat jako libovolné a

c1 = 1− (c2 + . . .+ cn+1).

P°íklad 3.10. V prostoru A = R2 vrcholy B1 jakéhokoliv trojúhelníku B1,B2,B3 tvo°í
barycentrickou soustavu sou°adnic a sou°adnice t¥ºi²t¥ jsou (1/3, 1/3, 1/3).
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D·sledek 3.11. Jestliºe Z = (B1, . . .Bn+1) je barycentrická soustava sou°adnic a (c1, . . . , cn+1)
T

odpovídající barycentrické sou°adnice bodu X, pak

S = (B1, (B2 −B1), (B3 −B1), . . . , (Bn+1 −B1))

je a�nní soustava sou°adnic a [X]S = (c2, . . . , cn+1)
T .

Obecn¥ji, jestliºe máme libovolné body B1, . . . ,Bk a skaláry c1, . . . , ck spl¬ující c1 +
c2 + · · ·+ ck = 1, pak

k∑

i=1

ciBi = B1 +
k∑

i=2

ci(Bi −B1),

tedy v²echny a�nní kombinace daných bod· odpovídají tomu, ºe se k prvnímu bodu p°i£tou
v²echny lineární kombinace rozdílových vektor·. Pov²imn¥me si, ºe druhá summa za£íná od
i = 2, tedy koe�cienty lineární kombinace jsou libovolné bez omezení a c1 = 1−(c2+· · ·+ck).
De�nice 3.12. Nech´ A je a�nní prostor nad t¥lesem T se zam¥°ením V . A�nní prostor
B nad t¥lesem T se zam¥°ením W nazveme a�nní podprostor prostoru A, pokud B ⊆ A,
W ≤ V a s£ítání bodu a vektoru v B je zúºením s£ítání bodu a vektoru v A.

V¥ta 3.13. Nech´ A je a�nní prostor nad t¥lesem T se zam¥°ením V , X ∈ A libovolný
bod a W ≤ V libovolný vektorový podprostor. Pak mnoºina

X+W

je a�nní podprostor A a kaºdý a�nní podprostor lze vyjád°it tímto zp·sobem, který nazý-
váme parametrické vyjád°ení.

D·kaz. Nejd°íve dokáºeme, ºe je to a�nní podprostorA. Je jasné, ºe se jedná o podmnoºinu
A a zam¥°ení W je podprostor V .

A

B

Nahlédneme, ºe mnoºina B = X + W je a�nním pro-
storem, ov¥°ením dvou axiom·. Vlastnost s£ítání z prvního
axiomu se zd¥dí z celého prostoru. Ve druhém chceme doká-
zat

∀Y,Z ∈ B, ∃!w ∈ W : Y +w = Z.

Existuje nejvý²e jeden takový vektor w, protoºe v celém V , odkud jsou i Y a Z, je práv¥
jeden. Ukáºeme, ºe tento vektor je i ve W . Z popisu mnoºiny B máme pro w1,w2 ∈ W

Y = X+w1

Z = X+w2.

Chceme (X+w1) +w = X+w2, coº splníme, kdyº zvolíme w := w2 −w1. Pak w ∈ W ,
protoºe W je vektorový podprostor. Tedy popisovaná mnoºina je a�nní podprostor.

Nyní zbývá ukázat, ºe kaºdý a�nní podprostor B lze vyjád°it tímto zp·sobem. Sta£í
vzít libovolný bod X ∈ B, pak B = X+W , protoºe platí axiom, ºe do kaºdého bodu z B
se dostaneme p°i£tením vektoru ze zam¥°ení.
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De�nice 3.14. Nech´ Z je neprázdná mnoºina bod· a�nního prostoru A. A�nním obalem
mnoºiny Z rozumíme mnoºinu AO(Z) v²ech a�nních kombinací bod· z Z.

V¥ta 3.15. Pro kaºdou kone£nou neprázdnou mnoºinu bod· je AO(Z) a�nním podpro-
storem. Kaºdý a�nní podprostor dimenze k lze vyjád°it jako a�nní obal (k+1) bod·. Toto
vyjád°ení nazýváme bodové vyjád°ení.

D·kaz. Ozna£me Z = (B1, . . . ,Bl). Pak body
∑l

i=1 ciBi, kde
∑l

i=1 ci = 1, tvo°í mno-
ºinu B v²ech t¥chto a�nních kombinací, tedy AO(Z). Kaºdou takovou a�nní kombinaci
m·ºeme zapsat

B1︸︷︷︸
X

+
l∑

i=2

ci(Bi −B1)

︸ ︷︷ ︸
∈W

,

kde lineární kombinace reprezentovaná sumou m·ºe být libovolná, ci uº nemusí mít sou£et
1, a W = LO{(B2−B1), . . . , (Bl−B1)}. Tedy AO(Z) lze vyjád°it jako X+W a dle V¥ty
3.13 je to a�nní podprostor.

Naopak ukáºeme, ºe kaºdý a�nní prostor dimenze k se dá vyjád°it jako AO k+1 bod·.
Provedeme stejnou úvahu opa£n¥. Máme a�nní prostor B = X+W , ozna£íme báziW jako
(w1, . . . ,wk). Pak B = AO{X,X+w1, . . . ,X+wk︸ ︷︷ ︸

k+1 bod·

}.

V¥ta 3.16. M¥jme soustavu lineárním rovnic s maticí M typu m × n nad t¥lesem T a
pravou stranou c. Pak její °e²ení {x : Mx = c} tvo°í a�nní podprostor aritmetického
a�nního prostoru T n. Navíc kaºdý a�nní podprostor T n lze vyjád°it tímto zp·sobem. Toto
vyjád°ení nazýváme rovnicové vyjád°ení.

D·kaz. Z lineární algebry víme, ºe mnoºina °e²ení soustavyMx = cmá tvar x1+kerM pro
n¥jaké partikulární °e²ení x1. Dle V¥ty 3.13 je tedy tato mnoºina a�nním podprostorem.
Naopak pro kaºdý podprostor tvaru X+W m·ºeme nalézt matici M tak, aby kerM = W
a podprostor je potom °e²ení soustavy Mx = c, kde c =MX.

P°íklad 3.17. Uvaºujme podprostor a�nního prostoru R4

B =




1
1
1
1


+ LO








1
1
0
0


 ,




1
0
1
0








Chceme, aby na²e zam¥°ení W bylo jádrem matice M , budeme tedy °e²it homogenní sou-
stavu, kde do °ádk· vloºíme bázi prostoru, který máme.

W = LO








1
1
0
0


 ,




1
0
1
0







,

(
1 1 0 0
1 0 1 0

)
∼
(
1 1 0 0
0 −1 1 0

)
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Máme dva pivoty, dv¥ volné prom¥nné, tedy °e²ení bude mít dimenzi 2. (Obecn¥ to 2 být
nemusí.)

�e²ení: LO








−1
1
1
0


 ,




0
0
0
1








Vektory z báze °e²ení dáme do °ádk· matice M .

M =

(
−1 1 1 0
0 0 0 1

)
, kerM = W

Je²t¥ ur£íme pravou stranu c tak, aby X byl °e²ením � jen dosadíme.

X =




1
1
1
1


 , c =M ·




1
1
1
1


 =

(
1
1

)

Získali jsme soustavu Mx = c, jejímº °e²ením je zadaný a�nní podprostor, a jde to takto
ud¥lat vºdy.

De�nice 3.18. (Pod)prostor dimenze 0 je bod, (pod)prostor dimenze 1 se nazývá p°ímka,
(pod)prostor dimenze 2 se nazývá rovina, podprostor dimenze (n− 1) v prostoru dimenze
n se nazývá nadrovina.

De�nice a lemma 3.19. M¥jme t°i body A, B, X na a�nní p°ímce nad t¥lesem T ,
p°i£emº A ̸= B a X ̸= B. Pak de�nujeme d¥lící pom¥r

AX

XB
:= λ,

jako jediný skalár, pro který platí λ(B − X) = (X − A). Potom platí, ºe X je a�nní
kombinací bod· A,B

X =
1

λ+ 1
A+

λ

λ+ 1
B

a tedy naopak, jsou-li (c1, c2) barycentrické sou°adnice X v soustav¥ (A,B), pak

AX

XB
=
c2
c1
. (2)

D·kaz. Ozna£me (B−A) = v a nech´ (X−A) = µv. Potom (B−X) = (1−µ)v a tedy
λ = µ

1−µ
. Ekvivalentn¥ µ = λ

λ+1
a máme

X = A+
λ

λ+ 1
(B−A) =

1

λ+ 1
A+

λ

λ+ 1
B.

Zjevn¥ pak i c2
c1

= λ.
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De�nice 3.20. Nech´ A je a�nní prostor a B = X + U , C = Y +W jeho podprostory.
�íkáme, ºe B a C jsou

� rovnob¥ºné, pokud U ≤ W nebo W ≤ U

� r·znob¥ºné, pokud nejsou rovnob¥ºné a mnoºiny bod· mají neprázdný pr·nik B∩C.

� mimob¥ºné pokud nejsou ani rovnob¥ºné, ani r·znob¥ºné.

De�nice 3.21. M¥jme a�nní prostory A, B se zam¥°eními V , W nad stejným t¥lesem
T . �ekneme, ºe zobrazení f : A → B je a�nní, jestliºe zachovává a�nní kombinace, tedy
jestliºe pro libovolné body B1, . . .Bk ∈ A a koe�cienty c1, . . . ck ∈ T spl¬ující c1 + c2 +
· · ·+ ck = 1 platí

f(
k∑

i=1

ciBi) =
k∑

i=1

cif(Bi).

A�nní zobrazení f : A → A z a�nního prostoru do sebe nazveme a�nita, jestliºe je bijek-
tivní.

D·sledek 3.22. A�nní zobrazení zachovávají d¥lící pom¥ry. P°esn¥ji, jestliºe f(A) ̸=
f(B), pak

f(A)f(X)

f(X)f(B)
=

AX

XB
.

D·kaz. Protoºe a�nity zachovávají barycentrické sou°adnice na p°ímce, zachovávají také
d¥lící pom¥r, který je s nimi svázán vztahem (2).

V¥ta 3.23. Zobrazení mezi aritmetickými a�nními prostory f : Tm → Tn je a�nní práv¥
tehdy kdyº má tvar

f(X) = A ·X+ p,

kde A je matice n×m a p je vektor n×1. V p°ípad¥ m = n je toto zobrazení a�nitou práv¥
tehdy, kdyº je matice A regulární. Lineární zobrazení dané maticí A nazýváme asociovaný
homomor�smus.

D·kaz. Máli f : Tm → Tn má tvar

f(X) = A ·X+ p,

pak pro kaºdou a�nní kombinaci z Tm platí

f

(
k∑

i=1

ciBi

)
= A

(
k∑

i=1

ciBi

)
+p =

k∑

i=1

ciABi+
k∑

i=1

cip =
k∑

i=1

ci(ABi + p) =
k∑

i=1

cif(Bi),

a tedy f je a�nní.
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Jestliºe naopak f je a�nní, pak kaºdý bod je a�nní kombinací bod· O = (0, 0, . . . , 0)T ,
Ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T pro i ∈ {1, . . .m} v Tm. Platí tedy

f
(
(c1, c2, . . . , cm)

T
)
= f

(
m∑

i=1

ciEi + (1−
m∑

i=1

ci)O

)
= A(c1, c2, . . . , cm)

T + p,

kde p = f(O) a A = (f(E1)− f(O)|f(E2)− f(O)| . . . |f(Em)− f(O)).
A�nní zobrazení je bijekcí práv¥ tehdy kdyº je odpovídající lineární zobrazení bijekcí.

To nastane práv¥ tehdy, kdyº je matice A £tvercová a regulární.

D·sledek 3.24. A�nity z Rn do sebe vzhledem ke skládání zobrazení tvo°í grupu, kterou
budeme ozna£ovat A(n). Jestliºe

f(X) = A ·X+ p, g(X) = B ·X+ q

pak

f−1(X) = A−1 ·X+ (−A−1 · p), (g ◦ f)(X) = (B ·A) ·X+ (B · p+ q).

V²echny shodnosti popsané v D·sledku 1.5 jsou i a�nitami, E(n) je tedy podgrupou A(n).
Rovn¥º a�nní grupu m·ºeme vno°it do maticové grupy zp·sobem popsaným ve V¥t¥ 1.7.

D·sledek 3.25. A�nní zobrazení f : Tm → Tn je jednozna£n¥ dána obrazy m+1 bod· v
obecné poloze. Speciáln¥ zobrazení f : R2 → R2 je dáno obrazem 3 bod·, které neleºí na
jedné a�nní p°ímce.

Poznámka 3.26. I a�nity f : R2 → R2 je moºno klasi�kovat podobn¥ jako shodnosti, t°íd
bude ov²em v¥t²í po£et, protoºe máme více stup¬· volnosti (sta£í aby matice byla regulární,
nemusí být ortonormální). Krom¥ shodností jsou významnými p°íklady a�nit stejnolehlosti
(matice je násobkem jednotkové), podobnosti (matice je násobkem ortonormální), osové a�-
nity (existuje celá p°ímka samodruºných bod·). D·leºitým p°íkladem neprostého a�nního
zobrazení jsou projekce.
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De�nice 3.27. Pro trojúhelník ABC v R2 de�nujeme jeho orientovaný obsah jako

SABC :=
1

2
det(B − A|C − A).

V¥ta 3.28. Je-li f a�nita v R2 tvaru f(X) = AX+ p, pak

Sf(A)f(B)f(C) = (detA)SABC .

A�nity v rovin¥ tedy zachovávají pom¥ry obsah·.

D·kaz. Je-li f a�nita s maticí tvaruAX+ p, pak je Amaticí asociovaného homomor�smu.
A je regulární. f zobrazí vektory B−A a C−A na A(B−A) a A(C−A). Pro orientovaný
obsah zobrazeného trojúhelníku tedy platí

Sf(A)f(B)f(C) =
1

2
det(A(B − A)|A(C − A))

=
1

2
det(A(B − A|C − A))

=
1

2
det(A)det(B − A|C − A)

= det(A)
1

2
det(B − A|C − A)

= det(A)SABC .

Tím je v¥ta dokázána.

V¥ta 3.29. Nech´ Z = (A,B,C) tvo°í barycentrickou soustavu sou°adnic v R2 a P , Q, R
jsou libovolné body R2. Pak platí

1. Body P , Q, R leºí na p°ímce práv¥ tehdy kdyº det([P ]Z |[Q]Z |[R]Z) = 0.

2. Obecn¥ji platí SPQR = det([P ]Z |[Q]Z |[R]Z)SABC .
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D·kaz. Obsah trojúhelníku PQR je roven SPQR = 1
2
det(Q − P |R − P ) a toto £íslo je

nulové, práv¥ tehdy kdyº body P,Q,R leºí na p°ímce a trojúhelník je degenerovaný.
Ozna£me barycentrické sou°adnice

[P ]Z =



p1
p2
p3


 , [Q]Z =



q1
q2
q3


 , [R]Z =



r1
r2
r3


 .

Vyjád°íme si determinant ze zn¥ní v¥ty a upravíme pomocí °ádkových a sloupcových úprav.

det([P ]Z |[Q]Z |[R]Z) =

∣∣∣∣∣∣

p1 q1 r1
p2 q2 r2
p3 q3 r3

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

p1 + p2 + p3 q1 + q2 + q3 r3 + r2 + r3
p2 q2 r2
p3 q3 r3

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
p2 q2 r2
p3 q3 r3

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
p2 q2 − p2 r2 − p2
p3 q3 − p3 r3 − p3

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
q2 − p2 r2 − p2
q3 − p3 r3 − p3

∣∣∣∣ .

Zárove¬
P = A+ p2(B − A) + p3(C − A),
Q = A+ q2(B − A) + q3(C − A),
R = A+ r2(B − A) + r3(C − A),

a tedy

SPQR =
1

2
det(Q− P |R− P ) =

=
1

2
det[(q2 − p2)(B − A) + (q3 − p3)(C − A)|(r2 − p2)(B − A) + (r3 − p3)(C − A)] =

=
1

2
det

[
(B − A|C − A)

(
q2 − p2 r2 − p2
q3 − p3 r3 − p3

)]
.

=
1

2
det(B − A|C − A)det([P ]Z |[Q]Z |[R]Z),

= SABC det([P ]Z |[Q]Z |[R]Z).
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P°íklad 3.30. V libovolném trojúhelníku ABC ve¤me z kaºdého vrcholu spojnici do
(vhodné) t°etiny protilehlé strany. Pr·se£íky t¥chto spojnic ozna£me P , Q, R. Dokaºte, ºe
obsah trojúhelníku PQR je jedna sedmina obsahu ABC.

V¥ta 3.31 (Cevova v¥ta). M¥jme trojúhelník ABC a bod X, který neleºí na ºádné ze
stran trojúhelníka (ani po prodlouºení do p°ímek). P°edpokládejme, ºe existují pr·se£íky
P = AX ∩BC, Q = BX ∩ CA a R = CX ∩ AB. Pak platí

AR

RB
· BP
PC
· CQ
QA

= 1.

D·kaz. Protoºe víme, ºe a�nní zobrazení zachovává d¥lící pom¥ry, m·ºeme °íci, ºe hodnota
d¥lících pom¥r· ve zn¥ní v¥ty se nezm¥ní, pokud trojúhelník zobrazíme a�nním zobrazením
na A = [0, 0], B = [1, 0] a C = [0, 1]. Bude nám sta£it dokázat tvrzení pro tento trojúhelník.
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Ozna£íme si sou°adnice X = [x, y]. Nyní m·ºeme dopo£ítat sou°adnice bod· P , Q a R.
P je pr·se£íkem p°ímek AX a BC. Platí tedy P = [αx, αy], kde α ∈ R a αx+ αy = 1,

tedy α = 1
x+y

a

P = [
x

x+ y
,

y

x+ y
].

R je pr·se£íkem CX a y = 0. P°ímku CX dokáºeme vyjád°it jako [0, 1] + t(x, y − 1).
Dosazením t = 1

1−y
získáváme

R = [
x

1− y , 0].

Stejným zp·sobem dostaneme
Q = [0,

y

1− x ].

V tuto chvíli jsme schopni dopo£ítat d¥lící pom¥ry.

AR

RB
=

x
1−y

1− x
1−y

=

x
1−y

1−y−x
1−y

=
x

1− y − x.

Protoºe se d¥lící pom¥r zachovává i kdyº ho po£ítáme jen pro jednu ze sou°adnic, m·ºeme si
vybrat, kterou do výpo£tu dosadíme. Tentokrát budeme po£ítat pouze s první sou°adnicí.

BP

PC
=

x
x+y
− 1

0− x
x+y

=
x− x− y
−x =

y

x

V posledním p°ípad¥ budeme po£ítat podle druhé sou°adnice, protoºe první sou°adnice je
nulová.

CQ

QA
=

y
1−x
− 1

0− y
1−x

=
y − 1 + x

−y
Po dosazení získáváme

AR

RB
· BP
PC
· CQ
QA

=
x

1− y − x ·
y

x
· y + x− 1

−y = 1.
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Tím je d·kaz dokon£en.

V¥ta 3.32 (Menelaova v¥ta). M¥jme trojúhelník ABC a p°ímku p, která neprochází ºád-
ným z vrchol· a není rovnob¥ºná se ºádnou se stran. Ozna£me si P = p∩BC, Q = p∩CA
a R = p ∩ AB. Pak platí

AR

RB
· BP
PC
· CQ
QA

= −1.

D·kaz. Ozna£me si d¥lící pom¥ry ve zn¥ní v¥ty AR
RB

= λr, BP
PC

= λp a CQ
QA

= λq. Chceme
vyjád°it body R, P a Q vzhledem k soustav¥ sou°adnic Z = (A,B,C). Z de�nice d¥lícího
pom¥ru plyne

R =
1

λr + 1
A+

λr
λr + 1

B

P =
1

λp + 1
B +

λp
λp + 1

C

Q =
1

λq + 1
C +

λq
λq + 1

A

Z V¥ty 3.29 víme, ºe body P ,Q, R leºí na p°ímce práv¥ tehdy kdyº det([R]Z |[P ]Z |[Q]Z) = 0.
Vyjád°íme si tedy tento determinant.

0 = det([R]Z |[P ]Z |[Q]Z) =

∣∣∣∣∣∣∣

1
λr+1

λr

λr+1
0

0 1
λp+1

λp

λp+1
λq

λq+1
0 1

λq+1

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

λr + 1
· 1

λp + 1
· 1

λq + 1
·

∣∣∣∣∣∣

1 λr 0
0 1 λp
λq 0 1

∣∣∣∣∣∣

=
1

(λr + 1)(λp + 1)(λq + 1)
· (1 + λrλpλq)

Víme, ºe
1

(λr + 1)(λp + 1)(λq + 1)
̸= 0,

proto musí platit
1 + λrλpλq = 0

−1 = λrλpλq =
AR

RB
· BP
PC
· CQ
QA

.
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4 Projektivní geometrie

De�nice 4.1. M¥jme vektorový prostor V n+1 dimenze n+1 nad t¥lesem T . Mnoºinu v²ech
1-dimenzionálních podprostor· V nazveme projektivním prostorem dimenze n nad t¥lesem
T a ozna£ujeme ho P(V n+1) nebo zkrácen¥ jen Pn:

Pn = P(V n+1) = {LO{v} : v ∈ V n+1,v ̸= 0}.
Prvky této mnoºiny nazýváme projektivními body a odpovídající vektory v jejich vektoro-

vými zástupci. Zjevn¥, jestliºe v je vektorovým zástupcem X, pak pro libovelné 0 ̸= λ ∈ T
je i λv vektorovým zástupcem X.

De�nice 4.2. M¥jme vektorový prostor V dimenze n + 1 nad t¥lesem T a odpovída-
jící projektivní prostor Pn. Libovolnou bázi (v1, . . .vn+1) nazveme soustavou projektivních

sou°adnic prostoru Pn. Sou°adnicemi bodu X ∈ Pn pak rozumíme uspo°ádanou n+ 1-tici
skalár· (c1, . . . cn+1) takovou, ºe

X = LO

{
n+1∑

i=1

civi

}
.

Tyto sou°adnice jsou dány aº na násobek, protoºe pro libovolné 0 ̸= λ ∈ T zjevn¥
(c1, . . . cn+1) a (λc1, . . . λcn+1) ur£ují stejný projektivní bod X. Proto se t¥mto sou°ad-
nicím n¥kdy °íká homogenní a zjevn¥ vºdy alespo¬ jedno ci musí být nenulové. Kone£n¥
pro libovolné 0 ̸= µ ∈ T zjevn¥ báze (v1, . . .vn+1) a (µv1, . . . µvn+1) ur£ují stejný systém
projektivních sou°adnic.

De�nice 4.3. Podmnoºinu projektivního prostoru M ⊂ Pn nazveme projektivním pod-
prostorem dimenze k, jestliºe existuje vektorový podprostor W ≤ V n+1 dimenze k+1 tak,
ºe

M = {LO{v} : v ∈ W,v ̸= 0}.
Projektivní (pod)prostor dimenze 0 nazýváme bod, (pod)prostor dimenze 1 p°ímka, (pod)prostor
dimenze 2 rovina a podprostor maximální dimenze n− 1 nadrovina.

De�nice 4.4. Jestliºe P(V k+1) je podprostor P(V n+1) a (w1, . . . ,wk+1) n¥jaká báze V k+1,
pak lze kaºdý bod X ∈ P(V k+1) vyjád°it jako

X = LO

{
k+1∑

i=1

tiwi

}
.

Tomuto vyjád°ení °íkáme parametrické vyjád°ení podprostoru. Pro libovolné 0 ̸= λ ∈ T
zjevn¥ (t1, . . . , tk+1) a (λt1, . . . , λtk+1) ur£ují stejný projektivní bod X.

De�nice 4.5. M¥jme projektivní prostor Pn = P(V n+1) nad t¥lesem T . Kaºdá nadrovina
Pn−1 ⊂ Pn m·ºe být popsána pomocí nenulové lineární formy ℓ ∈ V n+1

∗ , která je prvkem
duálního prostoru :

Pn−1 = {LO{v} : v ∈ V k+1, ℓ(v) = 0,v ̸= 0}.
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Toto vyjád°ení nazýváme rovnicové vyjád°ení nadroviny. Navíc, pro libovolné 0 ̸= λ ∈ T
popisuje λℓ tutéº nadrovinu. Sou°adnice lineární formy ozna£ujeme jako °ádky s hv¥zdi£-
kou.

P°íklad 4.6 (Výpo£ty v projektivní rovin¥.). V projektivní rovin¥ P2 = P(R3) kaºdými
dv¥ma r·znými body prochází práv¥ jedna p°ímka a kaºdé dv¥ r·zné p°ímky se protnou
v jednom bod¥. M¥jme zadány body A = (1, 2, 3), B = (1, 0,−1), C(0, 1, 1), D(5, 2, 1).
Ur£ete bod

←→
AB ∩←→CD.

De�nice a lemma 4.7. M¥jme v projektivním prostoru Pn nad t¥lesem T £ty°i navzájem
r·zné body A, B, C, D, které leºí na jedné projektivní p°ímce. Nech´ a, b, c, d jsou jejich
vektoroví zástupci a nech´ platí

c = α1a+ β1b

d = α2a+ β2b.

Pak de�nujeme dvojpom¥r uspo°ádané £tve°ice bod·

(A,B,C,D) :=

β1

α1

β2

α2

≡ α2β1
α1β2

∈ T,

kterýºto výraz nezávisí na volb¥ vektorových zástupc·. Jestliºe (A,B,C,D) = −1, °ek-
neme, ºe uspo°ádaná £tve°ice bod· tvo°í harmonickou £tve°ici.

D·kaz. Vektory a, b, c, d jsou nenulové (kaºdý je zástupcem projektivního bodu, tedy
generuje jednodimenzionální podprostor), ºádný není násobkem jiného (projektivní body
jsou r·zné) a leºí v dvoudimenzionálním prostoru (body leºí na projektivní p°ímce). Libo-
volné dva z nich tedy tvo°í bázi onoho dvoudimenzionálního prostoru.

Navíc uvedený zlomek de�nující dvojpom¥r nezávisí na volb¥ vektorových zástupc·.
Jestliºe namísto vektor· a, b, c, d zvolíme jako jiné zástupce jejich násobky

ã = λaa, b̃ = λbb, c̃ = λcc, d̃ = λdd,

pak platí

c̃ =
λc
λa
α1

︸ ︷︷ ︸
α̃1

ã+
λc
λb
β1

︸︷︷︸
β̃1

b̃

d̃ =
λd
λa
α2

︸ ︷︷ ︸
α̃2

ã+
λd
λb
β2

︸ ︷︷ ︸
β̃2

b̃

a tedy
α̃2β̃1

α̃1β̃2
=
α2β1
α1β2

.
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Poznámka 4.8. Pro permutace po°adí bod· platí rovnosti

(B,A,C,D) = (A,B,D,C) = (A,B,C,D)−1

(A,C,B,D) = (D,B,C,A) = 1− (A,B,C,D)

Obecn¥ tedy pro 24 permutací získáváme aº 6 hodnot dvojpom¥ru k, 1− k, k−1, 1− k−1,
(1− k)−1, 1− (1− k)−1. Pro harmonickou £tve°ici jen t°i: −1, 2, 1

2
.

De�nice 4.9. M¥jme dva projektivní prostory Pm = P(V m+1) a Pn = P(V n+1) nad stejným
t¥lesem T a n¥jakou podmnoºinu A ⊂ Pm. O zobrazení

F : A→ Pn

°ekneme, ºe je projektivní, jestliºe existuje lineární zobrazení F̄ : V m+1 → V n+1 tak, ºe
pro kaºdé v ∈ V m+1 takové, ºe LO{v} ∈ A platí

F (LO{v}) = LO{F̄ (v)}.
Poznámka 4.10. Omezení na podmnoºinu A v de�nici 4.9 je nutné z toho d·vodu, ºe
kdyº lineární zobrazení F̄ není prosté, tak zobrazení F nem·ºe být de�nováno na bodech
reprezentovaných vektory z ker F̄ , nebo´ LO{0} není projektivní bod. Jestliºe je F̄ prosté,
pak je F de�nováno na celém prostoru Pn, v opa£ném p°ípad¥ na dopl¬ku projektivního
podprostoru (odpovídajícího KerF̄ ). Budeme studovat zejména projektivní zobrazení na
témºe prostoru (tedy m = n) generovaná regulárními lineárními zobrazeními na V n+1.

V¥ta 4.11. Projektivní zobrazení F : Pn → Pn z projektivního prostoru do sebe jsou
bijektivní práv¥ tehdy, kdyº odpovídající lineární zobrazení F̄ jsou bijektivní. Tato zobra-
zení F nazveme projektivní transformace nebo téº projektivita. V²echny projektivní trans-
formace daného prostoru tvo°í grupu vzhledem ke skládání, která se nazývá projektivní

grupa.

D·kaz. Nech´ F̄ je bijekce. Zvolme v,w z p°íslu²ného vektorového prostoru V n+1 a
ozna£me X = LO{v}, Y = LO{w}. P°edpokládejme F (X) = F (Y ), z de�nice F̄ plyne
LO{F̄ (v)} = LO{F̄ (w)}. Jelikoº se rovnají lineární obaly, musí se generující vektory li²it
pouze o n¥jaký nenulový násobek λ, tedy F̄ (v) = λF̄ (w) = F̄ (λw), nebo´ F̄ je lineární
zobrazení. Díky prostot¥ F̄ máme v = λw a nakonec LO{v} = LO{w}, neboli X = Y
a F je prosté. Z toho, ºe F̄ je surjektivní plyne, ºe v jeho obrazu jsou v²echny vektory a
tedy i v²echny jednodimenzionální podprostory a tedy F je surjektivní.

Jestli-ºe naopak p°edpokládáme, ºe F je bijekce, pak musí být F̄ prosté, protoºe jinak
by F nebylo de�nováno pro lineární obaly vektor· z KerF̄ . Ze surjektivity F pak plyne, ºe
pro libovolné v ̸= 0 musí existovat λ ̸= 0 takové, ºe λv ∈ ImF̄ a z linearity je i v ∈ ImF̄ .

Projektivní transformace F tvo°í grupu, protoºe skládání, identita a braní inverzního
zobrazení odpovídají t¥mto operacím pro bijektivní lineární zobrazení F̄ . Ob¥ grupy v²ak
nejsou isomorfní, protoºe lineární zobrazení F̄ a λF̄ odpovídají stejnému projektivnímu
zobrazení F . Lineární zobrazení tvo°í tak zvanou obecnou lineární grupu GL(n+1), zatímco
projektivní transformace tak zvanou projektivní grupu PGL(n) = GL(n + 1)/T ∗, kde T ∗

ozna£uje multiplikativní grupu nenulových skalár·.
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V¥ta 4.12. Projektivní transformace zachovávají dvojpom¥r. Jestliºe je tedy F projektivní
transformace, pak

(A,B,C,D) = (F (A), F (B), F (C), F (D)).

D·kaz. Nech´ a,b, c,d jsou vektoroví reprezentanti bod· A,B,C,D a dále nech´

c = α1a+ β1b

d = α2a+ β2b.

Pak platí

F̄ (c) = F̄ (α1a+ β1b) = α1F̄ (a) + β1F̄ (b)

F̄ (d) = F̄ (α2a+ β2b) = α2F̄ (a) + β2F̄ (b),

kde F̄ je lineární zobrazení p°íslu²né F . Vektory F̄ (a), F̄ (b), F̄ (c) a F̄ (d) reprezentují body
F (A), F (B), F (C) a F (D). Vidíme, ºe F zachovává koe�cienty lineární kombinace, a proto
se dvojpom¥r nezm¥ní.

V¥ta 4.13. V projektivním prostoru Pn = P(V n+1) nad t¥lesem T m¥jme dáno n + 2
bod· X1, . . . , Xn+2 z nichº ºádných n+1 neleºí v jedné nadrovin¥. Pak existuje projektivní
soustava sou°adnic taková, ºe

X1 = (1, 0, . . . , 0, 0)

X2 = (0, 1, . . . , 0, 0)
...

Xn = (0, 0, . . . , 1, 0)

Xn+1 = (0, 0, . . . , 0, 1)

Xn+2 = (1, 1, . . . , 1, 1).

D·kaz. Body X1, . . . , Xn+1 lze vyjád°it jako X1 = LO{v1}, X2 = LO{v2}, . . . , Xn+1 =
LO{vn+1}, kde v1, . . . ,vn+1 ∈ V n+1 jsou lineárn¥ nezávislé vektory. Ozna£meB1 = (v1, . . . ,vn+1)
bázi prostoru V n+1. Sou°adnice bodu Xi vzhledem k soustav¥ projektivních sou°adnic C
prostoru Pn budeme zna£it [Xi]C . Pak máme

[X1]B1
= (1, 0, . . . , 0, 0)

[X2]B1
= (0, 1, . . . , 0, 0)

...
[Xn]B1

= (0, 0, . . . , 1, 0)

[Xn+1]B1
= (0, 0, . . . , 0, 1).

Uvaºujme [Xn+2]B1 = (c1, . . . , cn+1). V²echna £ísla ci jsou nenulová, jinak by totiº Xn+2

leºel v n¥jaké nadrovin¥ spole£n¥ s n body Xi, a to je spor s p°edpoklady v¥ty. Poloºme
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B2 = (c1v1, c2v2, . . . , cn+1vn+1) projektivní soustavu sou°adnic. Pak ale m·ºeme zapsat

[X1]B2
= (c−1

1 , 0, . . . , 0, 0) = (1, 0, . . . , 0, 0)

[X2]B2
= (0, c−1

2 , . . . , 0, 0) = (0, 1, . . . , 0, 0)

...
[Xn]B2

= (0, 0, . . . , c−1
n , 0) = (0, 0, . . . , 1, 0)

[Xn+1]B2
= (0, 0, . . . , 0, c−1

n+1) = (0, 0, . . . , 0, 1)

[Xn+2]B2
= (1, 1, . . . , 1, 1),

jelikoº sou°adnice bodu projektivního prostoru vynásobené nenulovou konstantou ur£ují
stejný bod.

D·sledek 4.14. V projektivním prostoru Pn = P(V n+1) nad t¥lesem T m¥jme dáno n+2
bod· X1, . . . , Xn+2 z nichº ºádných n + 1 neleºí v jedné nadrovin¥, a také n + 2 bod·
Y1, . . . , Yn+2 z nichº ºádných n + 1 neleºí v jedné nadrovin¥. Pak existuje práv¥ jedno
projektivní zobrazení F : Pn → Pn, pro které platí

F (Xi) = Yi, i = 1, . . . , n+ 2

D·kaz. Nech´ Xi = LO{xi} a Yi = LO{yi}. V duchu d·kazu V¥ty (4.13) nalezneme
jednozna£n¥ (aº na p°ípadný spole£ný stejný násobek) skaláry ci tak, aby lineární zobrazení
dané jednozna£n¥ p°edpisem F̄ (xi) = ciyi, i = 1, . . . , n+ 1 splnilo i F̄ (xn+2) = yn+2.

V¥ta 4.15 (Pappova v¥ta). V reálné projektivní rovin¥ P2 = P(R3) m¥jme dv¥ p°ímky p,
q, které se protínají v bod¥ S. Na p°ímce p m¥jme body P1, P2, P3 r·zné navzájem a r·zné
od S. Podobn¥ na p°ímce Na p°ímce q m¥jme body Q1, Q2, Q3 r·zné navzájem a r·zné
od S. Pak platí, ºe body

X :=
←−→
P1Q2 ∩

←−→
P2Q1, Y :=

←−→
P1Q3 ∩

←−→
P3Q1, Z :=

←−→
P2Q3 ∩

←−→
P3Q2

leºí na p°ímce.
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D·kaz. Nejprve si v²imneme, ºe bod X neleºí na p°ímce P1Q1, protoºe pak by body P1

a P2 splývaly. Podle v¥ty 4.10. m·ºeme zvolit soustavu projektivních sou°adnic tak, ºe
S = (1, 0, 0), P1 = (0, 1, 0), Q1 = (0, 0, 1) a X = (1, 1, 1). Popis p°ímky

←→
SP1 získáme jako

°e²ení soustavy (
1 0 0
0 1 0

)
.

Neboli
←→
SP1 = (0, 0, 1)∗. Podobn¥ získáme

←−→
SQ1 = (0, 1, 0)∗,

←−→
P1X = (1, 0,−1)∗ a

←−→
Q1X =

(1,−1, 0)∗. Body P2, Q2 spo£ítáme jako pr·niky p°ímek
←−→
Q1X a

←→
SP1, respektive

←−→
P1X a←−→

SQ1. To odpovídá °e²ení soustav
(
1 −1 0
0 0 1

)
a
(
1 0 −1
0 1 0

)
.

Tedy P2 = (1, 1, 0), Q2 = (1, 0, 1). Bod P3 leºí na p°ímce
←→
SP1, lze ho tedy zapsat jako

lineární kombinaci t1S + t2P1. Oba tyto koe�cienty musí být z°ejm¥ nenulové, jinak by
P3 splýval s S nebo P1. M·ºeme proto poloºit P3 = t1(1, 0, 0) + t2(0, 1, 0) = (t1, t2, 0) =

(1, α, 0), kde α = t2
t1
. Stejnou úvahou dostaneme Q3 = (1, 0, β). Nyní spo£teme

←−→
P3Q1 =

(α,−1, 0)∗, ←−→P3Q2 = (−α, 1, α)∗, ←−→P1Q3 = (β, 0,−1)∗ a ←−→P2Q3 = (−β, β, 1)∗. Pomocí soustav
(
β 0 −1
α −1 0

)
a
(
−β β 1
−α 1 α

)
,

které odpovídají hledání pr·niku
←−→
P1Q3 ∩

←−→
P3Q1 a

←−→
P2Q3 ∩

←−→
P3Q2, spo£teme Y = (1, α, β) a

Z = (αβ − 1, αβ − α, αβ − β). To, ºe body X,Y ,Z leºí na jedné p°ímce ov¥°íme z de�nice
znamená, ºe vektory (1, 1, 1), (1, α, β) a (αβ − 1, αβ −α, αβ − β) jsou lineárn¥ závislé, coº
je z°ejmé.

De�nice 4.16. M¥jme projektivní prostor P(V n+1) nad t¥lesem T a kvadratickou formu
q na V n+1. Neprázdnou mnoºinu

Q = {LO{v} : v ∈ V k+1, q(v) = 0,v ̸= 0} ⊂ P(V n+1)

nazveme projektivní kvadrikou. Tuto kvadriku nazýváme regulární, jestliºe je forma q re-
gulární, tedy má hodnost n+ 1. Kvadriky v projektivní rovin¥ nazýváme téº kuºelose£ky.

De�nice 4.17. M¥jme projektivní prostor P(V n+1) nad t¥lesem T a v n¥m kvadriku Q
danou kvadratickou formou q a nech´ b je p°íslu²ná symetrická bilineární forma, tedy
q(v) = b(v,v). �ekneme, ºe dva body X = LO(v), Y = LO(w) jsou polárn¥ sdruºené,
jestliºe b(v,w) = 0.

De�nice a lemma 4.18 (O polarit¥). M¥jme projektivní prostor P(V n+1) nad t¥lesem T
a v n¥m regulární kvadriku Q. Pak

1. Body sdruºené s libovolným bodem X ∈ P(V n+1) tvo°í nadrovinu, kterou nazveme
polára k X a ozna£íme pX .
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2. Naopak kaºdá nadrovina je polárou k práv¥ jednomu bodu, který se nazývá jejím
pólem.

3. Pro libovolné dva body X, Y platí

X ∈ pY ⇔ Y ∈ pX .

4. Bod je X sdruºen sám se sebou (neboli leºí na své polá°e pX) práv¥ tehdy, kdyº leºí
na Q.

X ∈ pX ⇔ X ∈ Q.
V tomto p°ípad¥ pX nazýváme te£nou nadrovinou ke Q v bod¥ X.

D·kaz. Zvolme pevn¥ bázi prostoru V n+1 a ozna£me B matici odpovídající symetrické
bilineární formy vzhledem k této bázi.

1. Pro libovolné X = (x1, x2, ..., xn+1) hledejme polárn¥ sdruºené body. Bod Y =
(y1, y2, ..., yn+1) je polárn¥ sdruºen s X práv¥ tehdy kdyº

XTB︸ ︷︷ ︸
pX

Y = 0.

Av²ak XTB ̸= 0 je nenulový °ádek (B je regulární) a tedy získáváme jednu lineární
podmínku na Y danou jako nulování lineární formy pX = XTB. Tyto body tedy tvo°í
nadrovinu.

2. M¥jme naopak n¥jakou nadrovinu popsanou jako jádro formy p = (p1, . . . , pn+1)
∗.

Pak díky regularit¥ B existuje práv¥ jedno X takové, ºe p = XTB.

3. Triviáln¥ plyne ze symetrie B, protoºe

XTBY = 0⇔ Y TBX = 0.

4. Bod X je z de�nice sdruºen sám se sebou práv¥ tehdy kdyº XTBX = 0, coº p°esn¥
znamená, ºe X ∈ Q.

Lemma 4.19 (Vysv¥tlení de�nice te£ny). Nech´ Q je regulární projektivní kuºelose£ka v
projektivní rovin¥ P(R3) a X ∈ Q její bod. Pak te£na pX má s Q v bod¥ X dvojnásobný
pr·se£ík a ºádný jiný pr·se£ík s kuºelose£kou nemá.

D·kaz. Nech´ b je p°íslu²ná bilineární forma a x vektorový zástupce bodu X a Y =
LO{y} libovolný jiný bod na te£n¥ pX . Te£na je tedy parametrizována jako sx+ ty. Tuto
parametrizaci dosadíme do kvadriky, poloºíme nule a upravíme

b(sx+ ty, sx+ ty) = s2 b(x,x)︸ ︷︷ ︸
=0

+2st b(x,y)︸ ︷︷ ︸
=0

+t2b(y,y) = t2b(y,y) = 0.

Kdyby b(y,y) = 0, pak je celá p°ímka podmnoºinou kuºelose£ky, coº je ve sporu s její
regularitou. Vidíme tedy, ºe t = 0, které odpovídá bodu X je jediným a dvojnásobným
pr·se£íkem kuºelose£ky a te£ny pX .
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V¥ta 4.20. V projektivní rovin¥ P(R3) m¥jme regulární kuºelose£ku Q. Nech´ p°ímka p
protíná Q ve dvou r·zných bodech A, B. Nech´ C ∈ p r·zné od A, B a nech´ D ∈ p je
polárn¥ sdruºen s C. Pak (A,B,C,D) tvo°í harmonickou £tve°ici.

D·kaz. Nech´ b je p°íslu²ná bilineární forma a a, b, c, d, vektoroví zástupci odpovídajících
bod·. Pak platí b(a, a) = b(b,b) = 0, protoºe body A, B leºí na kuºelose£ce a rovn¥º
b(c,d) = 0, protoºe C, D jsou polárn¥ sdruºené. Vyjád°eme si lineární kombinace

c = α1a+ β1b

d = α2a+ β2b.

a m·ºeme psát

0 = b(c,d) = b(α1a+ β1b, α2a+ β2b) =

= α1α2 b(a, a)︸ ︷︷ ︸
=0

+(α1β2 + β1α2) b(a,b)︸ ︷︷ ︸
̸=0

+β1β2 b(b,b)︸ ︷︷ ︸
=0

.

Nenulovost b(a,b) p°itom plyne z Lemmatu 4.19. Musí se tedy α1β2 = −β1α2 a proto
(A,B,C,B) = β1α2

α1β2
= −1 a body tvo°í harmonickou £tve°ici.

V¥ta 4.21. Kaºdá regulární kuºelose£ka v reálné projektivní rovin¥ P2 = P(R3) je projek-
tivní transformací kuºelose£ky dané rovnicí

x21 + x22 − x23 = 0.

Kaºdá regulární kvadrika v reálném projektivním prostoru P3 = P(R4) je projektivní
transformací práv¥ jedné z kvadrik

x21 + x22 + x23 − x24 = 0 (nep°ímková kvadrika)
x21 + x22 − x23 − x24 = 0 (p°ímková kvadrika).

D·kaz. M¥jme n¥jakou regulární kvadriku Q v P2 danou kvadratickou formou q a odpoví-
dající symetrická bilineární forma b má matici B. Jelikoº nenulový násobek ur£uje stejnou
formu, m·ºeme bez újmy na obecnosti p°edpokládat, ºe matice B má signaturu (0, 3, 0),
nebo (0, 2, 1). Nulita musí být 0, jinak B nem·ºe být regulární matice. P°ípad (0, 3, 0) v²ak
není moºný, protoºe to ur£uje pozitivn¥ de�nitní formu, takºe kvadrika Q by byla prázdná.
B má tedy signaturu (0, 2, 1). Existuje proto matice P taková,ºe



1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 = P TBP

Takovou matici P získáme metodou symetrických úprav. Ozna£me K kvadriku

K = {(x1, x2, x3) : x21 + x22 − x23 = 0}.
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Bod X = (x1, x2, x3) ∈ P2 náleºí K práv¥ kdyº

(
x1 x2 x3

)


1 0 0
0 1 0
0 0 −1





x1
x2
x3


 =

(
x1 x2 x3

)
P TBP



x1
x2
x3


 = 0

Z toho ale plyne, ºe PX ∈ Q. Dostáváme ekvivalenci X ∈ K ⇔ PX ∈ Q. Matice P je
regulární a ur£uje tedy projektivní transformaci. Kuºelose£ku Q tak dostaneme zobrazením
bod· na K pomocí matice P .

D·kaz pro kvadriky v P3 je zcela obdobný s tím, ºe dv¥ p°ípustné signatury jsou (0, 3, 1)
a (0, 2, 2).

5 Projektivní roz²í°ení a�nního prostoru

De�nice 5.1. Pro libovolné t¥leso zobrazení Φ : T n → P(T n+1) dané p°edpisem

Φ(x1, . . . , xn) = LO{(x1, . . . , xn, 1)}

nazývá me kanonické vno°ení aritmetického a�nního prostoru do aritmetického projektiv-
ního prostoru stejné dimenze. P(T n+1) se pak nazývá kanonickým projektivním roz²í°ením
nebo téº zúpln¥ním a�nního prostoru T n.

De�nice a lemma 5.2. Nech´ Pn = P(T n+1) je kanonickým projektivním roz²í°ením
a�nního prostoru T n, pak Pn = Φ(T n) ∪ Pn−1, kde Pn−1 je nadrovina s homogenní rovnicí
xn+1 = 0, tedy se sou°adnicemi (0, . . . , 0, 1)∗. Tato nadrovina se nazývá nevlastní nadrovina,
ozna£uje se p∞ a její body se nazývají nevlastní body.

Jestliºe A ⊂ T n je a�nní podprostor dimenze k pak je jeho obraz Φ(A) obsaºen práv¥
v jednom projektivním podprostoru A ⊂ Pn dimenze k. O A hovo°íme jako o projektivním
roz²í°ení nebo téº projektivním zúpln¥ní podprostoru A a o A hovo°íme jako o a�nní verzi
A. Nevlastní body A povaºujeme i za nevlastní body A.

D·kaz. Nejprve se ujist¥me, ºe kanonické vno°ení Φ je skute£n¥ prosté. Opravdu,

LO{(x1, . . . , xn, 1)} = LO{(y1, . . . , yn, 1)}

pouze v p°ípad¥, ºe (x1, . . . , xn, 1) = (y1, . . . , yn, 1). V ImΦ jsou práv¥ projektivní body,
které mají poslední sloºku nenulovou, protoºe v tom p°ípad¥ máme

Φ−1(LO{(z1, . . . , zn, zn+1)}) =
(

z1
zn+1,

, . . . ,
zn
zz+1

)
.

Projektivní body, které mají poslední sloºku nulovou tvo°í nevlastní nadrovinu a tedy
dostáváme Pn = Φ(T n) ∪ Pn−1.

Nyní uvaºujme libovolný a�nní podprostor A ⊂ T n dimenze k , který podle V¥ty
3.13 m·ºeme psát ve tvaru A = X +W , kde X = (x1, . . . , xn) je bod a W je vektorový
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podprostor T n dimenze k. V obrazu Φ(A) jsou práv¥ projektivní body tvaru LO{(x1 +
w1, . . . , xn + wn, 1)}, kde (w1, . . . , wn) ∈ W . Tyto sm¥ry leºí práv¥ v jednom k + 1 dimen-
zionálním prostoru V k+1 = LO{(x1, . . . , xn, 1),W}, který zárove¬ generují. Projektivní
prostor A = P(V k+1) dimenze k je projektivním roz²í°ením A. Jeho nevlastní body tvo°í
projektivní podprostor P(W ) dimenze k − 1.

V¥ta 5.3. V projektivn¥ roz²í°ené rovin¥ R2 má kaºdá a�nní p°ímka p v R2 se sm¥rovým
vektorem v = (vx, vy) práv¥ jeden nevlastní bod (vx, vy, 0). Tento bod budeme rovn¥º
nazývat sm¥r p.

D·kaz. D·kaz plyne z 5.1, kde se vyuºívá parametrické vyjád°ení a�nního podprostoru A
(v tomto p°ípad¥ p°ímky, tedy A = p). Ukáºeme si v²ak, ºe stejný výsledek nám vyjde i z
rovnicového vyjád°ení.

P°ímka p má normálový vektor (−vy, vx) a tedy a�nní rovnicové vyjád°ení −vyx+vxy+
c = 0 pro n¥jaké c ∈ R. Vyjád°ení jejího projektivního roz²í°ení získáme dosazením x = x1

x3
,

y = x2

x3
a p°enásobením celé rovnice x3. Dostáváme −vyx1 + vxx2 + cx3 a toto roz²í°ení má

tedy duální sou°adnice (−vy, vx, c)∗. Nevlastní p°ímka má duální sou°adnice p∞ = (0, 0, 1)∗,
a nevlastní bod najdeme jako p ∩ p∞ vypo£teme jako (vx, vy, 0).

Poznámka 5.4. V projektivn¥ roz²í°ené rovin¥ R2 se v²echny rovnob¥ºky protínají v jed-
nom nevlastním bod¥ - ve svém sm¥ru. P°itom v²echny nevlastní body leºí na (projektivní)
p°ímce (0, 0, 1)∗. Reálnou projektivní rovinu P2 je tedy moºno chápat jako R2, ke kterému
se p°idá jeden bod v kaºdém sm¥ru. P°itom ale po tomto p°idání vznikne dokonale sy-
metrická (projektivní) geometrie. Mnoho r·zných a�nních problém· je moºno p°evést na
stejný projektivní problém - nap°. a�nní verze Pappovy v¥ty.

P°íklad 5.5 (Po£ítání v a�nní a projektivní rovin¥). Uvaºujme a�nní rovinu R2 s kano-
nickými a�nními sou°adnicemi [x, y] a její kanonické projektivní roz²í°ení P2 s kanonickými
homogenními sou°adnicemi (x1, x2, x3).

1. Nalezn¥te projektivní bod, který odpovídá a�nnímu bodu A = [3,−1], p°esn¥ji tedy
nalezn¥te Φ(A).

2. Nalezn¥te a�nní bod, který odpovídá projektivnímu bodu B = (−6, 9, 3), p°esn¥ji
tedy nalezn¥te Φ−1(B).

3. Nalezn¥te projektivní roz²í°ení a�nní p°ímky 2x + 3y + 4 = 0 a ur£ete v²echny její
nevlastní body.

4. Nalezn¥te a�nní verzi p°ímky s duálními sou°adnicemi (2,−1, 5)∗.

5. Rozhodn¥te, zda-li a�nní body A = [1, 2], B[4,−4] a C[3,−2] leºí na p°ímce. Ur£ete
obecnou rovnici této p°ímky.

6. Nalezn¥te bod
←→
AB ∩ ←→DE, kde A, B jsou jako v p°edchozím bod¥ a D = [3, 5],

E = [1, 7].
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V¥ta 5.6. V projektivn¥ roz²í°ené rovin¥ R2 uvaºujme r·zné body A,B,C,D leºící na
jedné p°ímce. Pak pro dvojpom¥ry a d¥lící pom¥ry platí

1. Jestliºe jsou v²echny tyto body vlastní, pak

(A,B,C,D) =
AC
CB
AD
DB

=
AC

CB
· BD
DA

.

2. Jestliºe D je nevlastní,pak

(A,B,C,D) = −AC
CB

.

3. Speciáln¥, pokud je (A,B,C,D) harmonická £tve°ice a bod D je nevlastní, pak C je
st°edem AB.

D·kaz. 1. Uvaºujeme následující vlastní body a jejich projektivní verze bereme zárove¬
jako jejich vektorové zástupce:

A = [ax, ay] ∼ (ax, ay, 1) =: a

B = [bx, by] ∼ (bx, by, 1) =: b

C = [cx, cy] ∼ (cx, cy, 1) =: c

D = [dx, dy] ∼ (dx, dy, 1) =: d

V²echny tyto body leºí na jedné p°ímce, zvolíme tedy barycentrickou soustavu této
p°ímky jako (A,B) a vyjád°íme C = c1A + c2B,D = d1A + d2B pomocí barycent-
rických sou°adnic (c1, c2) a (d1, d2). Z 3.27 plyne

AC

CB
=
c2
c1

a
AD

DB
=
d2
d1
.

V²imneme si také, ºe

c = c1a+ c2b

d = d1a+ d2b.

To platí protoºe

c = c1a+ c2b = (c1ax + c2bx, c1ay + c2by, c1 + c2) = (c1ax + c2bx, c1ay + c2by, 1)

Stejn¥ to platí i pro d. M·ºeme tedy spo£ítat dvojpom¥r jako

(A,B,C,D) =
d1c2
d2c1

=
c2
c1
· d1
d2

=
AC

CB
· BD
DA

=
AC
CB
AD
DB

.

2. Bod D je nevlastním bodem p°ímky
←→
AB a tedy se podle V¥ty 5.3 spo£ítá jako D =

(bx − ax, by − ay, 0). Pak je z°ejmé, ºe d = −a+ b, coº dává dvojpom¥r

(A,B,C,D) =
d1c2
d2c1

=
(−1) · c2
1 · c1

= −c2
c1

= −AC
CB

.
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3. Je-li (A,B,C,D) harmonická £tve°ice a D nevlastní bod, pak

(A,B,C,D) = −1 = −AC
CB

.

To plyne z bodu 2 £ásti tvrzení. Pak ale AC
CB

= 1, neboli C je st°edem úse£ky AB.

V¥ta 5.7. Uvaºujme kanonicky projektivn¥ roz²í°ený a�nní prostor T n. Projektivní trans-
formace uvaºovaná na vlastních bodech mají tvar lineárních lomených zobrazení. A�nity
tvo°í podgrupu projektivních transformací a jsou to práv¥ ta zobrazení, které vlastní body
zobrazují na vlastní body a nevlastní body na nevlastní body.

D·kaz. V¥tu dokáºeme v roz²í°ené rovin¥ R2. Analogie pro vy²²í dimenze a jiná t¥lesa
pak bude z°ejmá. Projektivní transformaci popi²me regulární maticí F a zobrazme n¥jaký
vlastní bod (x, y, 1):



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33




︸ ︷︷ ︸
F



x
y
1


 =



a11x+ a12y + a13
a21x+ a22y + a23
a31x+ a32y + a33


 ∼




a11x+a12y+a13
a31x+a32y+a33
a21x+a22y+a23
a31x+a32y+a33

1


 =



x′

y′

1




Z toho je z°ejmý tvar lineárn¥ lomených zobrazení. V²echny a�nity; získáme poloºením
a31 = a32 = 0 a a33 = 1. Pak totiº



a11 a12 a13
a21 a22 a23
0 0 1





x
y
1


 =



a11x+ a12y + a13
a21x+ a22y + a23

1


 . (3)

To odpovídá známému tvaru a�nních zobrazení
(
a11 a12
a21 a22

)(
x
y

)
+

(
a13
a23

)

v£etn¥ známého skládání.
Podmínka a31 = a32 = 0 je nutná, jinak nalezneme bod [x, y] takový, ºe jeho obraz

bude mít poslední sloºku 0 a tedy nep·jde o a�nní (vlastní) bod. Pokud a33 ̸= 1 (nem·ºe
platit a33 = 0 protoºe pak by byla F singulární), tak m·ºeme celou matici F vyd¥lit tímto
£íslem a dostaneme stejné projektivní zobrazení.

Z toho taky vidíme, ºe (3) jsou práv¥ ta projektivní zobrazení, která zobrazují vlastní
body na vlastní a nevlastní na nevlastní. Pokud zobrazujeme nevlastní bod, tj. s nulou ve
t°etí sloºce, pak 


a11 a12 a13
a21 a22 a23
0 0 1





x
y
0


 =



a11x+ a12y + a13
a21x+ a22y + a23

0




je nevlastní bod. A�nity tedy zobrazují vlastní body na vlastní a nevlastní body na ne-
vlastní.
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P°íklad 5.8. Zkoumejte lineární lomená zobrazení, nap°íklad

f(x) =
2x+ 3

4x+ 5
,

z hlediska analýzy a z hlediska projektivních zobrazení na p°ímce.

De�nice 5.9 (A�nní pojmy pro kvadriky). Nech´ Pn = P(T n+1) je kanonickým projektiv-
ním roz²í°ením a�nního prostoru T n, pak

1. O mnoºin¥ Q̃ ⊂ T n °ekneme, ºe je to regulární a�nní kvadrika, jestliºe to je mnoºina
vlastních bod· regulární kvadrikyQ v Pn. OQ hovo°íme jako o projektivním roz²í°ení
nebo téº projektivním zúpln¥ní Q̃ a o Q̃ hovo°íme jako o a�nní verzi Q. Nevlastní
body Q povaºujeme i za nevlastní body Q̃.

2. Te£né nadroviny ke Q̃ de�nujeme jako a�nní verze te£ných nadrovin ke Q ve vlastních
bodech.

3. Jestliºe je pól nevlastní nadroviny p∞ vlastním bodem, pak jej nazýváme st°edem
kvadriky Q̃.

4. Jestliºe má kvadrika v nevlastním bod¥ te£nou nadrovinu, která není nevlastní, na-
zýváme tuto nadrovinu asymptotickou k Q̃.

Pokud nebude hrozit nedorozum¥ní, budeme stejným písmenem ozna£ovat a�nní objekt
(nadrovinu, kvadriku, prostor) a jeho projektivní zúpln¥ní.

De�nice 5.10 (A�nní klasi�kace kuºelose£ek). V projektivn¥ roz²í°ené rovin¥ R2 m¥jme
regulární kuºelose£ku Q. �ekneme o ní, ºe to je elipsa, jestliºe nemá ºádný nevlastní
bod, parabola, jestliºe má práv¥ jeden nevlastní bod a hyperbola, jestliºe má dva nevlastní
body, jiné moºnosti nejsou. T¥mto názv·m °íkáme a�nní typ kuºelose£ky. O dvou vlastních
p°ímkách °ekneme, ºe mají sdruºené sm¥ry, jestliºe jsou jejich nevlastní body polárn¥
sdruºené v·£i Q.

P°íklad 5.11. V²echny pojmy si postupn¥ vyzkou²ejme na a�nní kuºelose£ce

x2 + 2xy − 2y + 2 = 0.

V¥ta 5.12. Elipsa a hyperbola mají st°ed, parabola st°ed nemá. Hyperbola má dv¥ r·zné
asymptoty, parabola ani elipsa asymptoty nemají. Pro elipsu jsou vºdy dva r·zné sm¥ry po
dvou sdruºené. Pro hyperbolu jsou sm¥ry asymptot sdruºené vºdy samy se sebou a ostatní
sm¥ry jsou po dvou sdruºené. Pro parabolu existuje jeden sm¥r (její nevlastní bod), který
je sdruºen sám se sebou i se v²emi ostatními sm¥ry.

D·kaz. Nech´ Q je dána symetrickou maticí B = (bij). Parametrické vyjád°ení nevlastní
p°ímky je (s, t, 0), jestliºe ho dosadíme do rovnice kuºelose£ky, dostaneme homogenní kva-
dratickou rovnici v s, t

b11s
2 + 2b12st+ b22t

2 = 0,
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která má 0, 1 nebo 2 °e²ení (aº na násobek) a tedy kuºelose£ka má odpovídající po£et
nevlastních bod·. O tom který z t¥chto p°ípad· nastane p°itom rozhoduje signum diskri-
minantu

b212 − b11b22 = −
∣∣∣∣
b11 b12
b12 b22

∣∣∣∣ .

Nyní studujme, kdy je polárou n¥jakého nevlastního bodu nevlastní p°ímka (0, 0, 1)∗.
Nastane to jist¥ v parabolickém p°ípad¥, kdy snadno vidíme, ºe nevlastní p°ímka je bu¤
polárou bodu (b12,−b11, 0), nebo (v p°ípad¥ ºe b12 = b11 = 0) bodu (1, 0, 0).

P°edpokládejme naopak, ºe polárou n¥jakého (s, t, 0) je nevlastní p°ímka (0, 0, 1)∗. Pak
jist¥ platí

(s, t, 0) ·B = (0, 0, λ),

kde λ ̸= 0. Vzhledem k symetrii matice B z toho vyplývá
(
b11 b12
b12 b22

)
= µ

(
−t2 st
st −s2

)
,

kde µ ∈ R∗ a tedy jsme v parabolickém p°ípad¥, p°i£emº (s, t, 0) je dvojnásobným bodem
paraboly. Ve v²ech ostatních p°ípadech je polára nevlastního bodu vlastní p°ímkou.

Vidíme tedy, ºe pól nevlastní p°ímky je vlastní v p°ípad¥ elipsy a hyperboly, které tedy
mají st°ed. V p°ípad¥ paraboly je tento pól nevlastní a tedy parabola st°ed nemá.

Okamºit¥ také dostáváme tvrzení o asymptotách, které jsou de�novány jako vlastní
te£ny v nevlastním dob¥. Elipsa ºádné nevlastní body nemá. Parabola má jeden nevlastní
bod, ale jeho polára (te£na) je nevlastní. Hyperbola má dva nevlastní body a jejich poláry
jsou vlastní, tedy jsou to te£ny a asymptoty.

Krom¥ p°ípadu, ºe nevlastní bod X je dvojnásobným bodem paraboly tedy sdruºený
sm¥r nalezneme jednozna£n¥ jako Y = pX ∩p∞. Tento bod je roven X práv¥ tehdy X ∈ Q.
Tím je dokázáno tvrzení o sdruºených sm¥rech pro elipsu a hyperbolu. V p°ípad¥ paraboly
je jediný bodX paraboly sdruºen sám se sebou a v²emi ostatními nevlastními body, protoºe
pX = p∞. Poláry v²ech ostatních bod· jsou vlastní p°ímky, které mají jeden nevlastní bod
X.

De�nice 5.13 (Eukleidovské pojmy pro kuºelose£ky). V projektivn¥ roz²í°ené rovin¥ R2

s kanonickým skalárním sou£inem m¥jme regulární kuºelose£ku Q. Sm¥r (nevlastní bod)
nazýváme hlavní, jestliºe existuje sm¥r sdruºený, který je na n¥j kolmý. Osu kuºelose£ky
de�nujeme jako poláru hlavního sm¥ru, pokud tato polára není nevlastní p°ímkou. Vrcholy
kuºelose£ky de�nujeme jako vlastní pr·se£íky os s kuºelose£kou. Úse£ka spojující st°ed a
vrchol se nazývá poloosa.

V¥ta 5.14. Pro kruºnici je kaºdý bod jejím vrcholem. Elipsa, která není zárove¬ kruºnicí
má £ty°i vrcholy a dv¥ vzájemn¥ kolmé osy, které procházejí st°edem. Hyperbola má dva
vrcholy a dv¥ vzájemn¥ kolmé osy, které procházejí st°edem. Parabola má jeden vrchol a
jednu osu, která prochází vrcholem a nevlastním bodem paraboly. Te£na ke kuºelose£ce v
jejím vrcholu má vºdy hlavní sm¥r.
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V¥ta 5.15. Nech´ p°ímka p prochází st°edem S kuºelose£ky Q (elipsy nebo hyperboly) a
protíná kuºelose£ku ve dvou r·zných bodech A, B. Pak S je st°edem úse£ky AB. Te£ny ke
Q v bodech A, B jsou rovnob¥ºné a mají sm¥r sdruºený se sm¥rem p. Jestliºe má p°ímka
se sm¥rem sdruºeným k p s kuºelose£kou Q dva pr·se£íky X, Y , pak p°ímka p p·lí úse£ku
XY .

D·kaz. P°ímka p protíná nevlastní p°ímku p∞ v n¥jakém bod¥ D. Body (A,B, S,D) leºí
na jedné p°ímce a A, B, jsou na kuºelose£ce a S, D jsou polárn¥ sdruºené. Proto podle
Lemma 4.20 body (A,B, S,D) tvo°í harmonickou £tve°ici, p°i£emº D je bod nevlastní.
Podle V¥ty 5.6 je tedy S st°edem úse£ky AB.

Protoºe p prochází st°edem je její pól P nevlastním bodem. P a D jsou sdruºené sm¥ry.
Protoºe body A, B leºí na p°ímce p, jejich poláry (které jsou te£nami) prochází bodem P
a mají tedy sm¥r sdruºený se sm¥rem p°ímky p.

Jestliºe n¥jaká p°ímka prochází bodem P a protíná kuºelose£ku v bodechX, Y , pak jist¥
protíná i p°ímku p v n¥jakém bod¥ Z. Protoºe P a Z jsou polárn¥ sdruºené je (X, Y, Z, P )
harmonická £tve°ice a v d·sledku je Z st°edem XY .

V¥ta 5.16. Nech´ vlastní p°ímka p prochází jediným nevlastním bodem X paraboly a
protíná ji v dal²ím (vlastním) bod¥ Y . Nech´ p°ímka rovnob¥ºná s te£nou v bod¥ Y protíná
parabolu ve dvou bodech A, B. Pak p°ímka p p·lí úse£ku AB.

D·kaz. Podobn¥ jako v d·kazu v¥ty 5.15 prochází te£na pólem P p°ímky p a ze stejných
d·vod· p°ímka p p·lí t¥tivy rovnob¥ºné s touto te£nou.

Poznámka 5.17 (Meta-v¥ta o projektivních, a�nních a eukleidovských pojmech). Projek-
tivní zobrazení zachovávají (správn¥ zobrazují) projektivní pojmy, a�nní zobrazení zacho-
vávají a�nní pojmy a shodnosti zachovávají eukleidovské (na skalárním sou£inu závisející)
pojmy.

V¥ta 5.18 (P°íklad a�nn¥ zachovaného pojmu). V projektivn¥ roz²í°ené rovin¥ R2 m¥jme
elipsu Q se st°edem S. Jestliºe F je a�nita, pak F (Q) je op¥t elipsa a F (S) je jejím st°edem.

D·kaz. Elipsa v roz²í°ené rovin¥ R2 nemá ºádný nevlastní bod. Podle V¥ty 5.7 F zobrazuje
vlastní body na vlastní a nevlastní na nevlastní, takºe F (p∞) = p∞ a F (Q)∩p∞ = ∅. Obraz
elipsy proto nemá ºádný nevlastní bod a je to op¥t elipsa. Ozna£me b bilineární formu p·-
vodní elipsy. Pak bilineární forma jejího obrazu je dána jako b̄(X, Y ) = b(F−1(X), F−1(Y )).

Je-li S st°edem Q, pak pro kaºdý X ∈ p∞ platí b(X,S) = 0 a dostáváme tedy, ºe i pro
kaºdý Y ∈ p∞

b̄(F (S), Y ) = b(S, F−1(Y )) = 0,

protoºe F−1(Y ) ∈ p∞. F (S) je proto skute£n¥ st°edem F (Q).

V¥ta 5.19. V projektivn¥ roz²í°ené rovin¥ R2 platí, ºe

1. kaºdá elipsa je a�nní transformací elipsy x2 + y2 − 1 = 0,

2. kaºdá parabola je a�nní transformací paraboly x2 − y = 0,
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3. kaºdá hyperbola je a�nní transformací hyperboly xy − 1 = 0.

V d·sledku jsou tedy kaºdé dv¥ kuºelose£ky stejného a�nního typu mezi sebou zobrazitelné
a�nní transformací.

De�nice a lemma 5.20 (Projektivní a a�nní klasi�kace kvadrik v prostoru). V projek-
tivn¥ roz²í°eném prostoru R3 de�nujeme tyto a�nní typy regulárních kvadrik

1. elipsoid jako nep°ímkovou kvadriku, která nemá ºádný nevlastní bod,

2. eliptický paraboloid, jako nep°ímkovou kvadriku, která má práv¥ jeden nevlastní bod,

3. dvojdílný hyperboloid jako nep°ímkovou kvadriku, jejíº nevlastní body tvo°í regulární
kuºelose£ku

4. jednodílný hyperboloid, jako p°ímkovou kvadriku jejíº nevlastní body tvo°í regulární
kuºelose£ku

5. hyperbolický paraboloid, jako p°ímkovou kvadriku jejíº nevlastní body tvo°í dv¥ p°ímky.

Kaºdé dv¥ kvadriky stejného a�nního typu jsou mezi sebou zobrazitelné a�nní transformací.

D·kaz. A�nní klasi�kace plyne z vý£tu v²ech moºností polohy nevlastní roviny (se£ná,
te£ná, mimo) v·£i kvadrice. P°ímková kvadrika nem·ºe mít neprázdný pr·nik s ºádnou
rovinou, proto je t°íd jen 5. Existenci transformací dokazovat nebudeme.

P°íklad 5.21 (Úloha o tarotech). Nalezni 5 r·zných rozd¥lení (kol) 16 hrá£· do 4 skupin
(stol·) tak, aby kaºdý hrá£ potkal kaºdého hrá£e v práv¥ jedné skupin¥ (u jednoho stolu).
Hint: uvaºuj roz²í°enou a�nní rovinu nad £ty°prvkovým t¥lesem F4. Vlastní body jsou
hrá£i, nevlastní body jsou kola, kaºdá vlastní p°ímka prochází jedním nevlastním bodem
(tedy pat°í do jednoho kola) a obsahuje 4 vlastní body (tedy je to st·l se 4 hrá£i).

P°íklad 5.22. Komplexní projektivní p°ímka P(C2) reprezentuje Möbiovu geometrii. Její
projektivní zobrazení zachovávají kruhové k°ivky a úhly mezi k°ivkami. Dvojpom¥r 4 bod·
je reálný práv¥ tehdy kdyº tyto body leºi na jedné kruhové k°ivce.

6 Dodatek

Materiál z této sekce se nebude zkou²et, obsahuje n¥kolik d·kaz· a zobecn¥ní.
Lemma 1.16 Pro kaºdé t°i vektory u,v,w ∈ R3 platí

u× (v ×w) = (u ·w)v − (u · v)w.

D·kaz. Rozli²íme dva p°ípady:
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� v,w jsou lineárn¥ závislé. Jelikoº vektorový sou£in antikomutuje, m·ºeme BÚNO
p°edpokládat, ºe w = λv pro n¥jaké λ ∈ R. Potom je v ×w = o, takºe levá strana
(LS) dokazované rovnosti je rovna o. Ov²em pravá strana (PS) je rovna (u · λv)v −
(u · v)λv = o, takºe rovnost platí.

� v,w jsou lineárn¥ nezávislé. Potom je B = (v,w,v×w) báze R3. Ob¥ strany doka-
zované rovnosti jsou výrazy lineární v u, tedy sta£í ukázat platnost v p°ípad¥, kdy
je u roven jednomu z prvk· B.

� u = v ×w:
LS = u× u = o.

Dále z kolmosti u na v a w plyne

PS = 0v + 0w = o = LS.

� u = v: Rovnost p°ejde do tvaru

v × (v ×w) = (v ·w)v − (v · v)w.

Sta£í ukázat, ºe skalární sou£in libovolného prvku B s LS je stejný, jako s PS.
Snadno je vid¥t, ºe

v · LS = o = v · PS,
(v ×w) · LS = o = (v ×w) · PS.

Kone£n¥ ozna£íme-li úhel mezi v a w jako α, platí

w · LS = det(w,v,v ×w) = − det(v ×w,v,w) = −(v ×w) · (v ×w)

= −||v ×w||2 = −||v||2||w||2 sin2 α,

w · PS = (v ·w)2 − (v · v)(w ·w) = ||v||2||w||2 cos2 α− ||v||2||w||2
= −||v||2||w||2 sin2 α = w · LS.

� u = w: LS i PS jsou �antisymetrické vzhledem k v a w� , tedy prohodíme-li v
nich v a w, ob¥ se pouze pronásobí -1. Tím pádem je tento p°ípad analogický
p°edchozímu.

Greenova v¥ta 2.36: Nech´ c je jednoduchá, hladká, uzav°ená, regulární, kladn¥ orien-
tovaná (proti sm¥ru hodinových ru£i£ek) k°ivka v R2. Nech´ F(x, y) = (F1(x, y), F2(x, y))
je hladké vektorové pole de�nované na n¥jakém okolí uzáv¥ru Int c. Pak

∫

c

FdX =

∫

Int c

(
∂F2

∂x
− ∂F1

∂y

)
dxdy.
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D·kaz. (Náznak.) V¥tu dokáºeme pro speciální p°ípad k°ivky c : [α, β]→ R2 ze zn¥ní v¥ty.
P°edpokládejme, ºe c lze �rozd¥lit� na dv¥ hladké k°ivky c1(x) = (x, g1(x)), c2 = (x, g2(x)),
x ∈ [x1, x2], kde g1, g2 : [x1, x2]→ R jsou zobrazení spl¬ující:

� g1(x1) = g2(x1), g1(x2) = g2(x2) (tedy c(α) = c(β) = c1(x1) = c2(x1) a c(γ) =
c1(x2) = c2(x2) pro n¥jaké γ ∈ (α, β)),

� g1(x) < g2(x), x ∈ (x1, x2) (tedy c1 je �dolní £ást� c a c2 �horní� , ov²em c2 je opa£n¥
orientovaná neº skute£ná p°íslu²ná £ást c).

x1 x2x

g1(x)

g2(x)

c2

y1

y2

y
g3(y) g4(y)

c3 c4

c1

Symetricky budeme chtít, aby k°ivka mohla být rozd¥lena na �levou £ást� c3(y) =
(g3(y), y) a �pravou £ást� c4 = (g4(y), y), y ∈ [y1, y2] s analogickými vlastnostmi.

Pro hladké vektorové pole F = (F1, F2) m·ºeme psát:
∫

c

FdX =

∫

c

F1(x, y)dx+ F2(x, y)dy

=

(∫ x2

x1

F1(x, g1(x))dx−
∫ x2

x1

F1(x, g2(x))dx

)
+

+

(
−
∫ y2

y1

F2(g3(y), y)dy +

∫ y2

y1

F2(g4(y), y)dy

)

=

∫ x2

x1

(F1(x, g1(x))− F1(x, g2(x)))dx+

∫ y2

y1

(−F2(g3(y), y) + F2(g4(y), y))dy.

Po£ítejme nyní (s vyuºitím Fubiniho v¥ty):

∫

Int c

−∂F1

∂y
dxdy =

∫ x2

x1

(∫ g2(x)

g1(x)

−∂F1

∂y
dy

)
dx

=

∫ x2

x1

(F1(x, g1(x))− F1(x, g2(x)))dx.

Analogicky ukáºeme, ºe
∫

Int c

∂F2

∂x
dxdy =

∫ y2

y1

(−F2(g3(y), y) + F2(g4(y), y))dy

Se£tení t¥chto dvou rovností dává Greenovu v¥tu pro c.
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Wirtingerovo lemma 2.38: Nech´ f(t) : [0, π] → R je hladká funkce, pro kterou platí
f(0) = f(π) = 0. Pak ∫ π

0

f ′2(t)dt ≥
∫ π

0

f 2(t)dt

a rovnost nastane práv¥ tehdy, kdyº f(t) = D sin(t), kde D je konstanta.

D·kaz. Ozna£me g(t) = f(t)
sin t

, t ∈ (0, π), a (s vyuºitím L'Hospitalova pravidla) spojit¥
dode�nujme

g(0) = lim
t→0+

g(t) = f ′
+(0),

g(π) = lim
t→π−

g(t) = −f ′
−(π).

Platí tedy f(t) = g(t) sin t, t ∈ [0, π] a m·ºeme po£ítat:
∫ π

0

f ′(t)2dt =

∫ π

0

(g′(t) sin(t) + g(t) cos(t))2dt

=

∫ π

0

g′2(t) sin2(t)dt+

∫ π

0

2g(t)g′(t)︸ ︷︷ ︸
(g2(t))′

sin(t) cos(t)dt+

∫ π

0

g2(t) cos2(t)dt

a pouºitím per-partes na st°ední £len dostáváme

=

∫ π

0

(g′(t) sin(t))2dt+ [g2(t) sin(t) cos(t)]π0︸ ︷︷ ︸
0

−
∫ π

0

g2(t)(cos2(t)− sin2(t))dt

+

∫ π

0

g2(t) cos2(t)dt

=

∫ π

0

(g′(t) sin(t))2dt+

∫ π

0

(g(t) sin t︸ ︷︷ ︸
f(t)

)2dt ≥
∫ π

0

f 2(t)dt.

Rovnost z°ejm¥ nastává práv¥ pro g′ nulovou, tedy f(t) = D sin(t) pro n¥jaké pevné
D ∈ R.

V¥ta 3.3: M¥jme a�nní prostor A se zam¥°ením V , pak pro libovolné prvky A,B,C,D ∈
A; u, v ∈ V platí

1. A⊕ o = A

2. (B⊖A) = −(A⊖B)
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3. (A⊖B) + (B⊖C) = A⊖C

4. (A⊕ u)− (B⊕ v) = (A⊖B) + (u− v)

5. (A⊖B) + (C⊖D) = (A⊖D) + (C⊖B)

D·kaz.

1. Z druhého axiomu a�nního prostoru víme ∃!v ∈ V : A ⊕ v = A, a dále m·ºeme za
pomoci prvního axiomu psát

A⊕ o = (A⊕ v)⊕ o = A⊕ (v + o) = A⊕ v = A,

£ímº získáváme poºadované tvrzení.

2. Ozna£me v = B⊖A a w = A⊖B.

Jsou to ty jednozna£n¥ ur£ené vektory, ºe

A⊕ v = B B⊕w = A.

K první rovnosti p°i£teme ⊕w a dále upravíme.

(A⊕ v)⊕w = A

A⊕ (v +w) = A

Jelikoº existuje práv¥ jeden takový vektor pro kaºdé A a o poslední rovnost spl¬uje,
platí v +w = o, tedy w = −v.

3. Nech´ v = B⊖C a w = A⊖B.
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Ukáºeme, ºe následující výraz je roven A.

C⊕ (v +w) = (C⊕ v)⊕w = B⊕w = A

Podobn¥ bychom dokázali i zbylé formule.

Zobecn¥ní de�nice 5.1: M¥jme n-dimenzionální a�nní prostor A se zam¥°ením V n nad
t¥lesem T a (n+1)-dimenzionální a�nní prostor B se zam¥°ením V n+1 nad stejným t¥lesem
a prosté a�nní zobrazení φ : A → B a bod P ∈ B \ Im(φ). Pak je zobrazení Φ : A →
P(V n+1) zadané p°edpisem

Φ(X) := LO{φ(X)−P},
prosté a nazývá se vno°ení A do projektivního prostoru P(V n+1).
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