Geometrie 1

Tento soubor obsahuje znéni &islovanych polozek (pFedevsim definic a vét) jak byly
predneseny v ZS 2024 /25. Spolu se zapisky z prednéasek je tento seznam i hlavnim studijnim
materidlem ke zkousce. Co tento seznam neobsahuje jsou nejriznéj$i motivace, vysvétleni,
zajimavosti, animace, ad-hoc ptiklady atd. Naopak zde budou koncem semestru pridany
detailni pozadavky na zkousku.

Predmét Geometrie 1 pfirozené navazuje na Matematickou analyzu a zejména Linearni
algebru. Skripta LA z 1. ro¢niku z minulého roku jsem umistil na svoje stranky (abych tak
zafixoval stav, ve kterém byla predlozena Vasemu ro¢niku) a odkazuji se na né v tomto
textu.

Zkouska bude pisemna a bude obsahovat pocetni i teoretickou ¢ast. V pocetni c¢asti

vvvvvv

na premysleni. V teoretické casti se budou zkouset

e Zakladni definice, u kterych bude zde nastaven vysoky pozadavek na ziskané body
(kdo neumi zékladni definice, neudéla zkousku). Jedna se o definice 1.2, 1.6, 1.8, 2.2,
24,29, 2.13, 2.18, 2.21, 2.29, 2.31, 2.34, 3.1, 3.4, 3.6, 3.14, 3.19, 3.21, 4.1, 4.3, 4.7,
4.9, 4.16, 4.17, 5.1, 5.9, 5.10

e Znéni vsech ostatnich definic, vét, lemmat a disledkii (ne v8ak poznamek a p¥ikladi).

e Vsechny dikazy (v té mife pfesnosti a podrobnosti, v jaké byly odprednaseny) kromé
nésledujicich polozek, u kterych se dukazy zkouSet nebudou: 1.13, 1.16, 2.26, 2.33,
2.36, 2.38, 3.3, 3.25, 4.14, 5.16, 5.14, 5.19, 5.20



1 Shodna zobrazeni

Cilem této kapitoly je studovat shodna zobrazeni v roviné a v prostoru bez toho, ze by
se formalné definoval afinni prostor. Zaroven chceme zopakovat stfedoskolskou analytickou
geometrii a co nejpfirozené€ji na ni navazat.

Piiklad 1.1. V roviné analyticky vyjadrete osovou soumérnost podle primky
p:3x+4y —7=0.

Definice 1.2. Zobrazeni f : R" — R™ se nazyva shodné (nebo shodnost), jestlize zachovava
eukleidovské vzdélenosti, tedy pro kazdé dva body X, Y € R" plati

1FX) = FY)I = X = Y],

Lemma 1.3. SloZeni dvou shodnosti je shodnost, shodnosti jsou prosta zobrazeni a inverzni
zobrazeni ke shodnosti (tam kde je definovano) rovnéz zachovava vzdalenosti.

Dikaz. Necht f, g : R" — R" jsou shodnosti a X, Y € R™.
o Zieime ||g(F(X)) — g(f(V))I| = [LF(X) = FOY)]| = [[X = Y], tedy go f je shodnost.

e Je-li f(X)= f(Y), potom plati 0 = || f(X) — f(Y)|| = || X =Y]]|, tedy X =Y. Cili
f je prosté.

o Jestlize X, Y € Imf, pak diky prostoté f existuji jejich jednozna¢né urcené vzory
P,Q € R” takové, 7e f(P) =X, f(Q) =Y. Potom plati

171 X) = T I = 1P = Qll = lIf (P) — f(QIl = [IX = Y.

Tedy f~! zachovava vzdalenosti.

Véta 1.4. Shodna zobrazeni f : R® — R™ jsou pravé zobrazeni tvaru

kde p € R" je libovolny vektor a A je matice n x n spliujici ATA = I, (ortogonalni
matice).

Diikaz. Pipomeiite si unitarni matice, srovnej LA 8.5. Poznamenejme, Ze plati ATA =
I, (to jest A mé ortonormalni sloupce) pravé tehdy, kdyz AAT = I, (to jest A ma
ortonormélni fadky). Jestlize totiz plati ATA = I, nebo AAT =1, pak A~! = AT a tedy
plati i druh& rovnost.

RovnéZ si p¥ipomeiime, Ze pro libovolny vektor u = (uy,--- ,u,)T € R" plati

llul| = Vu-u=vulu
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Piedpokladejme nejprve, 7e f(X) = AX +pprop € R" a A € R™" ATA =1,. Pro
libovolné dva body v R™: X = (xq, -+ ,2,)7, Y = (y1,- - ,yn)T plati

17(X) = F(Y)|| = [|AX + p — (AY +p)|| = [[A(X - V)| = V(AKX - Y)T(A(X - Y))
— VX - YJTATAX - Y) = /X - Y)T(X - Y) = X - Y|

a tedy f je shodné zobrazeni.

Naopak predpokladejme, ze f je shodnost a chceme ukézat, ze je nutné tvaru f(X) =
AX + p. Definujme body O = (0,0,...,0)", E; = (0,...,0,1,0,...,0)T proi € {1,...n}
v R™. Vektory e; = E; — O tvoii ortonormalni (kanonickou) bazi R™.

Ukazeme, ze také vektory f; = f(E;) — f(O) tvoii ortonorméalni bazi R". Zobrazeni f
je shodné, tedy pro kazdé ¢ dostavame

[I:]] = [1f(Ei) = fF(O)]| = |[E: = Ol = 1
a vektory jsou tedy jednotkové. Dale pro kazdé i # j dostavame
16 = &1 = |/ (E:) — £(O) = (f(E;) = fODI| = |If (B:) — F(E))|| = ||Ei — Ejl| = V2
a protoze

dostavame f; - £; = 0 a vektory jsou po dvou kolmé. (pozn. K témuz zavéru bychom dosli
i aplikaci polariza¢ni identity z linedrni algebry, ktera fika, ze skalarni soucin lze vyjadrit
pomoci normy timto skalarnim sou¢inem indukované, LA Tvrzeni 8.32.)

Definujme nyni matici A = (fi|---|f,), vektor p = f(O) a zobrazeni g(X) = AX + p,
které je podle prvnim ¢asti ditkazu shodné a pro jeho invers plati ¢71(X) = ATX — ATp.
Navic zjevné plati g(O) = f(O) a g(E;) = f(E;) pro vSechna i. Definujme koneéné h =
g~ ' o f, které je shodné a pro které tedy plati h(O) = O a h(E;) = E;. DokdZeme, Ze
takové h uz musi byt identické zobrazeni.

Uvazujme libovolny bod Y = (y1,%2,...,9,)T € R™ a jeho obraz

R(Y) = (hi(Y), ho(Y), ..., ha(Y)T.
Pak plati
|R(Y) = R(O)|[? = B3 (Y) + h3(Y) + -+ ha(Y) =i +y5 + - + v = |[Y — O],

1Y) = hEIP = P(Y) = Bl |* = 2E(Y) + - + (hil(Y) = 1)° 4+ 4 h(Y)
=yt =) = Y B



V druhé rovnosti prvniho a tfeti druhého radku jsme vyuzili, ze h je shodnost. Ode¢teme-li
druhou rovnici od prvni, dostaneme 2h;(Y) — 1 = 2y; — 1, tedy pro kazdé i € {1,2,...,n}
mame h;(Y) = y;, tedy h je identita a tedy f(X) =g(X) = AX + p.

Poznamenejme, ze v definici shodnosti se vyuziva pouze toho, ze (R", p), kde p(X,Y) :=
|X — Y|, je metricky prostor. Tato véta ukazuje hlubokou souvislost s jeho strukturou
linearniho prostoru. [

Disledek 1.5. Shodnosti jsou bijekce a vzhledem ke skladani zobrazeni tvoti grupu, kterou
budeme oznacovat E(n). Jestlize

fX)=AX+p, ¢g(X)=BX+q

pak
X)) =ATX+(-A7'p), (90 f)(X)=(BA)X+ (Bp+aq)

Definice 1.6. Shodné zobrazeni f nazveme piimé jestlize det(A) = 1 a nepfimé jestlize
det(A) = —1. P¥im4 zobrazeni tvoifi podgrupu, kterou ozna¢ime E, (n). Zobrazeni, pro
ktera je A jednotkovd matice a p néjaky vektor z R™ nazyvame posunuti. Mnozina vsech
posunuti tvoii podgrupu oznacovanou (pokud nehrozi nedorozuméni) rovnéz R™. Zobrazeni,
pro ktera je p nulovy vektor tvoii tzv. ortogonalni podgrupu ozna¢ovanou O(n) (linearni
zobrazeni zachovavajici skalarni souc¢in). Podgrupa O(n) tvofena pfimymi zobrazenimi se
znati bud Oy (n), nebo ¢astéji SO(n) (specialni ortogonalni grupa).

Véta 1.7. Pro kazdou shodnost f € E(n) tvaru f(X) = AX + p, plati maticova rovnost

zapsand blokové jako
SX)N_ (AP X
1 0 1 1)

Navic zobrazeni, které kazdé shodnosti pfifazuje tuto matici (n + 1) x (n + 1), tedy

A p
(5 1)

je vnofeni grupy E(n) do grupy regularnich matic GL(n + 1).
Diikaz. Plyne trividlné z blokového maticového nasobeni.

Definice 1.8. Méjme shodné zobrazeni f(X) = AX + p. Body spliujici f(X) = X
nazyvame jeho samodruznymi body. Linearni zobrazeni f4 : R™ — R"™ dané matici A
nazyvame asociovanym homomorfismem k zobrazeni f a vlastni sméry tohoto zobrazeni
nazyvame samodruzné sméry zobrazeni f.

f{ekneme, ze mnozina M je samodruzné mnozina zobrazeni f, jestlize plati f(M) = M,
tedy zobrazeni ji zobrazeni zachovava (jako celek, ne nutné kazdy jeji bod zv1ast).

Lemma 1.9. Piimka Q-+ LO{v} je samodruznou mnozinou shodnosti f pravé tehdy, kdyz
LO{v} je jeho samodruzny smér a f(Q) — Q je nasobkem v.



Dikaz. Necht f(X) = AX + p. Vektor v je nenulovy (jinak by ¢ = Q + LO{v} nebyla
piimka). Oznatme R = Q + v.

Zobrazeni f zobrazuje primky na piimky. Pifimka ¢ je samodruzna pravé tehdy, kdyz
obrazy jejich dvou bodi Q, R na ni lezi, tedy existuji rizné ¢isla aq, ar takova, ze

f(Q)=Q+aqv, f(R)=Q+arv.

Je-li tomu tak, pak je zjevné f(Q) — Q nasobkem v a dile Av = f(R) — f(Q) =
(ar — aq)Vv a tedy LO{v} je samodruzny smér.

Naopak, jestlize je f(Q) — Q nasobkem v, tedy f(Q) = Q + aqV lezi na pfimce g.
Protoze je navic v vlastni, je f(R) = A(Q + v) + p rovnéZ na piimce q. ]

Véta 1.10. Pro kazdou shodnost f € E(2) nastane pravé jedna z téchto moznosti.
e f je pfima shodnost a
— ma vsechny body samodruzné a vSechny sméry samodruzné s vl. ¢islem 1, pak
jde o identitu.

— ma pravé jeden samodruzny bod, pak ji nazyvame otoceni. Samodruzné sméry
pak nemé bud zadné, nebo vSechny s vl. ¢islem —1. V tomto poslednim piipadé
jde o otoceni o 7 neboli o stfedovou soumérnost.

— nemd zadné samodruzné body a vSechny sméry jsou samodruzné s vl. ¢islem 1,

pak ji nazyvame posunuti .

e f je nepiimé shodnost. Pak mé pravé dva samodruzné sméry, jeden s vlastnim ¢islem
1 a jeden s vlastim ¢islem —1 a

— bud mé& pravé jednu piimku samodruznych bodi, pak ji nazyvame osova sou-
mérnost

— nebo nema zadné samodruzné body, pak ji nazyvame posunuta osovi soumeér-

nost.
. . Neidentické| Neidentické Osova Posunuta
Zobrazeni Identita ) )
posunuti otoceni soumeérnost | soumérnost
Samodruzné| . _ 0sa soumeér-
v8echny - stfed otocen{ . -

body nosti

vSechny
Samodruzné| . (stfedova sou- | smér osy a | smér osy a

. vSechny v8echny N ) )

sméry mérnost) nebo | kolmy na osu | kolmy na osu

zadneé (jinak)

vSechny jdouct

. . v8echny stfedem 9
Samodruzné| . N ) osa a ptimky | . 9
.. v8echny ve sméru | (stfedova sou- . ) jedna primka
primky . N na ni kolmé
posunuti mérnost) nebo

zadneé (jinak)

Primé/ o . e e o
o piimé primé primeé nepiimé nepiimé

nepiimé




Dikaz. Podle véty 1.4 je f tvaru
fX)=AX+p

pro néjakou A € R™"*" ortogonélni a p € R™. Samodruzné body f jsou pravé feseni soustavy
( I,-A ‘ P ) a samodruzné sméry f odpovidaji vlastnim vektorim A. RozliSime dva

piipady:
e f je piimé, tedy det(A) = 1. Potom je

A:(C9SQ —Sina)
sina cosa
pro néjaké a € [0, 27). Déle rozlisujeme dva piipady:

—«a = 0, tedy A =1, a vSechny sméry jsou samodruzné s vlastnim c¢islem 1.
Pro p = o jde o identitu — pak jsou vSechny body samodruzné. Pro p # o jde
o posunuti, a to nema zadné samodruzné body (soustava ( I,— A ‘ P ) nema
feSent).

— a # 0. Potom plati det(I, — A) = 2(1 — cosa) # 0, tedy soustava méa pravé
jedno FeSeni pro libovolné p a tedy f ma pravé jeden samodruzny bod S. Lze
psat

fX)=AX—-S)+AS+p=A(X-S)+S,

takZe jde o otoceni kolem S. Pro a = 7 je A = —1,, tedy vSechny sméry
jsou samodruzné s vlastnim ¢islem -1 a jde o stfedovou soumérnost. V opacném
piripadé A nemé zadné vlastni vektory (nad R), tedy f nemé samodruzné sméry.

e f je nepiimé, tedy det(A) = —1. Potom je
A — cosa  sina
~ \ sina —cosa

pro néjaké a € [0,27). Matice A ma vlastni ¢isla 1 a —1 s pFislusnymi na sebe
kolmymi vlastnimi vektory v; = (cos §,sin §),v_; = (—sin §,cos §).
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Ozna¢me B = (v1,v_1), coz je ON baze vektorového prostoru R%2ap=avi+asv_;
vyjadieni vektoru posunuti v této bazi. Mizeme jisté psat

J(X) = [AX + agv_1] + a1vi = fo( f1(X)),

kde f1(X) = A(X) + aav_1 a fo(X) = X + ayvy. Piimym vypoctem ovéfime, ze
kazdy bod pifmky p(t) = 2v_; + tvi je samodruznym bodem zobrazeni f; a jedna
se tedy o osovou soumernost podle této primky. Zobrazeni f, je ovSem posunutim ve
sméru této piimky, které pro a; = 0 degeneruje v identitu.

O

Piiloha, klasifikace shodnosti v R?

posunuti

[otoéeni o¢pFkm ke Z}

Mer
otocenl

jeden samodruzny bod
vSechny samodruz &ry
otoceni o 7
fimé viechny samodruzné body (stfedova soumérnost)

[posunuté osovém}

[Shodnosti ' roviné}

nepii soumeérnost

{osové soumérnost}




Pripomente si pojem orientace a vektorové souc¢inu z LA 7.6, LA 8.8 pfipadné souvislost
s determinantem LA cela kapitola 7.

Véta 1.11 (Rodriguesova formule). Mé&jme dva vektory n,r € R?, pfi¢emZ n je jednotkovy.
Pak pro vektor r' € R3, ktery dostaneme otocenim vektoru r kolem vektoru n € R? o thel
¢ v kladném sméru plati:

r' = (1 —cos¢)(r-n)n+ cos¢r +sing(n x r).

Otoc¢enim v kladném sméru p¥itom myslime, Ze pii thlu ¢ € (0, 7) tvoii vektory (n,r,r’)
kladné orientovanou bazi R? a pii tthlu ¢ € (—,0) zaporné orientovanou.

Dikaz. Rozlozme r na slozku ry = (r - n)n (tj. projekci do sméru n) a slozku ro =r —r;
kolmou na n. Oznaéme v=n Xr =n X (r; + ry) = n X ry. Jelikoz n L ry, plati

VI = [l rs|| = [[nl[[[rs|] = [lrl]

Ototeni kolem vektoru n o thel ¢ ziZena na LO{ry,v} = LO{n}* je ziejmé takeé
otoCeni o thel ¢. Jelikoz (ry,v) je ,nasobkem“  kladné orientované“ ortonormélni baze
tohoto prostoru, mizeme psat

I, = COS ¢ry + sin gv.

(Cérka vzdy znaci obraz v uvazovaném zobrazeni.) Dale ziejmé r} = r;. Dohromady do-
stavame

i
=T + COS ¢ry + sin v
= (r-n)n+cos¢(r — (r-n)n) + sin pv
= (1 —cos¢)(r-n)n+ cos¢r +sinp(n x r).



Definice 1.12. Pfipomenime si z inearni algebry (LA, cviceni 3.5.5), Ze kvaterniony tvoii
nekomutativni téleso (oznacované H) a maji tvar ¢ = s + xi + yj + zk, pficemz i? = j> =
k?=—-1aij=—ji=k, jk = —kj=1i, ki = —ik = j. V této piednasce budeme s nazyvat
skalarni ¢ast, vektor v = (a, b, ¢) vektorova ¢ast a budeme kvaterniony zapisovat ve tvaru

q= (37 (I,y, Z))
——

v

Realna ¢isla jsou do kvaternionii vnofena jako s — (s,0) a vektorovy prostor R? je do nich
vnofen jako v — (0, v).

Pro tato vnoreni a jejich inverzy nebudeme zavadét zadné oznaceni, z kontextu a z
aplikovanych operaci bude jasné, kdy zachazime napt. s vektorem a kdy s kvaternionem
vektoru odpovidajicim. Napiiklad ve Vété 1.17 by na pravé strané bylo pfesnéjsi psat vektor
vznikly ,odvnofenim® kvaternionu ¢(0,r)g, coz by ale zbyteéné zaplevelovalo znaceni.

Lemma 1.13 (Geometricky vyznam kvaternionovych operaci). Pro libovolné kvaterniony
41 = (Slavl)a g2 = (32,V2) plati

Q1 +q = (s1+82,V1+Vz)
@1- @2 = (8182 — V1-Va, V1 X Vg +51Va + 83V1).
Dikaz. Plyne piimo z rozepsani q; a g pomoci ¢tyft slozek.

Definice 1.14. Pro libovolny kvaternion ¢ = (s, v) definujeme konjugovany kvaternion g =
(s,—v) ajeho normu ||q|| = v/q@ = v/3q = Vs2 + v - v = /2 + 22 + y? + 22. Kvaterniony,
které maji normu rovnou 1 nazyvame jednotkové.

Lemma 1.15. Jednotkové kvaterniony (oznacované H;) tvoii multiplikativni grupu. Kazdy
jednotkovy kvaternion s nenulovou vektorovou ¢asti Ize jednoznac¢né zapsat ve tvaru

q = (cosa,nsina),
kde n je jednotkovy vektor a o € (0, ).

Dikaz. Snadno ovéfime, ze pro libovolné dva kvaterniony plati ¢ - g2 = ¢z - g1. Multipli-
kativni invers jednotkového kvaternionu ¢ je g, protoze qqg = 1 = qq a ||g|| = ||¢|| = 1. Dale
jsou-li g1, g2 jednotkové kvaterniony, pak

el = (@) (ae) = Vale®) s = Vas =1,

tedy q1¢2 je jednotkovy kvaternion. Jednotkové kvaterniony tak tvoii neprazdnou podmno-
zinu multiplikativni grupy vSech nenulovych kvaternioni uzavienou na skladani a inverze,
¢ili podgrupu.

Je-li ¢ = (s,v) jednotkovy kvaternion a v # o, potom nutné

[s| = Vgl = [IvI* < L.
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Jedinad mozna vyhovujici volba a € (0, 7) je a = arccos s. Z toho plyne

VI = Vllgl[? = s* = siney,

tedy ¢ = (s,v) = (cosa, Ty Sin a) a oznadime n = - O

Lemma 1.16. Pro kazdé tii vektory u, v, w € R? plati
ux (vxw)=(u-w)jv—(u-v)w.

Véta 1.17. Pro pevny jednotkovy kvaternion ¢ = (cosa,nsina) je linearni zobrazeni
R, : R® — R3 definované jako

Ry(r) = qrq
otoceni kolem osy n thel 2a v kladném sméru.

Dikaz. Ozna¢me ¢ = (s,v). S vyuzitim Lemmat 1.13 a 1.16

qrq = (S’ V) (07 I‘)(S, _V)
(—v-r,vXr+sr)(s,—V)

=(—(v-1t)s+(VXr)-vHsr-v,—(VvXT)XV—sr XV+(v-r)v+s(vxr)+ sr)
—— ——
0 (vr)v—=(v-v)r
= (0,2(v-r)v + (s> — ||[V|]*)r + 2s(v x 1))
= (0,2sin® a(n - r)n + (cos® a — sin a)r + 2sina cosa(n x r))

= (1 = cos2a)(n - r)n + cos(2a)r + sin 2a(n X r).

Ovsem to je podle Rodriguesovy formule vektor vznikly otocenim vektoru r kolem
vektoru n o thel 2a v kladném sméru. [

Piiklad 1.18. Vypocitejte vektor, ktery vznikne oto¢enim vektoru (1,0,0) kolem vektoru
(3,4,0) o tthel ¢ = /3 v kladném sméru.

Véta 1.19. Kazda piima shodnost v R® m4 alespoii jednu samodruznou pifmku a lze
ji slozit z otoCeni kolem této piimky a posunuti ve sméru této piimky (ma tedy tvar
sroubového pohybu).
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Diikaz. Kazdé f € E,(3) je tvaru f(X) = AX + p, kde A € R**3 je ortogonalni a
det A = 1. Matice A je unitarni, jeji vlastni ¢isla nad C proto lezi na jednotkové kruznici.
Zaroven je realnd a stejné tak i koeficienty jejiho charakteristického polynomu, tudiz je
mnozina jejich vlastnich ¢isel symetrickd podle redlné osy komplexni roviny a musi proto
mit tvar o(A) = {£1,¢" e}, ¢ € [0,n]. Znaménko prvniho vlastniho &isla musi byt
kladné, protoze soucin vSech vlastnich cisel je roven det A = 1. Piipad ¢ = 0 vede na
trojnasobné vlastni ¢islo 1, a protoze unitarni matice jsou diagonalizovatelné, znamen4 to,
ze A = I3. Tvrzeni pak zfejmé plati, nebot mizeme uvazovat otoceni o nulovy thel kolem
osy p slozené s timto posunutim.

Pokud A +# I3, je 1 jejim vlastnim ¢islem s algebraickou a z diagonalizovatelnosti i
geometrickou nasobnosti 1, existuje tedy pravé jeden vlastni smér s timto vlastnim ¢islem.
Necht vy je jednotkovy vlastni vektor s vlastnim ¢islem 1 a (v, vs,v3) jeho doplnéni do
ortonormélni baze R3. Ozna¢me W = LO{vs, v3} ortogonalni doplnék prostoru LO{v,} a
rozlozme

P = a1V + asva + asvs.

Miizeme jisté psat
f(X) = [AX + agvs + azvs] + a1vy = fo( f1(X)),

kde f1(X) = AX + agvy + azvs a fo(X) = X + ayv;.

Asociovany homomorfismus fi 4 zachovava kolmost vektoru, zachovava tedy i pod-
prostor W jakoZto ortogonalni doplnék vlastniho sméru LO(vy). Zobrazeni f; tedy za-
chovavd mnozinu W také a je piimé. Navic homomorfismus f; 4 zZeny na W neni ro-
ven identité. Podle Véty 1.10 o klasifikaci shodnosti v roviné existuje préavé jeden bod
S = s9vy + s3v3 € W, pro ktery plati f1(S) = S. PH{mym vypoctem ovéiime, Ze i vSechny
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body pfimky p : S + tvy jsou samodruznymi body zobrazeni f;. Jedna se tedy o otoceni
okolo osy p a zobrazeni f5 je zjevné posunutim v jejim sméru.

]

Poznamenejme, 7e velikost thlu oto¢eni je mo7né urcit z matice A = Q diag(1, ¢'®, =) Q1
pomoci jeji stopy, protoze TrA =1+ 2 cos ¢.
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2 Diferencialni geometrie kiivek

Priklad 2.1. Uvazujme v R? jednotkovou kruznici 22 +y? — 1 = 0 bez bodu (-1, 0). Tuto
mnoZzinu parametrizujme jako c(t) = (cost,sint)” pro t € (—m,7) a uvazujme reparamet-
rizaci t = 2arctan s pro s € (—o0, 00). Nova parametrizace ma tvar

c(s):<1_82 2s )T’ s € (—00,00).

145271+ 52

Tuto parametrizaci racionalnimi funkcemi lze také pifimo geometricky zkonstruovat jako
mnozinu prusecika kruznice s piimkami z bodu (—1,0) se smérnici s € R.

Definice 2.2. Bud I C R interval (piipadné neomezeny), spojité zobrazeni ¢ : I — R"™
se nazyva parametrickd krivka v R™. Mnozina (c) := c(I) C R" se nazyva obraz kiivky.
Parametrickd kiivka se nazyva hladkd, jestlize c je t¥idy C* (tedy ma kazda jeji slozka
spojitou derivaci viech ¥adi) a reguldrni, jestlize c’(t) # (0,0,...,0)T pro kazdé t € I.

Poznamka 2.3.

1. Je-li I uzavieny nebo polouzavieny interval, rozumime hladkym zobrazenim na I
restrikci na I hladkého zobrazeni definovaného na néjakém otevieném nadintervalu.

2. Parametricka k¥ivka je popsana n-tici funkci c(t) = (ci(t), -, ca(t))T jedné pro-
ménné definovanych na 1.

3. Pro hladkou regularni parametrickou kiivku definujeme jeji funkei rychlosti ||c/(¢)]],
ktera je hladka a kladna.

4. Ve vétach a definicich budeme pro jednoduchost pracovat s hladkymi kiivkami (t¥idy
C>), ale vétsina pojmi a vysledku plati i pro nizsi t¥idu hladkosti.

Definice 2.4. Je-li ¢ : [ — R" hladkd regularni parametricka kiivka a ¢ : I — I hladké
bijektivni zobrazeni I na I s vlastni a vSude nenulovou derivaci (tzv. difeomorfismus), je

ci=cog:] > R"

regularni parametrickd kiivka se stejnym obrazem jako c. Difeomorfismus ¢ pak nazyvame
zménou parametru a ¢ reparametrizaci c. Je-li navic ¢ > 0 na I, nazveme ¢ reparametrizaci
c zachovdvajici orientaci.

Definice a lemma 2.5. Byti reparametrizaci je relace ekvivalence (kterou ozna¢ime ~) na
mnoziné vsech hladkych regularnich parametrizovanych kiivek a kazdou jeji t¥idu nazyvame
krivka. Kazdého zéstupce prislusné tiidy ekvivalence nazyvame parametrizaci této kiivky.
Byti reparametrizaci zachovavajici orientaci je rovnéz relace ekvivalence (kterou oznaéime
~) na mnoziné vSech regularnich parametrizovanych k¥ivek a kazdou jeji tfidu nazyvame
orientovand krivka.
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Dikaz. Z véty o inverzni funkce plyne (viz skripta z MA), 7e inverzni funkce ¢! existuje,
je hladka, je bijektivni a mé& vSude vlastni nenulovou derivaci. Tedy i inverzni funkce je
hladky difeomorfismus. Dale uz staci jen ovérit podminky relace ekvivalence:

e Reflexivita: identita je difeomorfismus a tedy ¢ = c o id
e Symetrie: inverze difeomorfismu je difeomorfismus, tedy kdyZz ¢ = co¢ = ¢ = cog~!

e Tranzitivita: slozeni difeomorfismi je difeomorfismus (opét z Tetizkového pravidla),
tedy (=cogac=¢Co)) =c=co(po)

e Orientace: slozeni rostoucich funkei je rostouci a inverze k rostouci funkei je rostouct,
tedy pro ¢, zachovéavajici orientaci také ¢ o1 a ¢~! zachovéivaji orientaci.

]

Poznamka 2.6. Pokud nebude nebezpedi omylu, budeme slovem kfivka (p¥ipadné ori-
entovana kiivka) oznacovat nejen t¥idu ekvivalence, ale i jejiho reprezentanta (regularni
parametrizovanou kiivku), se kterym pravé pracujeme, nebo dokonce jeji obraz.

Poznamka 2.7. V diferencidlni geometrii studujeme vlastnosti kiivek, které se pii re-

parametrizaci neméni nebo méni odpovidajicim zpisobem (napiiklad méni znaménko pii

zméné orientace). Nadale budeme pouZivat zkraceny zéapis parametrizaci téZe kiivky. Na-

priklad pokud méme parametrickou kiivku c(¢) budeme jeji reparametrizaci ¢(s) = c(¢(s))

oznacovat jednoduse c(s). Kone¢né kvili zjednoduseni zapisu budeme nékdy vynechavat

hodnotu parametru a budeme psat napiiklad ¢’ misto ¢/(t) a podobné. Pokud nefekneme
d

jinak, ¢arka znaci derivaci % a tecka derivaci 7.

Lemma 2.8. Pro derivace dvou parametrizaci c(t) a ¢(s) = c(¢(s)) téze hladké regularni

—_—
c(s)
kiivky v kazdém odpovidajicim bodé plati
0 6 0
(clefe) = (c|"|c) [0 ¢* 360
0 0 ¢°

Diikaz. Piimy vypocet derivace slozené funkce fetizkovym pravidlem:

os)= | c@le)= | el)

¢(s) = c'(6(s0))d(s0)-

S0

C(So) = %

#(s0)
Déle zderivujeme podle s rovnost ¢ = ¢c’:

¢ = oc’ + ¢*c”
Podobné pro tieti derivaci:

¢ = .gz.S.C/ " g}ég{ﬁc” I 2@(%0” + (é)QngCW _ 'q‘s'c/ + 3QZ.5Q'Z§C” + (Q'S)SCI//
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2.1 Rovinné kiivky

Pokud se nefekne jinak, budeme v této podkapitole terminem kfivka oznacovat hladkou
regularni kiivku v R% V nésledujici definici zavedeme v kazdém bodé kiivky kladné orien-
tovanou ortonormalni bazi, jejiz prvni vektor je ke kfivce te¢ny, a skalarni veli¢inu, ktera
(jak pozdéji uvidime) odpovida rychlosti staceni sméru kiivky.

Definice 2.9. V kazdém bodé hladké regularni parametrické kiivky c(t) v R? definujeme
jednotkovy tecny vektor

a znaménkovou k#ivost
t) det(c'(t)[c" (1))
K, (t) =

e’ ()]]?

Bod, ve kterém je znaménkova kiivost nulova, nazyvame inflexnd.

Priklad 2.10. Studujme kiivku c(t) = (¢, %), kde t € (—2,2) v jejim bodé t = 1.

Vé&ta 2.11. Pii reparametrizaci kifivky v R? zachovavajici orientaci se v daném bodé te¢ny
vektor, orientovany normalovy vektor a znaménkova kiivost neméni. Pti reparametrizaci
kterd méni orientaci se tyto vektory méni na opac¢né a znaménkova kiivost pouze zméni
znaménko.

Dikaz. S vyuzitim lemmatu 2.8

. it /
t(s) = o ?C = sign ©
el e’

Dale plati

0= (1 3 )= (] ) seat@reo = sigm@m. o

Koneéné

o o
e det (C/ ’C”> 12 1A
o) = S = [ (b(o M = sign(é) 7 = (@ (1),
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Véta 2.12. Znaménkova kiivost, teény a normalovy vektor jsou ekvivariantni vii¢i shod-
nostem R?. PYesndji, méjme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kiivku
c(t) a v jejim libovolném bodé veli¢iny k., t, n,. Pak kiivka ¢(t) = f(c(t)) = Ac(t) + p
ma v odpovidajicim bodé znaménkovou kiivost &, = (det A)x,, te¢ny vektor t = At a
norméalovy vektor n, = (det A)An.,.

Dikaz. Uvédomme si, ze det A = +1. Navic plati, ze
c(t)=Ac(t)+p=27¢(t) = Ac(t) = c"(t) = A" (1).

C

Tedy

det(¢’,¢”)  det(Ac,Ac”) det(A)det(c,c”)
Re = o3 - /113 - /|13
[le]] ||AC]] lle'l]
nebot pro libovolny vektor [|[v|| = VvIv = [|[Av|| = \/(Av)TAv = VVTATAv =
vvTv = |]v]].

I _ ¢ _ Acd _ c/ _
* t = 51 = Aoy = Aljey) = At

- 0 —1\= 0 —1 0 —1
on*_<1 O)t_<1 O)At—det(A)A(1 O)t—det(A)An*.

Pro ovéreni tieti rovnosti na poslednim fadku je tfeba dosadit oba mozné tvary matice A
odpovidajici otoceni a osové soumeérnosti. ]

= (det A)k,,

Definice 2.13. Pro kazdou kiivku c definujeme v kazdém bodé jeji tecnou primku jako
mnozinu c(t) + LO{t(t)} a normdlovou piimku jako mnozinu c(t) + LO{n,(t)}. Dale v
kazdém neinflexnim bodé definujeme jeji polomeér krivosti jako R(t) = m, jeji stired
kFivosti jako bod S(t) = c(t) + ﬁ(t)n*(t) a kruznici se stfedem S(t) a polomérem R(t)
nazyvame oskulacéni kruznice v bodé c(t).

Disledek 2.14. Te¢na ptrimka, normdlova pfimka a oskula¢ni kruznice se neméni pii
reparametrizaci a jsou ekvivariantni vii¢i shodnostem.

Dikaz. Podle Véty 2.11 se tyto objekty zjevné neméni pii reparametrizaci zachovavajici
orientaci a pii reparametrizaci ménici orientaci je LO stejny a stfed a polomér kiivosti
vyjde bez zmény znaménka. Podobné podle Véty 2.12 jsou tyto objekty ekvivariantni vici
piimym shodnostem a pfti bliz§im pohledu také vi¢i nepfimym, protoze znaménko se vyrusi.
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Poznamka 2.15. Kiivka mé v kazdém svém bodé kontakt nejvysstho fadu s te¢nou piim-
kou (ze vSech piimek) a v kazdém neinflexnim bodé s oskula¢ni kruznici (ze v8ech kruznic).
Navic, jestlize oznacime N (¢) normalovou pfimku v bodé ¢, pak v kazdém neinflexnim bodé
c(to) plati

S(to) = lirr% N(to) N N(t).

t—>to

Véta 2.16. Pro hladkou regularni parametrickou kiivku c : I — R? plati

t(t) = [[c"(t)] 1= ()n(#)-

Dale plati, Ze existuje hladka funkce 6(¢) : I — R spliwjici t(¢) = (cos0(t),sin0(t)) pro
t € I a pro znaménkovou kiivost pak plati
o'(t
o) = 20 el
[le'(®)]]
Pokud je tedy kiivka parametrizovana konstantni jednotkovou rychlosti ||c/(t)|| = 1, pak
je tedy znaménkova kfivost rychlosti zmény sméru kiivky.

Dikaz. Uvédomme si, Ze ||c/|| = V¢ - ¢. Derivovanim a tpravami dostaneme

O O N R L [ A R0
~A\lle] - c B [le'[[? '
Skalarnim souc¢inem predchozi rovnice ziskame ¢’ - t' = 0 a proto je t’ ndsobkem n,(¢),
tedy t' = Kn,(t). Z rovnosti

det(t,t") = det(t, Kn,(t)) = K det(t,n.(t)) = K
T/
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a

/ NI20M _ (o . o)l / (2 / TN/AWN
det(t, t') = det | — ielfe ,(§ NN et S e ”f,f —det | = e cgc =
'l 'l el i’ el e’

[\

0

1 det(c,c")

: = — Il
[Ic’|[? [Ic'[[?
————— —r

Kz

det(c’, c”)

o

dostaneme, ze K = rkx,.
Funkce 0 je spojitou verzi argumentu funkce t(¢) a jeji existence a diferencovatelnost bude
podrobnéji studovana v komplexni analyze. Potom dostavame

t'(t) = 0(t) (—sinb(t),cosb(t))

i

g

n.(t)
a z predchozi ¢asti mame 6'(t) = r(t)rk.(t). O

Véta 2.17. Na otevieném intervalu I budiz zadany dvé hladké realné funkce f(t), r(t),
pricemz r(t) > 0 pro t € I. Pak existuje azZ na pfimou shodnost pravé jedna hladka
parametrickd rovinna kiivka c(t), ¢ € I, pro kterou plati

IOl =7(t),  r(t) = f()
Dikaz. Zafixujme ¢y € I libovolné a definujeme funkci 6(¢) aby platilo

o '(t) = ||c/(t)||k.(t) = r(t)f(t), tedy € nalezneme jako primitivni funkei k r(¢)f(t),
ktera jisté existuje, protoze r(t)f(t) je hladka,

e O(ty) = by, kde 0y je libovolna konstanta.

Nyni polozime
t(t) = (cosO(t),sinb(t)).

Ziejmé ||t(t)|| = 1 a muzeme tedy koneéné definovat
(1) = [l (OIb(t) = r(t)(cos b(t), sin B().

c(t) nalezneme jako primitivni funkci k ¢/(¢), coz lze, protoze c'(t) je hladka funkce. Zvolime

X,Y € R libovolna a necht c,(ty) = X a c,(ty) =Y.
V priabéhu konstrukece funkce c(t) jsme volili polohu bodu c(ty) = (X, Y) a smér te¢ného
vektoru t(tg) = (cos by, sin ), ¢imz jsme urcili k¥ivku jednozna¢né az na piimou shodnost.
[
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7 dikazu plyne, ze pro danou kiivku c(t) lze definovat funkci 6(t) : I — R spliujici
t(t) = (cosf(t),sinf(t)) pro t € I. Derivaci této rovnosti ziskdme

t'(t) = 0(t) (—sind(t),cosd(t))

N J

-~

n.(t)
a z Véty 2.16 pak pro znaménkovou kiivost plati

_ @)
@l

Pokud je tedy kiivka parametrizovana konstantni jednotkovou rychlosti ||c'(t)|| = 1, je
znaménkova kiivost rovna rychlosti zmény sméru kiivky.

K, (t)

2.2 Prostorové krivky

Pokud se nefekne jinak, budeme v této kapitole terminem kiivka oznacovat hladkou regu-
larni kiivku v R3.

Definice 2.18. V kazdém bodé hladké regularni parametrické kiivky c(t) v R? definujeme
jednotkouvy tecny vektor t(t) a kiivost k(t)

) x @)
w0 = T emIp

Bod, ve kterém je kiivost nulova, se nazyva inflezni bod. V kazdém neinflexnim bodé dale
definujeme jednotkovy binormdlovy vektor b(t), jednotkovy normdlovy vektor n(t) a torzi

7(t)

c/(t) x
[le'(2) x

0 ) et e (1)
e MO POXH O = e

b(t) =

Z definice plyne, Ze trojice vektoru {t(¢), n(t), b(¢)} tvoii v kazdém neinflexnim bodé kladné
orientovanou ortonorméalni bazi R3, ktera se nazyva Frenetiv repér.

Véta 2.19. Pii reparametrizaci kiivky v R? zachovavajici orientaci se v daném bodé kii-
vost, torze a Frenetiiv repér neméni. PTi reparametrizaci, ktera meéni orientaci se kiivost,
torze a normalovy vektor rovnéz neméni, zatimco te¢ny a binormalovy vektor se méni na
vektory opacné.

Dikaz. VyuZijeme lemmatu 2.8 a oznac¢ime

o 6 b
M=10 ¢* 3¢¢
0 0 ¢
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Dale spocitame
éx &= () x (6 + d2c") = (d¢) x (d¢) + (de) x (%) = 0+ (¢’ x ).

Nyni uz mame vSe potfebné k dikazu véty, a pocitame

= ¢ = .gz'ﬁc’ = sign /
H) = el = g ey~ e
b(s) = CXC = '<é3(c’><c”) — sign(¢)b ,
) = et = T oo =@l
n(s) = b(s) x t(s) = sign(d)b() x sign()t(t) = b(¢) x t(t) = n(t)
el _ @l el
O=T%E = e Y
s) = det(¢|¢| €) _ det(M) det(c’|c”|c") _
(s) I Q‘56||C/><C”||2 (1).

]

Véta 2.20. Kiivost, teény a normélovy vektor jsou ekvivariantni viéi shodnostem R3.
Ptesnéji, méjme shodnost ve tvaru f(X) = AX + p, parametrickou kiivku c(t) a v jejim
libovolném bodé veli¢iny k, t a v neinflexnim bodé navic 7, n, b. Pak k¥ivka ¢(t) =
f(c(t)) = Ac(t) + p ma v odpovidajicim bodé kiivost & = k a tecny vektor t = At. V
neinflexnich bodech ma navic torzi 7 = (det A)7, normalovy vektor i = An a binorméalovy
vektor b = (det A)Ab.

Dikaz. Dokazme nejprve, 7e pro ortonormalni matici A a libovolné vektory x,y € R?
plati Ax x Ay = det(A)A(x X y). Skutecns, Vz € R? dostévame

z - (Ax x Ay) = det(z, Ax, Ay) = det(A) det(A”z,x,y) = det(A)(ATz) - (x x y) =
det(A)(z- A(x xXy)) =z (det(A)A(x X y)).

Nyni uz snadno ovérime dokazované vztahy. Plati totiz, zZe
c(t)=Ac(t)+p=c(t)=Ac(t) = c"(t) = Ac"(t) = &"(t) = A" (1).

Primym vypoctem dostavame
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"> | _ [det(A)] [[A(c"x e")[| _ [le" x |
JSTT: - = = K
le']® |AC]]? ICS1N

K=

a koneéné det(é/‘éﬂ‘é///) det<A) det(C/’c//’C///)
= = = det(A)T.

Hé/ X é”||2 ||C/ X C//H2

N

]

Definice 2.21. Pro hladkou regularni kiivku c(¢) v R? definujeme v kazdém bodé tecnou
primku jako mnozinu c(t) + LO{t(t)} a dale v kazdém neinflexnim bodé definujeme

e oskulacni rovinu jako mnozinu c(t) + LO{t(t),n(t)},
o rektifikacni rovinu jako mnozinu c(t) + LO{t(¢), b(t)},
e normdlovou rovinu jako mnozinu c(t) + LO{n(t),b(t)}.

Definice a lemma 2.22. O hladké parametrizované kiivce c(t) fekneme, Ze je parametri-
zovand obloukem nebo jednotkovou rychlosti, jestlize pro v8echna t € I plati ||c/(¢)|| = 1.
Kazdou hladkou regularni kiivku lze parametrizovat obloukem. Je-li c(¢) néjaka paramet-
rizace obloukem, pak vSechny ostatni parametrizace této kiivky obloukem ziskame repara-
metrizaci t = ¢(s), ¢(s) = £s + sp, kde s¢ je libovolna konstanta.

Dikaz. Mé&jme libovolnou hladkou regularni kiivku c(t). Pak plati, ze ||c/(¢)|| > 0, coz je
jisté hladka funkce, a tudiz mizeme definovat

wlt) = [ lle)lde.

Pak tedy plati vztah 1 (t)’ = ||c/(¢)||. Funkece 9 je prosta, tudiz definujeme ¢ = ).
Definujeme nyni c(s) = c(¢(s)), z ¢ehoz podle véty o derivaci inverzni funkce plyne
1, c
= ¢ T
0 e/l
Z toho ovsem plyne, Ze ||¢|| = 1, tedy jsme nalezli parametrizaci obloukem.

Predpokladejme nyni, Ze mame kiivku c(¢) parametrizovanou obloukem a jeji obloukovou
reparametrizaci c(s) = c(¢(s)). Pak

L= lell = Il [o] = 1 9l

tedy nutné |¢p| = 1= ¢ = +1 = ¢ = +s + s,.
Naopak, méli bychom kiivku c(¢) parametrizovanou obloukem, pak takovou reparametri-
zaci ¢(s) = £s + so opét dostaneme parametrizaci obloukem z vypoctu vyse. ]

¢ = oc

Lemma 2.23. Pro regularni hladkou k¥ivku c(t) v R? parametrizovanou obloukem v kaz-
dém bodé plati t(t) = c/(t) a k(t) = || (t)]| = ||c/(t) x " (t)||. V kazdém neinflexnim bodé

navic n(t) = % :
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Dikaz. Mé&jme c(t) parametrizovanou obloukem. Ziejmé plati t(¢) = c/(t).
Ze vztahu ||c/(t)|| = 1 odvodime

d
ct)-dt)=1 ’E
2¢/(t) - "(t) = 0,
tedy c/(t) L c¢”(t), ¢ehoz plyne, ze ||c’ x || = ||c/|| - ||c"|| = ||c"]]-
Nyni snadno spocitame, 7e
el
[le'[[?
a uzitim Lemmatu 1.16 mame v neinflexnich bodech
¢ xc c 1 -1
n=bxt= X = (' x")yxc)y=——(c"x (¢ xc")) =
[l e[| el [le”]] [le”]]
-1 C//

((c/ . CII)CI o (c/ . Cl)c/l) —

[le”]] eIl

]

Véta 2.24 (Frenetovy vzorce). Je-li ¢(t) hladka kiivka v R® parametrizovana obloukem,
pak v kazdém neinflexnim bodé plati

t' = kn, n' = —xt + 7b, b’ = —n,

coz lze vyjadiit maticové jako

0 -« O
(t'In'|b") = (tjnlb) |k 0 —7
0O = O

nebo s vyuzitim takzvaného Darbouxova vektoru d = 7t + kb jako
t'=dxt, n=dxn, b'=d x b.

Dikaz. Uvazme tii vektory (vi(t), va(t), vs(t)), které zavisi na parametru a pro jeho libo-
volnou hodnotu ¢ € I tvori ON bazi R3. Libovolny vektor v € R? Ize (pro pevné t) vyjadiit
jako

v=(v-v))vi+ (v -vo)vy+ (V- v3)vs.

Tedy specialné pro kazdé pevné t plati
vi = (Vi vi)vy + (V- vo)vy + (Vi - v3)vs, proi=1,2,3.

Ziejmé lze psat
(V/17 V/27 V/3> = <V17 Vo, V3)M7
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kde M je matice 3 x 3 s polozkami m;; = v; - v;.
Protoze plati v; - v; = §;;, derivovanim podle ¢ dostavame rovnost v; - v; + v’ - v; = 0,

¢ili vi - v; = —v} - v; a tedy M musi byt antisymetricka
0 —-A —-B
M=|A 0 -C
B C 0

V nagem pfipadé, kdy (vy, ve, v3) = (t,n, b) a t odpovida parametrizaci obloukem plati
podle Lemmatu 2.23

C//

" =
[le”]]
a tedy dostavame A = k, B = 0. Snadno nahlédneme, ze C' = n’ - b, a tedy pocitame
/ !/
, b < c// > C/ X C// <C//> C/ X C// /{C”/ _ K;/c// C/ X C//
n . = pr— —_— . = . =

') I xe’| ~ \k K ;2 K

//||

t'=c" =||c kI,

d t zZarsarsy d t APNaArNj
L (@ ey = eI _ detlelele)
K

2 - HC/ % c”||2

Ctvrta rovnost plyne z kolmosti vektorti ¢’ a ¢’ x c.

Tudiz
0 —x O
M=k 0 -1
0 7 0

Déle piimym vypoctem za uziti vyse dokdzanych vztahi mezi vektory Frenetova repéru
a jejich derivacemi méame
dxt=(rt+rb)xt=rxbxt=rn=t/
dxn=(rt+rb)Xxn=7b—kt=n'
dxb=(tt+xb)xb=—-mn=">b"
O

Poznamka 2.25. Vidime tedy, 7e v parametrizaci obloukem (kdy se poloha bodu méni
jednotkovou rychlosti) kiivost vyjadiuje rychlost okamzité zmény te¢ného vektoru (a tim
i te¢né primky) a torze rychlost okamzité zmény binorméalového vektoru (a tim i oskula¢ni
roviny). Rovnéz muzeme okamzitou zménu celého Frenetova repéru chépat jako otoceni
kolem Darbouxova vektoru, jejiz rychlost je dana jeho délkou, tedy k% + 72, které se
nékdy ik celkova kiivost.

Véta 2.26. Necht f(t) > 0, g(t) jsou hladké funkce definované na otevieném intervalu I.
Pak existuje a7z na ptimou eukleidovskou shodnost pravé jedna hladka kiivka c(t) v R3
parametrizovana obloukem na intervalu I tak, ze

R(t) = f(1), 7(t) = g(t).

Tyto rovnice se nékdy nazyvaji pfirozené rovnice kiivky.
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Véta 2.27. Pro regularni hladkou parametrizovanou kiivku ¢ : I — R?® bez inflexnich
bodu plati, ze lezi v néjaké roviné pravé tehdy, kdyz 7(¢) = 0 pro kazdé t € I.

Dikaz.

o ( = ) Lezi-li ¢ = (cg,¢y,¢.) v néjaké roviné, existuji p,q,r,s € R takova, ze
(p,q,7) # (0,0,0) a pro viechna t € I je pc,(t)+qcy(t)+re.(t) = s, tedy c-(p,q,r) = s.
Postupnym derivovanim podle ¢ dostaneme

C/ ' (p7Q7T) = OJ
c’- (p7QaT) = Oa
<" (p,q,r) =0.

Vektory ¢/, ¢”, ¢” viechny lezi v prostoru LO{(p,q,r)}* dimenze dva, takze jsou

linearné zavislé. Z toho plyne rovnost det(c’|c”|c”’) =0 a tedy i 7 = 0.

e ( <= ) BUNO uvazujme c parametrizovanou obloukem. Je-li 7(¢) = 0 pro vSechna
t € I, potom b’ = —7n = o, tedy b je konstatni. Zvolme ty € I libovolné a definujme

h(t) = (c(t) — c(ty)) - b(t), t € 1.

Plati h(tg) =0ah’'=c’-b=1t-b =0, takze h = 0, neboli ¢ - b = c(¢y) - b. Ktivka
tedy lezi v roving c(tg) + LO{b}+. O

Vé&ta 2.28. Pro regularni hladkou parametrizovanou kiivku ¢ : I — R? vnofenou do R?
zobrazenim (z,y) — (z,y,0) plati & = |x.| a v neinflexnich bodech n = sign(x,)n..

Dikaz. Necht ¢ = (¢;, ¢y) = (¢, ¢y, 0). Snadno spocteme

/ /!
c ¢
det ( 7 ﬁ)
cd ¢
y Gy

e

Ry, =

o0 e 0l _ Vi |

(JE+ G+ T+

Dale v neinflexnich bodech ozna¢me t = (t,,t,,0). Dostavame

n, = (—t,,t;,0),
¢ xc
b= W = (0, O, Slgﬂ(ﬁz)),

n =b x t =sign(k,)(—t,, t;,0) = sign(k,)n,.
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2.3 Krivkovy integral

Definice 2.29. Mé&me regularni hladkou parametrickou kiivku c(t), t € (o, 5) v R" a
realnou funkci f definovanou na (c). Pak definujeme K7ivkouvy integrdl 1. druhu

/fds—/f DI,

pokud integral napravo existuje jako Lebesgueiiv integral.
Véta 2.30. Kiivkovy integral prvniho druhu nezavisi na (re)parametrizaci.

Dikaz. At c(t),t € (a, #) je regularni hladkd parametrickd kiivka v R", c(s) = c(é(s)), s €
(@, B) je jeji reparametrizace a f je realna funkce definovana na (c).
Rozlisime dva pripady a pocitame:

1. (b>0:
/f ) Jles ||ds—/ F(e(6(5)) 1) ($(s))]] ds

/f ) 118 dt.

/ f(e(s)) lle(s IIdS—/ Fle(e() llo(s)e (¢l ds

/f ool desias = | =% = [ sean e a

kde v posledni rovnosti se minus vykrati s prohozemm mezi.

2/ Fle(e(s) lle' (eIl (s )ds—‘ ¢ds

2. 6 <0:

O
Definice 2.31. Délku kiivky definujeme jako integral prvniho druhu z konstantni jednot-

kové funkce
l(c) = / 1ds.

Definice 2.32. Parametrizovana k¥ivka c : [, 8] — R? se nazyva uzaviend, jestlize c(a) =
c(p). Tuto kiivku navic nazveme jednoduchou, je-li ¢ prosté na [a, ). Jednoducha uzaviena
rovinna kfivka se rovnéz nazyva Jordanova.

Véta 2.33 (Umlaufsatz). Je-li c(t), t € [a, ] regularni hladké uzaviena kiivka, pro kterou
navic t(a) = t(8), pak existuje k € Z (nazyvané index kiivky) takové, ze

//iz ds = 2km.

Je-li navic ¢ jednoduché kladné orientovana kiivka, pak k& = 1.
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Ackoli znaménkova kiivost x, je funkci parametru ¢ a kiivkovy integral mame definovin
pro funkce bodu c(t), nevzniké s definici indexu k¥ivky zadny problém, protoze znaménkova
kfivost je invariantni vaci reparametrizacim zachovavajicim orientaci.

Dikaz. (éésteény.) Podle Véty 2.16 existuje hladka funkce 0 : [a, 5] — R splijici

t(t) = (cosO(t),sinb(t)),
0'(t) = w0 D], t € [ev, B,

Z t(a) = t(B) plyne 0(8) = 0(«) + 2km pro néjaké k € Z. Tedy dostavame

B B
//{st :/ k. ()] (¢)]|de :/ 0'(t)dt = [0(1)]? = 2k.

«

[

Definice 2.34. Mé&jme regularni hladkou parametrickou kiivku c(t), t € (o, 3) v R™ a
zobrazeni (vektorové pole) F : (c) — R". Pak definujeme Kfivkovy integrdl 2. druhu

/C FdX /a "Fle(t) - ¢ (bt

pokud integral napravo existuje jako Lebesguetv integral.

Véta 2.35. Kriivkovy integrdl 2. druhu nezavisi na reparametrizaci zachovavajici orientaci
a meéni znaménko pfi zméné orientace.

Dikaz. Pro dané c a F definujme funkci f := F'-t (skalarni soucin pole a te¢ného vektoru).
Pak podle definice snadno ovéiime, ze plati

/CFdX: /Cfds.

Ale integral 1. druhu se neméni pfi reparametrizaci. Pii zméné orientace kiivky se v8ak f
zméni na —f. ]

Véta 2.36 (Greenova véta). Necht ¢ je jednoduchd, hladka, uzaviena, regularni, kladné ori-
entovana (proti sméru hodinovych rudic¢ek) kiivka v R% Necht F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y))
je hladké vektorové pole definované na néjakém okoli uzévéru Int c. Pak

oF, O0F;
FdX = —=2_Z1 .
/«; d Int ¢ ( ax ay ) dxdy

Lemma 2.37 (Obsah oblasti). Bud c(t) = (c.(t),¢,(t))”, t € [, 8] kladné orientovana,
hladké, regularni jednoduché, uzaviena kiivka. Pak plosny obsah oblasti Int c je roven

8 8 1 /8
A— / e () (t)dt = — / OO / (cal! — iy )dt.
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Dikaz. At c(t),t € [a, 5] je kiivka ve znéni véty. Dale mé&jme vektorové pole F(z,y) =
(0, z). Pak z Véty 2.36 dostavame, Ze

/FdX = ldzdy = A.
c Int ¢

Také ovSsem z definice miizeme psat
B

B
/ FdX — / (0, 2(t)) - (E.(0), &, ()t = / (1) (),

[0}

¢imz dostavame jednu z dokazovanych rovnosti. Zbylé rovnosti dostaneme analogicky vol-
bou F(z,y) = (—y,0), respektive F(z,y) = (—3y, 22). O

Lemma 2.38 (Wirtingerovo). Necht f(¢) : [0,7] — R je hladka funkce, pro kterou plati

£(0) = f(x) = 0. Pak ) )
/0 fA(t)dt > /0 fA(t)dt

a rovnost nastane pravé tehdy, kdyz f(t) = Dsin(t), kde D je konstanta.

Véta 2.39 (Isoperimetrickd nerovnost). Bud ¢ : [a,b] — R? jednoducha uzavien4 regulérni
hladké kiivka délky [ a bud A plo$ny obsah Int c. Pak

l2
— > A
Agr — 7

pritom rovnost nastane, pravé kdyz c je kruznice.

Dikaz. Méjme kiivku ve znéni véty a at c(s) je jeji parametrizace obloukem. Pak s € [0, (]

a ||¢|]| = 1. Dale uZzijeme reparametrizace ¢t = ¢(s) = 752, z ¢ehoz plyne, Ze ¢t € [0,7] a
tudiz pro rychlost plati ||c/(¢)|| = [|[(¢™")" - ¢|| = L. Navic celou parametrizovanou kiivku
zobrazime piimou shodnosti tak, aby platilo ¢(0) = ¢(m) = [0,0] a ¢/(0) = (c,,0), kde

c. > 0.
Nyni kiivku vyjadiime v ,polarnich soufadnicich*:

c(t) = (cu(t), cy(t)) = r(t)(cos O(t),sinb(t)),

kde r, 6 jsou hladké a r je kladna vyjma koncovych bodi, ve kterych mame r(0) = r(7) = 0.
Plati

l 2
(‘) =[P = ¢Z + ¢ = (1" cos O — 8 sin0)? + (r'sin 0 + r6 cos 0)* = % + %6,
T

z ¢ehoz plyne
s l2
/ (r" +r?0™)dt = —
0

- .
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7 Lemmatu 2.37 spoc¢itame plosny obsah oblasti Int ¢ jako

1 /7 1 (7
A= —/ (cecy — cycy)dt = 5/ (rcos@(r'sinf + r6 cos ) — rsinO(r' cos§ — rf sin§))d¢
0 0

2
1 i
:—/ r20'dt.
2 )y

I? I 1 /7 L
A= —/ (7"/2 + 7'29/2 o 2T29/)dt — Z_1/ T2(9/ . 1)2dt + Z/ (le . Tz)dt,
0 0 0

Mizeme tedy pocitat:

a4
Prava strana je ovSem nezdpornd, nebot v prvnim integralu je mocnina a v druhém apli-
kujeme Lemma 2.38. Celkem tedy
l2
— > A
4 =
Zaroven z obou integrali vidime, kdy nastane rovnost; v prvnim pravé tehdy, kdyz
6 =t, a v druhém kdyz r = Dsin(?).

[0,0]

V tom pripadé po piechodu zpatky ke ,kartézskym soutadnicim® a drobnych tpravach
dostavame

c(t) = (0, 2) + g(sin(%), —cos(2t)), t € [0, 7],

takze jde o kruznici. O
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3 Afinni prostory a zobrazeni

Definice 3.1. Méjme vektorovy prostor V' dimenze n nad télesem 7'. Neprazdnou mnozinu
A spolu se zobrazenim @ : A XV — A nazveme afinnim prostorem se zameérenim V jestlize

1. VuveVVXecA: (Xdudv=Xd(ut+v)

2.VX, Ye A AlveV: :X@v=Y, tento vektor znacime v=Y © X.

Proky A nazijvame body afinniho prostoru. Dimenzi afinnitho prostoru definujeme jako
dimenzi jeho zamereni. Pokud nebude hrozit nedorozumeéeni, budeme misto & psdt obycejné
+ a misto © psdt —.

Piiklad 3.2. V piikladech se budeme zavyvat jen nasledujicimi afinnimi prostory:
e MnoZina A = R3 je afinnim prostorem nad vektorovym prostorem V = R3.

e Obecné pro libovolny vektorovy prostor miizeme klast A = V' a zistkime aritmeticky
afinni prostor.

e MnoZina
A={(z,y,2)T eR®: 2 4+2y+32—-6=0}

je afinnim prostorem nad

V = LO{(~-2,1,0)7,(—3,0,1)7}.

e Obecné je kazdy linearni utvar (FeSeni soustavy linearnich rovnic) afinnim prosto-
rem nad svym zaméfenim (feSenim p¥islugné homogenni soustavy). Jedna se o afinni
podprostor aritmetického afinni prostoru.

Véta 3.3. Méjme afinni prostor A se zamérenim V', pak pro libovolné prvky A, B,C,D €
A; u, v € V plati

1. Ao=A

[\]

BoA)= —(ASB)
3. (AcB)+(BeC)=AsC

-
- (
4. (A@u)—(Bav)=(AeB)+ (u—v)
-

ot

AcB)+(CeD)=(AsD)+ (CoB)

Dikaz. Pro afinni prostory z Piikladu 3.2 jsou tvrzeni zjevna, nebot & = +. V obec-
ném piipadé se vlastnosti musi technicky dokazat z definice, kteryzto dukaz lze nalézt v
Dodatku.
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Definice 3.4. Afinni soustavou souradnic (nebo také repérem) v afinnim prostoru A di-
menze n rozumime (n+1)-tici S = (P, uy, uy, ..., u,), kde P € A je bod nazyvany pocatek
a B = (uj,uy,...,u,) je baze V. Pro libovolny bod X € A definujeme jeho soufadnice v
soustavé S vztahem

X]s = [X - Pls.
Jedna se tedy o jednoznaéné urcenou n-tici skalari (¢,...,t,)7 tak, Ze

X:P—i—tlul—i—tQuQ—l——l—tnun

Pro jednoduchost se i pro vektory dovoluje zapis [v]s := [v]p.
Véta 3.5. Méjme v afinnim prostoru A dvé soustavy soutadnic S = (P,uj,uy,...,u,) a
—_——

B
S" = (P',uj,u),...,u,). Pak pro libovolny bod X € A plati
—_——

B/
[X]s = [Id]5/[X]s + [Pl
Zaroven pro kazdy vektor v € V trivialng plati [v]s = [Id]5[v]s.

Dikaz. Afinni soufadnice vektoru jsou definovyny jako jejich soutfadnice vzhledem k bazi
ve V, tedy [v]s := [v]g, [V]s := [v]p. Ze znalosti pFechodu mezi bazemi ve vektorovych
prostorech pak dostavame [v]g = [[d]5,[v]s.

Prvni ¢ast tvrzeni spoc¢teme prechodem do vektorového pro-
storu s vyuzitim definice, pfevodem mezi bazemi zde a pak navra-

tem k druhé soustavé souradnic. i/ P
Xls = [X—Pla=[(X-P)+(P-P)y =
= [X=P)p + [P —P)p =
—_——
[Pl 3
= [Id} X~ Pls +[Ply N
——— 1
X]s P

V druhé rovnosti jsme vyuzili tfeti bod Véty 3.3 a ve treti linearitu souradnic ve vektoro-
vych prostorech. ]

Definice a lemma 3.6. Pro libovolné body By, ... B, v afinnim prostoru A a koeficienty
k

c1,...cp € T spliujici ¢; + co + - - - + ¢ = 1 definujeme afinni kombinaci Z c;B; jako bod
i=1

k

P"‘Zci(Bi_P), (1)

i=1
kde P je libovolny bod a vyraz (1) na jeho volbé nezalezi.

Dikaz. Mé&me dva libovolné body P a P’. Ukazeme, Ze se vyraz (1) pro P’ rovna tomu
pro P.
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Pti¢teme vyraz rovny dle druhého bodu Véty 3.3 nulo- B,

vému vektoru a upravime. B,
B
+(P-P)+ (P -P) = /B3
k

> a(B;—P)+ (P —P)+ (P -P)

i=1

k
P+ (B —P)
=1

© 4

=P+ = P/

P

Podle prvniho axiomu jsme mohli vektory v hranaté zavorce nejprve secist, az pak je
pri¢ist k bodu P’. Déale z komutativity s¢itdni ve vektorovém prostoru a znovu z druhého
axiomu afinniho prostoru mame:

= [P'+ (PP + -

> (B —P)+ (P - P)

i=1

-~

P

Prvni ¢len je roven P z definice. Vektor (P’ — P) vynasobime koeficienty ¢;, jejichZ soucet
je 1, a poscitame. Poté sumy slou¢ime, vytknutim c¢; a pouzitim tietiho bodu z Véty 3.3

ziskdme vysledek.
k

k
=P+ (B —P)+> (P —P)=
=P+) [B;—P)+ (P -P)=

=1

k

P+) (B —-P)

=1

[

Disledek 3.7. Jestlize méame jakoukoliv soustavu soufadnic S, pak v ni vyjadiime afinni
k k

kombinaci X = Z ¢;B; snadno jako [X]s = Z ¢i[By]s. Navic v aritmetickych prostorech

=1 =1
a podprostorech (Piiklad 3.2) miizeme afinni kombinaci chapat jako linearni kombinaci.

Dikaz. Necht S = (P, vy, va,...,V,) je soustava soutfadnic s poc¢atkem soufadnic P. Z
——

B
minulé definice pro X plati (zvolili jsme P jako pocatek souiadnic)

k
X=P+> «B;—P).
i=1
Vyjadiime X v soustavé S.
k

= alBi-P)ly =) aBis

B i=1 i=1

¢(B; — P)

k
=1

(2

X]s=[X~—-Plp= [

Pouzili jsme definici soustavy soufadnic pro vyjadieni v B, zavedeni X, linearitu soufadnic
ve vektorovém prostoru a opét definici pro vyjadieni vysledku v soustavé soufadnic S. [
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Definice a lemma 3.8. O libovolnych bodech B1, By, ... B v afinnim prostoru A fek-
neme, ze jsou v obecné poloze pravé tehdy, kdyz vektory {(Bs —By), (B3 —By),..., (Bx —
B)} jsou linearné nezavislé. Vlastnost byti v obecné poloze nezavisi na potadi bodi.

Dikaz. Permutaci bodii Bo, ... By, se jen permutuji vektory {(Bo—B;), (B;—By), ..., (By—
B;)} a tedy se neméni jejich linearni zavislost /nezéavislost. Prohozenim bodu B; a Bj se
piejde k posloupnosti vektori

{(B,—B,), (B3—B,),...,(B,—B,)} = {—(B,—B,),(B;—B,)—(Bs—B)), ..., (B;—B,)—(B,—B))}.

Nezméni se tedy ani jejich pocet, ani jejich linearni obal a tedy ani zavislost/nezavislost.
Kazdou jinou permutaci bodl dostaneme slozenim permutaci studovanych.

Definice a lemma 3.9. V afinnim prostoru A dimenze n méjme (n+1) bodia By, ... B, 41
v obecné poloze. Pak Ize kazdy bod X € A vyjadfit pravé jednim zpisobem jako afinni
kombinaci téchto bodu

n+1 n+1
X:ZCiBiy kde Zci =1.
i=1 =1

Posloupnost bodu Z = (By, ... B,11) nazyvame barycentrickd soustava soufadnic a (n+1)-
tici skalart (ci, ..., c,e1)7 nazyvame barycentrické souradnice bodu X.

Dikaz. To 7e X = anll ¢;B; podle definice znamena, ze pro libovolné P € A plati

7

n+1

(X—P)=) «(B;—P).

=1

Specialné mizeme volit P = B; a dostaneme

n+1
(X — Bl) = C (Bl — Bl) + Z Ci(Bi — B1)7
N’ i—2

o

tedy se jednd o vyjadieni vektoru (X — Bj) jako linearni kombinaci vektora {(By —
B,),(B;s — By),...,(B,i1 — B1)}, které tvoii bazi (jsou LN diky obecné poloze a je-
jich spravny pocet). Toto vyjadieni je tedy jednozna¢né. Poznamenejme, ze koeficienty
Co, . ..Cpy1 Muzeme chipat jako libovolné a

C1:1—<CQ+...+CTL+1).
[

Piiklad 3.10. V prostoru A = R? vrcholy B, jakéhokoliv trojuhelniku By, By, B3 tvoii

MV

barycentrickou soustavu soufadnic a soufadnice tézisté jsou (1/3,1/3,1/3).
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Disledek 3.11. Jestlize Z = (By, ... B, 1) je barycentricka soustava soutadnic a (cy, . . ., ¢pp1)”
odpovidajici barycentrické soutadnice bodu X, pak

S = (B1, (B2 - B1)7 <B3 - B1)7 SRR (Bn+1 - Bl))

je afinni soustava soufadnic a [X]g = (cz,...,cnp1)?.
Obecnéji, jestlize mame libovolné body By, ..., B, a skalary c¢q,..., ¢ spliujici ¢; +
Cg—l—"'—i-Ck:l, pak

k k
Z CiBi = B1 + ZQ(BZ — Bl),
=1 =2

tedy vSechny afinni kombinace danych bodi odpovidaji tomu, Ze se k prvnimu bodu pfi¢tou
vSechny linearni kombinace rozdilovych vektori. Pov§imnéme si, Ze druhd summa zac¢in od
i = 2, tedy koeficienty linearni kombinace jsou libovolné bez omezeni a ¢; = 1—(co+- - -+cx).

Definice 3.12. Necht A je afinn{ prostor nad télesem 7' se zaméfenim V. Afinni prostor
B nad télesem T se zaméienim W nazveme afinni podprostor prostoru A, pokud B C A,
W <V a séitani bodu a vektoru v B je zizenim s¢itani bodu a vektoru v A.

Véta 3.13. Necht A je afinni prostor nad télesem T se zamérenim V', X € A libovolny
bod a W <V libovolny vektorovy podprostor. Pak mnozina

X+ W

je afinni podprostor A a kazdy afinni podprostor lze vyjadrit timto zpusobem, ktery nazy-
vame parametrické vyjddrend.

Diikaz. Nejdiive dokdzeme, Ze je to afinni podprostor A. Je jasné, Ze se jedna o podmnozinu
A a zaméfeni W je podprostor V.

Nahlédneme, ze mnozina B = X + W je afinnim pro-
storem, ovéfenim dvou axiomii. Vlastnost s¢itani z prvniho
axiomu se zdédi z celého prostoru. Ve druhém chceme dokéa-
zat

B

VWY, ZcB3IweW:Y+w="7Z.

Existuje nejvyse jeden takovy vektor w, protoze v celém V', odkud jsoui Y a Z, je praveé
jeden. Ukazeme, Ze tento vektor je i ve W. Z popisu mnoziny B méame pro wi,wy € W

Y:X+W1

Z:X+W2

Chceme (X + wy) +w = X + wy, coZ splnime, kdyZ zvolime w := wy — wy. Pak w € W,
protoze W je vektorovy podprostor. Tedy popisovanid mnozina je afinni podprostor.

Nyni zbyva ukazat, ze kazdy afinni podprostor B lze vyjadfit timto zptisobem. Staci
vzit libovolny bod X € B, pak B = X + W, protoze plati axiom, ze do kazdého bodu z B
se dostaneme pri¢tenim vektoru ze zaméreni. O
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Definice 3.14. Necht Z je neprazdna mnozina bodu afinniho prostoru A. Afinnim obalem
munoziny Z rozumime mnozinu AO(Z) vSech afinnich kombinaci bodu z Z.

Véta 3.15. Pro kazdou kone¢nou nepréazdnou mnozinu bodu je AO(Z) afinnim podpro-
storem. Kazdy afinni podprostor dimenze k lze vyjadfit jako afinni obal (k+ 1) bodu. Toto
vyjadieni nazyvame bodové vyjdadient.

Diikaz. Oznaéme Z = (By,...,B;). Pak body ', ¢;B;, kde Y'_ ¢; = 1, tvo¥i mno-

zinu B vsech téchto afinnich kombinaci, tedy AO(Z). Kazdou takovou afinni kombinaci

muizeme zapsat
!

B, +ZCZ‘(B¢ - B,),

x =2

~

ew

kde line4drni kombinace reprezentovana sumou miize byt libovolna, ¢; uz nemusi mit soucet
I, aW = LO{(By—By),...,(B;—By)}. Tedy AO(Z) lze vyjadiit jako X + W a dle Véty
3.13 je to afinni podprostor.

Naopak ukazeme, ze kazdy afinni prostor dimenze k se da vyjadrit jako AO k+1 bod.
Provedeme stejnou ivahu opacné. Mame afinni prostor B = X+ W, oznac¢ime béazi W jako
(wl,...,wk).PakB:AO{X,X—I—Wh...,X—I—W;E}. O

k+1 bodi

Véta 3.16. Méjme soustavu linearnim rovnic s matici M typu m X n nad télesem T a
pravou stranou c. Pak jeji FeSeni {z : Mz = ¢} tvoii afinni podprostor aritmetického
afinniho prostoru 7. Navic kazdy afinni podprostor T" lze vyjadrit timto zptusobem. Toto
vyjadieni nazyvame rovnicové vyjadiend.

Diikaz. Z linearni algebry vime, Ze mnozina feSeni soustavy Mx = ¢ ma tvar x;+ker M pro
néjaké partikulérni feSeni x,. Dle Véty 3.13 je tedy tato mnozina afinnim podprostorem.
Naopak pro kazdy podprostor tvaru X + W miizeme nalézt matici M tak, aby ker M = W
a podprostor je potom feSeni soustavy Mz = ¢, kde ¢ = M X. O

Piiklad 3.17. Uvazujme podprostor afinniho prostoru R*

B = +LO

S OO = =
O = O =

1
1
1
1

Chceme, aby nage zaméieni W bylo jadrem matice M, budeme tedy feSit homogenni sou-
stavu, kde do radki vlozime bézi prostoru, ktery mame.

1100 1 1 00
’ 1 010 0 -1 10

34

OO ==
O = O =



Mame dva pivoty, dvé volné proménné, tedy feseni bude mit dimenzi 2. (Obecné to 2 byt

nemusi. )
—1

Reseni:  LO

_ o O O

1

1 )
0
Vektory z baze teSeni dame do radkt matice M.

-1 110
M:(O 001), ker M =W

Jesté ur¢ime pravou stranu c tak, aby X byl feSenim — jen dosadime.

c=M-

P4
I
— =

— =
Il
N
— =
~__

Ziskali jsme soustavu Mx = ¢, jejimz FeSenim je zadany afinni podprostor, a jde to takto
udélat vzdy.

Definice 3.18. (Pod)prostor dimenze 0 je bod, (pod)prostor dimenze 1 se nazyva primka,
(pod)prostor dimenze 2 se nazyva rovina, podprostor dimenze (n — 1) v prostoru dimenze
n se nazyva nadrovina.

Definice a lemma 3.19. M¢jme t¥i body A, B, X na afinni pfimce nad télesem T,
pricemz A # B a X # B. Pak definujeme délici pomér

AX
XB

jako jediny skalar, pro ktery plati A(B — X) = (X — A). Potom plati, ze X je afinni
kombinaci bodiu A, B

A,

1 A
X = A B
SR R W
a tedy naopak, jsou-li (¢, co) barycentrické souradnice X v soustavé (A, B), pak
AX Co
XB o @
&1
Dikaz. Ozna¢me (B — A) = v anecht (X — A) = pv. Potom (B—X) = (1 —p)v a tedy
A= ﬁ Ekvivalentné u = /\%1 a mame
A 1 A
X=A+-"(B—A)= A
B A = THA T T

Zjevné pak i 2 = A.

35



Definice 3.20. Necht A je afinnf prostor a B = X + U, C =Y + W jeho podprostory.
Rikdme, ze B a C jsou

e rovnobeézné, pokud U < W nebo W < U
e riuznobézné, pokud nejsou rovnobézné a mnoziny bodi maji neprazdny prinik BNC.
e mimobéezné pokud nejsou ani rovnobézné, ani ruznobézné.

Definice 3.21. Méjme afinni prostory A, B se zaméfenimi V, W nad stejnym télesem
T. Rekneme, 7ze zobrazeni f : A — B je afinni, jestlize zachovava afinni kombinace, tedy
jestlize pro libovolné body By,...By € A a koeficienty ¢y, ...c, € T splivjici ¢y + ¢o +

-+ ¢, = 1 plati
k

k
f(z ciBi) = Z ¢if(Bi).
i=1 i=1
Afinni zobrazeni f : A — A z afinniho prostoru do sebe nazveme afinita, jestlize je bijek-
tivni.

Disledek 3.22. Afinni zobrazeni zachovavaji délici poméry. Presnégji, jestlize f(A) #

f(B), pak
fAAfX)  AX

f(X)f(B)  XB’

Diikaz. Protoze afinity zachovavaji barycentrické soutadnice na piimce, zachovavaji také
délici pomér, ktery je s nimi svazan vztahem (2).

Véta 3.23. Zobrazeni mezi aritmetickymi afinnimi prostory f : T™ — T" je afinni pravé
tehdy kdyz ma tvar

kde A je matice n x m a p je vektor n x 1. V piipadé m = n je toto zobrazeni afinitou pravé
tehdy, kdyz je matice A regularni. Line4drni zobrazeni dané matici A nazyvame asociovanij
homomorfismus.

Dikaz. Mali f : T™ — T™ mé tvar
fX)=A-X+p,
pak pro kazdou afinni kombinaci z T™ plati
k k k k k
f (Z CiBi> (Z Ci 1> +p = Z CiABi+Z Cp = Z ci(AB; +p) = Z ¢if(Bi),
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

a tedy f je afinni.
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Jestlize naopak f je afinni, pak kazdy bod je afinni kombinaci bodii O = (0,0, ...,0)7,
E;=(0,...,0,1,0,...,0)T proi € {1,...m} v T™. Plati tedy

/ ((017027---,Cm)T) =f (ZCzEz +(1 - Zci)()) = A(ChCQ,---,Cm)T + P,
i=1 i=1

kde p = f(O) a A = (f(Ey) — f(O)[f(E2) — f(O)]...[f(En) — f(O)).
Afinni zobrazeni je bijekci pravé tehdy kdyz je odpovidajici linedrni zobrazeni bijekei.
To nastane pravé tehdy, kdyz je matice A ¢tvercova a regularni.

Disledek 3.24. Afinity z R" do sebe vzhledem ke skladani zobrazeni tvoii grupu, kterou
budeme oznacovat A(n). Jestlize

fX)=A -X+p, gX)=B-X+q
pak
X)) =A"- X+ (A" p), (90f/)X)=(B-A)-X+(B-p+aq)

Vsechny shodnosti popsané v Disledku 1.5 jsou i afinitami, E(n) je tedy podgrupou A(n).
Rovnéz afinni grupu miZeme vnotit do maticové grupy zpusobem popsanym ve Vété 1.7.

Disledek 3.25. Afinni zobrazeni f : T™ — T" je jednoznac¢né dana obrazy m + 1 bodu v
obecné poloze. Specialné zobrazeni f : R> — R? je dano obrazem 3 bodi, které nelezi na
jedné afinni pifimce.

Poznamka 3.26. I afinity f : R> — R? je mozno klasifikovat podobné jako shodnosti, tifd
bude ovSem vétsi pocet, protoZze mame vice stupiii volnosti (staci aby matice byla regularni,
nemusi byt ortonormélni). Kromé shodnosti jsou vyznamnymi piiklady afinit stejnolehlosti
(matice je nasobkem jednotkové), podobnosti (matice je ndsobkem ortonormalni), osové afi-
nity (existuje cela pfimka samodruznych bodu). Dilezitym piikladem neprostého afinniho
zobrazeni jsou projekce.
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Definice 3.27. Pro trojuhelnik ABC v R? definujeme jeho orientovany obsah jako

\
vl
,

Vi ,

Vi ,

,

v,

(2

A
s

1
Sapc = 3 det(B — A|C — A).
Véta 3.28. Je-li f afinita v R? tvaru f(X) = AX + p, pak
Spaym o) = (det A)Sapo.

Afinity v roviné tedy zachovéavaji poméry obsahii.

Diikaz. Je-li f afinita s matici tvaru AX+ p, pak je A matici asociovaného homomorfismu.
A je regularni. f zobrazi vektory B— A a C—Ana A(B—A) a A(C —A). Pro orientovany
obsah zobrazeného trojihelniku tedy plati

1
Spaypm)f(c) = §d6t(A(B — A)|A(C - 4))
— %det(A(B — A|C — A))

_ %det(A)det(B _A|C - A)

1
= det(A)ﬁdet(B —AlC - A)
= det(A)SABc.
Tim je véta dokazana.

Véta 3.29. Necht Z = (A, B, C) tvoii barycentrickou soustavu soufadnic v R* a P, Q, R
jsou libovolné body R2. Pak plati

1. Body P, @, R lezi na piimce pravé tehdy kdyz det([P]z|[Q]z|[R]z) = 0.
2. Obecnéji plati SPQR = det([P]Z’[Q]ZHR]Z)SABC-
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Dikaz. Obsah trojiuhelniku PQR je roven Spgr = idet(Q — P|R — P) a toto ¢islo je
nulové, pravé tehdy kdyz body P, Q, R lezi na pifimce a trojtihelnik je degenerovany.
Ozna¢me barycentrické souradnice

P1 q1 1
[P]Z =\|\P2], [Q]Z =149, [R]Z il
P3 q3 T3

Vyjadiime si determinant ze znéni véty a upravime pomoci fadkovych a sloupcovych tprav.

Pr @1 M
det([P]z|[Q]z|[R]z) = |p2 @2 72
Ps g3 T3

Pr+p2+ps 1 +q+q3 r3t+re+T3

= D2 q2 T2
P3 qs3 T3
1 1 1
=1|P2 G2 T2
P3s 43 T3
1 0 0

=1|P2 G2 —P2 T2 — P2
P3 g3 —pP3 T3 —P3

G2 — P2 T2 — P2
g3 —P3 T3 —P3

Zéaroven
P =A+py(B—A)+ps(C—A),
Q=A+q(B—-A)+q(C-A),
R=A+ry(B—A)+r;(C—A),
a tedy

SPQR = %d@t(@ - P|R—P) =
= %det[(cm —p2)(B = A) + (g5 — p3)(C — A)|(r2 = p2)(B = A) + (r3 — p3)(C — A)] =

- [(B — AlC - A) (QZ T2 _pQ)} .
2 q3 — D3 T3 — D3

_ %det(B — A|C — A)det([P)2][Q)2][R)2),

= SuBc det([P]ZHQ}Zl[R]Z)
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Priklad 3.30. V libovolném trojthelniku ABC vedme z kazdého vrcholu spojnici do
(vhodné) tietiny protilehlé strany. Pruseciky téchto spojnic ozna¢me P, @), R. Dokazte, ze
obsah trojihelniku PQR je jedna sedmina obsahu ABC'.

C

Véta 3.31 (Cevova véta). Mé&jme trojiuhelnik ABC a bod X, ktery nelezi na zadné ze
stran trojuhelnika (ani po prodlouZeni do pfimek). Pfedpokladejme, Ze existuji priseciky
P=AXNBC,Q=BXNCAaR=CXnNAB. Pak plati

AR BP CQ _,
RB PC QA
A
R
0
X
B C

Diikaz. Protoze vime, 7ze afinni zobrazeni zachovava délici poméry, mizeme fici, Ze hodnota
délicich pomért ve znéni véty se nezméni, pokud trojihelnik zobrazime afinnim zobrazenim
na A =1[0,0], B=[1,0] aC = [0, 1]. Bude nam stacit dokézat tvrzeni pro tento trojihelnik.
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Oznacime si soufadnice X = [z, y]. Nyni mazeme dopoéitat soufadnice bodu P, @ a R.
P je prusecikem piimek AX a BC. Plati tedy P = [ax, ay], kde « € R a az 4+ ay = 1,
tedy a = x—}ry a
p=— Y
r+y r+y
R je pruse¢ikem CX a y = 0. Piimku CX dokdzeme vyjadfit jako [0,1] + t(x,y — 1).

Dosazenim ¢ = ﬁ ziskavame

R = 0].
[1 _ y? ]
Stejnym zpisobem dostaneme
Y
= O7 -
V tuto chvili jsme schopni dopocitat délici poméry.
AR 5w
- T l-y—z :

Protoze se délici pomér zachovava i kdyz ho pocitame jen pro jednu ze soufadnic, muzeme si
vybrat, kterou do vypoctu dosadime. Tentokrat budeme pocitat pouze s prvni soufadnici.
X
BP 7 1:x—$—y Y

PC O—miﬂ/ —x T

V poslednim ptipadé budeme pocitat podle druhé soutadnice, protoZze prvni soutradnice je

nulova.
C’Q_ﬁ—l_y—l—i-x

QA 0-% ~y
Po dosazeni ziskdvame
AR.BP.C’Q_ x .g_y—l—x—l_l
RB PC QA 1—-y—2x =x —y ’
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Tim je diikaz dokoncen.

Véta 3.32 (Menelaova véta). Méjme trojihelnik ABC' a piimku p, kterd neprochazi zad-
nym z vrcholu a neni rovnobézna se zadnou se stran. Ozna¢me si P = pNBC, Q =pNCA
a R =pn AB. Pak plati

AR BP CQ _
RB PC QA
A
R
5 P
C

Dikaz. Oznac¢me si délici poméry ve znéni véty % =\, g—g =Xy a % = A;. Chceme
vyjadfit body R, P a @ vzhledem k soustavé soutadnic Z = (A, B, ). Z definice déliciho
poméru plyne

1 A
— A+-2r B
B=34 T
1 A
= B p
SV R W
1 A
Q= C+—2-A

M+l A+l

7 Véty 3.29 vime, ze body P, Q, R lezi na piimce pravé tehdy kdyz det([R]z|[P]z][Q]z) = 0.
Vyjadiime si tedy tento determinant.

1 A

A 1 1 (LA 0
0 = det([R].|[P = 0 Pl = : : o1 oA
([R)[[P)1[Q)2) g A,,0+1 e RN R W B Vo B e
Nt PPEE] e
1

SO DO D0 TAA)

Vime, ze
1

A+ DN+ 1N, + 1)

70,

proto musi platit

14+ A ApAg =0
AR BP CQ

Cl= AN = e
M~ RB PC QA
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4 Projektivni geometrie

Definice 4.1. M&jme vektorovy prostor V™! dimenze n+1 nad télesem T'. MnoZinu vSech
1-dimenzionalnich podprostori V nazveme projektivnim prostorem dimenze n nad télesem
T a oznacujeme ho P(V"™!) nebo zkracend jen P

P" = P(V") = {LO{v} : v € V"™ v £ 0}.

Prvky této mnoziny nazyvame projektivnim: body a odpovidajici vektory v jejich vektoro-
vymi zdstupci. Zjevné, jestlize v je vektorovym zastupcem X, pak pro libovelné 0 A\ € T
je i Av vektorovym zastupcem X.

Definice 4.2. Mgjme vektorovy prostor V dimenze n + 1 nad télesem T a odpovida-
jici projektivni prostor P". Libovolnou bézi (vy, ... v, 1) nazveme soustavou projektivonich
soufadnic prostoru P". Soufadnicemi bodu X € P" pak rozumime uspoiddanou n + 1-tici
skalari (cy,...cpp1) takovou, ze

n+1
X=LO {Zcivl} .

i=1
Tyto soutfadnice jsou dény az na nasobek, protoze pro libovolné 0 # A € T zjevné
(€1, Cag1) @ (Acq, ... Acpy1) urcuji stejny projektivni bod X. Proto se témto soufad-
nicim nékdy tikd homogenni a zjevné vzdy alespon jedno ¢; musi byt nenulové. Konec¢né
pro libovolné 0 # p € T zjevné baze (vy,...V,11) a (uvy, ... uv,41) uréuji stejny systém
projektivnich soufadnic.

Definice 4.3. Podmnozinu projektivniho prostoru M C P" nazveme projektivnim pod-
prostorem dimenze k, jestlize existuje vektorovy podprostor W < V™! dimenze k + 1 tak,
7e

M ={LO{v}:v e W,v #0}.
Projektivni (pod)prostor dimenze 0 nazyvame bod, (pod)prostor dimenze 1 piimka, (pod)prostor
dimenze 2 rovina a podprostor maximalni dimenze n — 1 nadrovina.

Definice 4.4. Jestlize P(V*1) je podprostor P(V™*1) a (wy, ..., Wiy1) néjakd baze VEL,
pak lze kazdy bod X € P(VFH!) vyjadrit jako

k+1

i=1
Tomuto vyjadreni ¥ikame parametrické vyjadient podprostoru. Pro libovolné 0 #£ X\ € T
zjevné (ty,...,tky1) a (Aty, ..., AMgy1) uréuji stejny projektivni bod X.

Definice 4.5. M&jme projektivni prostor P* = P(V""!) nad télesem 7. Kazd4 nadrovina
P! C P" mize byt popsdna pomoci nenulové linearni formy ¢ € V"L ktera je prvkem
duélniho prostoru :

P! = {LO{v} :v € VF! 4(v) =0,v # 0}.
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Toto vyjadieni nazyvame rovnicové vyjadreni nadroviny. Navic, pro libovolné 0 # A € T
popisuje Al tutéz nadrovinu. Soufadnice linearni formy oznacujeme jako fadky s hvézdic-
kou.

Priklad 4.6 (Vypocty v projektivni roving.). V projektivni roving P? = P(R?) kazdymi
dvéma rtiznymi body prochézi pravé jedna ptrimka a kazdé dvé rtizné pfimky se protnou
v jednom bodé. Mé&jme zadany body A = (1,2,3), B = (1,0,—1), C(0,1,1), D(5,2,1).
Urcete bod ﬁ N Cﬁ

Definice a lemma 4.7. Méjme v projektivnim prostoru P” nad télesem T' ¢tyfi navzajem
ruzné body A, B, C, D, které lezi na jedné projektivni pfimce. Necht a, b, c, d jsou jejich
vektorovi zastupci a necht plati

c = aa+pb
d = Oéga—i‘ﬁzb.

Pak definujeme dvojpomér usporadané ¢tverice bodu

B a3
(A,B,C,D) =2 ==L
g—z a1
kteryzto vyraz nezavisi na volbé vektorovych zastupcu. Jestlize (A, B,C, D) = —1, fek-

neme, ze uspoiradana ¢tvefice bodu tvori harmonickou ctverici.

Dikaz. Vektory a, b, ¢, d jsou nenulové (kazdy je zastupcem projektivniho bodu, tedy
generuje jednodimenzionalni podprostor), zadny neni nasobkem jiného (projektivni body
jsou ruzné) a lezi v dvoudimenzionalnim prostoru (body lezi na projektivni piimce). Libo-
volné dva z nich tedy tvoii bazi onoho dvoudimenzionélniho prostoru.

Navic uvedeny zlomek definujici dvojpomeér nezavisi na volbé vektorovych zastupci.
Jestlize namisto vektort a, b, ¢, d zvolime jako jiné zastupce jejich nasobky

a=MNa, b=X\b, &=\c, d=\d,

pak plati
~ )\c ~ )\c L
cC = /\—aOél a—+ )\—bﬁl b
\j/-/ \T/-/
o1 B1
d = ﬁaz a+ ﬁ@ b
Ao Ap
\_,/-/ \N/_/
2 B2
a tedy

a1 - s

6(152 05152 .
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Poznamka 4.8. Pro permutace poradi bodu plati rovnosti
(B,A,C,D)=(A,B,D,C) = (A, B,C,D)™!
(A,C,B,D)=(D,B,C,A)=1—-(A,B,C,D)

Obecné tedy pro 24 permutaci ziskavame az 6 hodnot dvojpoméru k, 1 — k, k=, 1 — k=1,
(1—k)~', 1— (1 —k)~'. Pro harmonickou ¢tvefFici jen t¥i: —1, 2, 3.

Definice 4.9. M¢&jme dva projektivni prostory P = P(V™ 1) a P* = P(V"™!) nad stejnym
télesem T a néjakou podmnozinu A C P™. O zobrazeni

F:A—P"

fekneme, Ze je projektivni, jestlize existuje linearni zobrazeni F : V™1 — Vn+! tak, 7e
pro kazdé v € V™! takoveé, ze LO{v} € A plati

F(LO{v}) = LO{F(v)}.

Poznamka 4.10. Omezeni na podmnozinu A v definici 4.9 je nutné z toho divodu, Ze
kdy? linearni zobrazeni I neni prosté, tak zobrazeni F nemiiZe byt definovano na bodech
reprezentovanych vektory z ker I, nebot LO{0} nenf projektivni bod. Jestlize je F prosté,
pak je F' definovano na celém prostoru P, v opa¢ném piipadé na dopliku projektivniho
podprostoru (odpovidajiciho KerF'). Budeme studovat zejména projektivni zobrazeni na
témze prostoru (tedy m = n) generovand regularnimi lineArnimi zobrazenimi na V"+1.

Véta 4.11. Projektivni zobrazeni F' : P" — P" z projektivniho prostoru do sebe jsou
bijektivni pravé tehdy, kdyZ odpovidajici linearni zobrazeni F jsou bijektivni. Tato zobra-
zeni F' nazveme projektioni transformace nebo téz projektivita. VSechny projektivni trans-
formace daného prostoru tvori grupu vzhledem ke skladani, kterd se nazyva projektivni
grupa.

Diikaz. Necht F je bijekce. Zvolme v,w z piisluiného vektorového prostoru V"t a
oznat¢me X = LO{v}, Y = LO{w}. Piedpoklddejme F(X) = F(Y), z definice F plyne
LO{F(v)} = LO{F(w)}. JelikoZ se rovnaji linearni obaly, musf se generujici vektory ligit
pouze o né&jaky nenulovy nasobek ), tedy F(v) = AF(w) = F(\w), nebot F je linearni
zobrazeni. Diky prostoté F' mime v = Aw a nakonec LO{v} = LO{w}, neboli X =Y
a I je prosté. Z toho, Ze F je surjektivni plyne, Ze v jeho obrazu jsou viechny vektory a
tedy i v8echny jednodimenzionélni podprostory a tedy F' je surjektivni.

Jestli-Ze naopak predpokladame, ze F je bijekce, pak musi byt F prosté, protoze jinak
by F nebylo definovano pro linearni obaly vektorii z KerF'. Ze surjektivity F pak plyne, Ze
pro libovolné v # 0 musi existovat A # 0 takové, Ze A\v € ImF a z linearity je i v € ImF.

Projektivni transformace F' tvoii grupu, protoze skladani, identita a brani inverzniho
zobrazeni odpovidaji témto operacim pro bijektivni linedrni zobrazeni F. Obé grupy viak
nejsou isomorfni, protoze linearni zobrazeni F' a AF odpovidaji stejnému projektivnimu
zobrazeni F'. Linearni zobrazeni tvofi tak zvanou obecnou linearni grupu GL(n+1), zatimco
projektivni transformace tak zvanou projektivni grupu PGL(n) = GL(n + 1)/T*, kde T*
oznacuje multiplikativni grupu nenulovych skalart. ]
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Véta 4.12. Projektivni transformace zachovavaji dvojpomér. Jestlize je tedy F' projektivni

transformace, pak
(A,B,C, D)= (F(A),F(B),F(C),F(D)).

Dikaz. Necht a, b, ¢, d jsou vektorovi reprezentanti bodi A, B,C, D a déle necht

c = a1a+ﬁlb
d = asa+ b

Pak plati

(c) = F(aja+ 81b) =a1F(a) + 5 F(b)
d) = F(O{Qa + /ng) = aQF(a) + BgF(b),

=

kde F je linedrni zobrazen{ p¥islugné F. Vektory F'(a), F(b), F(c) a F'(d) reprezentuji body
F(A),F(B),F(C)a F(D). Vidime, ze F' zachovava koeficienty linearni kombinace, a proto
se dvojpomér nezméni. O

Véta 4.13. V projektivnim prostoru P* = P(V"*!) nad télesem T mé&me dano n + 2
bodu X, ..., X2 z nichz zadnych n+1 nelezi v jedné nadroviné. Pak existuje projektivni
soustava soutradnic takova, ze

X; = (1,0,...,0,0)
X, = (0,1,...,0,0)

X, = (0,0,...,1,0)
Xpi1 = (0,0,...,0,1)
Xpio = (1,1,...,1,1).

Dikaz. Body X, ..., X, Ize vyjadiit jako Xy = LO{v1}, Xo = LO{va},..., X1 =
LO{v,1}, kde vy, ..., vy € V™ jsou linearné nezavislé vektory. Ozna¢me By = (vy,..., Vo)
béazi prostoru V"1, Soufadnice bodu X; vzhledem k soustavé projektivnich soutadnic C
prostoru P™ budeme znacit [X;]c. Pak méame

[(Xilg, = (1,0,...,0,0)

(Xoslp, = (0,0,...,0,1).

Uvazujme [X, 1o, = (¢1,...,¢ne1). VSechna &isla ¢; jsou nenulova, jinak by totiz X0
lezel v néjaké nadroviné spole¢né s n body X;, a to je spor s predpoklady véty. Polozme
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By = (11, ¢V, . .., Chr1Vie1) Projektivni soustavu soutadnic. Pak ale mizeme zapsat

[(Xilp, = (c;%,0,...,0,0) = (1,0,...,0,0)
[(Xo]p, = (0,¢,%,...,0,0)=(0,1,...,0,0)

[Xalp, = (0,0,...,¢,",0)=(0,0,...,1,0)

(Xos1lp, = (0,0,...,0,¢,44) = (0,0,...,0,1)

[(Xnsolp, = (L,1,...,1,1),
jelikoz soutadnice bodu projektivniho prostoru vynasobené nenulovou konstantou urcuji
stejny bod. O
Disledek 4.14. V projektivnim prostoru P* = P(V"*!) nad télesem T mé&jme dano n+ 2
bodu Xi,...,X,12 z nichz zadnych n + 1 nelezi v jedné nadroviné, a také n + 2 bodu
Y1,..., Yo 7z nichz zadnych n + 1 nelezi v jedné nadroviné. Pak existuje pravé jedno
projektivni zobrazeni F': P" — P", pro které plati

F(X) =Y, 1=1,...,n+2

Dikaz. Necht X; = LO{x;} a Y; = LO{y;}. V duchu dukazu Véty (4.13) nalezneme
jednozna¢né (az na pripadny spolecny stejny nasobek) skalary ¢; tak, aby linearnf zobrazeni
dané jednozna¢né predpisem F(x;) = ¢;y;, i =1,...,n+ 1 splnilo i F(X,12) = Ynio-
Véta 4.15 (Pappova véta). V realné projektivni roving P? = P(R?) m&jme dvé pifmky p,
q, které se protinaji v bodé S. Na piimce p mé&jme body P;, P, P3; rizné navzajem a ruzné

od S. Podobné na piimce Na piimce ¢ méjme body ()1, Q)2, (3 rizné navzijem a ruzné
od S. Pak plati, ze body

X::mﬂm, Y::TQ?)H 321, Zi:mﬂ 3()2

lezi na primce.
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Dikaz. Nejprve si vS§imneme, ze bod X nelezi na pfimce P;(Q), protoze pak by body P;
a P, splyvaly. Podle véty 4.10. mtzeme zvolit soustavu projektivnich soufadnic tak, ze
S = (1,0,0), P, = (0,1,0), Qs = (0,0,1) a X = (1,1, 1). Popis pifmky 9P, ziskéme jako

feSeni soustavy
1 00
010/

Neboli S, = (0,0,1)*. Podobn ziskime 5Q; = (0,1,0)%, P,.X = (1,0,—1)* a 01X =
%—1,0)*. Body P», Q> spoc¢itame jako priniky piimek ()1 X a SP, respektive ﬁi a
1. To odpovidé tfeSeni soustav

1 -1 0 1 0 —1
(0 0 1)3(0 1 0)'
Tedy P, = (1,1,0), Q2 = (1,0,1). Bod P5 leZi na piimce ﬁ, lze ho tedy zapsat jako
linedrni kombinaci ¢1.5 + toP;. Oba tyto koeficienty musi byt zfejmé nenulové, jinak by
Py splyval s S nebo P;. Muzeme proto polozit P3; = ¢1(1,0,0) 4+ ¢2(0,1,0) = (tl,w =
(1,0,0), kde @ = % Stejnou tvahou dostaneme Q3 = (1,0, 5). Nyni spoc¢teme P3Q); =

(Oé, _170)*7 m = (-Oé, 1,05)*, m = (5?07 _1)* a 2@3 = (_575a 1)* Pomoci soustav

5 0 -1 -6 g1
(a —1 O) A (—a 1 a)’
které odpovidaji hledani priniku P,Q3 N P3Q; a PoQs N PsQ3, spocteme Y = (1,0, 3) a
Z = (af —1,af — a,af — ). To, 7e body X,Y,Z le7i na jedné piimce ovéiime z definice
znamend, ze vektory (1,1,1), (1,,8) a (a8 —1,a8 — o, aff — 3) jsou linearné zavislé, coz
je zfejmé. O

Definice 4.16. Mé&jme projektivni prostor P(V"*1) nad télesem T a kvadratickou formu
g na V", Neprazdnou mnoZinu

Q= {LO{v} :ve V! q(v) =0,v # 0} Cc P(V")

nazveme projektivni kvadrikou. Tuto kvadriku nazyvame requldrni, jestlize je forma ¢ re-
gularni, tedy ma hodnost n + 1. Kvadriky v projektivni roviné nazyvame téz kuzelosecky.

Definice 4.17. Mg&jme projektivni prostor P(V"™!) nad télesem T a v ném kvadriku Q
danou kvadratickou formou ¢ a necht b je prislusna symetricka bilinedrni forma, tedy
q(v) = b(v,v). Rekneme, 7e dva body X = LO(v), Y = LO(w) jsou poldrné sdruZené,
jestlize b(v,w) = 0.

Definice a lemma 4.18 (O polarits). M&jme projektivni prostor P(V"*!) nad télesem T
a v ném regularni kvadriku ). Pak

1. Body sdruzené s libovolnym bodem X € P(V"*1) tvori nadrovinu, kterou nazveme
poldra k X a oznacime px.
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2. Naopak kazda nadrovina je polarou k pravé jednomu bodu, ktery se nazyva jejim
polem.

3. Pro libovolné dva body X, Y plati
X epy &Y €px.

4. Bod je X sdruzen sam se sebou (neboli lezi na své polare py) pravé tehdy, kdyz lezi

na Q.
Xepxe Xe.

V tomto pripadé px nazyvame tec¢nou nadrovinou ke () v bodé X.

Dikaz. Zvolme pevné bazi prostoru V™ a ozna¢me B matici odpovidajici symetrické
biline4drni formy vzhledem k této bazi.

1. Pro libovolné X = (xy,x9,...,2,41) hledejme polarné sdruzené body. Bod Y =
(Y1, Y2, -y Yns1) je polarné sdruzen s X pravé tehdy kdyz

XTBY =0.
N
bx

Avsak XTB # 0 je nenulovy fadek (B je regularni) a tedy ziskivame jednu line4rnf
podminku na Y danou jako nulovani linearni formy px = X7 B. Tyto body tedy tvoii
nadrovinu.

2. Mé&jme naopak né&jakou nadrovinu popsanou jako jadro formy p = (p1,...,pns1)"
Pak diky regularité B existuje pravé jedno X takoveé, ze p = X7 B.

3. Trividlné plyne ze symetrie B, protoze

XT'BY =0 YT'BX = 0.

4. Bod X je z definice sdruZen sam se sebou pravé tehdy kdyz X7 BX = 0, coz presné
znamend, ze X € Q.

Lemma 4.19 (Vysvétleni definice te¢ny). Necht @ je regularni projektivni kuzelosecka v
projektivni roviné P(R?) a X € Q jeji bod. Pak tetna px ma s Q v bodé X dvojnésobny
prusecik a zadny jiny prisecik s kuzeloseckou nemé.

Dikaz. Necht b je prislusna bilinearni forma a x vektorovy zéastupce bodu X a Y =

LO{y} libovolny jiny bod na te¢né px. Te¢na je tedy parametrizovana jako sx + ty. Tuto
parametrizaci dosadime do kvadriky, polozime nule a upravime

b(sx + ty, sx +ty) = s” b(x, %) +2st b(x,y) +t*b(y,y) = t*b(y,y) = 0.
=0 =0

Kdyby b(y,y) = 0, pak je celd pfimka podmnozinou kuZelosecky, coz je ve sporu s jeji
regularitou. Vidime tedy, ze t = 0, které odpovida bodu X je jedinym a dvojnasobnym
prisecikem kuzelosecky a tecny py.
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Véta 4.20. V projektivni roving P(R?) méjme regularni kuzelosecku Q. Necht pifmka p
protind () ve dvou ruznych bodech A, B. Necht C € p ruzné od A, B a necht D € p je
polarné sdruzen s C. Pak (A, B, C, D) tvoii harmonickou ¢tvefici.

Diikaz. Necht b je piislusna bilinearni forma a a, b, ¢, d, vektorovi zastupci odpovidajicich
bodu. Pak plati b(a,a) = b(b,b) = 0, protoze body A, B lezi na kuzelosedce a rovnéz
b(c,d) = 0, protoze C, D jsou polarné sdruzené. Vyjadieme si linearni kombinace

c = Oéla—i‘ﬁlb
d = Ckga—i‘ﬂgb.

a muzeme psat

0 = b(c,d) =b(aya+ b, asa + f3b) =
= (109 b(a, a) +<Oélﬁ2 + ﬁlOQ) b(a, b) —|—6152 b(b, b) .
N—— N—— ——

=0 £0 =0
Nenulovost b(a,b) pfitom plyne z Lemmatu 4.19. Musi se tedy a8y = —f1as a proto
(A,B,C,B) = % = —1 a body tvoii harmonickou ¢tverici.

Véta 4.21. Kazda regularni kuZelosecka v redlné projektivni roving P? = P(R?) je projek-
tivni transformaci kuzelosecky dané rovnici

2 2 2 _

Kazd4 regularni kvadrika v redlném projektivnim prostoru P3 = P(R?) je projektivni
transformaci pravé jedné z kvadrik

e+ rs+as—a; = 0 (nepiimkova kvadrika)

ri4al—ai -1t = 0 (piimkové kvadrika).

Dikaz. Méjme néjakou regularni kvadriku @ v P? danou kvadratickou formou ¢ a odpovi-
dajici symetrickd bilinearni forma b ma matici B. Jelikoz nenulovy nasobek urcuje stejnou
formu, muzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze matice B ma signaturu (0, 3,0),
nebo (0,2, 1). Nulita musi byt 0, jinak B nemuze byt regularni matice. P¥ipad (0, 3,0) vsak
neni mozny, protoze to urcuje pozitivné definitni formu, takze kvadrika @) by byla prazdna.
B ma tedy signaturu (0,2, 1). Existuje proto matice P takova,ze

0
0
-1

= PT'BP

OO =
O = O

Takovou matici P ziskAme metodou symetrickych tiprav. Ozna¢me K kvadriku
K = {(21, 29, 23) : 2° + 25 — 25 = 0}.
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Bod X = (z1, %9, x3) € P? nalezi K pravé kdyz

1 0 0 1 T
(ZL’l i) (L’g) 0 1 0 i) = ((L’l i) [I)3) PTBP To =0
0 0 -1 T3 T3

Z toho ale plyne, ze PX € (). Dostavame ekvivalenci X € K < PX € (). Matice P je
regularni a urcuje tedy projektivni transformaci. Kuzelosecku () tak dostaneme zobrazenim
bodu na K pomoci matice P.

Diikaz pro kvadriky v P? je zcela obdobny s tim, Ze dvé p¥ipustné signatury jsou (0, 3,1)
a (0,2,2). O

5 Projektivni rozsireni afinniho prostoru
Definice 5.1. Pro libovolné téleso zobrazeni ® : T — P(T"!) dané¢ predpisem
O(z1,...,2,) = LO{(21,...,2,,1)}

nazyva me kanonické vnoreni aritmetického afinniho prostoru do aritmetického projektiv-
niho prostoru stejné dimenze. P(T""!) se pak nazyva kanonickym projektivnim rozsifenim
nebo téz zaplnénim afinniho prostoru 7.

Definice a lemma 5.2. Necht P* = P(7T""!) je kanonickym projektivnim rozsifenim
afinntho prostoru 7", pak P* = ®(7T™) UP" !, kde P"! je nadrovina s homogenni rovnici
ZTnr1 = 0, tedy se soufadnicemi (0, ..., 0, 1)*. Tato nadrovina se nazyva nevlastni nadrovina,
oznacuje se ps a jeji body se nazyvaji nevlastni body.

Jestlize A C T™ je afinni podprostor dimenze k pak je jeho obraz ®(A) obsaZen pravé
v jednom projektivnim podprostoru A C P" dimenze k. O A hovofime jako o projektivnim
roz§iteni nebo téz projektivnim ziplnéni podprostoru A a o A hovorime jako o afinni verzi
A. Nevlastni body A povazujeme i za nevlastni body A.

Diikaz. Nejprve se ujistéme, Ze kanonické vnoieni ® je skutecné prosté. Opravdu,

LO{(z1,...,2,1)} = LO{(y1,---,Yn, 1)}

pouze v piipadé, ze (x1,...,Zn, 1) = (Y1,---,Yn,1). V Im® jsou pravé projektivni body,
které maji posledni slozku nenulovou, protoze v tom piipadé mame

<I>1(LO{(z1,...,zn,zn+1)}):( LS )

) 9
Zn+1, 2241

Projektivni body, které maji posledni slozku nulovou tvoii nevlastni nadrovinu a tedy
dostavame P = ®(T") U P 1.

Nyni uvazujme libovolny afinni podprostor A C T™ dimenze k , ktery podle Véty
3.13 muzeme psat ve tvaru A = X + W, kde X = (z1,...,2z,) je bod a W je vektorovy
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podprostor 7™ dimenze k. V obrazu ®(A) jsou pravé projektivni body tvaru LO{(z; +
Wi,y Ty + Wy, 1)}, kde (wy, ..., w,) € W. Tyto sméry lezi pravé v jednom k + 1 dimen-
ziondlnim prostoru VA = LO{(xy,...,x,,1), W}, ktery zaroveii generuji. Projektivni
prostor A = P(V**1) dimenze k je projektivnim rozsifenim A. Jeho nevlastni body tvoii
projektivni podprostor P(IW) dimenze k — 1.

Véta 5.3. V projektivné rozsifené roviné R? ma kazd4 afinni piimka p v R? se smérovym
vektorem v = (v, v,) pravé jeden nevlastni bod (v,,v,,0). Tento bod budeme rovnéz
nazyvat smer p.

Diikaz. Dukaz plyne z 5.1, kde se vyuziva parametrické vyjadieni afinniho podprostoru A
(v tomto piipadé piimky, tedy A = p). Ukazeme si vsak, ze stejny vysledek nam vyjde i z
rovnicového vyjadreni.

Primka p méa normalovy vektor (—vy, v,) a tedy afinni rovnicové vyjadieni —v,x+v,y+
¢ = 0 pro néjaké c € R. Vyjadreni jejiho projektivniho rozsiteni ziskdme dosazenim z = i—;,
Yy = i—g a piendsobenim celé rovnice 3. Dostdvame —v, 21 4+ v,22 + cx3 a toto rozsifeni ma
tedy dualni soutadnice (—vy, v,, ¢)*. Nevlastni pfimka mé& dudlni soufadnice po, = (0,0,1)*,
a nevlastni bod najdeme jako p N ps vypocteme jako (v,, vy, 0). ]

Poznamka 5.4. V projektivné rozsifené roviné R? se vSechny rovnobézky protinaji v jed-
nom nevlastnim bodé - ve svém sméru. Pfitom vSechny nevlastni body lezi na (projektivni)
pifmce (0,0,1)*. Realnou projektivni rovinu P? je tedy mozno chapat jako R?, ke kterému
se prida jeden bod v kazdém sméru. Pritom ale po tomto pfidani vznikne dokonale sy-
metrickd (projektivni) geometrie. Mnoho riznych afinnich problémi je mozno pievést na
stejny projektivni problém - napt. afinni verze Pappovy véty.

Pf¥iklad 5.5 (Poc¢itani v afinni a projektivni roving). Uvazujme afinni rovinu R? s kano-
nickymi afinnimi soufadnicemi [z, y] a jeji kanonické projektivni rozsifeni P? s kanonickymi
homogennimi soufadnicemi (x1, xo, T3).

1. Naleznéte projektivni bod, ktery odpovida afinnimu bodu A = [3, —1], pfesnéji tedy
naleznéte ®(A).

2. Naleznéte afinni bod, ktery odpovida projektivnimu bodu B = (—6,9,3), piesnéji
tedy naleznéte ®~1(B).

3. Naleznéte projektivni rozsifeni afinni piimky 2z + 3y +4 = 0 a urcete vSechny jeji
nevlastni body.

4. Naleznéte afinni verzi piimky s duélnimi soufadnicemi (2, —1,5)*.

5. Rozhodnéte, zda-li afinni body A = [1,2], B[4, —4] a C[3, —2] lezi na piimce. Urcete
obecnou rovnici této pirimky.

6. Naleznéte bod j@ N ﬁ, kde A, B jsou jako v predchozim bodé a D = [3,5],
E =117
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Véta 5.6. V projektivné rozgifené roving R? uvazujme rtizné body A, B, C, D lezici na
jedné primce. Pak pro dvojpoméry a délici poméry plati

1. Jestlize jsou vSechny tyto body vlastni, pak

AC
AC' BD
A B,C,D)=S8B ="—."—
(4,B,C., D) —gg CB DA
2. Jestlize D je nevlastni,pak

AC

A B,C,D)=———.

(4,5,C,D) CB

3. Specialnég, pokud je (A, B, C, D) harmonicka ¢tvefice a bod D je nevlastni, pak C je
stiedem AB.

Dikaz. 1. Uvazujeme nésledujici vlastni body a jejich projektivni verze bereme zaroven
jako jejich vektorové zastupce:
A = lag,ay ~ (az,a,1) =2
B = [by,by] ~ (bs,0,,1) =:Db
C = [eu eyl ~ (cayey, 1) =:cC
D = [d;,d)|~ (d;,dy,,1)=:d

Vsechny tyto body lezi na jedné primce, zvolime tedy barycentrickou soustavu této
piimky jako (A, B) a vyjadiime C' = ¢;A + 2B, D = dy A + dy B pomoci barycent-
rickych soutadnic (¢, c2) a (dy, ds). Z 3.27 plyne

AC . (&) a AD . d2
CB ¢ DB d
Vsimneme si také, ze
c = ca-+ Cgb
d = dla + dgb
To plati protoze
c = ca+ &b = (c1a, + by, cray + by, c1 + ¢2) = (c1a, + Cc2by, c1ay + c2by, 1)
Stejné to plati i pro d. MizZeme tedy spocitat dvojpomér jako

(a.5.cp) -0z _a.b_AC BD_ i

hei o d OB DA 4D

2. Bod D je nevlastnim bodem piimky /@ a tedy se podle Véty 5.3 spocita jako D =

(by — ag, by — ay,0). Pak je ziejmé, ze d = —a + b, coz dava dvojpomér
dica  (—1)-c o AC
( T ) dgCl 1- C1 C1 CB
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3. Je-li (A, B,C, D) harmonicka ¢tvefice a D nevlastni bod, pak

AC
A B,C,D)=-1=——.
( ) Y ) ) CB
To plyne z bodu 2 ¢asti tvrzeni. Pak ale % =1, neboli C' je stfedem usecky AB.

O

Véta 5.7. Uvazujme kanonicky projektivné rozsiteny afinni prostor T". Projektivni trans-
formace uvazovana na vlastnich bodech maji tvar linearnich lomenych zobrazeni. Afinity
tvoii podgrupu projektivnich transformaci a jsou to pravé ta zobrazeni, které vlastni body
zobrazuji na vlastni body a nevlastni body na nevlastni body.

Ditikaz. Vétu dokdZeme v rozsifené roviné R2. Analogie pro vyssi dimenze a jina télesa
pak bude zfejméa. Projektivni transformaci popisme regulédrni matici F' a zobrazme néjaky
vlastni bod (z,y,1):

ajjrtaigy+ais /
a1 Q12 a3 x 117 + a1y + a3 az1z+az2y+asz3 X
_ ag1T+ag2y+az3 _

(21 Q22 23 Yyl =1aax+axytag| ~ | ———=—=1| = |y
1 1

a31T+azz2y+ass
az1 Gz a33 a31T + azzly + ass
J/

Z toho je zfejmy tvar linearné lomenych zobrazeni. VSechny afinity; ziskdAme polozenim
3] = Az = 0a Q33 = 1. Pak totiz

aijp G2 a13 x a1 + apy + a3
Qo1 G2 (A923 y | = | aa1x + axy + as | . (3)
0 0 1 1 1

To odpovida znamému tvaru afinnich zobrazeni

a11 a2 x + 13
Q21 Q22 Yy 23
véetné znamého skladani.

Podminka a3 = azx = 0 je nutnd, jinak nalezneme bod [z,y] takovy, Ze jeho obraz
bude mit posledni slozku 0 a tedy nepijde o afinni (vlastni) bod. Pokud ass # 1 (nemize
platit agz = 0 protoZze pak by byla F' singularni), tak mazeme celou matici F' vydélit timto
¢islem a dostaneme stejné projektivni zobrazeni.

Z toho taky vidime, Ze (3) jsou pravé ta projektivni zobrazeni, ktera zobrazuji vlastni
body na vlastni a nevlastni na nevlastni. Pokud zobrazujeme nevlastni bod, tj. s nulou ve
treti slozce, pak

app a2 Qi3 x an + a2y + as

a1 Q2 Q23 y | = | a1x + axy + azs

0 0 1 0 0
je nevlastni bod. Afinity tedy zobrazuji vlastni body na vlastni a nevlastni body na ne-
vlastni. u
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Priklad 5.8. Zkoumejte linearni lomené zobrazeni, napiiklad

_2:15—1—3

f(l’)—m>

z hlediska analyzy a z hlediska projektivnich zobrazeni na piimce.

Definice 5.9 (Afinni pojmy pro kvadriky). Necht P* = P(T™*!) je kanonickym projektiv-
nim rozsifenim afinniho prostoru 7", pak

1. O mnozing Q C T™ fekneme, Ze je to regularni afinni kvadrika, jestlize to je mnozina
vlastnich bodi regularni kvadriky @ v P". O @ hovotime jako o projektivnim rozsiteni
nebo téz projektivnim zaplnéni Q a o Q hovofime jako o afinni verzi Q. Nevlastni
body Q povazujeme i za nevlastni body Q.

2. Tetné nadroviny ke @ definujeme jako afinni verze teénych nadrovin ke Q ve vlastnich
bodech.

3. Jestlize je pol nevlastni nadroviny ps vlastnim bodem, pak jej nazyvame stfedem
kvadriky Q.

4. Jestlize méa kvadrika v nevlastnim bodé te¢nou nadrovinu, kter& neni nevlastni, na-
zyvame tuto nadrovinu asymptotickou k Q).

Pokud nebude hrozit nedorozuméni, budeme stejnym pismenem oznacovat afinni objekt
(nadrovinu, kvadriku, prostor) a jeho projektivni ztplnéni.

Definice 5.10 (Afinni klasifikace kuzelosecek). V projektivné rozsifené roviné R? méjme
regularni kuzelosecku (). Rekneme o ni, Ze to je elipsa, jestlize nem& zadny nevlastni
bod, parabola, jestlize ma pravé jeden nevlastni bod a hyperbola, jestlize ma dva nevlastni
body, jiné moznosti nejsou. Témto nazvum rikame afinni typ kuzelosecky. O dvou vlastnich
piimkich fekneme, 7Ze maji sdruzené sméry, jestlize jsou jejich nevlastni body polarné
sdruzené vidi Q).

Piiklad 5.11. VSechny pojmy si postupné vyzkousejme na afinni kuzelosecce
22y — 2y +2=0.

Véta 5.12. Elipsa a hyperbola maji stied, parabola stfed nema. Hyperbola mé& dvé rtizné
asymptoty, parabola ani elipsa asymptoty nemaji. Pro elipsu jsou vzdy dva rizné sméry po
dvou sdruzené. Pro hyperbolu jsou sméry asymptot sdruzené vzdy samy se sebou a ostatni
sméry jsou po dvou sdruzené. Pro parabolu existuje jeden smér (jeji nevlastni bod), ktery
je sdruzen sam se sebou i se vSemi ostatnimi sméry.

Dikaz. Necht ) je dana symetrickou matici B = (b;;). Parametrické vyjadieni nevlastni
primky je (s,t,0), jestlize ho dosadime do rovnice kuzelosecky, dostaneme homogenni kva-
dratickou rovnici v s,t

b1152 + 2b12$t + b22t2 = 0,
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kterd ma 0, 1 nebo 2 feSeni (az na nasobek) a tedy kuzelosetka mé odpovidajici pocet
nevlastnich bodtu. O tom ktery z téchto pripadi nastane pfitom rozhoduje signum diskri-
minantu

bll bl2
b12 b22

b%g - b11b22 = -

Nyni studujme, kdy je polarou néjakého nevlastniho bodu nevlastni piimka (0,0, 1)*.
Nastane to jisté v parabolickém pripadé, kdy snadno vidime, Ze nevlastni piimka je bud
polarou bodu (b2, —b11,0), nebo (v piipadé ze bz = by; = 0) bodu (1,0,0).

Predpokladejme naopak, ze polarou néjakého (s,t,0) je nevlastni piimka (0,0, 1)*. Pak
jisté plati

(s,t,0)- B =(0,0,)),

kde A # 0. Vzhledem k symetrii matice B z toho vyplyva

b11 b12 . —t2 st
<b12 bgg) —H ( st —82) ’
kde p € R* a tedy jsme v parabolickém piipadé, piicemz (s,t,0) je dvojnidsobnym bodem
paraboly. Ve v8ech ostatnich ptripadech je polara nevlastniho bodu vlastni piimkou.

Vidime tedy, Ze pol nevlastni primky je vlastni v piipadé elipsy a hyperboly, které tedy
maji stfed. V pripadé paraboly je tento pol nevlastni a tedy parabola stfed nema.

Okamzité také dostavame tvrzeni o asymptotach, které jsou definovany jako vlastni
te¢ny v nevlastnim dobé. Elipsa zadné nevlastni body neméa. Parabola ma jeden nevlastni
bod, ale jeho polara (tec¢na) je nevlastni. Hyperbola mé dva nevlastni body a jejich polary
jsou vlastni, tedy jsou to te¢ny a asymptoty.

Kromé pripadu, Ze nevlastni bod X je dvojnasobnym bodem paraboly tedy sdruzeny
smér nalezneme jednoznac¢né jako Y = px Nps. Tento bod je roven X pravé tehdy X € Q.
Tim je dokdzano tvrzeni o sdruzenych smérech pro elipsu a hyperbolu. V pfipadé paraboly
je jediny bod X paraboly sdruzen sam se sebou a vSemi ostatnimi nevlastnimi body, protoze

PX = Poo- Polary vSech ostatnich bodu jsou vlastni piimky, které maji jeden nevlastni bod
X.

Definice 5.13 (Eukleidovské pojmy pro kuzelosecky). V projektivné rozgifené roviné R?
s kanonickym skalarnim sou¢inem mé&jme regularni kuzelosecku (). Smér (nevlastni bod)
nazyvame hlavni, jestlize existuje smér sdruzeny, ktery je na néj kolmy. Osu kuzelosecky
definujeme jako polaru hlavniho sméru, pokud tato polara neni nevlastni pfimkou. Vrcholy
kuzelosecky definujeme jako vlastni priiseciky os s kuzeloseckou. Usecka spojujici stfed a
vrchol se nazyva poloosa.

Véta 5.14. Pro kruznici je kazdy bod jejim vrcholem. Elipsa, ktera neni zaroven kruznici
ma Ctyfi vrcholy a dvé vzajemné kolmé osy, které prochazeji stfredem. Hyperbola ma dva
vrcholy a dvé vzajemné kolmé osy, které prochazeji stfedem. Parabola méa jeden vrchol a
jednu osu, kterd prochéazi vrcholem a nevlastnim bodem paraboly. Te¢na ke kuzZelosecce v
jejim vrcholu méa vzdy hlavni smér.
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Véta 5.15. Necht piimka p prochézi stifedem S kuzelosecky @) (elipsy nebo hyperboly) a
protind kuzelosecku ve dvou ruznych bodech A, B. Pak S je stfedem tsecky AB. Te¢ny ke
@ v bodech A, B jsou rovnobézné a maji smér sdruzeny se smérem p. Jestlize ma piimka
se smérem sdruzenym k p s kuzeloseckou () dva pruseciky X, Y, pak primka p pili tisecku
XY.

Dikaz. Piimka p protina nevlastni pfimku p,, v néjakém bodé D. Body (A4, B, S, D) le7i
na jedné primce a A, B, jsou na kuZelosefce a S, D jsou polarné sdruzené. Proto podle
Lemma 4.20 body (A, B, S, D) tvofi harmonickou ¢tvefici, pficemz D je bod nevlastni.
Podle Véty 5.6 je tedy S stiedem tisecky AB.

Protoze p prochazi stfedem je jeji pol P nevlastnim bodem. P a D jsou sdruzené sméry.
Protoze body A, B lezi na piimce p, jejich polary (které jsou te¢nami) prochazi bodem P
a maji tedy smér sdruzeny se smérem piimky p.

Jestlize néjaka piimka prochazi bodem P a protina kuzelosecku v bodech X, Y, pak jisté
protina i pfimku p v néjakém bodé Z. Protoze P a Z jsou polarné sdruzené je (X,Y, Z, P)
harmonicka ¢tvefice a v dusledku je Z stiedem XY'. O

Véta 5.16. Necht vlastni pfimka p prochézi jedinym nevlastnim bodem X paraboly a
protind ji v dalsim (vlastnim) bodé Y. Necht pfimka rovnobézna s tetnou v bodé Y protina
parabolu ve dvou bodech A, B. Pak pfimka p puli tsecku AB.

Dikaz. Podobné jako v dikazu véty 5.15 prochazi te¢na polem P piimky p a ze stejnych
divodu pfimka p puli tétivy rovnobézné s touto tec¢nou.

Poznamka 5.17 (Meta-véta o projektivnich, afinnich a eukleidovskych pojmech). Projek-
tivni zobrazeni zachovéavaji (spravné zobrazuji) projektivni pojmy, afinni zobrazeni zacho-
vavaji afinni pojmy a shodnosti zachovavaji eukleidovské (na skalarnim soudinu zavisejici)

pojmy.

Véta 5.18 (Piiklad afinné zachovaného pojmu). V projektivné rozgifené roving R?* m&jme
elipsu @ se stiedem S. Jestlize I je afinita, pak F'(Q) je opét elipsa a F'(S) je jejim stiedem.

Diikaz. Elipsa v rozsifené roviné R? nema zadny nevlastni bod. Podle Véty 5.7 I zobrazuje
vlastni body na vlastni a nevlastni na nevlastni, takZe F(ps) = poo @ F(Q)Nps = 0. Obraz
elipsy proto nema zadny nevlastni bod a je to opét elipsa. Oznac¢me b bilinearni formu pii-
vodni elipsy. Pak bilinearni forma jejtho obrazu je dana jako b(X,Y) = b(F~1(X), F71(Y)).
Je-li S sttedem @, pak pro kazdy X € p, plati b(X,S) = 0 a dostavame tedy, 7e i pro
kazdy Y € poo
b(F(S),Y) =b(S, F(Y)) =0,

protoze F~1(Y) € p. F(S) je proto skutecné stiredem F(Q). O
Véta 5.19. V projektivné rozsifené roviné R? plati, Ze
1. kazda elipsa je afinni transformaci elipsy z? +y?> — 1 =0,

2. kazd4a parabola je afinni transformaci paraboly 22 — y = 0,
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3. kazda hyperbola je afinni transformaci hyperboly zy — 1 = 0.

V dusledku jsou tedy kazdé dvé kuzelosecky stejného afinniho typu mezi sebou zobrazitelné
afinni transformaci.

Definice a lemma 5.20 (Projektivni a afinni klasifikace kvadrik v prostoru). V projek-
tivné rozsifeném prostoru R? definujeme tyto afinni typy regularnich kvadrik

1. elipsoid jako nepifimkovou kvadriku, kterd nema zadny nevlastni bod,
2. elipticky paraboloid, jako nepfimkovou kvadriku, kterd ma pravé jeden nevlastni bod,

3. dvojdilng hyperboloid jako nepiimkovou kvadriku, jejiz nevlastni body tvoii regularni
kuzelosecku

4. jednodilny hyperboloid, jako piimkovou kvadriku jejiz nevlastni body tvori regularni
kuzelosecku

5. hyperbolicky paraboloid, jako pfimkovou kvadriku jejiz nevlastni body tvoii dvé primky.
Kazdé dvé kvadriky stejného afinniho typu jsou mezi sebou zobrazitelné afinni transformaci.

Dikaz. Afinni klasifikace plyne z vy¢tu vSech moznosti polohy nevlastni roviny (se¢na,
tefna, mimo) vudéi kvadrice. Piimkova kvadrika nemuze mit neprazdny prinik s zadnou
rovinou, proto je tfid jen 5. Existenci transformaci dokazovat nebudeme.

Piiklad 5.21 (Uloha o tarotech). Nalezni 5 riiznych rozdéleni (kol) 16 hract do 4 skupin
(stoli) tak, aby kazdy hra¢ potkal kazdého hrace v pravé jedné skupiné (u jednoho stolu).
Hint: uvazuj rozsifenou afinni rovinu nad c¢tyiprvkovym télesem F4. Vlastni body jsou
hréaci, nevlastni body jsou kola, kazda vlastni piimka prochézi jednim nevlastnim bodem
(tedy patii do jednoho kola) a obsahuje 4 vlastni body (tedy je to stil se 4 hraci).

Priklad 5.22. Komplexni projektivni piimka P(C?) reprezentuje Mobiovu geometrii. Jeji
projektivni zobrazeni zachovavaji kruhové kiivky a thly mezi kiivkami. Dvojpomér 4 bodu
je realny pravé tehdy kdyz tyto body lezi na jedné kruhové kfivce.

6 Dodatek

Material z této sekce se nebude zkouset, obsahuje nékolik dikazii a zobecnéni.
Lemma 1.16 Pro kazdé tii vektory u, v, w € R? plati

ux (vxw)=(u-w)jv-—(u-v)w.

Diikaz. Rozlisime dva pripady:
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e v,w jsou linearné zavislé. Jelikoz vektorovy soudin antikomutuje, mizeme BUNO
predpokladat, ze w = Av pro néjaké A € R. Potom je v X w = o, takze leva strana
(LS) dokazované rovnosti je rovna o. OvSem prava strana (PS) je rovna (u- A\v)v —
(u-v)Av = o, takze rovnost plati.

e v, W jsou linearné nezéavislé. Potom je B = (v, w,v X w) baze R3. Ob¢ strany doka-
zované rovnosti jsou vyrazy linedrni v u, tedy stac¢i ukazat platnost v pripadé, kdy
je u roven jednomu z prvka B.

— U=V X W:
LS=uxu=o.

Déle z kolmosti u na v a w plyne
PS=0v+ 0w =0 = LS.
— u = v: Rovnost pfejde do tvaru
VX (VXW)=(V-W)v—(V:V)W.

Staci ukazat, ze skalarni soucin libovolného prvku B s LS je stejny, jako s PS.
Snadno je vidét, ze

v-LS=o0=v-PS,
(vxw)-LS=o0=(vxw)-PS.

Konec¢né oznac¢ime-li thel mezi v a w jako «, plati

w- LS =det(w,v,v xw) = —det(v X w,v,W) = —(VX W) (VXW)
= —[lv x w||* = —[[v|*||w]]* sin* v,
wPS = (v w)* = (v-v)(w - w) = [[v[[*|w]]” cos® o — [[v|[*||w]]*

= —||v|]}||w]||*sin® @ = w - LS.

— u=w: LS iPS jsou ,antisymetrické vzhledem k v a w*, tedy prohodime-li v
nich v a w, obé se pouze pronasobi -1. Tim péadem je tento ptripad analogicky
predchozimu.

Greenova véta 2.36: Necht c je jednoduché, hladka, uzaviena, regularni, kladné orien-
tovana (proti sméru hodinovych ruci¢ek) kiivka v R?. Necht F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y))
je hladké vektorové pole definované na néjakém okoli uzévéru Int c. Pak

oF, 0F;
FdX = — — — | dzdy.
/c Intc(ax ay) e
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Dikaz. (Naznak.) Vétu dokdZeme pro specialni piipad k¥ivky c : [a, 3] — R? ze znénf véty.
Predpokladejme, Ze c lze ,rozdélit* na dvé hladké kiivky ci(x) = (z, g1(z)), ca = (x, g2()),
x € [x1, 2], kde g1, g2 : [71, 22] — R jsou zobrazeni splinjici:

o gi(z1) = ga(w1), g1(x2) = galx2) (tedy c(a) = c(fB) = ci(z1) = ca(21) a c(y) =
c1(z2) = co(x2) pro ndjaké v € («, 8)),

e g1(z) < go(x), x € (21, 22) (tedy c; je ,,dolni ¢ast” ¢ a cy ,horni“, oviem c, je opacné
orientovana ne7 skutecné prislugna ¢ast c).

Yyl

Y1
Ty X

Symetricky budeme chtit, aby kiivka mohla byt rozdélena na ,levou ¢ast* c3(y) =

(93(v),y) a ,pravou ¢ast“ cs = (94(y),y), ¥ € [y1,y2] s analogickymi vlastnostmi.
Pro hladké vektorové pole F = (F}, Fy) muZeme psat:

/FdX = /Fl(x,y)dx + Fy(z,y)dy

- (/ Fi(w, gi(x))dz - / Fl(x,gg(x))dx) n

1

. <_ /y y Fy(gs(y), y)dy + / : F2(94(y)7y)dy)

Y1

/ " (Fi(.01(x)) — Fi(z, gole)))dz + / " (“Falga()v) + Falaa(y), 9))dy.

Pocitejme nyni (s vyuzitim Fubiniho véty):

oF, 2 92 [
———daxdy = / / ———dy | dz
/Int c ay Tl ( g ay

1(z)

/9:2 (F1<5U, 91(56)) — Fl(x’ 92<l‘)))dx,

Z1

Analogicky ukazeme, ze

/Im ) %dmdy = /yQ(—FQ(gg(y),y) + F2(94(y), y))dy

Y1

Sec¢teni téchto dvou rovnosti dava Greenovu vétu pro c.
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Wirtingerovo lemma 2.38: Necht f(¢) : [0,7] — R je hladka funkce, pro kterou plati

£(0) = f(x) = 0. Pak
/f’2 dt>/ F2(t)

a rovnost nastane pravé tehdy, kdyz f(t) = Dsin(t), kde D je konstanta.

Dikaz. Oznacme g(t) = %, t € (0,m), a (s vyuzitim L’Hospitalova pravidla) spojité
dodefinujme

9(0) = lim g(t) = f1(0),

t—0+t

glm) = Jim g(t) = — ().

Plati tedy f(t) = g(¢t)sint, t € [0, 7] a miZeme pocitat:
/ f(t)*dt = / (¢'(t) sin(t) + g(t) cos(t))?dt
:/ g?(t) sin?(t)dt + /7r 2g(t)g'(t) sin(t) cos(t)dt + /Tr g (t) cos®(t)dt

0 0 S 0
(g2(®))

a pouzitim per-partes na stiedni ¢len dostavame

_ /0 (g (8) sin(t))?dt + [g2(2) sin() cos(t)]f — /0 " (1) (cos () — sin(t))dt

-

0

+ /07r g°(t) cos®(t)dt

= /Oﬂ(g'(t) sin(t)) dt+/oﬂ(w je >/ Fie
£()

Rovnost ziejmé nastava pravé pro ¢’ nulovou, tedy f(¢t) = Dsin(t) pro né&jaké pevné
D e R. O]

Véta 3.3: Méjme afinni prostor A se zamérenim V', pak pro libovolné prvky A, B,C,D €
A;u, v €V plati

1. Ao=A

2. (BOA)=—(ASB)
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3. (AeB)+(BeC)=AcC

4. (A@u)—(Bav)=(ASB)+ (u—-v)

5. (A6B)+(CeD)=(AoD)+(CeB)
Dikaz.

1. Z druhého axiomu afinniho prostoru vime dlv € V : A @ v = A, a dale muzeme za
pomoci prvniho axiomu psét

Ado=(Adv)®o=Ad(Vv+o)=Adv=A,
¢imz ziskdvame pozadované tvrzeni.

2. Oznatmev=BoS A aw=A9SB.

Jsou to ty jednoznacéné urcené vektory, ze
Aov=B Baow=A.
K prvni rovnosti pricteme dw a dale upravime.

(Adv)eow =A
Ao (v+w) =A

Jelikoz existuje pravé jeden takovy vektor pro kazdé A a o posledni rovnost spliuje,
plati v+ w = o, tedy w = —v.

3. Necht v=BoCaw=AOB.
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Ukazeme, ze nésledujici vyraz je roven A.

Co(v+w)=(Capv)ow=Bow=A

Podobné bychom dokézali i zbylé formule.

Zobecnéni definice 5.1: Méjme n-dimenzionalni afinni prostor A se zaméienim V"™ nad
télesem T' a (n+1)-dimenzionalni afinni prostor B se zaméFenim V" nad stejnym télesem
a prosté afinn{ zobrazeni ¢ : A — B a bod P € B\ Im(y). Pak je zobrazeni ® : A —
P(V™+1) zadané predpisem

B(X) = LO{¢(X) — P},

prosté a nazyvé se vnoieni A do projektivniho prostoru P(V"F1).
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