Geometrie 1

Tento soubor obsahuje znéni &islovanych polozek (pFedevsim definic a vét) jak byly
predneseny v ZS 2025/26. Soubor také obsahuje hlavni argumenty dikazii. Spolu se za-
pisky z pfednasek je tento seznam i hlavnim studijnim materidlem ke zkousce. Co tento
seznam neobsahuje jsou nejruznéjsi motivace, vysvétleni, drobné detaily dikazi, zajima-
vosti, animace, ad-hoc piiklady atd. Naopak zde budou koncem semestru pridény detailni
pozadavky na zkousku.

Predmét Geometrie 1 prirozené navazuje na Matematickou analyzu a zejména Linearni
algebru. Skripta LA z prvniho ro¢niku z roku 2023/24 jsem umistil na svoje stranky (abych
tak zafixoval ¢islovani definic a vét) a odkazuji se na né v tomto textu.



1 Shodna zobrazeni

Cilem této kapitoly je studovat shodna zobrazeni v roviné a v prostoru bez toho, ze by
se formalné definoval afinni prostor. Zaroven chceme zopakovat stfedoskolskou analytickou
geometrii a co nejpfirozené€ji na ni navazat.

Priiklad 1.1. V roviné analyticky vyjadiete osovou soumérnost podle piimky
p:3x+4y —7=0.

Definice 1.2. Zobrazeni f : R" — R se nazyva shodné (nebo shodnost), jestlize zachovava
eukleidovské vzdélenosti, tedy pro kazdé dva body X, Y € R" plati

1F(X) = FY)|] = [X =Y.

Lemma 1.3. Slozeni dvou shodnosti je shodnost, shodnosti jsou prosté zobrazeni a inverzni
zobrazeni ke shodnosti (tam kde je definovano) rovnéz zachovava vzdalenosti.

Véta 1.4. Shodné zobrazeni f : R” — R™ jsou pravé zobrazeni tvaru
kde p € R" je libovolny vektor a A je matice n x n spliujici ATA = I, (ortogonalni
matice).
Disledek 1.5. Shodnosti jsou bijekce a vzhledem ke skladani zobrazeni tvoti grupu, kterou
budeme oznacovat E(n). Jestlize
fX)=AX+p, g(X)=BX+q

pak

[7(X)=ATX+(-A'p), (90 /)(X)=(BA)X + (Bp+aq)

Definice 1.6. Shodné zobrazeni f nazveme piimé jestlize det(A) = 1 a nepfimé jestlize
det(A) = —1. P¥im4 zobrazeni tvoii podgrupu, kterou ozna¢ime E, (n). Zobrazeni, pro
kterd je A jednotkovd matice a p néjaky vektor z R™ nazyvame posunuti. Mnozina vSech
posunuti tvori podgrupu oznacovanou (pokud nehrozi nedorozuméni) rovnéz R™. Zobrazeni,
pro ktera je p nulovy vektor tvoii tzv. ortogonalni podgrupu oznacovanou Q(n) (linearni
zobrazeni zachovavajici skalarni souc¢in). Podgrupa Q(n) tvofena pfimymi zobrazenimi se
znati bud Q4 (n), nebo castéji SO(n) (specialni ortogonélni grupa).

Véta 1.7. Pro kazdou shodnost f € E(n) tvaru f(X) = AX + p, plati maticova rovnost

zapsand blokové jako
FX)N_(Ap X
1 0 1 1 )

Navic zobrazeni, které kazdé shodnosti pfifazuje tuto matici (n + 1) x (n + 1), tedy

A p
(5 7)
je vnoteni grupy E(n) do grupy regularnich matic GL(n + 1).

2



Definice 1.8. Méjme shodné zobrazeni f(X) = AX + p. Body spliujici f(X) = X
nazyvame jeho samodruznymi body. Linearni zobrazeni f4 : R™ — R"™ dané matici A
nazyvame asociovanym homomorfismem k zobrazeni f a vlastni sméry tohoto zobrazeni
nazyvame samodruzné sméry zobrazeni f.

f{ekneme, ze mnozina M je samodruzné mnozina zobrazeni f, jestlize plati f(M) = M,
tedy zobrazeni ji zobrazeni zachovava (jako celek, ne nutné kazdy jeji bod zv1ast).

Lemma 1.9. Pfimka Q+ LO{v} je samodruznou mnozinou shodnosti f pravé tehdy, kdyz
LO{v} je jeho samodruzny smér a f(Q) — Q je nasobkem v.

1.1 Shodnosti v R? a v R?

Véta 1.10. Pro kazdou shodnost f € E(2) nastane pravé jedna z téchto moznosti.
e f je pfima shodnost a
— ma vSechny body samodruzné a vSechny sméry samodruzné s vl. ¢islem 1, pak
jde o identitu.

— ma pravé jeden samodruzny bod, pak ji nazyvame otoceni. Samodruzné sméry
pak nemé bud Zadné, nebo vSechny s vl. ¢islem —1. V tomto poslednim p¥ipadé
jde o otoceni o 7 neboli o stfedovou soumérnost.

— nemd zadné samodruzné body a vSechny sméry jsou samodruzné s vl. ¢islem 1,
pak ji nazyvame posunuti .

e f je nepiimé shodnost. Pak mé pravé dva samodruzné sméry, jeden s vlastnim ¢islem
1 a jeden s vlastim ¢islem —1 a

— bud mé pravé jednu piimku samodruznych bodi, pak ji nazyvame osova sou-
mérnost

— nebo nema zadné samodruzné body, pak ji nazyvame posunuta osovi soumeér-

nost.
. . Neidentické| Neidentické Osova Posunuta
Zobrazeni Identita ) )
posunuti otoceni soumeérnost | soumérnost
Samodruzné| . _ 0sa soumeér-
v8echny - stfed otocen{ . -

body nosti

vSechny
Samodruzné| . (stfedova sou- | smér osy a | smér osy a

. vSechny v8echny N ) )

sméry mérnost) nebo | kolmy na osu | kolmy na osu

zadneé (jinak)

vSechny jdouct

. . v8echny stfedem 9
Samodruzné| . N ) osa a ptimky | . 9
.. v8echny ve sméru | (stfedova sou- . ) jedna primka
primky . N na ni kolmé
posunuti mérnost) nebo

zadneé (jinak)

Primé/ o . e e o
o piimé primé primeé nepiimé nepiimé

nepiimé




Pripomente si pojem orientace a vektorové souc¢inu z LA 7.6, LA 8.8 pfipadné souvislost
s determinantem LA cela kapitola 7.

Véta 1.11 (Rodriguesova formule). Mé&jme dva vektory n,r € R?, pfi¢em? n je jednotkovy.
Pak pro vektor r' € R3, ktery dostaneme otocenim vektoru r kolem vektoru n € R? o thel
¢ v kladném sméru plati:

r' = (1—cos¢)(r-n)n+cosgér + sinp(n X r).

Otoc¢enim v kladném sméru piitom myslime, 7e pii thlu ¢ € (0,7) tvoii vektory (n,r,r’)
kladné orientovanou bézi R? a pii tthlu ¢ € (—m,0) zaporné orientovanou.

Definice 1.12. Pfipomeiime si z inearni algebry (LA, cviceni 3.5.5), Ze kvaterniony tvoii
nekomutativni téleso (oznacované H) a maji tvar ¢ = s + zi + yj + 2k, pficemz i* = j% =
k?=—-1aij=—ji=k, jk = —kj=1i, ki = —ik = j. V této piednasce budeme s nazyvat
skalarni ¢ast, vektor v = (a, b, ¢) vektorova ¢ast a budeme kvaterniony zapisovat ve tvaru

¢=(s,(1,9,2)).
——

Realna ¢isla jsou do kvaternionii vnofena jako s — (s,0) a vektorovy prostor R? je do nich
vnofen jako v — (0, v).

Pro tato vnofeni a jejich inverzy nebudeme zavadét zaddné oznaceni, z kontextu a z
aplikovanych operaci bude jasné, kdy zachézime napi. s vektorem a kdy s kvaternionem
vektoru odpovidajicim. Napiiklad ve Vété 1.17 by na pravé strané bylo piesnéjsi psat vektor
vznikly ,,odvnofenim* kvaternionu ¢(0,r)g, coz by ale zbyteéné zaplevelovalo znaceni.

Lemma 1.13 (Geometricky vyznam kvaternionovych operaci). Pro libovolné kvaterniony
q1 = (51,V1), @2 = (52,V2) plati

G+q = (514 S2,v1+Va)
G1-q2 = (8152 —V1-Va, V1 X Va+ 51Va + S9Vq).

Definice 1.14. Pro libovolny kvaternion ¢ = (s, v) definujeme konjugovany kvaternion q =
(s, —v) ajeho normu ||q|| = /g7 = /7@ = V2 + v - v = /5% + 22 + y% + 22. Kvaterniony,
které maji normu rovnou 1 nazyvame jednotkové.
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Lemma 1.15. Jednotkové kvaterniony (oznacované H;) tvoii multiplikativni grupu. Kazdy
jednotkovy kvaternion s nenulovou vektorovou ¢asti 1ze jednoznacné zapsat ve tvaru

q = (cos a,nsin @),
kde n je jednotkovy vektor a o € (0, ).
Lemma 1.16. Pro kazdé tii vektory u, v, w € R? plati
ux (vxw)=(u-w)jv—(u-v)w.

Véta 1.17. Pro pevny jednotkovy kvaternion ¢ = (cosa,nsina) je linearni zobrazeni
R, : R? — R? definované jako
Ry(r) = qrq

otoceni kolem osy n thel 2a v kladném sméru.

Piiklad 1.18. Vypocitejte vektor, ktery vznikne otoc¢enim vektoru (1,0,0) kolem vektoru
(3,4,0) o tthel ¢ = 7/3 v kladném sméru.

Véta 1.19. Kazda pfima shodnost v R? ma alespoii jednu samodruznou piimku a lze
ji slozit z otoCeni kolem této piimky a posunuti ve sméru této piimky (ma tedy tvar
Sroubového pohybu).




