
Geometrie 1

Tento soubor obsahuje zn¥ní £íslovaných poloºek (p°edev²ím de�nic a v¥t) jak byly
p°edneseny v ZS 2025/26. Soubor také obsahuje hlavní argumenty d·kaz·. Spolu se zá-
pisky z p°edná²ek je tento seznam i hlavním studijním materiálem ke zkou²ce. Co tento
seznam neobsahuje jsou nejr·zn¥j²í motivace, vysv¥tlení, drobné detaily d·kaz·, zajíma-
vosti, animace, ad-hoc p°íklady atd. Naopak zde budou koncem semestru p°idány detailní
poºadavky na zkou²ku.

P°edm¥t Geometrie 1 p°irozen¥ navazuje na Matematickou analýzu a zejména Lineární
algebru. Skripta LA z prvního ro£níku z roku 2023/24 jsem umístil na svoje stránky (abych
tak za�xoval £íslování de�nic a v¥t) a odkazuji se na n¥ v tomto textu.
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1 Shodná zobrazení

Cílem této kapitoly je studovat shodná zobrazení v rovin¥ a v prostoru bez toho, ºe by
se formáln¥ de�noval a�nní prostor. Zárove¬ chceme zopakovat st°edo²kolskou analytickou
geometrii a co nejp°irozen¥ji na ni navázat.

P°íklad 1.1. V rovin¥ analyticky vyjád°ete osovou soum¥rnost podle p°ímky

p : 3x+ 4y − 7 = 0.

De�nice 1.2. Zobrazení f : Rn → Rn se nazývá shodné (nebo shodnost), jestliºe zachovává
eukleidovské vzdálenosti, tedy pro kaºdé dva body X,Y ∈ Rn platí

||f(X)− f(Y)|| = ||X−Y||.

Lemma 1.3. Sloºení dvou shodností je shodnost, shodnosti jsou prostá zobrazení a inverzní
zobrazení ke shodnosti (tam kde je de�nováno) rovn¥º zachovává vzdálenosti.

V¥ta 1.4. Shodná zobrazení f : Rn → Rn jsou práv¥ zobrazení tvaru

f(X) = AX+ p,

kde p ∈ Rn je libovolný vektor a A je matice n × n spl¬ující ATA = In (ortogonální
matice).

D·sledek 1.5. Shodnosti jsou bijekce a vzhledem ke skládání zobrazení tvo°í grupu, kterou
budeme ozna£ovat E(n). Jestliºe

f(X) = AX+ p, g(X) = BX+ q

pak
f−1(X) = A−1X+ (−A−1p), (g ◦ f)(X) = (BA)X+ (Bp+ q).

De�nice 1.6. Shodné zobrazení f nazveme p°ímé jestliºe det(A) = 1 a nep°ímé jestliºe
det(A) = −1. P°ímá zobrazení tvo°í podgrupu, kterou ozna£íme E+(n). Zobrazení, pro
která je A jednotková matice a p⃗ n¥jaký vektor z Rn nazýváme posunutí. Mnoºina v²ech
posunutí tvo°í podgrupu ozna£ovanou (pokud nehrozí nedorozum¥ní) rovn¥º Rn. Zobrazení,
pro která je p nulový vektor tvo°í tzv. ortogonální podgrupu ozna£ovanou O(n) (lineární
zobrazení zachovávající skalární sou£in). Podgrupa O(n) tvo°ená p°ímými zobrazeními se
zna£í bu¤ O+(n), nebo £ast¥ji SO(n) (speciální ortogonální grupa).

V¥ta 1.7. Pro kaºdou shodnost f ∈ E(n) tvaru f(X) = AX+ p, platí maticová rovnost
zapsaná blokov¥ jako (

f(X)
1

)
=

(
A p
0 1

)(
X
1

)
.

Navíc zobrazení, které kaºdé shodnosti p°i°azuje tuto matici (n+ 1)× (n+ 1), tedy

f →
(

A p
0 1

)
je vno°ení grupy E(n) do grupy regulárních matic GL(n+ 1).

2



De�nice 1.8. M¥jme shodné zobrazení f(X) = AX + p. Body spl¬ující f(X) = X
nazýváme jeho samodruºnými body. Lineární zobrazení fA : Rn → Rn dané maticí A
nazýváme asociovaným homomor�smem k zobrazení f a vlastní sm¥ry tohoto zobrazení
nazýváme samodruºné sm¥ry zobrazení f .

�ekneme, ºe mnoºina M je samodruºná mnoºina zobrazení f , jestliºe platí f(M) = M ,
tedy zobrazení ji zobrazení zachovává (jako celek, ne nutn¥ kaºdý její bod zvlá²´).

Lemma 1.9. P°ímka Q+LO{v} je samodruºnou mnoºinou shodnosti f práv¥ tehdy, kdyº
LO{v} je jeho samodruºný sm¥r a f(Q)−Q je násobkem v.

1.1 Shodnosti v R2
a v R3

V¥ta 1.10. Pro kaºdou shodnost f ∈ E(2) nastane práv¥ jedna z t¥chto moºností.

� f je p°ímá shodnost a

� má v²echny body samodruºné a v²echny sm¥ry samodruºné s vl. £íslem 1, pak
jde o identitu.

� má práv¥ jeden samodruºný bod, pak ji nazýváme oto£ení. Samodruºné sm¥ry
pak nemá bu¤ ºádné, nebo v²echny s vl. £íslem −1. V tomto posledním p°ípad¥
jde o oto£ení o π neboli o st°edovou soum¥rnost.

� nemá ºádné samodruºné body a v²echny sm¥ry jsou samodruºné s vl. £íslem 1,
pak ji nazýváme posunutí .

� f je nep°ímá shodnost. Pak má práv¥ dva samodruºné sm¥ry, jeden s vlastním £íslem
1 a jeden s vlastím £íslem −1 a

� bu¤ má práv¥ jednu p°ímku samodruºných bod·, pak ji nazýváme osová sou-
m¥rnost

� nebo nemá ºádné samodruºné body, pak ji nazýváme posunutá osová soum¥r-
nost.
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P°ípome¬te si pojem orientace a vektorové sou£inu z LA 7.6, LA 8.8 p°ípadn¥ souvislost
s determinantem LA celá kapitola 7.

V¥ta 1.11 (Rodriguesova formule). M¥jme dva vektory n, r ∈ R3, p°i£emº n je jednotkový.
Pak pro vektor r′ ∈ R3, který dostaneme oto£ením vektoru r kolem vektoru n ∈ R3 o úhel
ϕ v kladném sm¥ru platí:

r′ = (1− cosϕ)(r · n)n+ cosϕr+ sinϕ(n× r).

Oto£ením v kladném sm¥ru p°itom myslíme, ºe p°i úhlu ϕ ∈ (0, π) tvo°í vektory (n, r, r′)
kladn¥ orientovanou bázi R3 a p°i úhlu ϕ ∈ (−π, 0) záporn¥ orientovanou.

De�nice 1.12. P°ipome¬me si z ineární algebry (LA, cvi£ení 3.5.5), ºe kvaterniony tvo°í
nekomutativní t¥leso (ozna£ované H) a mají tvar q = s + xi + yj + zk, p°i£emº i2 = j2 =
k2 = −1 a ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j. V této p°edná²ce budeme s nazývat
skalární £ást, vektor v = (a, b, c) vektorová £ást a budeme kvaterniony zapisovat ve tvaru

q = (s, (x, y, z)︸ ︷︷ ︸
v

).

Reálná £ísla jsou do kvaternion· vno°ena jako s → (s,0) a vektorový prostor R3 je do nich
vno°en jako v → (0,v).

Pro tato vno°ení a jejich inverzy nebudeme zavád¥t ºádné ozna£ení, z kontextu a z
aplikovaných operací bude jasné, kdy zacházíme nap°. s vektorem a kdy s kvaternionem
vektoru odpovídajícím. Nap°íklad ve V¥t¥ 1.17 by na pravé stran¥ bylo p°esn¥j²í psát vektor
vzniklý �odvno°ením� kvaternionu q(0, r)q̄, coº by ale zbyte£n¥ zaplevelovalo zna£ení.

Lemma 1.13 (Geometrický význam kvaternionových operací). Pro libovolné kvaterniony
q1 = (s1,v1), q2 = (s2,v2) platí

q1 + q2 = (s1 + s2,v1 + v2)

q1 · q2 = (s1s2 − v1 · v2,v1 × v2 + s1v2 + s2v1).

De�nice 1.14. Pro libovolný kvaternion q = (s,v) de�nujeme konjugovaný kvaternion q̄ =
(s,−v) a jeho normu ||q|| =

√
qq̄ =

√
q̄q =

√
s2 + v · v =

√
s2 + x2 + y2 + z2. Kvaterniony,

které mají normu rovnou 1 nazýváme jednotkové.
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Lemma 1.15. Jednotkové kvaterniony (ozna£ovanéH1) tvo°í multiplikativní grupu. Kaºdý
jednotkový kvaternion s nenulovou vektorovou £ástí lze jednozna£n¥ zapsat ve tvaru

q = (cosα,n sinα),

kde n je jednotkový vektor a α ∈ (0, π).

Lemma 1.16. Pro kaºdé t°i vektory u,v,w ∈ R3 platí

u× (v ×w) = (u ·w)v − (u · v)w.

V¥ta 1.17. Pro pevný jednotkový kvaternion q = (cosα,n sinα) je lineární zobrazení
Rq : R3 → R3 de�nované jako

Rq(r) = qrq̄

oto£ení kolem osy n úhel 2α v kladném sm¥ru.

P°íklad 1.18. Vypo£ítejte vektor, který vznikne oto£ením vektoru (1, 0, 0) kolem vektoru
(3, 4, 0) o úhel ϕ = π/3 v kladném sm¥ru.

V¥ta 1.19. Kaºdá p°ímá shodnost v R3 má alespo¬ jednu samodruºnou p°ímku a lze
ji sloºit z oto£ení kolem této p°ímky a posunutí ve sm¥ru této p°ímky (má tedy tvar
²roubového pohybu).
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