Geometrie 1

Tento soubor obsahuje znéni &islovanych polozek (pFedevsim definic a vét) jak byly
predneseny v ZS 2025/26. Soubor také obsahuje hlavni argumenty dikazii. Spolu se za-
pisky z pfednasek je tento seznam i hlavnim studijnim materidlem ke zkousce. Co tento
seznam neobsahuje jsou nejruznéjsi motivace, vysvétleni, drobné detaily dikazi, zajima-
vosti, animace, ad-hoc piiklady atd. Naopak zde budou koncem semestru pridény detailni
pozadavky na zkousku.

Predmét Geometrie 1 prirozené navazuje na Matematickou analyzu a zejména Linearni
algebru. Skripta LA z prvniho ro¢niku z roku 2023/24 jsem umistil na svoje stranky (abych
tak zafixoval ¢islovani definic a vét) a odkazuji se na né v tomto textu.



1 Shodna zobrazeni

Cilem této kapitoly je studovat shodna zobrazeni v roviné a v prostoru bez toho, ze by
se formalné definoval afinni prostor. Zaroven chceme zopakovat stfedoskolskou analytickou
geometrii a co nejpfirozené€ji na ni navazat.

Piiklad 1.1. V roviné analyticky vyjadrete osovou soumérnost podle primky
p:3x+4y —7=0.

Definice 1.2. Zobrazeni f : R" — R™ se nazyva shodné (nebo shodnost), jestlize zachovava
eukleidovské vzdélenosti, tedy pro kazdé dva body X, Y € R" plati

1FX) = FY)I = X = Y],

Lemma 1.3. SloZeni dvou shodnosti je shodnost, shodnosti jsou prosta zobrazeni a inverzni
zobrazeni ke shodnosti (tam kde je definovano) rovnéz zachovava vzdalenosti.

Dikaz. Necht f, g : R" — R" jsou shodnosti a X, Y € R™.
o Zieime ||g(F(X)) — g(f(V))I| = [LF(X) = FOY)]| = [[X = Y], tedy go f je shodnost.

e Je-li f(X)= f(Y), potom plati 0 = || f(X) — f(Y)|| = || X =Y]]|, tedy X =Y. Cili
f je prosté.

o Jestlize X, Y € Imf, pak diky prostoté f existuji jejich jednozna¢né urcené vzory
P,Q € R” takové, 7e f(P) =X, f(Q) =Y. Potom plati

171 X) = T I = 1P = Qll = lIf (P) — f(QIl = [IX = Y.

Tedy f~! zachovava vzdalenosti.

Véta 1.4. Shodna zobrazeni f : R® — R™ jsou pravé zobrazeni tvaru

kde p € R" je libovolny vektor a A je matice n x n spliujici ATA = I, (ortogonalni
matice).

Diikaz. Pipomeiite si unitarni matice, srovnej LA 8.5. Poznamenejme, Ze plati ATA =
I, (to jest A mé ortonormalni sloupce) pravé tehdy, kdyz AAT = I, (to jest A ma
ortonormélni fadky). Jestlize totiz plati ATA = I, nebo AAT =1, pak A~! = AT a tedy
plati i druh& rovnost.

RovnéZ si p¥ipomeiime, Ze pro libovolny vektor u = (uy,--- ,u,)T € R" plati

llul| = Vu-u=vulu
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Piedpokladejme nejprve, 7e f(X) = AX +pprop € R" a A € R™" ATA =1,. Pro
libovolné dva body v R™: X = (xq, -+ ,2,)7, Y = (y1,- - ,yn)T plati

17(X) = F(Y)|| = [|AX + p — (AY +p)|| = [[A(X - V)| = V(AKX - Y)T(A(X - Y))
— VX - YJTATAX - Y) = /X - Y)T(X - Y) = X - Y|

a tedy f je shodné zobrazeni.

Naopak predpokladejme, ze f je shodnost a chceme ukézat, ze je nutné tvaru f(X) =
AX + p. Definujme body O = (0,0,...,0)", E; = (0,...,0,1,0,...,0)T proi € {1,...n}
v R™. Vektory e; = E; — O tvoii ortonormalni (kanonickou) bazi R™.

Ukazeme, ze také vektory f; = f(E;) — f(O) tvoii ortonorméalni bazi R". Zobrazeni f
je shodné, tedy pro kazdé ¢ dostavame

[I:]] = [1f(Ei) = fF(O)]| = |[E: = Ol = 1
a vektory jsou tedy jednotkové. Dale pro kazdé i # j dostavame
16 = &1 = |/ (E:) — £(O) = (f(E;) = fODI| = |If (B:) — F(E))|| = ||Ei — Ejl| = V2
a protoze

dostavame f; - £; = 0 a vektory jsou po dvou kolmé. (pozn. K témuz zavéru bychom dosli
i aplikaci polariza¢ni identity z linedrni algebry, ktera fika, ze skalarni soucin lze vyjadrit
pomoci normy timto skalarnim sou¢inem indukované, LA Tvrzeni 8.32.)

Definujme nyni matici A = (fi|---|f,), vektor p = f(O) a zobrazeni g(X) = AX + p,
které je podle prvnim ¢asti ditkazu shodné a pro jeho invers plati ¢71(X) = ATX — ATp.
Navic zjevné plati g(O) = f(O) a g(E;) = f(E;) pro vSechna i. Definujme koneéné h =
g~ ' o f, které je shodné a pro které tedy plati h(O) = O a h(E;) = E;. DokdZeme, Ze
takové h uz musi byt identické zobrazeni.

Uvazujme libovolny bod Y = (y1,%2,...,9,)T € R™ a jeho obraz

R(Y) = (hi(Y), ho(Y), ..., ha(Y)T.
Pak plati
|R(Y) = R(O)|[? = B3 (Y) + h3(Y) + -+ ha(Y) =i +y5 + - + v = |[Y — O],

1Y) = hEIP = P(Y) = Bl |* = 2E(Y) + - + (hil(Y) = 1)° 4+ 4 h(Y)
=yt =) = Y B



V druhé rovnosti prvniho a tfeti druhého radku jsme vyuzili, ze h je shodnost. Ode¢teme-li
druhou rovnici od prvni, dostaneme 2h;(Y) — 1 = 2y; — 1, tedy pro kazdé i € {1,2,...,n}
mame h;(Y) = y;, tedy h je identita a tedy f(X) =g(X) = AX + p.

Poznamenejme, ze v definici shodnosti se vyuziva pouze toho, ze (R", p), kde p(X,Y) :=
|X — Y|, je metricky prostor. Tato véta ukazuje hlubokou souvislost s jeho strukturou
linearniho prostoru. [

Disledek 1.5. Shodnosti jsou bijekce a vzhledem ke skladani zobrazeni tvoti grupu, kterou
budeme oznacovat E(n). Jestlize

fX)=AX+p, ¢g(X)=BX+q

pak
f7(X)=ATX+(-A7'p), (90 f)(X)=(BA)X+ (Bp+aq)

Definice 1.6. Shodné zobrazeni f nazveme piimé jestlize det(A) = 1 a nepfimé jestlize
det(A) = —1. P¥im4 zobrazeni tvoii podgrupu, kterou ozna¢ime E, (n). Zobrazeni, pro
ktera je A jednotkovd matice a p néjaky vektor z R™ nazyvame posunuti. Mnozina vsech
posunuti tvoii podgrupu oznacovanou (pokud nehrozi nedorozuméni) rovnéz R™. Zobrazeni,
pro ktera je p nulovy vektor tvoii tzv. ortogonalni podgrupu oznacovanou Q(n) (linearni
zobrazeni zachovavajici skalarni souc¢in). Podgrupa Q(n) tvofena pfimymi zobrazenimi se
znati bud Q4 (n), nebo castéji SO(n) (specialni ortogonélni grupa).

Véta 1.7. Pro kazdou shodnost f € E(n) tvaru f(X) = AX + p, plati maticova rovnost

zapsand blokové jako
FX)N_ (AP X
1 0 1 1)

Navic zobrazeni, které kazdé shodnosti pfifazuje tuto matici (n + 1) x (n + 1), tedy

A p
(5 1)

je vnofeni grupy E(n) do grupy regularnich matic GL(n + 1).
Diikaz. Plyne trividlné z blokového maticového nasobeni.

Definice 1.8. Méjme shodné zobrazeni f(X) = AX + p. Body spliujici f(X) = X
nazyvame jeho samodruznymi body. Linearni zobrazeni f4 : R™ — R"™ dané matici A
nazyvame asociovanym homomorfismem k zobrazeni f a vlastni sméry tohoto zobrazeni
nazyvame samodruzné sméry zobrazeni f.

f{ekneme, ze mnozina M je samodruzné mnozina zobrazeni f, jestlize plati f(M) = M,
tedy zobrazeni ji zobrazeni zachovava (jako celek, ne nutné kazdy jeji bod zv1ast).

Lemma 1.9. Piimka Q-+ LO{v} je samodruznou mnozinou shodnosti f pravé tehdy, kdyz
LO{v} je jeho samodruzny smér a f(Q) — Q je nasobkem v.



Dikaz. Necht f(X) = AX + p. Vektor v je nenulovy (jinak by ¢ = Q + LO{v} nebyla
piimka). Oznatme R = Q + v.

Zobrazeni f zobrazuje primky na piimky. Pifimka ¢ je samodruzna pravé tehdy, kdyz
obrazy jejich dvou bodi Q, R na ni lezi, tedy existuji rizné ¢isla aq, ar takova, ze

f(Q =Q+aqv, f(R)=Q+arv.

Je-li tomu tak, pak je zjevné f(Q) — Q nasobkem v a dile Av = f(R) — f(Q) =
(ar — aq)v a tedy LO{v} je samodruzny smér.

Naopak, jestlize je f(Q) — Q nasobkem v, tedy f(Q) = Q + aqV lezi na pfimce g.
Protoze je navic v vlastni, je f(R) = A(Q + v) + p rovnéZz na piimce q. ]

1.1 Shodnosti v R? a v R?
Véta 1.10. Pro kazdou shodnost f € E(2) nastane pravé jedna z téchto moznosti.
e f je pifiméa shodnost a
— ma vSechny body samodruzné a vSechny sméry samodruzné s vl. ¢islem 1, pak

jde o identitu.

— ma pravé jeden samodruzny bod, pak ji nazyvame otoceni. Samodruzné sméry
pak neméa bud zadné, nebo vSechny s vl. ¢islem —1. V tomto poslednim pfipadé
jde o otoceni o m neboli o stfedovou soumérnost.

— neméa zadné samodruzné body a vSechny sméry jsou samodruzné s vl. ¢islem 1,

pak ji nazyvame posunuti .

e f je nepiim4 shodnost. Pak méa pravé dva samodruzné sméry, jeden s vlastnim ¢islem
1 a jeden s vlastim ¢islem —1 a

— bud ma pravé jednu primku samodruznych bodt, pak ji nazyvame osova sou-
meérnost

— nebo nema zadné samodruzné body, pak ji nazyvame posunuta osova soumeér-
nost.



. . Neidentické| Neidentické Osova Posunuta
Zobrazeni Identita ) )
posunuti otoceni soumeérnost | soumérnost
Samodruzné| . _ 0sa  soumeér-
vSechny - stfed otoceni . -

body nosti

vSechny
Samodruzné| . (stfedova sou- | smér osy a | smér osy a

. vSechny v8echny N ) )

sméry mérnost) nebo | kolmy na osu | kolmy na osu

zadneé (jinak)

vSechny jdouci

. . v8echny stfedem 9
Samodruzné| . N ) osa a ptimky | . .
.. v8echny ve sméru | (stfedova sou- . ) jedna primka
primky . N na ni kolmé
posunuti mérnost) nebo

zadneé (jinak)

Primé/ o v e e e
L pfimeé pFimeé piimeé nepiimeé neprimeé

neprimé

Diikaz. Podle véty 1.4 je f tvaru

f(X)=AX+p

pro néjakou A € R™*" ortogonélni a p € R™. Samodruzné body f jsou prave feseni soustavy

(1,-A]
pripady:

P ) a samodruzné sméry f odpovidaji vlastnim vektorim A. Rozlisime dva

e f je ptimé, tedy det(A) = 1. Potom je

cosa —sino
A= .
sina  cos«

pro néjaké a € [0, 27). Déle rozliSujeme dva ptipady:

a = 0, tedy A = I,, a vSechny sméry jsou samodruzné s vlastnim ¢islem 1.
Pro p = o jde o identitu — pak jsou vSechny body samodruzné. Pro p # o jde
o posunuti, a to nema zadné samodruzné body (soustava ( I,— A ‘ P ) nema
feSeni).

a # 0. Potom plati det(I, — A) = 2(1 — cosa) # 0, tedy soustava ma pravé
jedno feseni pro libovolné p a tedy f ma pravé jeden samodruzny bod S. Lze
psat

fX)=AX-S)+AS+p=A(X-S)+S,

takze jde o otoceni kolem S. Pro o = 7 je A = —1,, tedy vSechny sméry
jsou samodruzné s vlastnim ¢islem -1 a jde o stfedovou soumérnost. V opac¢ném
pripadé A nemé 7adné vlastni vektory (nad R), tedy f nemé samodruzné sméry.



e f je nepiimé, tedy det(A) = —1. Potom je
A cosa  sino
~ \ sina —cosa

pro néjaké a € [0,27). Matice A ma vlastni ¢isla 1 a —1 s pfislusnymi na sebe
kolmymi vlastnimi vektory v, = (cos §,sin §),v_; = (—sin §,cos §).

(N1

Oznatme B = (vi,v_), coz je ON baze vektorového prostoru R? a p = a; vy +asv_;
vyjadieni vektoru posunuti v této bazi. Mizeme jisté psat

J(X) = [AX + agv_1] + a1vi = fo( f1(X)),

kde f1(X) = A(X) + azv_; a fo(X) = X + ayvy. PFimym vypoctem ovéiime, ze
kazdy bod pifmky p(t) = %v_; + tv; je samodruznym bodem zobrazeni f; a jednd
se tedy o osovou soumérnost podle této ptimky. Zobrazeni f, je ovSsem posunutim ve

sméru této piimky, které pro a; = 0 degeneruje v identitu.
]

Pripomente si pojem orientace a vektorové soucinu z LA 7.6, LA 8.8 pfipadné souvislost
s determinantem LA cela kapitola 7.

Véta 1.11 (Rodriguesova formule). Méjme dva vektory n, r € R?, pii¢emZ n je jednotkovy.
Pak pro vektor r’ € R3, ktery dostaneme oto¢enim vektoru r kolem vektoru n € R? o tihel
¢ v kladném sméru plati:

r' = (1—cos¢)(r-n)n—+cos¢ér + sinp(n X r).

Otocenim v kladném sméru ptitom myslime, ze p¥i thlu ¢ € (0, 7) tvoii vektory (n,r,r’)
kladné orientovanou bazi R? a pii thlu ¢ € (—m,0) zaporné orientovanou.



Dikaz. Rozlozme r na slozku r; = (r - n)n (tj. projekci do sméru n) a slozku ro =r —r;
kolmou na n. Oznaéme v=n Xr =n X (r; + ry) = n X ry. Jelikoz n L ry, plati

VI = [ X raf| = [Inl[[|ra|| = [fraf].

Ototeni kolem vektoru n o thel ¢ ziZend na LO{ry,v} = LO{n}* je ziejmé takeé
otoCeni o thel ¢. Jelikoz (ry,v) je ,nasobkem“  kladné orientované“ ortonormélni baze
tohoto prostoru, mizeme psat

), = COS ¢ry + sin gv.

(éérka vzdy znadi obraz v uvazovaném zobrazeni.) Déle zifejmé r| = r;. Dohromady do-
stavame
e R
=T + COS ¢ry + Sin v
= (r-n)n-+cos¢(r — (r-n)n) + sin pv
= (1 —cos¢)(r-n)n + cos ¢r +sinp(n x r).

]

Definice 1.12. Pfipomenime si z inearni algebry (LA, cviceni 3.5.5), Ze kvaterniony tvoii
nekomutativni téleso (oznacované H) a maji tvar ¢ = s + xi + yj + zk, pficemz i? = j> =
k?=—-1aij=—ji=k, jk = —kj=1i, ki = —ik = j. V této piednasce budeme s nazyvat
skalarni ¢ast, vektor v = (a, b, ¢) vektorova ¢ast a budeme kvaterniony zapisovat ve tvaru

q=(s,(2,9,2)).
——

v

Realna ¢isla jsou do kvaternionii vnofena jako s — (s,0) a vektorovy prostor R? je do nich
vnofen jako v — (0, v).

Pro tato vnoreni a jejich inverzy nebudeme zavadét zadné oznaceni, z kontextu a z
aplikovanych operaci bude jasné, kdy zachazime napt. s vektorem a kdy s kvaternionem
vektoru odpovidajicim. Napiiklad ve Vété 1.17 by na pravé strané bylo pfesnéjsi psat vektor
vznikly ,odvnofenim® kvaternionu ¢(0,r)g, coz by ale zbyteéné zaplevelovalo znaceni.
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Lemma 1.13 (Geometricky vyznam kvaternionovych operaci). Pro libovolné kvaterniony
q1 = (51,V1), @2 = (52, Va) plati

G +q = (s1+52,vy+ V)
q1-q2 = (8182 —V1-Va, V1 X Vg +51Vy + 53V1).
Diikaz. Plyne piimo z rozepsani q; a qo pomoci ¢tyt slozek.

Definice 1.14. Pro libovolny kvaternion ¢ = (s, v) definujeme konjugovany kvaternion g =
(s,—v) ajehonormu ||q|| = v/q7 = v/3q = Vs> + v - v = \/s2 + 22 + y? + 22. Kvaterniony,
které maji normu rovnou 1 nazyvame jednotkové.

Lemma 1.15. Jednotkové kvaterniony (oznacované H;) tvoii multiplikativni grupu. Kazdy
jednotkovy kvaternion s nenulovou vektorovou ¢asti 1ze jednoznacné zapsat ve tvaru

q = (cosa,nsina),
kde n je jednotkovy vektor a o € (0, ).

Dikaz. Snadno ovéfime, ze pro libovolné dva kvaterniony plati g1 - g2 = @2 - g1. Multipli-
kativni invers jednotkového kvaternionu ¢ je g, protoze qqg = 1 = qq a ||g|| = ||¢|| = 1. Dale
jsou-li g1, g2 jednotkové kvaterniony, pak

lq1gal] = y/ (12)(01¢2) = Var (e @)@ = Vaa =1,

tedy q1¢o je jednotkovy kvaternion. Jednotkové kvaterniony tak tvoii neprazdnou podmno-
zinu multiplikativni grupy vSech nenulovych kvaternioni uzavienou na skladani a inverze,
¢ili podgrupu.

Je-li ¢ = (s,v) jednotkovy kvaternion a v # o, potom nutné

[s| = Vgl = [IvI* < 1.

Jedind mozna vyhovujici volba a € (0, 7) je o = arccos s. Z toho plyne

VIl = Vllgl* = s = sina,

tedy ¢ = (s,v) = (cos Ty Sin «) a oznadime n = ™ O

Lemma 1.16. Pro kazdé tii vektory u, v, w € R3 plati
ux (vxw)=(u-w)v—(u-v)w.
Dikaz. Dikaz naleznete v Dodatku na konci skript a nebude se zkouset.

Véta 1.17. Pro pevny jednotkovy kvaternion ¢ = (cosa,nsina) je linearni zobrazeni
R, : R? — R? definované jako
Ry(r) = qrq

otoceni kolem osy n thel 2o v kladném sméru.



Dikaz. Oznatme g = (s,v). S vyuzitim Lemmat 1.13 a 1.16

qrq = (57 V) (07 I')(S, —V)
=(—v-r,vxr+sr)(s,—v)
=(—(v-1t)s+(vXr)-vdsr-v,—(VXT)XV—sr XV+(v-1)v+s(vxr)+sr)
~———
0 (vr)v—(v-v)r
= (0,2(v-r)v + (s> — ||[V|]*)r + 2s(v x 1))
= (0,2sin® a(n - r)n + (cos® a — sin? a)r + 2sina cosa(n x r))

= (1 — cos2a)(n - r)n + cos(2a)r + sin 2a(n x r).

Ovsem to je podle Rodriguesovy formule vektor vznikly otocenim vektoru r kolem
vektoru n o thel 2a v kladném sméru. [

Piiklad 1.18. Vypocitejte vektor, ktery vznikne oto¢enim vektoru (1,0,0) kolem vektoru
(3,4,0) o tthel ¢ = 7/3 v kladném sméru.

Véta 1.19. Kazda piima shodnost v R® m4 alespoii jednu samodruznou pifmku a lze
ji slozit z otoCeni kolem této piimky a posunuti ve sméru této piimky (ma tedy tvar
Sroubového pohybu).

Diikaz. Kazdé f € E,(3) je tvaru f(X) = AX + p, kde A € R**3 je ortogonalni a
det A = 1. Matice A je unitarni, jeji vlastni ¢isla nad C proto lezi na jednotkové kruznici.
Zaroven je realna a stejné tak i koeficienty jejiho charakteristického polynomu, tudiz je
mnozina jejich vlastnich ¢isel symetrickd podle realné osy komplexni roviny a musi proto
mit tvar o(A) = {+1,¢" e}, ¢ € [0,n]. Znaménko prvniho vlastniho &isla musi byt

10



kladné, protoze soucin vSech vlastnich ¢isel je roven det A = 1. Ptipad ¢ = 0 vede na
trojnésobné vlastni ¢islo 1, a protoze unitarni matice jsou diagonalizovatelné, znamena to,
ze A = 1I3. Tvrzeni pak ziejmé plati, nebot muzeme uvazovat otoceni o nulovy thel kolem
osy p slozené s timto posunutim.

Pokud A # I3, je 1 jejim vlastnim ¢islem s algebraickou a z diagonalizovatelnosti i
geometrickou nasobnosti 1, existuje tedy pravé jeden vlastni smér s timto vlastnim cislem.
Necht v je jednotkovy vlastni vektor s vlastnim ¢islem 1 a (vy,vs, v3) jeho doplnéni do
ortonormélni baze R®. Ozna¢me W = LO{vs, v3} ortogonalni doplnék prostoru LO{v,} a
rozlozme

P = a1vy + asva + asvs.

Miizeme jisté psat
F(X) = [AX + asvs + azvs] + a1vy = fo(f1(X)),

kde f1(X) = AX + agvy + azvs a fo(X) = X + ayv;.

Asociovany homomorfismus f; 4 zachovava kolmost vektori, zachovava tedy i pod-
prostor W jakozto ortogonalni doplnék vlastniho sméru LO(v;). Zobrazeni f; tedy za-
chovavd mnozinu W také a je piimé. Navic homomorfismus f; 4 ziZeny na W neni ro-
ven identité. Podle Véty 1.10 o klasifikaci shodnosti v roviné existuje préavé jeden bod
S = s9vy + s3vs € W, pro ktery plati f1(S) = S. Pfimym vypoctem ovéiime, Ze i vSechny
body piimky p : S + tvy jsou samodruznymi body zobrazeni f;. Jedna se tedy o otoceni
okolo osy p a zobrazeni f, je zjevné posunutim v jejim sméru.

Poznamenejme, Ze velikost tthlu otocen{ je mozné uréit z matice A = Q diag(1, ¢, e~*¢) Q1
pomoci jeji stopy, protoze TrA =1+ 2 cos ¢. O
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