Cviceni k prednasce Geometrie 1

Verze ze dne 19. zari 2024

7 Afinni prostory
Cile cviceni:

e Procvicit pocitani se soufadnicemi afinniho prostoru,
e naucit se pracovat s afinnimi kombinacemi a barycentrickou soustavou soutradnic.
e piechdzet mezi riznymi popisy afinniho podprostoru,

e procvicit uréovani vzajemné polohy a vzdalenosti afinnich podprostorii.

Resené priklady:

o " a2 1 1 ({0 3 2 9
Uloha 7.1. Uvazujme dvé posloupnosti S = <<1) , (1> , (O)) aR= ((1> , (1> , <2>> v R=.

(a) Ovéite, Ze se jedna o soufadné soustavy afinnfho prostoru R2,

(b) spocitejte souradnice bodu b = (g) vzhledem ke kanonické souradné soustavé a vzhledem k soustavé souradnic .5,

(c) najdéte bod ¢, pro ktery [c]s = (_43>a

(d) pro bod a afinniho prostoru najdéte [a]g, jestlize [a]|r = <§),

!
e) obecnéji, pro bod a afinniho prostoru najdéte |a|g = , |, jestlize |a|g = .
becndji, pro bod a afinnih jde ; jestliz i

Reseni. (a) Staéi ovéfit, zda dvojice M = (G) , (é)) a dvojice N = (G}) , (;)) tvoif baze vektorového prostoru R,

coz zjevné plati.

(b) Pro kanonickou soufadnou soustavou K s po¢atkem v bodé <8) a s kanonickou bazi vektorového prostoru zameéreni
. - 0
neni co pocitat, tedy [b]lx = b= Nk

Déle hledame souradnice vektoru b — <?) = (g) - (?) = (f) vzhledem k bazi M, tedy feSime soustavu s matici

(1 1| 12). Standardnim postupem

1 0
(o D)~G1 L)~6 L)
snadno zjistime [b]g = [(f)]M — (_13>

(c¢) Postupujeme ptimo podle definice. Tedy ¢ = (?) +4 (1) -3 (é) = (g)

(d) Pro vypocet zmény souradnic pouZijeme tvrzeni z pfednasky, které fika, Ze

s = [(7)1s + Baifale



Potiebujme tedy urcit [Id]}; a soufadnice [(?)]s

[(2) _ (?)]M _ (_02> Najdeme-li matici prechodu
a1 = 1 - B, = () b, = })) (12)-(o)
mitzeme snadno dopoéftat [a]s = [(?)}s + 1Y [alr (f) ( ) (g) ( )

() = Qs+ main= (5) + (3 0) () = (53%):
Uloha 7.2. Mé&me afinni prostor R? nad télesem R s vektorovym prostorem R? a b = <O>.

2
(a) Spocitejte afinni kombinaci bodi 1 1 +1 0y _1(1 +1 -1
p ] 2\ 1 3\1 6\1 3\ 9 )0

(b) rozhodnéte, zda je bod b afinni kombinaci bodd <2> , <3) , <3) a pokud ano, spocitejte ji,

(e) Mame

1 2 1

(c) ovéite, Ze je posloupnost B = <<?) , <g) , (i’)) barycentrickd soustava soutradnic a urcete barycentrické sourad-

nice [b]p a [ B (je to bod z B!).

3

5]
5

(d) rozhodnéte, zda body b a ¢ = <Z> lezi v trojthelniku s vrcholy B,
3

(e) spocitejte tézisté trojuhelniku B.

Reseni. (a) Pfimocaie spo¢itdme kombinaci 3 (_11> +3 <(1)> -1 (}) +1 (_21> = (g)

(b) Ptame se, zda existuji hodnoty z a y, pro které

0 2 3 3
= (5)=0=n () (2) ()
tedy fesime vektorovou rovnici

()= () () =C) - GG - ()= () 0 o)

L 2 3 3
kombinaci b = 3 <1> +1 <2) -3 (1> ,

(c) ProtoZe obsahuje posloupnost B 3 body, zbyva ovéfit, ze kazdy bod afinniho prostoru dostaneme (jednoznaéné) jako
afinni kombinaci bodl posloupnosti B, coz je (dle tvrzeni z pfednagky) ekvivalentni tomu, Ze je posloupnost vektorii

((2)-0)0)-0)=(0)6)

linearné nezavisla. To zfejmé plati, navic jsme to ovérili uz v 7.1.

Pocitadme soustavu rovnic s matici , jejiz feSeni z = 1, y = —3 jsme spocitali v 7.1(b). Nasli jsme afinni

Barycentrické soufadnice (3,1, —3)7 bodu b jsme uréili v tloze (b) a barycentrické soutadnice (0,1,0)7 jednoho z bodii
(i’) barycentrické soutadné soustavy B urc¢ime bez pocitani.
(d) ProtoZe bod lezi v trojihelniku uréeném body barycentrické soufadné soustavy B, pravé kdyZ v8echny jeho barycen-

trické soufadnice vzhledem k B lezi v intervalu (0, 1), sta¢l ndm tyto soufadnice zjistit. Pro bod b uz je mame uréeny v
(c), tudiz vidime, ze b v trojahelniku nelezi.



Nyni podobné jako v (b) vyfesime soustavu
—2\ (1 1
-1/ \1 0

11
1 0
111)T

odkud vidime, 7€ barycentrické soutadnice bodu ¢ jsou (7, 36

W=
ool
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, Z Cehoz plyne, ze bod ¢ uvnitt trojﬁhelniku B lezi.
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Uloha 7.3. V eukleidovském prostoru R® se standardnim skaldrnim souinem uvazujme pifmky P = 4 | +LO{| 2|}
1 1
4 4
aQ=|-2]+LO{[-1]}
3 1

a) Urcete vzajemnou polohu piimek P a @,

(
(

)

b) urcete ahel pfimek pfimky P a @,

(c) najdéte pfimku raznobéznou a ziroven kolmou na obé pfimky P a @,
)

(d) spocitejte vzdalenost P a Q.

Reseni. (a) Afinni piimky P a Q zfejmé nejsou rovnob&zné, staci ndm tedy napiiklad zjistit, zda existuje feSeni rovnice

3 1
4 +z|2 —2 +yl-1],
1
3 4 1 4
coz je ekvivalentni vektorové podmince, zda =|4)—-|(-2] € LO{[{2],[—-1]}. Snadno spocitame, Ze
1 3 1 1
1 4 - 1 1 9
nehomogenni soustava | 2 —1 6 ~10 3 1 | nemad feSeni, a proto jsou P a ) mimobézky.
1 1 -2 0 -3 10
1 4
(b) Pfimky sviraji ahel ¢ dany smérem jejich zaméfenimi v, = |2 ] av, = [ —1
1 1
| vp vl 3 1

cosp = =

[vpll -l vell \/6‘@_2\/3‘

¢) Nejprve pocitame vektor kolmy na vektory v, a v, a budeme tak znat zaméfeni hledané pfimky. Snadno zjistime
P q

. o . .. (1 2
(napiiklad vyfeSenim homogenni soustavy s matici < T

¢ 2€ hledanym

1 y s . T
4 1 1) tvofenou fadkovymi vektory v, a v
1
zaméfenim je podprostor LO{ [ 1 |}. Nyni potfebujeme najit priise¢iky hledané kolmé piimky s mimobézkami P a Q,
-3
coz lze zformulovat jako feSeni rovnice

3 1
(4l +=z(2])—-(|-2|+y|-1])==2| 1 |}
1 1

Ta vede na nehomogenni soustavu
-1 4 1 -1 1 00 —2
-2 -1 1 6 |~[0 1 O -1,
-1 1 -3 -2 0 0 1 1

jejiz jediné FeSeni je v = —2, y = —1 a z = 1. VSimnéme si, %e podminka z = 1 {ikd, Ze se jednalo o mimobézky (zjevné
nejsou rovnobézné a to, Ze se protinaji je ekvivalentni podmince z = 0). Tedy prisecik hledané kolmé p¥icky s pfimkou



3 1 1 4 4 0

Pjeprave bod [4]) —2|2| = | 0 | a prisecik s pfimkou @ je pravé bod | -2 | — 1| —-1| = | —1 |. Hledanou
1 1 -1 3 1 2
1 1
kolmou pricku mizeme napsat ve tvaru [ 0 | +LO{| 1 |}.
-1 -3

(d) Uz jsme nasli priseciky P a @ s kolmou pfickou, nejkratsi vzdalenost pfimek P a @ je pfitom rovna pravé vzdélenosti
téchto dvou priseciki. Navic z vektorové rovnice tlohy (c) vidime, Ze tato vzdalenost je rovna pravé velikosti vektoru

1 1
z| 1 ].Tedy vzdalenost Pa Qje|| 1 || =1L O
-3 -3

Uloha 7.4. V afinnim prostoru Z2 nad télesem Zs s vektorovym prostorem Zi uvazujme tii podprostory

V. Ds={ac A @ - §>a<§>}

a) Najdéte soustavu soutadnic a barycentrickou soustavu souradnic afinnich prostord Dy, Do a Ds.

b

Dy = AO{ Y, D= +LO{

— N W N
W o O
=N NN
— = = =
— NN

(
(b) uréete parametrické vyjadieni podprostord Dy a D3,

)
)
(c) urcéete rovnicové vyjadieni podprostorit Dy a Do,

(d) urcéete podprostory Do a D3 jako afinni kombinace bod.

Reseni. (a) Nejprve najdeme jeden bod podprostoru a potom bézi piislugného vektorového prostoru.

2 1 2 4 2
N , o . 3 . o 0 3 2 2
Pro D; si muzeme vzit napiiklad jeho bod a = NE poté spocitat vektory v; = ol 12l = alave=|af~
1 3 1 2 4
2 0
2 = 3 . ProtoZe jsou vektory vi a vy zfejmé linedrné nezavislé, dostavdme soufadnou soustavu S; = (a, vy, va) =
1 3
2 4 0 2 1 2
3 2 4 3 0 2 » . g ,
NEEREn , proto posloupnost By = ol 1ol |2 tvori barycentrickou soustavu soufadnic afinniho
1 2 3 1 3 4
prostoru D;.
Pro prostor Dy neni tfeba nic pocitat, abychom dostali
1 1 1 1 1 1 3
1 2 1 2 1 1 2
S= el ] 2B e L T )]
1 1 1 1 1 1 3

soustavu soufadnic a barycentrickou soustavu soutadnic prostoru Ds.

S ma-

0
11 soustavu
1

0
1

O = OO

2 0
. s «v .10 , PPV y 1
Pro prostor Dj je tfeba najit jedno feseni nehomogenni soustavy a bazi feseni homogenni soustavy ol
0
2

S O N

3 00 2| 3 a dopo¢itdme B =

tici <1 00 2{ 4). Nyni mame S3 =

o O = O
O = OO
_ o O N
— O = N

1
soufadnic a barycentrickou soustavu podprostoru Ds.

Nalezené souradné soustavy vyuZijeme pro zodpovézeni tloh (b), (¢) a (d).



(b) Tim, Ze uz jsme pro dané podprostory nasli soustavu soufadnic, zbyva jen sepsat

Dy = +LO{

b

=N W N
— O O N
O O = O
O = OO

(¢) VyuZijeme parametricky popis prostoru D; a najdeme takovou matici A;, Ze mnozina vSech feSeni homogenni sou-

4 0

- 2 4 S . Y ; . .

stavy s matici A; bude rovna LO{ 3l o }, tedy potifebujeme opét vyfesit homogenni soustavu rovnic s matici
2 3

(3 : 8 g) Bézi fefenf tvorf napifklad vektory (3,0,1,0)T, (3,3,0,1)7, které setadime do ¥4dka hledané matice A;.

Nyni zbyva spotitat by = A1(2,3,2,1)T = (3

1). Zjistili jsme, ze bod x lezi v podprostoru D; pravé tehdy, kdyz je x

(350 9)=()

feSenim soustavy rovnic

Protoze mame prostoru Do dan parametricky, postupujeme stejné jako u hledani rovnicového popisu D;. Nejprve najdeme
3100
bézi feeni jediné (homogenni) linedrni rovnice s matic (1 2 2 1) atu sepiSeme do Fadki matice A, = (3 0 1 0
4 0 0 1
} 3100 } 4
Nyni dopocitame vektor pravych stran by = As - = 30 10 = 4 | Zjistili jsme, ze Dy tvori prave
1 4 0 0 1 1 0

31 0 0 4
mnozina vSech feSeni soustavy linedrnich rovnic s matici {3 0 1 0| 4
4 0 0 1} 0

(d) Tim, Ze jsme v (a) nalezli barycentrickou soustavu soufadnic, tlohu uz jsme vyfesili, sta¢i totiz vzit jeji body, tedy:

1 2 2 2 2
1 3 0 1 0
Dy = AO{B2} = AO{ 113 }, D3 =A0{Bs}=A0{ ol lol |1 }.
1 2 1 1 1
O
Dalsi zakladni priklady k pocditani:
1 0 2 2 1
Uloha 7.5. Uvazujme posloupnost bodtt B = oO1,{1),(0],]1 a bod b = | 1] v afinnim prostoru nad
0 0 1 1 1

télesem R s vektorovym prostorem R3.

(a) Ovéfte, ze je B barycentrickd soustava soufadnic afinniho prostoru a ze body B tvoii (nedegenerovany) ¢tyistén,
(b) spocitejte barycentrické soufadnice bodu b vzhledem k barycentrické soustavé soufadnic B a

(c) najdéte bod ¢ s barycentrickymi souradnicemi (%, %, i, %)T vzhledem k soustavé B,

(d) urcete barycentrické soufadnice bodu b vzhledem k soustavé B’ = 1]1,11}),(0],(0 (vyuzijte podobnost

s B),

(e) rozhodnéte, zda bod b ¢&i ¢ lezi ve Etyfsténu B.



Uloha 7.6. Uvazujme aritmeticky afinni prostor R* se zaméfenim R*. Definujme jeho podprostory

Dl :AO{ }7

)

e
RN VR«

kde a je pevné redlné ¢islo a Dy je FeSenim soustavy (s jedinou rovnici)
(2,3,4,1) -z = 10.
Ukazte, ze D5 je nadrovina a urcete hodnotu a tak, aby Dy a Dy byly rovnobézné.

Uloha 7.7. Uvazujme aritmeticky afinni prostor R* se zamétenim R%. Definujme jeho podprostory

4 ) 6
4| |-1] [-3
Dl_AO{ 6 ) 9 ’ 7 }
2 3 -1
1 1 2
—12 3 2
D= |7 | +rof| | 5|
9 0 —4

Pro oba podprostory urcete jejich dimenzi a naleznéte jejich rovnicové vyjadreni. Urcete jejich vzajemnou polohu.

Reseni doplitujicich taloh:

-1 0
1 17 1
5. (b) ,(@e=5161,(d) E (e) b nelezi a c lezi ve Ety¥sténu B.

1 12
0 7 -1
6. Nadrovina v R? je podle definice libovolny podprostor dimenze 3 coz mnoZina FeSeni splituje podle. Rovnob&Znost nastane
pouze pro a = —8.



