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Verze ze dne 19. záøí 2024

7 A�nní prostory

Cíle cvièení:

� Procvièit poèítání se souøadnicemi a�nního prostoru,

� nauèit se pracovat s a�nními kombinacemi a barycentrickou soustavou souøadnic.

� pøecházet mezi rùznými popisy a�nního podprostoru,

� procvièit urèování vzájemné polohy a vzdálenosti a�nních podprostorù.

Øe¹ené pøíklady:

Úloha 7.1. Uva¾ujme dvì posloupnosti S =

((
2
1

)
,

(
1
1

)
,

(
1
0

))
a R =

((
0
1

)
,

(
3
1

)
,

(
2
2

))
v R2.

(a) Ovìøte, ¾e se jedná o souøadné soustavy a�nního prostoru R2,

(b) spoèítejte souøadnice bodu b =

(
0
2

)
vzhledem ke kanonické souøadné soustavì a vzhledem k soustavì souøadnic S,

(c) najdìte bod c, pro který [c]S =

(
4
−3

)
,

(d) pro bod a a�nního prostoru najdìte [a]S , jestli¾e [a]R =

(
2
3

)
,

(e) obecnìji, pro bod a a�nního prostoru najdìte [a]S =

(
x′

y′

)
, jestli¾e [a]R =

(
x
y

)
.

Øe¹ení. (a) Staèí ovìøit, zda dvojice M = (

(
1
1

)
,

(
1
0

)
) a dvojice N = (

(
3
1

)
,

(
2
2

)
) tvoøí báze vektorového prostoru R2,

co¾ zjevnì platí.

(b) Pro kanonickou souøadnou soustavou K s poèátkem v bodì

(
0
0

)
a s kanonickou bází vektorového prostoru zamìøení

není co poèítat, tedy [b]K = b =

(
0
2

)
.

Dále hledáme souøadnice vektoru b −
(
2
1

)
=

(
0
2

)
−

(
2
1

)
=

(
−2
1

)
vzhledem k bázi M , tedy øe¹íme soustavu s maticí(

1 1
 −2

1 0
 1

)
. Standardním postupem

(
1 1

 −2
1 0

 1

)
∼

(
1 0

 1
1 1

 −2

)
∼

(
1 0

 1
0 1

 −3

)
.

snadno zjistíme [b]S = [

(
−2
1

)
]M =

(
1
−3

)
.

(c) Postupujeme pøímo podle de�nice. Tedy c =

(
2
1

)
+ 4

(
1
1

)
− 3

(
1
0

)
=

(
3
5

)
.

(d) Pro výpoèet zmìny souøadnic pou¾ijeme tvrzení z pøedná¹ky, které øíká, ¾e

[a]S = [

(
0
1

)
]S + [Id]NM [a]R.
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Potøebujme tedy urèit [Id]NM a souøadnice [

(
0
1

)
]S = [

(
0
1

)
−
(
2
1

)
]M =

(
0
−2

)
. Najdeme-li matici pøechodu

[Id]NM = [Id]K2

M · [Id]NK2
= ([Id]MK2

)−1 · [Id]NK2
=

(
1 1
1 0

)−1 (
3 2
1 2

)
=

(
1 2
2 0

)
,

mù¾eme snadno dopoèítat [a]S = [

(
0
1

)
]S + [Id]NM [a]R =

(
0
−2

)
+

(
1 2
2 0

)(
2
3

)
=

(
8
2

)
.

(e) Máme (
x′

y′

)
= [

(
0
1

)
]S + [Id]NM [a]R =

(
0
−2

)
+

(
1 2
2 0

)(
x
y

)
=

(
x+ 2y
−2 + 2x

)
.

Úloha 7.2. Mìjme a�nní prostor R2 nad tìlesem R s vektorovým prostorem R2 a b =

(
0
2

)
.

(a) Spoèítejte a�nní kombinaci bodù 1
2

(
1
−1

)
+ 1

3

(
0
1

)
− 1

6

(
1
1

)
+ 1

3

(
−1
2

)
,

(b) rozhodnìte, zda je bod b a�nní kombinací bodù

(
2
1

)
,

(
3
2

)
,

(
3
1

)
a pokud ano, spoèítejte ji,

(c) ovìøte, ¾e je posloupnost B =

((
2
1

)
,

(
3
2

)
,

(
3
1

))
barycentrická soustava souøadnic a urèete barycentrické souøad-

nice [b]B a [

(
3
2

)
]B (je to bod z B!).

(d) rozhodnìte, zda body b a c =

(
5
2
4
3

)
le¾í v trojúhelníku s vrcholy B,

(e) spoèítejte tì¾i¹tì trojúhelníku B.

Øe¹ení. (a) Pøímoèaøe spoèítáme kombinaci 1
2

(
1
−1

)
+ 1

3

(
0
1

)
− 1

6

(
1
1

)
+ 1

3

(
−1
2

)
=

(
0
1
3

)
.

(b) Ptáme se, zda existují hodnoty x a y, pro které

b =

(
0
2

)
= (1− x− y)

(
2
1

)
+ x

(
3
2

)
+ y

(
3
1

)
,

tedy øe¹íme vektorovou rovnici(
−2
1

)
=

(
0
2

)
−
(
2
1

)
= x(

(
3
2

)
−

(
2
1

)
) + y(

(
3
1

)
−

(
2
1

)
) = x

(
1
1

)
+ y

(
1
0

)
.

Poèítáme soustavu rovnic s maticí

(
1 1

 −2
1 0

 1

)
, její¾ øe¹ení x = 1, y = −3 jsme spoèítali v 7.1(b). Na¹li jsme a�nní

kombinaci b = 3

(
2
1

)
+ 1

(
3
2

)
− 3

(
3
1

)
,

(c) Proto¾e obsahuje posloupnost B 3 body, zbývá ovìøit, ¾e ka¾dý bod a�nního prostoru dostaneme (jednoznaènì) jako
a�nní kombinaci bodù posloupnosti B, co¾ je (dle tvrzení z pøedná¹ky) ekvivalentní tomu, ¾e je posloupnost vektorù((

3
2

)
−
(
2
1

)
,

(
3
1

)
−

(
2
1

))
=

((
1
1

)
,

(
1
0

))
lineárnì nezávislá. To zøejmì platí, navíc jsme to ovìøili u¾ v 7.1.

Barycentrické souøadnice (3, 1,−3)T bodu b jsme urèili v úloze (b) a barycentrické souøadnice (0, 1, 0)T jednoho z bodù(
3
1

)
barycentrické souøadné soustavy B urèíme bez poèítání.

(d) Proto¾e bod le¾í v trojúhelníku urèeném body barycentrické souøadné soustavy B, právì kdy¾ v¹echny jeho barycen-
trické souøadnice vzhledem k B le¾í v intervalu ⟨0, 1⟩, staèí nám tyto souøadnice zjistit. Pro bod b u¾ je máme urèeny v
(c), tudí¾ vidíme, ¾e b v trojúhelníku nele¾í.
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Nyní podobnì jako v (b) vyøe¹íme soustavu(
1 1

 5
2 − 2

1 0
 4

3 − 1

)
=

(
1 1

 1
2

1 0
 1

3

)
∼

(
1 0

 1
3

0 1
 1

6

)
,

odkud vidíme, ¾e barycentrické souøadnice bodu c jsou ( 12 ,
1
3 ,

1
6 )

T , z èeho¾ plyne, ¾e bod c uvnitø trojúhelníku B le¾í.

(e) Proto¾e nalezení tì¾i¹tì není nièím jiným ne¾ výpoètem a�nní kombinace se v¹emi koe�cienty stejnými, máme tB =

1
3

(
2
1

)
+ 1

3

(
3
2

)
+ 1

3

(
3
1

)
=

(
8
3
4
3

)
.

Úloha 7.3. V eukleidovském prostoru R3 se standardním skalárním souèinem uva¾ujme pøímky P =

3
4
1

+LO{

1
2
1

}

a Q =

 4
−2
3

+ LO{

 4
−1
1

}.

(a) Urèete vzájemnou polohu pøímek P a Q,

(b) urèete úhel pøímek pøímky P a Q,

(c) najdìte pøímku rùznobì¾nou a zároveò kolmou na obì pøímky P a Q,

(d) spoèítejte vzdálenost P a Q.

Øe¹ení. (a) A�nní pøímky P a Q zøejmì nejsou rovnobì¾né, staèí nám tedy napøíklad zjistit, zda existuje øe¹ení rovnice3
4
1

+ x

1
2
1

 =

 4
−2
3

+ y

 4
−1
1

 ,

co¾ je ekvivalentní vektorové podmínce, zda

−1
6
−2

 =

3
4
1

 −

 4
−2
3

 ∈ LO{

1
2
1

 ,

 4
−1
1

}. Snadno spoèítáme, ¾e

nehomogenní soustava

1 4
 −1

2 −1
 6

1 1
 −2

 ∼

1 1
 −2

0 3
 1

0 −3
 10

 nemá øe¹ení, a proto jsou P a Q mimobì¾ky.

(b) Pøímky svírají úhel φ daný smìrem jejich zamìøeními vp =

1
2
1

 a vq =

 4
−1
1

:

cosφ =
|vp ·vq |

∥vp ∥ · ∥vq ∥
=

3√
6 ·

√
18

=
1

2
√
3
.

(c) Nejprve poèítáme vektor kolmý na vektory vp a vq a budeme tak znát zamìøení hledané pøímky. Snadno zjistíme

(napøíklad vyøe¹ením homogenní soustavy s maticí

(
1 2 1
4 −1 1

)
tvoøenou øádkovými vektory vT

p a vT
q , ¾e hledaným

zamìøením je podprostor LO{

 1
1
−3

}. Nyní potøebujeme najít prùseèíky hledané kolmé pøímky s mimobì¾kami P a Q,

co¾ lze zformulovat jako øe¹ení rovnice

(

3
4
1

+ x

1
2
1

)− (

 4
−2
3

+ y

 4
−1
1

) = z

 1
1
−3

}.

Ta vede na nehomogenní soustavu−1 4 1
 −1

−2 −1 1
 6

−1 1 −3
 −2

 ∼

1 0 0
 −2

0 1 0
 −1

0 0 1
 1

 ,

její¾ jediné øe¹ení je x = −2, y = −1 a z = 1. V¹imnìme si, ¾e podmínka z = 1 øíká, ¾e se jednalo o mimobì¾ky (zjevnì
nejsou rovnobì¾né a to, ¾e se protínají je ekvivalentní podmínce z = 0). Tedy prùseèík hledané kolmé pøíèky s pøímkou
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P je právì bod

3
4
1

 − 2

1
2
1

 =

 1
0
−1

 a prùseèík s pøímkou Q je právì bod

 4
−2
3

 − 1

 4
−1
1

 =

 0
−1
2

. Hledanou

kolmou pøíèku mù¾eme napsat ve tvaru

 1
0
−1

+ LO{

 1
1
−3

}.

(d) U¾ jsme na¹li prùseèíky P a Q s kolmou pøíèkou, nejkrat¹í vzdálenost pøímek P a Q je pøitom rovna právì vzdálenosti
tìchto dvou prùseèíkù. Navíc z vektorové rovnice úlohy (c) vidíme, ¾e tato vzdálenost je rovna právì velikosti vektoru

z

 1
1
−3

. Tedy vzdálenost P a Q je ∥

 1
1
−3

 ∥ =
√
11.

Úloha 7.4. V a�nním prostoru Z4
5 nad tìlesem Z5 s vektorovým prostorem Z4

5 uva¾ujme tøi podprostory

D1 = AO{


2
3
2
1

 ,


1
0
0
3

 ,


2
2
2
4

}, D2 =


1
1
1
1

+ LO{


1
2
2
1

}, D3 = {a ∈ A|
(
1 0 0 2
3 0 0 2

)
· a =

(
4
3

)
}.

(a) Najdìte soustavu souøadnic a barycentrickou soustavu souøadnic a�nních prostorù D1, D2 a D3.

(b) urèete parametrické vyjádøení podprostorù D1 a D3,

(c) urèete rovnicové vyjádøení podprostorù D1 a D2,

(d) urèete podprostory D2 a D3 jako a�nní kombinace bodù.

Øe¹ení. (a) Nejprve najdeme jeden bod podprostoru a potom bázi pøíslu¹ného vektorového prostoru.

Pro D1 si mù¾eme vzít napøíklad jeho bod a =


2
3
2
1

 a poté spoèítat vektory v1 =


1
0
0
3

−


2
3
2
1

 =


4
2
3
2

 a v2 =


2
2
2
4

−


2
3
2
1

 =


0
4
0
3

. Proto¾e jsou vektory v1 a v2 zøejmì lineárnì nezávislé, dostáváme souøadnou soustavu S1 = (a,v1,v2) =



2
3
2
1

 ,


4
2
3
2

 ,


0
4
0
3


, proto posloupnost B1 =



2
3
2
1

 ,


1
0
0
3

 ,


2
2
2
4


 tvoøí barycentrickou soustavu souøadnic a�nního

prostoru D1.

Pro prostor D2 není tøeba nic poèítat, abychom dostali

S2 =



1
1
1
1

 ,


1
2
2
1


 a B2 =



1
1
1
1

 ,


1
2
2
1

+


1
1
1
1


 =



1
1
1
1

 ,


3
2
2
3




soustavu souøadnic a barycentrickou soustavu souøadnic prostoru D2.

Pro prostorD3 je tøeba najít jedno øe¹ení


2
0
0
1

 nehomogenní soustavy a bázi øe¹ení homogenní soustavy


0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

 s ma-

ticí

(
1 0 0 2

 4
3 0 0 2

 3

)
. Nyní máme S3 =



2
0
0
1

 ,


0
1
0
0

 ,


0
0
1
0


 a dopoèítáme B3 =



2
0
0
1

 ,


2
1
0
1

 ,


2
0
1
1


 soustavu

souøadnic a barycentrickou soustavu podprostoru D3.

Nalezené souøadné soustavy vyu¾ijeme pro zodpovìzení úloh (b), (c) a (d).
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(b) Tím, ¾e u¾ jsme pro dané podprostory na¹li soustavu souøadnic, zbývá jen sepsat

D1 =


2
3
2
1

+ LO{


4
2
3
2

 ,


0
4
0
3

}, D3 =


2
0
0
1

+ LO{


0
1
0
0

 ,


0
0
1
0

}.

(c) Vyu¾ijeme parametrický popis prostoru D1 a najdeme takovou matici A1, ¾e mno¾ina v¹ech øe¹ení homogenní sou-

stavy s maticí A1 bude rovna LO{


4
2
3
2

 ,


0
4
0
3

}, tedy potøebujeme opìt vyøe¹it homogenní soustavu rovnic s maticí

(
4 2 3 2
0 4 0 3

)
. Bázi øe¹ení tvoøí napøíklad vektory (3, 0, 1, 0)T , (3, 3, 0, 1)T , které seøadíme do øádkù hledané matice A1.

Nyní zbývá spoèítat b1 = A1(2, 3, 2, 1)
T =

(
3
1

)
. Zjistili jsme, ¾e bod x le¾í v podprostoru D1 právì tehdy, kdy¾ je x

øe¹ením soustavy rovnic (
3 0 1 0
3 3 0 1

)
x =

(
3
1

)
.

Proto¾e máme prostoru D2 dán parametricky, postupujeme stejnì jako u hledání rovnicového popisu D1. Nejprve najdeme

bázi øe¹ení jediné (homogenní) lineární rovnice s maticí
(
1 2 2 1

)
a tu sepí¹eme do øádkù matice A2 =

3 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1

.

Nyní dopoèítáme vektor pravých stran b2 = A2 ·


1
1
1
1

 =

3 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1

 ·


1
1
1
1

 =

4
4
0

 Zjistili jsme, ¾e D2 tvoøí právì

mno¾ina v¹ech øe¹ení soustavy lineárních rovnic s maticí

3 1 0 0
 4

3 0 1 0
 4

4 0 0 1
 0

.

(d) Tím, ¾e jsme v (a) nalezli barycentrickou soustavu souøadnic, úlohu u¾ jsme vyøe¹ili, staèí toti¾ vzít její body, tedy:

D2 = AO{B2} = AO{


1
1
1
1

 ,


2
3
3
2

}, D3 = AO{B3} = AO{


2
0
0
1

 ,


2
1
0
1

 ,


2
0
1
1

}.

Dal¹í základní pøíklady k poèítání:

Úloha 7.5. Uva¾ujme posloupnost bodù B =

1
0
0

 ,

0
1
0

 ,

2
0
1

 ,

2
1
1

 a bod b =

1
1
1

 v a�nním prostoru nad

tìlesem R s vektorovým prostorem R3.

(a) Ovìøte, ¾e je B barycentrická soustava souøadnic a�nního prostoru a ¾e body B tvoøí (nedegenerovaný) ètyøstìn,

(b) spoèítejte barycentrické souøadnice bodu b vzhledem k barycentrické soustavì souøadnic B a

(c) najdìte bod c s barycentrickými souøadnicemi ( 14 ,
1
6 ,

1
4 ,

1
3 )

T vzhledem k soustavì B,

(d) urèete barycentrické souøadnice bodu b vzhledem k soustavì B′ =

2
1
1

 ,

0
1
0

 ,

2
0
1

 ,

1
0
0

 (vyu¾ijte podobnost

s B),

(e) rozhodnìte, zda bod b èi c le¾í ve ètyøstìnu B.
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Úloha 7.6. Uva¾ujme aritmetický a�nní prostor R4 se zamìøením R4. De�nujme jeho podprostory

D1 = AO{


1
1
1
1

 ,


a
2
4
4

},

kde a je pevné reálné èíslo a D2 je øe¹ením soustavy (s jedinou rovnicí)

(2, 3, 4, 1) · x = 10.

Uka¾te, ¾e D2 je nadrovina a urèete hodnotu a tak, aby D1 a D2 byly rovnobì¾né.

Úloha 7.7. Uva¾ujme aritmetický a�nní prostor R4 se zamìøením R4. De�nujme jeho podprostory

D1 = AO{


4
−4
6
2

 ,


5
−1
9
3

 ,


6
−3
7
−1

}

D2 =


1

−12
9
9

+ LO{


1
3
−2
0

 ,


2
2
−1
−4

}.

Pro oba podprostory urèete jejich dimenzi a naleznìte jejich rovnicové vyjádøení. Urèete jejich vzájemnou polohu.

Øe¹ení doplòujících úloh:

5. (b)


−1
1
1
0

, (c) c = 1
12

17
6
7

, (d)


0
1
1
−1

, (e) b nele¾í a c le¾í ve ètyøstìnu B.

6. Nadrovina v R4 je podle de�nice libovolný podprostor dimenze 3 co¾ mno¾ina øe¹ení splòuje podle. Rovnobì¾nost nastane
pouze pro a = −8.
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