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Kapitola 1

Zaklady kombinatoriky

vvvvvv

1.1 Kombinatoricka pravidla souc¢tu a soucinu

Pravidla souc¢tu a soucinu jsou dva jednoduché, avsak nepostradatelné principy. Pti feSeni kombinatorickych
uloh je ¢asto pouzivame automaticky, aniz bychom se na né explicitné odvolavali.

Kombinatorické pravidlo soucinu. Pocet usporddanigjch k-tic, jejichz i-ty ¢len lze vybrat n; zpiusoby, je
roven Soucinu ni - ng - Ny.

Nésledujici dvé ulohy ilustruji pouziti tohoto pravidla.

Uloha 1.1.1. Kolik ctyteifernych piirozenych éisel lze sestavit z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, jestlize a) cifry se
mohou opakovat, b) cifry se nesmi opakovat?

Reseni. Abychom dostali étyfciferné ¢islo, nesmi byt na prvni pozici nula.

Pokud se cifry mohou opakovat, pak sestavujeme usporddanou ¢tvefici cifer, pricemz pro vybér cifry
na prvni pozici mame 5 moznosti (1, 2, 3, 4, 5) a na dalsich pozicich 6 moznost{ (0, 1, 2, 3, 4, 5).
7Z kombinatorického pravidla sou¢inu plyne, Ze mame celkem

5:6-6-6=1080 moznosti.
Pokud se cifry nesmi opakovat, pak sestavujeme usporddanou ¢tverici cifer, pficemz pro vybér cifry na
prvn{ pozici mdme 5 moznost{ (nesmi byt nula), na druhé pozici 5 moznosti (nesmi byt stejnd cifra jako na
prvn{ pozici), na tfet{ pozici 4 moznosti (nesmi byt stejnd cifra jako na prvnich dvou pozicich) a na ctvrté
pozici 3 moznosti (nesmi byt stejnd cifra jako na prvnich tfech pozicich). Z kombinatorického pravidla

sou¢inu plyne, ze mame celkem

5-5-4-3 = 300 moznosti. O
Uloha 1.1.2. Kolik kladnych déliteli mé ¢islo 28807

Resend. Najdeme prvoéiselny rozklad zadaného éfsla:
2880 =10-288 =22.5-144=22.5.122=22.5.2%.32 =20 .32 . 5,
Vsichni kladni délitelé ¢isla 2880 tedy maji tvar
20.37.5% kdeie{0,1,...,6}, j € {0,1,2}, k€ {0,1}.

Kazdy délitel je jednoznacné urcen trojici i, j, k. Pocet zpusobu, jak ji zvolit, je podle kombinatorického
pravidla soucinu roven 7 -3 -2 = 42. O
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Je ziejmé, Ze podobnym zpusobem jako v predchozi iloze lze vypocitat pocet kladnych délitelu libovolného
¢isla n € N, pokud ovsem dokdzeme najit jeho prvociselny rozklad (coz muze byt u velkych ¢isel obtizné).
Obrafme nyni pozornost k pravidlu souc¢tu. Je-li X koneénd mnozina, pak symbolem |X| znacime jeji
velikost (pocet prvku).

Kombinatorické pravidlo souctu. Jsou-li Ay, ..., A, koneéné mnoZiny a kazdé dvé jsou disjunktni, pak
plati |[A1 U - UA,| = A1+ + |Asl

V mnoha kombinatorickych tilohdch méme za tikol zjistit pocet prvku jisté mnoziny (napf. pocet jistych
konfiguraci). Pokud tlohu neumime vyfesit pifmo, muzeme si pomoci rozdélenim zadané mnoziny na
podmnoziny, jejichz velikosti uz dokazeme zjistit. Takovou situaci ilustruje nasledujici varianta tlohy 1.1.1.

Uloha 1.1.3. Kolik sudych ¢tyfcifernych prirozenych cisel lze sestavit z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, jestlize se
cifry nesmi opakovat?

Reseni. Abychom dostali ¢tyiciferné ¢islo, nesmi byt na prvni pozici nula. Abychom dostali sudé éislo,
mus{ byt na étvrté pozici nula, dvojka, nebo étyika. Vysetiime kazdy z téchto pifkladi zvlast.
Necht A; je mnozina vsech pifpustnych ¢tyfcifernych éfsel, které konéi nulou. Pak z kombinatorického
pravidla souc¢inu plyne

|A1] =5-4-3=60.

Necht Ag, resp. As, je mnozina viech piipustnych étyicifernych éisel, které konéi dvojkou, resp. étyikou.
Pak z kombinatorického pravidla sou¢inu plyne

|Ag| = |A5| =4-4-3 = 48.

Mnozina v8ech piipustnych étyfcifernych ¢isel je sjednocenim A; U Ay U Az a podle kombinatorického
pravidla souctu dostavame
|A; U As U As| = |A1] + |Az| + |As| = 156. O

Poznamka 1.1.4. Pravidla sou¢tu a soucinu jsou v kombinatorice vétSinou povazovana za axiomy; jde
o intuitivné zfejméa tvrzeni, kterd se nedokazuji. Je vSak mozny i alternativni pfistup, kdy budujeme
matematiku na zdkladé teorie mnozin a z ni pak odvodime obé kombinatorickd pravidla.

Chceme-li napi. z teorie mnozin dokazat pravidlo souc¢tu pro dvé neprazdné disjunktni mnoziny Ay, As,

pak postupujeme ndsledovné: Predpokladdme, ze existuje bijekce mezi A; a mnozinou {1,...,n1}, kde
ny € N, a ddle bijekce mezi As a mnozinou {1,...,ns}, kde ny € N. Poté ukdzeme, ze existuje bijekce mezi
A1 U A a mnozinou {1,...,n1 + ne}. V piipadé vice mnozin postupujeme podobné.

Formulace kombinatorického pravidla sou¢inu v feéi teorie mnozin je obtizngjsi. Nékdy byva zapisovano
ve tvaru |Ay X -+ X Ag| = |A1| - |Ag|, kde A1, .., A jsou konetné mnoziny, z jejichz prvka sestavujeme
uspotfadané k-tice. Pravidlo soucinu je vSak ve skutecnosti obecnéjsi, protoze napf. mnozina, ze které
vybirdme prvky na druhé pozici k-tice, neni dopfedu fixovana, ale zavisi na vybéru prvku na prvni pozici
k-tice (viz napt. tlohu 1.1.1b). Dostatecné obecnou verzi pravidla sou¢inu zapsaného v jazyce teorie mnozin
1ze najit napf. v knize [13] (viz Theorem 2.3.6).

1.2 Variace, permutace a kombinace

Variace, permutace a kombinace jsou k-tice sestavené z prvki dané n-prvkové mnoziny
A={ay,...,an}.

Rozlisujeme mezi tzv. usporadanymi k-ticemi, ve kterych zdlezi na potradi vybranych prvku, a neuspota-
danymi k-ticemi, kde na poradi nezalezi. Déle je potfeba specifikovat, zda se prvky ve vybéru nesmi, ¢i
mohou opakovat. Za¢neme prvnim piipadem.
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Véta 1.2.1 (variace bez opakovéani). Podet usporddangch k-tic sestavengch z prvki mnoZiny A tak, Ze se
kazdy prvek ve vgbéru vyskytne nejvyse jednou, je roven n(n —1)---(n —k +1).

Diikaz. Tvrzeni plyne z kombinatorického pravidla soucinu: Pii sestavovéni k-tice mame pro prvni ¢len
n moznosti, pro druhy ¢len n — 1 moznosti, ..., pro k-ty ¢len n — k + 1 moznosti. O

Véta 1.2.2 (permutace bez opakovani). Podcet usporddangch n-tic sestavengch z proki mnoZiny A tak, Ze
se kazdy prvek ve vybéru vyskytne prdvé jednou, je roven n! =mn-(n—1)---1.

Dukaz. Tvrzeni je specidlnim ptipadem predchozi véty pro k = n. O

Véta 1.2.3 (kombinace bez opakovani). Pocet neusporddangch k-tic sestavenych z proki mnoZiny A tak,
Ze se kazdy prvek ve vybéru vyskytne nejvyse jednou, je roven

(Z) _n(n—1)~-l-€!(n—k‘+1)

Diikaz. Pro pocty usporadanych a neusporadanych k-tic sestavenych z prvki mnoziny A plati
pocet usporadanych k-tic = (pocet neusporddanych k-tic) - (pocet zpusobu, jak uspofddat jednu k-tici).

Pocet usporddanych k-tic je n(n — 1)---(n — k + 1) (jde o variace bez opakovdni) a pocet zpusobu,
jak usporddat jednu k-tici, je k! (jde o permutace). Dosazenim do predchozi rovnosti vidime, Ze pocet
neusporadanych k-tic je n(n —1)---(n — k +1)/kl. O

U variaci a kombinaci bez opakovani se bézné piedpoklad4, Ze k < n, nebot pro k > n nelze vybrat k-tici
prvki z n-prvkové mnoziny bez opakovani. I v tomto piipadé vsak plati tvrzeni vét 1.2.1 a 1.2.3, nebot
v tomto piipadé je souc¢in n(n —1)---(n — k + 1) roven nule.

Pokud se omezime na k < n, pak hodnotu kombinaéniho ¢isla lze pocitat téz ze vztahu

(1) = mmr

nebot z definice faktoridlu plyne n!/(n —k)! =n(n—1)---(n — k+1). Pfipomeiime, Ze definujeme 0! = 1,
tudiz predchozi vztah dava spravny pocet kombinaci i v pripadé k = n.

Neuspoirddané k-tice sestavené z prvku mnoziny A bez opakovani nejsou nic jiného nez k-prvkové podmno-
ziny mnoziny A. Ukazali jsme tedy, ze pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny je (Z)

Dalsim vlastnostem kombina¢nich ¢isel se budeme vénovat v kapitole 12. Nyni se zaméfime na k-tice
s opakovanim.

Véta 1.2.4 (variace s opakovanim). Pocet usporddangjch k-tic sestavensjch z prvki mmoZiny A je roven n*.

Diikaz. Tvrzeni plyne z kombinatorického pravidla sou¢inu, nebot pii sestavovani k-tice méme pro kazdy
¢len n moznosti. O

Véta 1.2.5 (permutace s opakovanim). Nechf jsou ddna ¢isla ki, ..., k, € Ng takovd, Ze ki +---+ky, = k.
Pak pocet usporadanych k-tic sestavenych z proku mnoziny A tak, Ze prvek a; se v k-tici vyskytne k;-krat,
je roven
k!
—_— 1.2.1
kil-- k! ( )

Pro zajimavost ukdzeme dva mozné dukazy.
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Dukaz 1. Ptame se, kolika zpusoby lze sestavit uspoirddanou k-tici z k symbola

Alyee ey Q132 ey A2y e ey Oy e ey oy (1.2.2)
—— N—— ———
k1-krat ko-krat kyn-krat

Jelikoz se nejednd o navzdjem ruzné prvky, nemuzeme zatim pouzit vzorec pro permutace bez opakovani.
Zkusme tedy stejné prvky rozlisit doplnénim hornich indexu:

1 k 1 k 1 kn
TN A 7 P Y SN ¢ s (1.2.3)

Jaky je vztah mezi uspofddanymi k-ticemi sestavenymi z prvka (1.2.2) a uspofddanymi k-ticemi sesta-
venymi z prvku (1.2.3)7 Plat{

pocet k-tic s indexy = (pocet k-tic bez indexu) - (pocet zpusobu, jak k libovolné k-tici doplnit indexy).

Pocet k-tic s indexy je k! (permutace bez opakovani) a pocet zpusobu, jak k libovolné k-tici bez indexu
doplnit indexy, je ki!---k,! (k prvkim a; lze doplnit indexy ki! zpusoby, k prvkim as je lze doplnit ko!
zpusoby, atd.). Dosazenim do pfedchozi rovnosti vidime, ze pocet k-tic bez indext je roven ¢éislu (1.2.1). O

Dikaz 2. Piedstavme si, ze mame k prézdnych pozic, které chceme zaplnit symboly (1.2.2). Pocet zpusobu,
jak vybrat kq pozic pro prvky aq, je roven ( kkl) Pocet zpusobi, jak nasledné vybrat ko pozic pro prvky as,
je roven (k ;2}“) Pokracujeme-li stejnym zpusobem déle, dojdeme k tomu, Ze pocet zpusobu, jak zaplnit

v8echny volné pozice, je

)L () = () ) ) () -
keoo(k—ki4+1) (k—ky)-(k—ki—ka+1) (k—ky — ko) (k—hky — ko —ks+1)  kp---1

oy oo k3! k)l

coz je jen jiny zépis ¢isla (1.2.1). O

Véta 1.2.6 (kombinace s opakovdnim). Pocet neusporddanygch k-tic sestavengch z pruki mnoZiny A je
roven, ("+£_1).

Dukaz. Neusporadand k-tice sestavend z prvku A je jednoznacné urcena tim, kolik obsahuje prvka aq,
prvkil as, atd. Necht jsou tyto pocty dany &isly ki,...,k, € No, kde k; + --- + k,, = k. Znazornime tyto
pocty pomoci kolecek a oddélovacu: Zac¢neme s ky kolecky, nasleduje oddélovaé, poté ko kolecek, oddélovag,
atd.; na konci bude k,, kolecek. Je-li napi. n = 4 a k = 6, pak Sestici a1, a1, a1, as, aq, a4 bychom znazornili
schématem ooo|o||oo. Obecné pijde o schéma sestavené z k kolecek a n — 1 oddélovactu. Kazdd permutace
téchto symbola jednoznacné urcuje jistou k-tici sestavenou z prvku mnoziny A. Pocet téchto permutaci je

roven (""’]lj_l)7 nebot staéi vybrat k pozic z n + k — 1, na které umistime kolecka.' O

1.3 Cviceni

Cviceni 1.3.1. V jisté loterii je kazdy tyden tazeno 6 ruznych ¢isel ze 49. Jakd je pravdépodobnost, ze
ve dvou po sobé jdoucich tydnech budou taZena rizna ¢isla?

Cviceni 1.3.2. V cukrarné prodavaji 10 druhu zakusku. Kolika zpusoby lze zakoupit 30 zdkusku, jestlize
od kazdého druhu chceme aspon 2 zakusky?

Cviceni 1.3.3. V jedné tadé je 9 volnych mist. Kolika zpusoby na né muZzeme rozesadit 6 studentu
a 3 profesory tak, aby kazdy profesor sedél mezi dvéma studenty? (Studenti musej{ sedét hned vedle
profesora.)

IKe stejnému vysledku lze dojit i pouzitim vzorce pro permutace s opakovanim, podle néjz je hledany pocet roven %,

coz je jen jiny zapis kombinac¢niho cisla ("le*l),
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Cviceni 1.3.4. Prirozené ¢islo d nazveme vzestupné, pokud jeho ciferny zapis ma tvar d,,d,,—1 . ..ddy,
kde d,, < dpoq1 < -+ <dy < dj. (Napt. ¢islo 11334 je vzestupné.) Kolik existuje vzestupnych prirozenych
¢fsel mensich nez 101007

Cviceni 1.3.5 (narozeninovy paradox). Jaka je pravdépodobnost, ze mezi n ndhodné vybranymi oso-
bami budou alesponn dva lidé, ktefi maji narozeniny ve stejny den? Jak velké musi byt n, aby tato
pravdépodobnost presdhla 1/27 Predpokladejte, ze vSechna data narozeni jsou stejné pravdépodobna.
K zodpovézeni druhé otdazky pouzijte pocitac.
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Kapitola 2

Princip inkluze a exkluze

Jednim ze zékladnich vysledku kombinatoriky je princip inkluze a exkluze. Vyjadiuje velikost sjednoceni
kone¢nych mnozin, které nemuseji byt disjunktn{ (jde tedy o zobecnéni kombinatorického pravidla souctu).

Pro sjednoceni dvou koneénych mnozin plati
|A; U Ay| = |Ar| + |A2] — |41 N Asl.

Posledni ¢len na pravé strané zohlediiuje skutecénost, ze spoletné prvky mnozin A;, As jsme v souctu
|A1| + |A2| zapocitali dvakrat.

Pro sjednoceni ti{ koneé¢nych mnozin plati
‘Al U Ay UA3‘ = ‘All + |A2| + ‘A3| — |A1 ﬁA2| — ‘Al ﬂAgl — |A2 ﬂA3| + ‘Al NAsN A3‘

Ctvrty, paty a Sesty clen na pravé strané opét zohlediiuji prvky lezici v priniku dvou mnozin, které jsme
v souctu |Ay|+|Aa|+|As| zapocitali dvakrat. Prvky lezicf v pruniku vSech t¥{ mnozin jsme na pravé strané
nejprve tiikrat zapocitali a poté tiikrat odecetli, na zaveér tedy musime jejich pocet opét pricist.

Neni tézké uhodnout, ze pro sjednoceni n koneénych mnozin bude platit
n

Ay U= UA =D Al = > JAinAjl+ > JANANA] =+ (=1)" A NN Ay,
i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

neboli zkracené

= zn:(—l)’“’l Do AN Al (2.0.1)

k=1 1<iy<-<ip<n

U
i=1

Nasim cilem je dokazat tuto obecnou verzi principu inkluze a exkluze.

2.1 Dvé varianty principu inkluze a exkluze

vevs

dikaz zalozeny na pouziti charakteristickych funkei. Necht je pevné zvolena koneénd mnozina A. Charak-
teristickd funkee jejf libovolné podmnoziny M je funkce xas : A — {0, 1} definovand piedpisem

(a) 1 pokud a € M,
a) =
X 0 pokud a ¢ M.

Z této definice ihned plynou nésledujici tfi vlastnosti charakteristickych funkei, kde symbolem M znaéime
mnozinovy doplnék, tj. M = A\ M (dukazy pfenechdvame ¢tendii):

13
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(i) Pokud M C A, pak plati x37(a) =1 — xa(a) pro kazdé a € A.
(ii) Pokud M, N C A, pak plati xpnn(a) = xa(a) - xn(a) pro kazdé a € A.
(iii) Pokud M C A, pak |[M| =3 ., xm(a).

Nyni jiz muzeme piistoupit k dukazu principu inkluze a exkluze. Kromé vzorce (2.0.1) dokdzeme jesté
ekvivalentni podobu, kterd je velmi uzitecnd pfi feSeni kombinatorickych tloh.

Véta 2.1.1 (princip inkluze a exkluze). Pokud A je koneénd mnoZina a As,..., A, C A, pak plati

i=1 k=1 1<iy<-<ip<n
n n

ﬂAi = |A‘ _Z(_l)k_l Z ‘Ah mmAlk| (212)
i=1 k=1 1<iy<--<ip<n

n

_ﬁ;A\(UAZ),

<

i=1 i=1
a proto

n n

(4| =141 — | 4.

i=1 i=1

2.1.2) jsou ekvivalentni — dokdzeme-li jeden z nich, ziskdme
pomoci vyse uvedenych pravidel pro pocitani s charakteris-

Tato rovnost ukazuje, ze vzorce (2.1.1) a
okamzité i druhy. Dokédzeme vzorec (2.1.2
tickymi funkcemi:

~—

~ | i) (ii) )
A = xannm(@ = D xa(@) - xa(a) = > (1= xa,(a) - (1= xa,(a)) =
=1 acA ac€A a€A
=3 14> 3 Y (—xa, @) (—xa,, () =
acA €A k=11<i <--<ip<n
n n
(ii) (iif) _
DAY Y T @ DY Y ()R 0,
k=11<i1<---<ix<na€A k=11<i1<--<ip<n

O

2.2 Priklady

Uloha 2.2.1. Kolik existuje pfirozenych ¢isel mensich nez 100, kterd jsou ndsobky tii nebo ¢tyi?

Reseni. Necht A = {1,...,99} je mnozina pfirozenych &fsel mensich nez 100, A; = {3,...,99} jeji
podmnozina obsahujici vsechny nésobky tif a Ay = {4,...,96} podmnozina obsahujic{ vSechny nédsobky
¢tyt. Cheeme vypocitat |A; U As|. Pouzijeme princip inkluze a exkluze:

|A1 U Ag| = |Ay] + |As| — |A1 N As).

Plati |A1] = [99/3] = 33, |As| = [99/4] = 24. Mnozina A; N Az obsahuje vSechny nédsobky dvandcti
mensi nez 100, tedy |A; N Az| = [99/12] = 8. Dosazenim velikosti vSech t¥{ mnozin do pfedchoziho vztahu
dostdvame |A; U Ag| = 33 + 24 — 8 = 49. O

Uloha 2.2.2. Kolika zpiisoby lze sestavit fadu ze tif Fint, tif Nort a tif Svédi tak, aby vedle sebe nestély
tii osoby téze narodnosti?
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Reseni. Necht A je mnoZina viech sefazenf zminénych deviti osob. UvaZzujme jejf ndsledujici podmnoziny:

e A; je mnozina v8ech sefazeni, kde tfi Finové stoji vedle sebe,
e A, je mnozina v8ech sefazeni, kde tii Norové stoji vedle sebe,

e A3 je mnozina v8ech sefazeni, kde tii Svédové stoji vedle sebe.

Volba A;, Ay, A3 muZe byt na prvni pohled piekvapivd, nebot nas zajimaji rozmisténi, kde vedle sebe
nestoji tii osoby téze narodnosti. Hleddme tedy sefazeni, ktera nepatii do Ay, Ao ani As, neboli patii do
pruniku jejich doplikii. Vyhoda nasi volby spociva v tom, ze velikost pruniku doplikt umime vyjadrit
pomoci vztahu (2.1.2). Pro n = 3 dostdvdme

|A; N Ay N As| = |A| — |A1| — |Ag| — |Az| + |A1 N A + |A1 N As| + [Aa N Az| — |A; N A N A3l

Je ziejmé, 7e |A| = 9!, nebot jde o permutace 9 osob. Dalsf{ ¢leny na pravé strané uddvaji pocty permutaci,
kde jedna, dvé, nebo tfi trojice osob stejné narodnosti stoji vedle sebe. Takové permutace lze ziskat tak, ze
pozadovanou trojici osob ,slepime do jedné osoby“, poté permutujeme nové vytvorenou mnozinu osob, na
zaver trojici opét ,rozlepime* a sefadime piislusné 3 osoby, coz lze provést 3! zpusoby. Timto zptisobem
ziskavame

|A1] = A2 = A3 =T71-3l) JA1 N Azl =|A1NAs| = AN As| = 5132, |A; N Ay N As| = (304
Po dosazen{ do predchoztho vzorce vypocteme |A; N Ay N Az| = 283 824. O]

Poznamka 2.2.3. Predchozi tloha predstavuje typické pouziti druhé varianty principu inkluze a exkluze.
Mame-li vypocitat pocet konfiguraci spliujicich jistych n podminek, muzeme za A; vzit mnozinu konfigu-
raci porusujicich i-tou podminku a néasledné poéitat [A; N --- N A,|. S timto obecnym postupem se jesté
nekolikrat setkdme.

2.3 Permutace bez pevnych bodu a souvisejici ulohy

Uloha 2.3.1. Kolika zpusoby lze z n manzelskych partu vytvorit taneéni dvojice tak, aby zadni manzelé
netancili spolu?

Resend. Hledany pocet zavisi na volbé n € N; oznaéme jej D,,. Zfejmé plati D; = 0, Dy = 1 (vyména
manzelek). V obecném pripadé lze kazdé rozdéleni do taneénich para zndzornit tabulkou. Ocislujeme muze
a zeny Cisly {1,...,n} tak, Ze osoby se stejnym ¢islem jsou manzelé. Kazdy sloupec tabulky pak odpovida
jednomu paru. Pro n = 3 dostdvame ndsledujici dvé moznosti (tj. D3 = 2):

|23
2

Bez 4jmy na obecnosti lze sloupce tabulky vzdy usporadat tak, aby v prvnim fadku byla posloupnost
1,...,n (v tomto pofad{). Druhy fddek pak predstavuje jistou permutaci ¢isel 1, ..., n, pficemz v jednom
sloupci nesmi byt dvé stejna ¢isla. Celou tlohu tedy muzeme pieformulovat néasledujicim zpusobem:

muz

1]2]3 muz
1

11]2
Zena‘2‘3‘ Zena‘?)l

Zajimaji nés jisté permutace mnoziny {1,...,n}, neboli bijekce f: {1,...,n} — {1,...,n}. Rekneme, 7e
i€ {1,...,n} je pevnym bodem permutace, pokud f(i) = i. Cislo D,, odpovidd poctu viech permutaci
mnoziny {1,...,n} bez pevnych bodu. Nasim cilem je vypoéitat hodnotu D,, pomoci principu inkluze
a exkluze. Mnozina A bude tvofena vSemi permutacemi mnoziny {1, ...,n}. Podle ndvodu z pozndmky 2.2.3
pro kazdé i € {1,...,n} vezmeme za A; mnozinu viech permutaci, pro néz je ¢ peviym bodem. Pak

dostavame
n
4
i=1

n

=AY DR Y AN N Ay

k=1 1<i1 < <ip<n

D, =
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a potiebujeme zjistit velikosti mnozin na pravé strané. Plati |A| =n! a |4, N---N A;, | = (n — k)!, nebot
A;, N---N A;, obsahuje permutace s pevnymi body i1,...,%; a zbyvajicich n — k ¢isel 1ze permutovat
libovolnym zpusobem. Dosazenim ziskdme

n

Dy=nl=) (=)' > (n—k)

k=1 1<) < <ip<n

Dale vyuzijeme skute¢nosti, ze vnitini suma je tvorena (2) s¢itanci (to je pocet zpusobu, jak zvolit indexy

1 <id; < -+ < <n), jejichz hodnoty nezavisi na volbé 41, ..., i;. Tim dostaneme
< 1M kn' kn'
=nl— § — — kY =nl+ E E
D, =n! > 1( 1) (k>(n k) =n! 2 2 . O

Shriime jesté jednou vysledek ziskany v pfedchozi tloze: Pocet permutaci n-prvkové mnoziny bez pevnych

bodu je roven
-y 5

k=0

(2.3.1)

Nésledujici tabulka ukazuje ¢isla D,, pro nizké hodnoty n

2|3
2

n |1 4|56 | 7 | 8 | 9
Dn [0]1]2]9]44]265][ 1854 | 14833 | 133496

n—1
(=D)F (=" ,
Dn:nlz o +n! - =nD,_1+(-1)", n>2

Pokud bychom chtéli pokracovat v sestavovani tabulky, muze byt tento rekurentni vzorec vyhodnéjsi nez
piimé dosazovéni do (2.3.1).

Nasledujici uloha je zndma pod ndzvem ,iloha o satnafce“ (hat-check problem).

Uloha 2.3.2. Uvazujme n panu, ktefi si jdou do Satny vyzvednout klobouky. Jestlize Satnaika vydava
klobouky nahodné, jakd je pravdépodobnost, ze zadny pan nedostane svij klobouk?

Resend. Oc¢islujme pany i klobouky &isly 1,...,n tak, ze pan i je vlastnikem i-tého klobouku. Proces,
kdy satnaika piidéluje pdnum kloubouky, odpovidd permutaci f : {1,...,n} — {1,...,n}; pén ¢ do-
stane kloubouk f(7). Pocet vSech takovych permutaci je n!. Z hlediska tlohy jsou pfiznivé piipady, kdy
nikdo nedostane svuj kloubouk, coz nastavd, pravé kdyz f je permutace bez pevnych bodu. Hledana
pravdépodobnost je tedy

P, = &:i (D"

n! k!
k=0

Nésledujici tabulka ukazuje numerické hodnoty P, pro mald n s presnosti na dvé desetinna mista.

I kdybychom pokracovali dédle, hodnoty ve druhém Fadku se jiz nebudou ménit. Plati totiz

o p S 1
i =2
=0

a tato fada (kterd je specidlnim piipadem rozvoje e* = > p- 2" /k!) velmi rychle konverguje k hodnoté
71 .
o=l = 0,37. 0
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Poznamka 2.3.3. Kofeny ulohy o permutacich bez pevnych bodu sahaji k francouzskému matematikovi
Pierru Rémondu de Montmortovi, ktery se roku 1708 zabyval nédsledujici tilohou: Mdme 13 karet ruznijch
hodnot: eso (1), devét ¢iselnych hodnot (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10), kluk (11), krdlovna (12), krdl (13).
Pokud tyto karty zamichdme, jakd je pravdépodobnost, Ze na nékteré pozicii € {1,...,13} se ocitne karta
s hodnotou i ?

Hledand pravdépodobnost je samoziejmeé
13

. Dz (=D
L-Pu=1-Sg =2

a ke stejnému vysledku dosel i Montmort. Déle uvedl, ze pro n karet je pravdépodobnost rovna

—1)k
kzl(k!>

n

a v limité pro n — oo se blizi k 1 —e~! = 0,63. Nenf zcela jasné, jak Montmort k témto vysledkim dosel.

Korektni odvozeni popsal Mikul4s I. Bernoulli v roce 1711.

2.4 Cviceni

Cviceni 2.4.1. Balicek karet obsahuje 52 karet s hodnotami 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, J, Q, K, A, pficemz
kazda hodnota se vyskytuje ve ¢tyfech ruznych barvach. Jestlize ndhodné vybereme Sest karet, jakd je
pravdépodobnost, ze od kazdé barvy budeme mit aspon jednu kartu?

Cviceni 2.4.2. Uvazujme cesty po hranich ¢tvercové sité o rozmeérech 10 x 5 z levého dolniho rohu O do
pravého horniho rohu P. Kazda pfipustna cesta se sklada pouze z kroku vedoucich vpravo nebo nahoru.
Kolik existuje ptipustnych cest, jejichz soucasti nejsou usecky AB, CD, EF, GH zndzornéné na obr. 2.17

P

0

Obrazek 2.1: Ctvercovi sit ze cvicen{ 2.4.2

Cviceni 2.4.3. Kolika zpusoby lze rozestavit n manzelskych para do jedné fady tak, aby nikdo nestél
vedle svého partnera?

Cviceni 2.4.4. Jisty vyrobce prodava kolekce fotografii fotbalistii. Celkem existuje N ruznych fotografii,
kazda kolekce obsahuje n < N ndhodné vybranych ruznych fotografii. Zakoupime-li celkem k& > N/n
kolekei, jaka je pravdépodobnost, Ze nasbirame vSech N ruznych fotografii?
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Kapitola 3

Vézové polynomy a permutace
s omezujicimi podminkami

V prvni é4sti této kapitoly se budeme vénovat tilohdm o rozmistovéni sachovych figur. Nejednd se pouze
o ulohy rekreacni matematiky — v dalsi ¢asti ukazeme, ze toto téma ve skutec¢nosti tizce souvisi se studiem
permutaci.

3.1 Veézové polynomy

Definice 3.1.1. Necht je dan étverec o rozmérech n x n rozdéleny na n? jednotkovych poliéek. Libovolnd
mnozina téchto policek se nazyva sit.

Sité budeme popisovat pomocf obrazki, viz napf. obr. 3.1, ktery znazoriuje sif tvofenou gesti policky (jsou
vyznadena Srafovdnim) ve &tverci 4 x 4. Pokud bychom chtéli byt formalnéjsf, mohli bychom sit popsat
soufadnicemi pifslusnych policek, napf. sit z obr. 3.1 bychom vyjadiili jako

S={[1,2],[1,3],12,1],[2,4],[3, 2], [4, 3]}

4

T
i,
.

Obrazek 3.1: Priklad sité ve ¢tverci 4 x 4

=S \V]

Definice 3.1.2. Je-li déna sit S, pak pro kazdé k € N definujeme éislo vg(S) jako pocet zptusobu, jak
rozmistit k neohrozujicich se véz{' na policka sité S (dvé véze se ohrozuji, pokud jsou ve stejném Fadku
nebo sloupci). Déle definujeme vg(S) = 1. Polynom

= Z vp(S)z"

k>0

se nazyva vézovym polynomem sité S.

1Uvazujeme pouze véze jedné barvy, tj. véze, které jsou navzajem nerozlisitelné.

19
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Pro kazdou sit S plati, ze vx(S) = 0 pro vSechna dostateéné velkd k € N (Ize si napi. uvédomit, ze na
74adnou sit nelze umistit vice vézi, nez kolik m4 policek). VéZovy polynom zavedeny v pfedchozi definici je
tedy skuteéné polynomem, nebot nekoneény souéet mé jen koneéné mnoho nenulovych séitanci.

Zatimco &fsla vg(S) maji jasnou kombinatorickou interpretaci, pojem vézového polynomu se muze zdat
ponékud umély. Pozdéji uvidime, pro¢ je uzite¢ny. Zacneme vSak nékolika priklady.

Uloha 3.1.3. Sif S ve étverci n x n je tvorena jednim radkem a jednim sloupcem, viz obr. 3.2. Najdéte
jeji vézovy polynom.
\

& \\\\\\\\\\
\

n

Obréazek 3.2: Sif ve étverci n x n tvofens jednim fddkem a jednim sloupcem

Resend. Podle definice plati vy(S) = 1. Jednu véz lze umistit na libovolné z 2n — 1 policek sité, tedy
v1(S) = 2n — 1. Cheeme-li na policka sité umistit dvé neohrozujici se véze, nesmime obsadit policko tvorici
prusecik daného Fadku a sloupce. Jinak muzeme jednu véz umistit na kterékoliv z n — 1 policek daného
fddku a druhou véz na jakékoliv z n — 1 policek v daném sloupci. Odtud plyne v2(S) = (n — 1)2. Vice nez
dvé neohrozujici se véze nelze na danou sif umistit (dvé z nich by nutné musely lezet ve stejném radku
nebo sloupci), tudiz v (S) = 0 pro kazdé k > 2. Podle definice vézového polynomu mdme

v(z,8) =1+ (2n — 1)z + (n — 1)%2°. O

Uloha 3.1.4. Sit S ve &tverci nxn je tvorena vSemi diagondlnimi policky, viz obr. 3.3. Najdéte jeji vézovy

.
N .

N\

Obrézek 3.3: Sit ve étverci n x n tvofend viemi diagondlnimi policky

n

Resend. Podle definice plati vo(S) = 1. Pro kazdé k € {1,...,n} mizeme vzit k vézi a umistit je na
libovolnych k z n diagondlnich policek — véze se nikdy nebudou ohrozovat. Vice nez n vézi nelze na policka
sité S umistit. Tudiz plati vg(S) = (Z) pro kazdé k € {1,...,n} a v;(S) = 0 pro kazdé k > n. Z definice
vézového polynomu plyne

v(@,S) =1+ Zn: (Z)ﬁ = kzn: (Z)xk =(1+2)" O

k=1 =0
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Uloha 3.1.5. Sit S je tvofena viemi policky ve étverci n x n, viz obr. 3.4. Najdéte jeji vézovy polynom.

i

Obrazek 3.4: Sif tvoiena viemi policky ve étverci n x n

Reseni. S ohledem na rozméry sité je ziejmé, ze vE(S) = 0 pro vsechna k > n. Kolika zpusoby lze
rozmistit k& neohrozujicich se vézi, pokud k& < n? Téchto k vézi bude v jistych k fadcich, které 1ze vybrat
(Z) zpusoby, a v jistych k sloupcich, které lze vybrat také (Z) zpusoby. Déle se muzeme soustiedit jen
na policka nachézejici se v pruniku vybranych fadkua a sloupcii; jde o k x k policek, vSechna ostatni jsou
jiz nepodstatna. Poc¢et moznosti, jak umistit véz do prvniho vybraného radku, je k. Pocet moznosti, jak
umistit véz do druhého vybraného fadku tak, aby neohrozovala prvni véz, je k — 1. Pokracujeme-li timto
zpusobem déle, zjistime, ze k vézi 1ze rozmistit k! zpusoby. Celkem tedy plati

un(S) = <Z>2k!7 ke{0,...,n},

a vézovy polynom mé tvar
n 2
n

= klz*. O

> (3)

k=0
Definice 3.1.6. Dvé sité S1, So ve ¢tverci n X n se nazyvaji nezavislé, pokud kazdéd dvé policka p; € Sy,
po € So lezi v ruznych fadcich i sloupcich.

Terminologie vychazi ze skute¢nosti, ze pokud jsou Sy, So nezavislé sité, pak véz umisténa na S; nemuze
ohrozovat vé7 umisténou na S, a naopak. To znamen4, 7e véze na S; a Ss lze rozmistovat nezévisle. Toto
pozorovani vede k dikazu nésledujici véty.

Véta 3.1.7. Jsou-li S1, So nezdvislé sité, pak plati

v(x,S1USs) =v(x,S1) - v(z, S2). (3.1.1)
Diikaz. Kazdé rozmisténi k neohrozujicich se vézi na policka sité S; U Sy vznikne tak, Ze jistych ¢ €
{0, ..., k} neohrozujicich se vézi umistime na Sy a zbyvajicich k — i neohrozujicich se vézi umistime na Ss.
To lze provést v;(S1)vg—;(S2) zpusoby, protoze rozmisténi vézi v S7 je nezavislé na rozmisténi vezi v Ss.

Nas¢itdnim pres vSechna moznd ¢ € {0,...,k} ziskdme

k
Sl USQ Z’Uz Sl ’Uk i SQ) (3.1.2)
1=0

Z definice vézového polynomu pak plyne

S ou(SDat | | D vm(S2)a™ | =

>0 m>0

> <sz (S1)vk—i(S2) ) = 0k(S1U S2)z" = v(z, S1 U Sy). m

k>0 k>0

v(x,S1) - v(x, Se)



292 KAPITOLA 3. VEZOVE POLYNOMY A PERMUTACE S OMEZUJICIMI PODMINKAMI

Pouziti véty ilustruje nasledujici uloha.

Uloha 3.1.8. Najdéte vézovy polynom sité z obr. 3.5.

W
A\

Obrazek 3.5: Sif slozena ze dvou nezdvislych siti

Resend. Zadanou sit lze rozloZit na dvé nezavislé sité S; a So, které jsou v obrazku vyznaceny odlisnym
srafovanim. Vézovy polynom sité Sy, ktera je blize k levému hornimu rohu, je

v(z,S81) =1+ 5z + 422
Vézovy polynom sité Sy, ktera je blize k pravému dolnimu rohu, je

v(z, S9) = 1+ 4a + 222
Vézovy polynom celé sité je podle véty 3.1.7 roven

v(z,S) = v(x,81) - v(x,S9) = (14 5z + 42?) - (1 + 4o + 22%) = 1 + 9z + 2622 + 262° + 8z*. O

Nyni jiz chdpeme, k ¢emu jsou uziteéné vézové polynomy: Mohou nam usnadnit pocitani koeficientu
vg(9), které nds zajimaji v prvnf fadeé. Ctendf muze namitnout, ze bychom misto véty 3.1.7 vystacili i se
vztahem (3.1.2), ktery je formulovén pfimo v fe¢i zminénych koeficientu. Pouzit{ vztahu (3.1.1) a (3.1.2) je
sice algoritmicky stejné pracné, avsak nasobeni polynomu je pirehlednéjsi a lze je svéfit nékterému snadno
dostupnému pocitacovému programu, napt. Wolfram Alpha (https://www.wolframalpha.com/).

Vétu 3.1.7 lze snadno (indukcf) rozsitit ze dvou na libovolny pocet nezavislych siti. Vratime-li se napf. k siti
z obr. 3.3 tvorené n diagonalnimi policky, muzeme ji povazovat za sjednoceni n nezavislych siti tvorenych
jednim polickem. Kazdé z téchto nezavislych siti ma vézovy polynom 1 4+ z, tudiz vézovy polynom celé
sité je (14 x)™, coz je v souladu s vysledkem tlohy 3.1.4.

Co délat v situaci, kdy mame zadanu velkou sit, kterou nelze rozlozit na nezavislé sité? Podle nasledujici
véty lze tlohu prevést na vypocet vézovych polynomu dvou mensich siti.

Véta 3.1.9. Necht je dina sit S a policko w € S. Jestlize Sy, znaci sit S\ {w} a S., znaci sit vzniklou ze
sité S odstranénim vsech policek leZicich ve stejném rddku nebo sloupci jako w, pak plati

!/
v(z, S) =v(z, Sy) +x - v(x,S,,).
Diikaz. Pii rozmisfovani k neohrozujicich se vézi na policka sité S mohou nastat dvé moznosti:

a) Na w nebude zddné véz, véechny véze tedy umistime na S,,; to lze udélat vi(S,,) zptsoby.

b) Jednu véz umistime na w, zbyvajicich k — 1 véz{ pak musime umisit na S, ; to lze udélat vy_1(S;,)
zpusoby.
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Pro kazdé k > 1 tedy plati vg(S) = vk (Sw) + vi—1(S,,). Piechodem k vézovym polynomum dostdvame

v(@,8) = Y on(S)ak =14 Y ve(S)a® =1+ 3 (vn(Sw) + vr-a(5,)) 2* =

k>0 k>1 k>1

=14 0p(Sw)z® + Y opo1(Sh)2% =D or(Sw)ab + x> ok (S)2 T = v(x, Sw) + 2 - v(x, 5,).
k>1 k>1 k>0 k>1
L]

Pouziti véty ilustruje nasledujici tloha.

Uloha 3.1.10. Najdéte vézovy polynom sité z obr. 3.6.

Obrazek 3.6: Priklad na vyuziti véty 3.1.9, policko w je ordmovano

Resend. Chceme-li vyuzit vétu 3.1.9, potfebujeme vybrat policko w € S. Pfi vybéru je dobré se zamys-
let, jak budou vypadat sité S, a S!, — mély by byt co nejjednodussi. Zvolime-li za w prostfedni (¢erné
oramované) policko, ziskdme sité S, a S!, zndzornéné na obr. 3.7.

Obrazek 3.7: Site S, (vlevo) a S, (vpravo)

Kazdou z nich lze rozlozit na dvé nezdvislé sité (jsou vyznaceny odlisnym Srafovédnim). Jejich vézové
polynomy uz snadno najdeme a poté stac¢i pouzit vétu 3.1.7. Dostaneme

v(x,S)) = (14 3z + 2%)(1 + 4z + 227),
v(x, Sy) = (1 + 4z + 32%)(1 + 5z + 42?),

a proto

v(x,S) = v(x, Sy) +2-v(x,5)) = (14 42 + 32?) (1 + 5z + 422) + (1 + 3z + 22)(1 + 4o + 22°) =
=1+ 10z + 3422 + 4623 + 222* + 22°

(posledni rovnost se nejsndze ovéri pomoci pocitace). O
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3.2 Permutace s omezujicimi podminkami

Vénujme se nasledujici iloze: Necht je ddno &islo n € N a mnoziny X7, ..., X, C {1,...,n}. Kolik existuje
permutaci f : {1,...,n} — {1,...,n} takovych, ze pro kazdé i € {1,...,n} plat{ f(i) ¢ X;? Kazda
mnozina X; tedy predstavuje seznam ,zakazanych“ hodnot, na které se ¢islo ¢ nesmi zobrazit. Hovorime
o permutacich s omezujicimi podminkami. V§imnéme si, ze pokud bychom napt. volili X; = {i} pro kazdé
i € {1,...,n}, pak permutace vyhovujici témto podminkdm se shoduji s permutacemi bez pevnych bodi,
které jsme studovali v casti 2.3. Zde vSak fesime podstatné obecnéjsi tlohu.

Jakd je souvislost mezi permutacemi s omezujicimi podminkami a rozmistovdnim vézi? Omezujici pod-
minky muzeme znézornit pomoci sité S ve ¢tverci n x n: V i-tém radku vysrafujeme policka ve sloupcich
odpovidajicich hodnotdm z X;. Napf. pro n = 4 a X7 = {2,3}, Xo = {1,4}, X3 = {2}, X4y = {3}
dostaneme sit S zndzornénou na obr. 3.8. Kazdou permutaci, kterd vyhovuje omezujicim podminkdm,
muzZeme zndzornit tak, ze v i-tém faddku nakreslime kolecko do sloupce f(4). Situaci opét ilustruje obr. 3.8,
kde je zndzornéna permutace f(1) =4, f(2) =2, f(3) =3, f(4) =1

N0
g
R

Obrazek 3.8: Znazornéni omezujicich podminek a permutace, ktera jim vyhovuje

= W N

Pravé popsanym zpusobem ziskdme obrazek, kde v kazdém fddku i v kazdém sloupci je pravé jedno
kolecko (to plyne ze skutecnosti, Ze zobrazeni f je prosté a na). Kolecka jsou umisténa vné sité S
(na nevysrafovanych pozicich), nebot jde o permutaci vyhovujici omezujicim podminkdm. Pokud bu-
deme kolecka chapat jako véze, vidime, ze kazda permutace vyhovujici omezujicim podminkam odpovida
rozmisténi n neohrozujicich se vézi na policka vné sité S. Kolik takovych rozmisténi existuje? Zkusime
jejich pocet vyjadrit pomoci principu inkluze a exkluze.

Za mnozinu A zvolime mnozinu vSech rozmisténi n neohrozujicich se vézi ve ¢tverci n x n. V souladu
s pozndmkou 2.2.3 pro kazdé i € {1,...,n} definujeme A; jako mnozinu vsech rozmisténi, kde véz v i-tém
iddku stojf na policku sfté S (tj. na vysrafovaném policku). Nagfm tkolem je vypoécitat [A; N --- N A,
Vyuzijeme vztah (2.1.2):

n
N4

=1

IAI+Z Y AN N4l

1<ip < <ig<n

Ziejmé plati |A| = nl. Cislo |A;, N --- N A;, | urcuje pocet rozmisténi n neohrozujicich se vézi, kde véze
v Tadcich i1, ...,1; stoji na siti S. Na chvili predpokladejme, Zze misto nerozlisitelnych vézi mame véze
dvou barev: k ¢ernych a n — k bilych. Cerné véze budou v fadcich 4y, ..., iy, ostatni budou bilé. Pocet
takovych rozmistént je stdle ddn ¢islem |A;, N---N A;, |, nebot barva véze je automaticky urcena radkem,
kde véz stoji. Pokud tyto pocty nasc¢itdme pres 1 < i1 < .-+ < i < n, dostaneme pocet vSech rozmisténi
n neohrozujicich se vézi, kde ¢erné véze stoji na S a bilé mohou stat kdekoliv. Tento pocet je ovSsem roven
vE(S)(n—k)! (umistime k neohrozujicich se ¢ernych vézi na S a ve zbyvajicich n — k fadcich pak doplnime
bilé véze tak, aby nelezely v nékterém z jiz obsazenych n — k sloupcu). Dostdvdme tedy

|-
i=1

Shriime, k ¢emu jsme dospéli: Omezujici podminky umime reprezentovat siti S ve ¢tverci n x n. Pokud
dokézeme vypocitat ¢isla vg(S), pak dosazenim do vztahu (3.2.1) ziskdme pocet permutaci vyhovujicich
zadanym podminkam.

n

+ i(—l)kvk(S)(n — k)= Z(—l)kvk(S’)(n — k)L (3.2.1)
k=1

k=0
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Poznamka 3.2.1. Ctendf se muze ptét, pro¢ jsme radéji nevysrafovali policka odpovidajici doplikim
mnozin X;. Tim bychom ziskali dopliikovou sit S a nésledné bychom umistovali véze na jeji (vysrafovand)
policka tak, jako v predchozim textu. Pocet jejich rozmisténi bychom ziskali jako v, (S), coz se zd4 mnohem
jednodussi, nez pouziti vztahu (3.2.1). Tato tivaha je sprdvnd, avSak v konkrétnich piikladech byva sit S
obvykle mald (omezujicich podminek nebyvd mnoho) a jeji doplnék S je naopak velky. Pak mtze byt
obt{zné vypoéitat v, (S), zatimco vypocet vy(S) a dosazen{ do vzorce (3.2.1) byvé jednodussi.

3.3 Piiklady

Naésledujici tfi lohy ilustruji pouziti pravé odvozeného vzorce (3.2.1).

Uloha 3.3.1. Pét vrtosivych dam se rozhodlo poridit spoletnou fotografii. Kolika zpusoby se mohou
postavit vedle sebe, jestlize prvni dama nechce stat presné uprostied, tfeti nechce stdt na kraji a pata
naopak chce byt na kraji?

Resend. Ocislujeme-li damy ¢isly 1,...,5, pak je ziejmé, ze v tiloze jde o zjisténi poctu permutaci mnoziny

{1,...,5} vyhovujicich omezujicim podminkdm X; = {3}, Xo = 0, X3 = {1,5}, X4 =0, X5 = {2,3,4}.
Tyto omezujici podminky znazornime siti S na obr. 3.9.

_

“

\\ \\

g

Obrazek 3.9: Sif odpovidajici omezujicim podminkdm z tlohy 3.3.1

K pouziti vzorce (3.2.1) potfebujeme znat ¢isla vy (S) nebo ekvivalentné vézovy polynom v(z, S). Vsimneme
si, Ze sit S je sjednocenim dvou nezévislych siti, které jsou na obrazku vyznaceny odlisnym srafovénim.
Jejich vézové polynomy jsou

v(x,81) =142z, v(z,S)=1+4x + 227
a tudiz podle véty 3.1.7 plati
v(x,S) = (1 +22)(1 + 4z + 22%) = 1 + 62 + 1022 + 423,
Dosazenim n = 5 a ¢isel v (S) do vztahu (3.2.1) dostaneme vysledek
5l-1—4!-6+3!-10—2!-4 = 28.
Ukazme si jesté, co by se stalo, kdybychom iilohu fesili alternativnim zpusobem popsanym v poznamce 3.2.1.

V tomto piipadé bychom uvazovali doplitkovou sit zndzornénou na obr. 3.10.

Potfebovali bychom zjistit, kolika zpiisoby lze na S rozmistit pét neohrozujicich se vézi, tj. vypocitat vs(S).
Bohuzel se jedn4 o obtizny tikol, nebot tato sit je mnohem vétsi nez S. Svéiime-li vypocet poéitaci?, ziskdme
vézovy polynom

v(x,S) =1+ 192z + 1142% + 25423 + 1882 + 2825,

Dojit k vysledku ,ruéné* by bylo velmi pracné. Vidime vsak, ze v5(S) = 28, coz je v souladu s predchozim
zpusobem FeSeni. |

2Pouzili jsme Wolfram Mathematica a program pro vypocet vézovych polynomi z ¢lanku [3].
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Obrazek 3.10: Doplitkové sit S k siti z obr. 3.9

Vrafme se k tloze o permutacich bez pevnych bodii, kterou jsme vyfesili v €dsti 2.3, a ukaZme si jiny
zpusob, jak dospét ke stejnému vysledku.

Uloha 3.3.2. Kolik existuje permutaci f : {1,...,n} — {1,...,n} takovych, ze f(i) # i pro viechna
ie{l,...,n}?

Resend. Jde o specidlni pifpad tlohy o permutacich s omezujicimi podminkami, kde X; = {i} pro vsechna

i€ {l,...,n}. Piislusna sit ve ¢tverci n x n je tvofena n diagondlnimi polieky, viz obr. 3.3. Z tlohy 3.1.4
vime, ze plati vy (S) = (}) pro vSechna k € {0,...,n}. Dosazenim do vzorce (3.2.1) dostdvéme
. (T | . kﬁ!
R W IR B ?
k=0 k=0
coz souhlasi s vysledkem ziskanym v ¢ésti 2.3. O

Uloha 3.3.3. Mdme sedm jezeveiku Jyp, ..., Jr a sedm obojku: ¢erveny, zluty, zeleny, modry, bily, fialovy
a hnédy. Kolika zpusoby lze jezevéikum pirifadit tyto obojky, jestlize Ji nechce bily ani hnédy, Jo modry,
Js bily ani zeleny, Jy ¢erveny, Js hnédy, Js zeleny a J; modry?

Regend. Prifazeni lze chapat jako permutaci obojkii. Omezujici podminky ze zadéni vyjadifme siti na
obr. 3.11.

¢. 7. z m. b.

Js \ \
N\\%

Jr

\\

\\

Obrazek 3.11: Sit odpovidajici omezujicim podminkéam z tlohy 3.3.3

Pii peclivém zkoumdni zjistime, Ze sit je sjednocenim dvou nezdvislych siti, které jsou vyznaéeny odlisnym
srafovanim. Tato skutecnost lépe vynikne, kdyz permutujeme Fadky a sloupce tak, aby se stejné Srafovana
policka ocitla u sebe, viz obr. 3.12. Permutace nemiize ovlivnit vysledek tlohy, nebot ten zjevné nezdvisi
na tom, v jakém potadi zapiSeme jezevéiky do fadku a barvy obojku do sloupcu.
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Obrézek 3.12: Permutace fadku a sloupcu ve ¢tverci z obr. 3.11

\\
N\

Na obr. 3.12 jiz snadno rozpozndme dvé nezavislé sité a po chvili experimentovani s rozmistovanim vézi
uréime jejich vézové polynomy:

v(x,81) =1+ 3z + 222, v(x,S) =1+ 62 + 1022 + 42°.
Vézovy polynom celé sité je podle véty 3.1.7 roven
v(z,S) = (1 + 3z +22%)(1 + 62 + 1022 + 423) = 1 + 9z + 3022 + 462> + 322 + 82°.
Dosazenim ¢isel vy (S) do vztahu (3.2.1) zjistime, Zze pocet zpusobu, jak pridélit jezevéikum obojky, je

7-1-6!-94+5-30—4!-46+3!-32—-2!.8=1232. O

3.4 Uloha o hostech kolem kulatého stolu

Na zavér této kapitoly vyresime jednu slozitéjsi klasickou tilohu.
Poznamka 3.4.1. Pii feSeni ulohy 3.4.2 budeme potiebovat nasledujici dva pomocné vysledky:
o Pocet zpiisobi, jak vybrat neusporddnou k-tici nesousednich éisel® z mnoziny {1,...,n}, je ("_ZH).

Kazdou piipustnou k-tici totiz muZzeme znézornit pomoci n — k kolecek a k oddélovacu, pficemz
oddélovace odpovidaji vybranym &islum. Je-li napf. n = 7 a k = 3, pak zépis o| o | o o] znamen4,
ze jsme vybrali Cisla 2, 4, 7. Pripustna jsou pouze schémata, kde mezi kazdymi dvéma oddélovaci
je aspon jedno kolecko. Uvazujeme-li n — k kole¢ek zapsanych vedle sebe, existuje celkem n — k + 1
pozic, na které muzeme doplnit oddélovace tak, aby vzniklo piipustné schéma. Pocet zpusobu, jak
umistit & oddélovaci, je ("_E‘H).

e Pro vsechna n,k € N, k < n, plati (Z) = %(Z:i) Tento vzorec se nazyva absorpéni identita a plyne

snadno z definice kombina¢niho &fsla. Ctensf si jej mize samostatné dokdzat nebo nahlédnout do
¢asti 12.1, kde je uveden i s dikazem (viz vétu 12.1.3).

Uloha 3.4.2. Meéjme n manzelskych paru, kde n > 2. Kolika zpusoby muzeme vSechny osoby rozesadit
ke kulatému stolu s 2n zidlemi tak, aby se muzi a zeny stiidali a aby manzelé nikdy nesedéli vedle sebe?
Rozesazeni lisici se otocenim kolem stolu povazujeme a) za ruznd, b) za ekvivalentni.

3Termin ,nesousedni ¢isla“ znamens, ze kazdd dvé vybrand &isla se lisf aspon o 2. Jde o tzv. kombinace s nesousednimi
cleny.
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Reseni. Zaméifme se na variantu a), kde rozesazen lisici se ototenim povazujeme za ruznd. K vyfeseni
varianty b) pak staci ziskany vysledek vydélit ¢islem 2n, coz je pocet rozesazen{ ekvivalentnich s libovolnym
pevné zvolenym rozesazenim.

Zacneme tim, ze rozesadime zeny. To lze provést 2n! zpusoby: Nejprve rozhodneme, zda zeny obsadi licha
¢i sudd mista, a poté je rozesadime na prislusnych n zidli. Ozna¢me nyni zeny v poradi, ve kterém sedi,
symboly Zy, ...Z,. Jejich manzele ozna¢me M, ..., M,.

Aktudlni situaci znazornuje obr. 3.13.

Zy
1 2
Zs Zy
6 3
. 2
5 - 4
Zy

Obrézek 3.13: Zeny sedici kolem kulatého stolu
Chceme zjistit, kolika zpusoby 1ze na volna mista oznacend Cisly 1,...,n rozmistit vSsechny muze tak, aby
M; a Z; nesedéli vedle sebe pro zddné i € {1,...,n}. To znamend, ze M; nesmi byt na pozicich 1 a 2,

Ms nesmi byt na pozicich 2 a 3, atd., az konectné M,, nesmi byt na pozicich n a 1. Omezujici podminky
v podobé sité S znézornuje obr. 3.14.

Obrazek 3.14: Omezujici podminky v 1iloze o hostech kolem kulatého stolu

n—1 n

K vypoctu koeficientu vy (S) pouzijeme vétu 3.1.9, kde za w zvolime policko sité S v levém dolnim rohu.
Piislusné sité S, a S!, pak zndzoriiuje obr. 3.15.

Sit Sy, je tvofena 2n—1 policky. Dvé véze na Sy, se ohrozuji pravé tehdy, kdyz stoji na sousednich polickach.
Na S, lze umistit nejvyse n neohrozujicich se vézl. Mame-li rozmistit k& € {0,...,n} véz, sta¢{ vybrat

k nesousednich policek z 2n — 1, coz lze (viz pozndmku 3.4.1) udélat (2",; k) zpusoby. Tudiz

" /o —k
_ - k
v(;v,Sw)—Z( k )x .
k=0
Sit Si, je tvofena 2n—3 policky a lze na ni umistit nejvyse n—1 neohrozujicich se vézi. Pro k € {0,...,n—1}

veézi staci vybrat k nesousednich policek z 2n — 3, coz lze (viz poznamku 3.4.1) udélat (2”_k2_k) zpusoby.
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A AN
\\k \

Obrazek 3.15: Sité S, (vlevo) a S), (vpravo)

Tudiz

v(z, S,,) §<2n2 ) k.

=0

x>

Z véty 3.1.9 dostavame

v(x,S):v(x,Sw)-l—x.v(x,S{U)—Z<2nk_ k)x g i(Q”‘kQ"“>xk:

k=0
n n—1
2n—k\ 2n—2—-k\ i1 2n— 2n—k—1 &
ey () () 1+Z e
k=1 k=0

2n—k (2n—k—1
k k—1

- — —k—1 - —k—1
B () (e S e
k=1

2n 20—k (2n—k—1\ , o2 2n—k\ . = 2n [2n—k\ ,
—_— :1 =
*;%—k 2 ( k-1 >“T +22n—k< 2 >“T ZZn—k( k )‘”

kde piedposledni rovnost je opét dusledkem absorpéni identity.

Z absorpéni identity (viz pozndmku 3.4.1) plyne (Q”k_ k) = ), a proto

Vidime, ze plati vg(S) = 522 (2” k) pro k € {0,...,n}. Dosazenim do vzorce (3.2.1) dostdvame, ze pocet

zpusobu, jak rozesadit muze, je roven

n

S v (M)

k=0

Pocet zpusobu, jak rozesadit vSech 2n osob, je tedy roven

- Z Qn_ — k)l 2n <2nk— k)

Tim jsme vyfesili variantu a), kde rozesazenf lisici se otocenfm povazujeme za riizna. Reseni varianty b)
ziskame vydélenim 2n:
n
—Df(n—k)! (2n -k
ot §2 DA ) 20— Y.
— 2n —k k

Nasledujici tabulka ukazuje vysledky pron € {2,...,9}.
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n 213 | 4 ) 6 7 8 9
varianta a) 96 | 3120 | 115200 | 5836320 | 382072320 | 31488549120
varianta b) | 0 | 2 | 12 | 312 9600 416 880 23879520 | 1749363840

(an)
—
N

3.5 Cviceni

Cviceni 3.5.1. Najdéte vézovy polynom sité zndzornéné na obr. 3.16. Kolika zpusoby lze na policka sité

umistit tii neohrozujici se véze?
N NN

\\

\Q
k\\

Obrézek 3.16: Sit ke cviéeni 3.5.1

Cviceni 3.5.2. Najdéte vézovy polynom sité zndzornéné na obr. 3.17. Kolika zptisoby 1ze na nevysrafovand
policka umistit pét neohrozujicich se vézi?
\

\
\
e

\ A\

Obrézek 3.17: Sit ke cviceni 3.5.2

Cvicéeni 3.5.3. Na zdbavé se seslo pét manzelskych part, muzi M, ..., Ms a zeny Z, ..., 25 (M; a Z;
jsou manzelé). Kolika zpusoby z nich lze sestavit smiSené taneéni dvojice, jestlize chceme, aby manzelé
nikdy netancili spolu a dédle vime, ze Z5 nechce tancit s M7, Z3 nechce tancit s Ms a Z4 nechce tancit
S M37

Cviceni 3.5.4. V rozich Sachovnice o rozmérech 8 x 8 jsou umistény ¢tyii figury stielct. Stielec se smi
pohybovat pouze diagonalné o libovolné mnozstvi poli. Kolika zpusoby lze na Sachovnici umistit Sest vézi
tak, aby se zadné dvé neohrozovaly, aby nebyly ohrozovany stielci a aby zadna véz neohrozovala zadného
strelce?

Cviceni 3.5.5. Urcete pocet vsech trojihelniku, jejichz vrcholy lezi ve vrcholech pravidelného n-tihelniku
a jejichz kazda strana je thlopfickou tohoto n-thelniku (tj. spojuje dva nesousedni vrcholy).



Kapitola 4

. 9 b »
Rozmistovaci ulohy

V této kapitole se budeme zabyvat tlohami typu kolika zpusoby lze rozmistit n predmétu do r prihrddek?.
Aby byla tloha jednoznaéné zadana, je tfeba doplnit nasledujici informace:

Jsou prihradky rozlisitelné, nebo nerozlisitelné?

Jsou predméty rozlisitelné, nebo nerozlisitelné?

Zélezi na potadi predmétu v kazdé piihradce?

Mohou byt nékteré pfihrddky préazdné?

7Zda se tedy, ze dostdvame celkem 16 variant tlohy, avsak pokud jsou predméty nerozliSitelné, nemuze
zalezet na jejich poradi v prihradkéch. 4 varianty tlohy tedy nedavaji smysl a zbyva ndm 12 variant, které
nyni rozebereme.

4.1 Prihradky rozlisitelné

4.1.1 Predméty rozlisitelné

4.1.1.1 Nezalezi na poradi predméta v prihradkach

Piiklad tlohy: Kolika zpusoby lze rozdélit n ruznych zdkusku r osobdm? (zdkusky = predméty, osoby =
prihradky)

Rozlisime dvé varianty tlohy.

a) Piihrddky mohou byt prazdné (nékteré osoby nemuseji dostat zadny zakusek):

Pocet moznosti je r™ (pro kazdy predmét méme na vybér z r piihrddek).

b) Piihrddky nesmi byt prazdné (kazdd osoba musi dostat asporl jeden zdkusek):

Pouzijeme princip inkluze a exkluze. Nechf A je mnoZina vSech rozmisténi n pfedmétii do r piihrddek
(piipoustéji se zde i préazdné prihrddky). V souladu s pozndmkou 2.2.3 pro kazdé i € {1,...,r}
definujeme A; jako mnozinu v8ech rozmisténi n predmétt do r prihradek, kde i-ta4 prihradka musi
byt préazdna.

Nynf staéf vypocitat [A; N --- N A,| podle vzorce (2.1.2):
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4.1.1.2 Zalezi na poradi predméta v prihradkach

Piiklad tdlohy: Kolika zptsoby lze rozestavit n osob do front pred r pokladnami? (osoby = predméty, fronty
= piihrddky; ve fronté zdleZ{ na pofadi osob a fronty jsou rozlisitelné, nebot u kazdé pokladny sedi jiny
prodavac)

Pokud osobam pfidélime ¢éisla 1,...,n, muzeme jejich rozestaveni do front znézornit schématem, kde
oddélovace signalizuji zacatek nové fronty. Méjme napi. n = 10 a r = 3. Pokud u 1. pokladny stoji osoby
2,1, 7,4 (v tomto poradi), u 2. pokladny osoby 10, 3, 5 a u 3. pokladny osoby 8, 9, 6, pak pfislusné schéma
bude vypadat takto: 2174103 5|89 6.

V obecném piipadé lze rozdéleni n ruznych predmétu do r rozlisitelnych piihradek znazornit schéma-
tem sestavenym z Cisel 1,...,n a r — 1 oddélovacu. Kazdé takové schéma lze obracené interpretovat jako
rozdéleni n predméti do r prihradek. Schémata, kdy nékteré prihradky jsou prazdné, pozname tak, ze
oddélovag stoji hned na za¢dtku (prvni pihrddka je pak prazdnd), Gplné na konci (posledni piihrddka je
prazdnd), pripadné dva oddélovace stoji tésné vedle sebe.

Rozlisime dvé varianty tlohy.

a) Piihrddky mohou byt prdzdné (u nékterych pokladen nemuseji stét zadné osoby):
Hleddme pocet v8ech schémat sestavenych z &isel 1,...,n a r — 1 oddélovaci. Jde o permutace
s opakovanim a jejich pocet je
(n+7r—1)!
(r—1 °

b) Prihrddky nesmi byt prazdné (u kazdé pokladny stoji aspon jedna osoba):

Hleddme pocet vSech schémat sestavenych z ¢isel 1,...,n a r—1 oddélovacu, pricemz zadny oddélovac
nestoji na zacatku ani na konci a dva oddélovace nesmi byt tésné vedle sebe. Kazdé takové schéma
muzeme ziskat tak, ze napiSeme libovolnou permutaci ¢isel 1,...,n a poté vybereme r — 1 ruznych
mezer mezi nimi, do kterych vlozime oddélovace. Pocet moznosti, jak to provést, je

(20

Ke stejnému vysledku lze dojit i jinak: Nejprve vybereme prvni prvky vsech r ptihradek; to lze udélat
n(n —1)---(n —r + 1) zpusoby. Zbyvajicich n — r prvka pak rozdélime do piihrddek libovolnym
zpusobem tak, jako v ¢dsti a). Pocet moznost{ je tedy

(n—r+r—1)! (n—r)!(n—l)!_

nn—1)--(n—r+1) o) :n(n—l)--~(n—r+1)n

4.1.2 Predméty nerozlisitelné

Vime, ze v tomto pripadé nezalezi na poradi predmétu v prihradkach.

Piiklad dlohy: Kolika zpusoby lze rozdélit n stejnych zédkusku r osobdam? (zdkusky = predméty, osoby =
prihradky)

Kazdé rozdéleni lze znézornit schématem, kde kolecka reprezentuji zakusky a oddélovace signalizuji, ze
na daném misté zacinaji zdkusky pro dalsi osobu. Méjme napt. n = 11 a r = 4. Pokud 1. osoba dostane
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3 zékusky, 2. osoba 5 zakuski, 3. osoba 2 zakusky a 4. osoba 1 zakusek, pak ptislusné schéma bude vypadat
takto: o 0o o] 0o 0o 0o 00 |0 o]o.

V obecném piipadé lze rozdéleni n stejnych predmétu do r rozlisitelnych prihradek znazornit schématem
sestavenym z n kolecek a r — 1 oddélovacu. Kazdé takové schéma lze obracené interpretovat jako rozdéleni
n predmétu do r prihradek. Schémata, kdy nékteré piihradky jsou prazdné, pozname tak, ze oddélovac
stoji hned na zacatku (prvni prihrddka je pak prdzdnd), iplné na konci (posledni piihradka je prazdna),
ptipadné dva oddélovace stoji tésné vedle sebe.

Rozlisime dvé varianty tlohy.

a) Prihrddky mohou byt préazdné (nékteré osoby nemuseji dostat zddny zdkusek):
Hleddme pocet vsech schémat sestavenych z n kolecek a r — 1 oddélovact. Jde o permutace s opa-
kovanim a jejich pocet je'
(n+r—1)!" (m+r—1
nl(r—1)! n '
b) Prihrddky nesm{ byt prazdné (kazdd osoba musi dostat aspon jeden zdkusek):

Hleddme pocet vsech schémat sestavenych z n kolecek a r — 1 oddélovacu, pricemz zddny oddélovac
nestoji na zacatku ani na konci a dva oddélovace nesmi byt tésné vedle sebe. Kazdé takové schéma
muzeme ziskat tim, Ze nakreslime n kolecek a poté vybereme r — 1 ruznych mezer mezi nimi, do
kterych vlozime oddélovace. Pocet moznosti, jak to provést, je

n—1

r—1/)"
Ke stejnému vysledku lze dojit i jinak: Do kazdé z r piihradek vlozime jeden predmét. Zbyvajicich
n—r predmétu pak rozdélime do ptihradek libovolnym zpusobem tak, jako v ¢ésti a). Potet moznosti

je tedy
n—r+r—1\ (n—-1\ (n-1
()6 -00)
4.2 Prihradky nerozlisitelné

4.2.1 Predméty rozlisitelné
4.2.1.1 Nezalezi na poradi predmeétu v prihradkach

Ekvivalentni problém: Kolika zpusoby lze rozdélit prvky n-prvkové mnoziny do r podmnozin? (prvky =
predmeéty, podmnoziny = piihradky)

Piiklad tlohy: Kolika zpusoby lze rozdélit n ruznych zdkusku na r stejnych talifa? (zdkusky = predmeéty,
talife = prihradky; usporddani zdkusku na talifi neni podstatné)

Rozlisime dvé varianty tlohy.

a) Piihrddky nesmi byt prézdné (na kazdém talifi musi byt aspon jeden zdkusek):

Pro rozlisitelné predméty a neprazdné prihradky plati:

pocet rozdéleni do r rozlisitelnych pfihrddek = r! - (pocet rozdéleni do r nerozlisitelnych pfihradek)

V feci zékuski: pocet rozdéleni zékuski r osobdm = r! - (pocet rozdéleni zdkusku na r talifi)

INenf ndhoda, 7e vysledek vypadéd stejné jako vzorec pro kombinace s opakovanim. Rozdélovéni n stejnych zékuski
r osobam si totiz muzeme predstavit téz jako vybér neusporddané n-tice z r osob s opakovdnim (kolikrdt osobu vybereme,
tolik dostane zdkusku).
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Jakmile totiz rozdélime zdkusky na talffe, mame 7! moznosti, jak je pfidélit r osobam.?

S vyuzitim ¢ésti 4.1.1.1 b) tedy dostdvdame vysledek, ktery oznacime symbolem {Z}

{Z} - % g(_l)k (12) (r=#)" (4.2.1)

Teémto cislum se fika Stirlingova ¢isla 2. druhu. Udavaji pocet zpusobu, jak rozdélit prvky n-prvkové
mnoziny do r neprazdnych podmnozin.

Napf. pro r = 2, resp. r = 3, dostavame

L
=300 Q)3 -ren

Prvni vzorec plyne i z jednoduché kombinatorické ivahy: Rozdélujeme-li n rozligitelnych predméti
do 2 rozlisitelnych pfihradek, pak pro kazdy predmét méame 2 moznosti, coz dava celkem 2™ moznosti.
Jestlize nechceme, aby néktera prihradka zustala prazdnd, je potieba vylouéit 2 moznosti. A pokud
jsou piihradky nerozlisitelné, délime piedchozi vysledek dvéma (vyména piihrddek dava stejnou
konfiguraci).

Kombinatorickymi tvahami lze ziskat i dalsi vztahy, napf.

n _(n
n—1f \2
(pii rozdélovani n ruznych predmétu do n — 1 nerozlisitelnych neprdzdnych prihrddek staéi vybrat

dvojici pfedmétu, které budou spolu v jedné prihrddce).

Stirlingova ¢isla {Z} lze uspotradat do tabulky, jejichz prvnich pét fadku a sloupcu vypad4 nésledovné:

n\r |1 2 3 4 5
1 1 0 0 0 O
2 1 1 0 0 0
3 1 3 1 0 0
4 |1 7 6 1 0
5 1 15 25 10 1
Napr. {;’} = 3, nebot existuji 3 zpusoby, jak rozdélit mnozinu {1,2,3} do dvou neprazdnych

podmnozin: {1,2}, {3}; {1,3}, {2}: {1},{2,3}.
Cisla v tabulce lze snadno poéitat i bez pouziti explicitniho vzorce (4.2.1), pokud si véimneme, ze
pro kazdé n € N plati:

(1) {?} = 1 (pocet rozdéleni n predméti do 1 neprazdné prihradky je 1).
(i)
)
)

(iii
(iv) Pokud n > 2 ar > 2, pak

{"} =1 (potet rozdéleni n piedméti do n neprazdnych piihradek je 1).
Pokud r > n, pak {f} = 0 (pocet neprézdnych prihradek nemuze byt vétsi nez pocet predmeétu).

=G

= +7r- .

r r—1 r

Skutecné, chceme-li rozdélit n raznych predmétu do r neprazdnych prihradek, pak jsou dvé
moznosti: n-ty pfedmét je bud sdm v jedné piihrddce a zbylych n — 1 piedmétt v r — 1

prihradkach, nebo n-ty predmét neni sam; tyto piipady dostaneme tak, ze rozdélime prvnich
n — 1 predmétu do r ptrihradek a n-ty predmét pak piidame do nékteré z nich.

2Pokud bychom piipustili prazdné talife nebo pokud by zdkusky byly nerozlisitelné, pak analogické tvrzeni neplati, protoze

napf. vyména dvou talifi nemusi dat odlisnou konfiguraci.
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Pravidla (i) a (ii) fikaji, Ze v prvnim sloupci a na diagonale tabulky jsou samé jednicky. Pravidlo (iii)
¥kd, ze vpravo od diagondly jsou nuly. Pravidlo (iv) t{kd, ze ¢isla v n-tém rédku lze pocitat pomoci
¢isel v (n — 1)-nim Féddku, napf. {;} = {?} +2- {g} =14+2=3.

b) Prihrddky mohou byt prazdné (nékteré talife mohou zustat prazdné):

Rozdéleni predmétu do r ne nutné neprazdnych piihradek je totéz, jako rozdéleni predmétu do
k neprazdnych prihrddek, kde k je libovolné éislo mezi 1 a r. Vyuzitim vysledku z ¢dsti a) tedy
dostavame, ze hledany pocet je roven

" (n

> i)

k=1

4.2.1.2 Zalezi na poradi predméta v prihradkach

Piiklad dlohy: Kolika zpusoby lze rozestavit n osob do r zdstupu? (osoby = predméty, zdstupy = prihradky;
nezdlez{ na pofadi zdstupu, pouze na tom, kdo je s kym v zdstupu a na jaké pozici)

Rozlisime dvé varianty tlohy.

a) Piihrddky nesmi byt préazdné (v kazdém zdstupu je aspon jedna osoba):

Pro rozlisitelné predméty a neprazdné prihradky plati:

pocet rozdéleni do r rozlisitelnych pfihrddek = r! - (pocet rozdéleni do r nerozlisitelnych pfihradek)

V feci osob: pocet rozestaveni do r front u pokladen = r! - (pocet rozestaveni do r zdstupu)

Jakmile totiz rozdélime osoby do zdstupl, mame r! moznosti, jak tyto zdstupy rozmistit k r po-

kladndm.?

S vyuzitim vysledku z ¢ésti 4.1.1.2 b) tedy dostdvame vysledek*

n!fn—1
rt\r—1/"

b) Prihrddky mohou byt prazdné (pfipoustime i prazdné ,zdstupy*):

Rozdéleni predméti do r ne nutné neprazdnych piihradek je totéz, jako rozdéleni predmétu do
k neprazdnych piihrddek, kde k je libovolné ¢islo mezi 1 a r. Vyuzitim vysledku z ¢dsti a) tedy

dostavame, ze hledany pocet je roven
T

> u(io)

k=1

4.2.2 Predméty nerozlisitelné

Vime, Ze v tomto piipadé nezalezi na poradi predmétu v prihradkach.
Piiklad tlohy: Kolika zpusoby lze rozdélit n stejnych zdkuskt na r stejnych talifa? (zdkusky = predméty,
talife = prihrddky)

Rozlisime dvé varianty tlohy.

a) Pfihrddky nesmi byt prézdné (na kazdém talifi je aspon jeden zdkusek):
Ozna¢me hledany pocet symbolem p(n,r). Nasledujici tabulka obsahuje hodnoty p(n,r) pro n,r €

{1,...,5}

3Pokud bychom pfipustili prazdné zastupy /fronty, pak analogické tvrzeni neplati.
4Tato &isla se vyskytuji i v jingch matematickych tlohach. Nazyvaji se Lahova &isla, viz https://en.wikipedia.org/wiki/
Lah_number.
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n\r|1 2 3 4 5
1 /1 0 0 0 O
2|1 1 0 0 O
3 1 1 1 0 O
4 1 2 1 1 O
5 1 2 2 1 1

K ziskani hodnot si staci uvédomit, ze pro kazdé n € N plati:

(i) p(n,1) =1 (pocet rozdéleni n predmétu do 1 neprazdné piihradky je 1).

(ii) p(n,n) =1 (pocet rozdéleni n pFfedmétu do n neprazdnych piihrddek je 1).

(iii) Pokud r > n, pak p(n,r) = 0 (pocet neprazdnych piihrddek nemuze byt vétsi nez pocet
predmétu).

(iv) Pokud n > r, pak p(n,r) = p(n—1,r—1)+p(n—r,r). Prvni s¢itanec odpovidd poctu moznosti,
kdy v nékteré prihrddce je pouze jeden piredmét a zbylych n — 1 pifedmétu je v dalsich » — 1
prihrddkach. Druhy s¢itanec je pocet moznosti, kdy v kazdé prihréadce jsou aspon dva predméty
— do kazdé prihradky vlozime jeden a zbyvajicich n — r predmétu pak umistime libovolné.

Pravidla (i) a (ii) fikaji, Ze v prvnim sloupci a na diagondle tabulky jsou samé jednicky. Pravidlo (iii)
7ikd, ze vpravo od diagondly jsou nuly. Pravidlo (iv) tikd, ze ¢isla v n-tém rédku lze pocitat pomoci
¢isel v predchozich fadcich, napf.

):p(271)+p(132):1+0:1;
)Zp(3,1)+p(2,2)=1—|—1:2,

atd. Kazdou hodnotu p(n,r) lze tedy vypocitat tak, ze sestavime prvnich n faddkta tabulky pomoci

vySe uvedenych pravidel. Neni zndm zdadny jednoduchy explicitni vzorec umoziujici efektivnéjsi
o Eat D

vypocet.

Piihrddky mohou byt prazdné (nékteré talife mohou zustat prazdné):

Rozdéleni predmétu do r ne nutné neprazdnych piihradek je totéz, jako rozdéleni predmétu do
k neprazdnych piihrddek, kde k je libovolné ¢islo mezi 1 a r. Vyuzitim vysledku z ¢dsti a) tedy
dostavame, ze hledany pocet je roven

ks

> p(n, k).

k=1

Poznamka 4.2.1. Kolika zpusoby lze libovolné ¢islo n € N rozlozit na soucet r pfirozenych séitancu,
pricemz nezalezi na jejich potadi? Je to stejnd iloha jako rozdélovani n jednotek do r nerozlisitelnych

nepréazdnych piihradek. Pocet rozkladii n tvofenych r séitanci je tedy roven p(n,r). Cislo

p(m) = p(n, k),
k=1

coz je soucet ¢isel v n-tém fadku vyse uvedené tabulky, lze interpretovat jako pocet vSech rozkladu ¢isla n
s libovolnym poctem s¢itanct (ziejmeé jejich pocet je aspon 1 a nejvyse n). Neni zndm zadny jednoduchy ex-
plicitn{ vzorec pro p(n), tato ¢isla jsou véak predmétem vyzkumu v teorii ¢isel a existuji napf. asymptotické
odhady p(n) pro velkd n. Viz napf. https://en.wikipedia.org/wiki/Partition_(number_theory).

5Pro m > r plati té7 rekurentni vzorec p(n,r) = > k=1 p(n — k) (do kazdé pfihrddky musime dat aspori 1 pFedmét
a zbylych n—r predméti pak rozdélime do prvnich k prihrddek, kde k je libovolné ¢islo mezi 1 a r), ktery je vSak pro vypocty
méné vhodny.
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4.3 Cviceni

Cviceni 4.3.1. Kolika zpusoby lze rozdélit 10 stejnych bonbént mezi 5 déti, jestlize a) nékteré déti
nemuseji dostat nic, b) kazdé dité musi dostat aspor jeden bonbén?

Cviceni 4.3.2. Kolika zpusoby lze m - n osob rozdélit do n skupin o velikosti m, jestlize a) ve skupindch
zdlezi na poradi osob, b) ve skupindch nezilezi na potradi osob?

Cviéeni 4.3.3. Kolika zpusoby lze rozlozit mnozinu {1,2,...,12} na tfi neprdzdné podmnoziny? (Pod-
mnoziny nejsou pojmenované, tj. nezélezi na jejich poradi v rozkladu.)

Cviceni 4.3.4. a) Kolika zpusoby lze ¢islo 30030 rozlozit na soucin ti{i pfirozenych ¢isel vétsich nez 17
Na poiadi &fsel v soucinu nezdlezi. b) Jak se zméni odpovéd na piedchozi otdzku, pokud budeme uvazovat
souciny tii pfirozenych ¢isel véetné 17

Névod: Pouzijte rozklad 30030 =2-3-5-7-11-13.
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Kapitola 5

Ulohy vedouci na rekurentni rovnice

V kombinatorice (i v jinych oblastech matematiky) se stavd, ze zadanou tlohu neumime vyftesit primo, ale
dokazeme ji pfevést na tilohu stejného typu a ,,mensiho rozsahu“. Takové tlohy ¢asto vedou na rekurentni
rovnice. Ukazeme si tii klasické tulohy tohoto druhu.

5.1 Hanojské véze

Uloha 5.1.1. Ve hie zndmé pod nazvem ,hanojské véze“ mame k dispozici 3 koliky a 8 kotouc¢t ruznych
velikosti. Na zacatku hry jsou vSechny kotouce na levém koliku, tikolem hrace je prenést kotouce na pravy
kolik. V kazdém kroku je povoleno premistit jeden kotou¢ z jednoho koliku na jiny, a to tak, ze vétsi kotouc
nikdy nesmi lezet na mensim. Jaky je nejmensi pocet kroku potiebnych k dosazeni cile?

Obrazek 5.1: Poc¢atecni stav v hlavolamu hanojské véze se tfemi koliky a osmi kotouéi (pfevzato z Wiki-
media Commons, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Tower_of Hanoi.jpeg)

Resent. Na prvni pohled neni ziejmé, zda je tloha vibec fesitelnd. Budeme uvazovat obecnéjsi verzi
s n kotoudi a 3 koliky. Ukédzeme, Ze tloha je fesitelna pro kazdé n € N a najdeme minimalni pocet kroku
ay, potiebnych k preneseni n kotouct z jednoho koliku na jiny (pocet kroku nezdlezi na tom, ktery kolik je
startovni a ktery cilovy — zndme-li postup pro pieneseni véze z levého na pravy kolik, snadno jej upravime
napf. na postup pro pieneseni véze z levého na prostiedni kolik).

Plati a1 = 1 (pfendsime jediny kotouc) a as = 3 (mens{ kotoué¢ preneseme z levého na prostiedni kolik,
nésledné vétsi kotoué z levého na pravy kolik a nakonec mensi kotou¢ z prostiedniho na pravy kolik).

V obecném piipadé je klicové nasledujici pozorovani: Pokud umime vyfesit ilohu s n — 1 kotou¢i, umime
téz vytesit ulohu s n kotouéi. K tomu, abychom se viibec dostali k nejvétsimu kotou¢i a mohli jej pienést

z levého koliku na pravy, musime nejprve premistit vrchnich n — 1 kotouc¢u na prostiedni kolik (k tomu je
potieba a,_1 kroku). Poté preneseme nejvétsi kotoué z levého koliku na pravy (1 krok) a zbyva pfemistit

39



40 KAPITOLA 5. ULOHY VEDOUCI NA REKURENTNI ROVNICE

n — 1 kotouét z prostiedniho kolfku na pravy (opét a,_; kroki).! Je ziejmé, ze zadny jednodussi zpiisob
reSeni neexistuje. Predchozi tvaha tedy dokazuje, ze a,, = a,—1 + 1 + a,—1, neboli

an = 2ap_1+ 1. (5.1.1)
Pomoci této rekurentni rovnice sestavime nésledujici tabulku.

n‘l‘Z
an | 1]3

| 415]6] 7|8
| 15 [ 31 ] 63 | 127 | 255

3
7

Vidime, 7Ze k vyfeSeni tlohy s 8 kotouéi je zapotiebi 255 kroku.

Nabizi se otazka, zda k vypoctu a, pro velké hodnoty n je skuteéné zapotiebi pocitat vSechny cleny
ai,...,a,, nebo existuje jednodussi postup. Ve druhém fadku tabulky vidime mocniny dvojky zmensené
o 1, zda se tedy, ze by obecné mohlo platit

ap,=2"-1, nelN (5.1.2)

Dokézeme vzorec matematickou indukei: Pro n = 1 vychdzi 2' — 1 = 1, coz se rovnd a;. Indukéni krok:
Plati-li a,,_; = 2"~ — 1, pak z rekurentn{ rovnice (5.1.1) plyne

Up =20, 1 +1=2-2" 1) +1=2"-2+1=2" -1,

¢imz je dukaz hotov.
Ke vzorci (5.1.2) lze dospét i jinym zpusobem, aniz bychom jej uhodli. Pfi¢teme-li k obéma strandm
vztahu (5.1.1) jednicku, dostaneme

an+1=2a,-1+2=2(an_1+1).
Provedeme-li substituci b,, = a,, + 1 pro kazdé n € N, ziskdme

by, = 2bp—1.

Tedy {b,}52 je geometrickd posloupnost s kvocientem 2. Jeji prvni ¢len je by = a1 + 1 = 2, tudiz plati
b, = 2™ a nasledné a,, = b,, — 1 =2" — 1.
Vzorec (5.1.2) ukazuje, ze pocet kroku potfebnych k vyfeseni tlohy roste exponenciélné s poctem disku. [
Poznamka 5.1.2. Hlavolam hanojské véze pochazi z roku 1883 a je dodnes popularni. V navodu, ktery se
nachézel v krabicce, byl za jeho autora oznacen profesor N. Claus; jde o presmycku jména skuteéného au-
tora, francouzského matematika Edouarda Lucase. Existuji ruzné verze hlavolamu, z nichz asi nejznaméjsi
je varianta se ¢tyfmi koliky a n disky. Nejmensi pocet kroku potiebnych k vyfeseni této wilohy lze vypocitat
pomoci tzv. Frame-Stewartova algoritmu; ten je zndm od roku 1941, avsak jeho spravnost dokazal az fran-

couzsky matematik Thierry Bousch v roce 2014. Dalsi informace o hanojskych vézich jsou k dispozici na
webu https://en.wikipedia.org/wiki/Tower_of _Hanoi a v rozsahlé knize [5].

5.2 Primky v roviné

Uloha 5.2.1. J aky maximalni pocCet oblasti muze vzniknout, jestlize pomoci n piimek rozdélime rovinu?

1P#i pfesouvéani n — 1 kotoudi nezélez{ na tom, kde pravé lezi n-ty kotoug; je totiz nejvétsi a lze na né&j polozit libovolny
jiny kotouc.
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Resend. Nechf L,, je maximélni pocet oblasti roviny pfi sestrojeni n pifmek. Zfejmé plati L1 = 2 (jedna
piimka rozdéli rovinu na 2 oblasti) a Lo = 4 (dvé ruznobézky rozdéli rovinu na 4 oblasti, zatimco dvé
rovnobézky daji pouze 3 oblasti).

Predstavme si situaci, kdy v roviné je jiz nakresleno n—1 ptimek. Pak n-ta pifimka protne nejvyse n—1 diive
sestrojenych pifmek (muze jich byt méné, pokud je nova pifmka rovnobéznd s nékterou diive sestrojenou).
Pifslusné pruseciky vymezuj{ na n-té piimce nejvyse n tseku (muze jich byt méné, pokud jsou nékteré
pruseciky totozné) a kazdy takovy usek rozdéli nékterou stdvajici oblast roviny na dvé podoblasti. Pfi
sestrojeni n-té pirimky tedy muze vzniknout maximalné n novych oblasti; bude jich pravé n, pokud piimky
volime tak, aby kazdé dvé byly ruznobézné a zadné tii nemély spoleény bod.

Ib | 2p
3b
la W
3a
4

Obrazek 5.2: Dvé ruznobézky déli rovinu na 4 oblasti, tedy Lo = 4 (vlevo). Tret{ pifmka proting prvni
i druhou; dva pruseciky na ni vymezuji t¥i useky. Kazdy tsek déli nékterou stavajici oblast roviny na dveé
¢ésti, tudiz Ls = Lo +3 =4+ 3 =7 (vpravo).

Predchozi iivaha dokazuje, ze pro n > 2 plati
L, =1L,_1+n. (5.2.1)

Zkusme najit vzorec pro n-ty ¢len této rekurentné zadané posloupnosti. Uhodnout vzorec na zakladé hodnot

vevs

dostaneme

Ly,=Lp1+n
:Ln—2+(n_1)+n
=Lps3+(n—-2)+(n—1)+n

— L +24+34--+n
—242434--+n
n(n+1)

S
2

¢imz je uloha vyfeSena. O

Poznamka 5.2.2. Ulohu o piimkéch v roviné poprvé vyfiesil roku 1826 svycarsky matematik Jakob
Steiner. Ekvivalentni formulace zni: Na jaky nejvétsi pocet ¢dsti muzeme rozdélit pizzu nebo kolaé pomoci
n fezu? Souvislost s pfedchozi tlohou o piimkéch je zFejmé: Staéi do obrazku zakreslit kruznici (zndzornujici
pizzu nebo kola¢) tak, aby uvnitt nf lezely pruseciky vsech piimek.

Alternativni feseni zaloZzend na Eulerové vété, resp. vhodném ¢islovani oblasti, lze najit v pfispévku [12],
ktery se vénuje i jinym variantdm tlohy (véetné trojrozmérnych).

5.3 Uloha o zajatcich

Uloha 5.3.1. n zajatcum ¢ekajicim na popravu bylo nafizeno, aby se rozestavili do kruhu. Postupné bude
popravovan kazdy druhy zajatec tak dlouho, dokud nezustane nazivu posledni; tomu bude udélena milost.
Zjistéte, ktery zajatec zustane nazivu.
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Reseni. Predpokladejme, ze zajatci jsou ocislovani &isly 1,...,n v tom pofadi, ve kterém stoji v kruhu
vedle sebe. Necht j(n) je ¢islo zajatce, ktery zistane nazivu.

Piiklad (nakreslete si situaci v kruhu a vyskrtdvejte popravované zajatce): Pro n = 10 jsou postupné
popraveni zajatci s ¢isly 2, 4, 6, 8, 10, 3, 7, 1, 9 a prezije zajatec 5, tedy j(10) = 5.

Ziejmé plati j(1) = j(2) = 1. Pro j(n), kde n > 3, odvodime rekurentni rovnici.

e Je-li n = 2k sudé, pak po provedeni k poprav zbyvd k zajatcu s Cisly 1,3,...,2k — 1. Prevedli jsme
tedy problém na tlohu stejného typu, ale mensiho rozsahu. Ze zbylych k zajatcu prezije ten na pozici
j(k); zajatci vSak nyni nejsou ¢islovani po sobé jdoucimi pfirozenymi ¢isly, ale pouze lichymi ¢isly.
Cislo piezivitho zajatce je tedy 2j(k) — 1.> Ukézali jsme, ze plati

§(2k) = 2j(k) — 1. (5.3.1)

e Podobné vysetiime piipad, kdy n = 2k +1 je liché. Po provedeni k + 1 poprav zbyvéa k zajatcu s Cisly
3,...,2k — 1,2k + 1.3 Nazivu ziistane j(k)-ty z nich a jeho &islo je 25 (k) + 1.% Plat{ tedy

32k +1) = 2j(k) + 1. (5.3.2)

Pomoci rekurentnich vztaht (5.3.1) a (5.3.2) lze postupné pocitat hodnoty j(n) pro vSechna n € N; prvnich
deset hodnot ukazuje nasledujici tabulka.

9|10
315

1]2]3[4]5]6]7]8
jm) [1]1]3[1|3][5[7]1

Dalsi hodnoty znazornuje obrazek 5.3.

35 .
30 . .
25 - 1 1

20 - . .

15 . . .

10 - . . .

Obrézek 5.3: Hodnoty j(n) pron € {1,...,50}

Pokud bychom chtéli znét napt. j(100), je vypocet pomoci rekurentnich vzorcti zdlouhavy (a nez bychom
se dobrali k vysledku, muze byt na zdchranu zivota pozdé). Zkusme tedy najit explicitni vzorec pro j(n).

Z tabulky i z obrdzku se zd4, Ze pokud n je mocninou dvojky, pak j(n) = 1.° Déle vidime, 7e s kazdym

zvysenim n o 1 vzroste j(n) o 2, a to tak dlouho, dokud nenarazime na dalsi mocninu dvojky. Nase hypotéza
tedy zni: Je-lin =2" 41, kde I € {0,...,2™ — 1}, pak j(n) =20 + 1.

2Protoze i-ty prvek posloupnosti 1,3,...,2k — 1 je 2i — 1.

3Pokud bychom provedli pouze k poprav, zbylo by k + 1 zajatct s &sly 1,3,...,2k — 1,2k + 1. Tim bychom problém
prevedli na 1lohu mensiho rozsahu, ale nikoliv stejného typu jako na zacdtku, protoze popravovani ddle pokracuje zajatcem
na prvni, nikoliv na druhé pozici.

4Protoze i-ty prvek posloupnosti 3,...,2k + 1 je 25 + 1.

5To lze snadno zdivodnit. V kazdém kole jsou popravovani zajatci na sudych pozicich, prvni zajatec tedy zlistane nazivu
az do konce.
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Tvrzeni dokdzeme matematickou indukei:
Pro n =1 tvrzeni plati: 1 =2° +0, tedy m = 0,1 =0 a 2l + 1 = 1, coz se shoduje s hodnotou j(1).
Predpokladejme, ze hypotéza plati pro 1,...,n — 1, a dokazme, Ze plati pro n.

e Nechf n = 2™ +1 je sudé, tj. n = 2k. Pak ze vztahu (5.3.1) a z indukéniho pfedpokladu plyne
j(n) =502k) =2j(k) —1=2j(n/2) —1=252™ 1 41/2) =1 =2-(2-(1/2) + 1) =1 = 2] + 1.
e Necht n = 2™ +1 je liché, tj. n = 2k + 1. Pak ze vztahu (5.3.2) a z indukéntho piedpokladu plyne

J(n) = 3 (2k+1) = 2j(k)+1 = 2j((n—1)/2)+1 = 25 (2" +(1—1)/2)+1 = 2:(2-(I-1)/2+1)+1 = 20+1.

Diukaz indukci je hotov.

Zkusme vypoéitat 5(100). Plat{ 100 = 64+ 36 = 26+ 36, tedy m = 6, = 36 a j(100) =2-36+1=73. O

Poznémka 5.3.2. Uloha o zajatcich se v anglicky psané literatufe vyskytuje pod nézvem ,Josephus
problem*“ na pocest ucence Josefa Flavia, autora Zidovské vélky, kde je vylicen nésledujici pifbéh: Roku
67 n. 1. se Flavius se svymi 40 zidovskymi spolubojovniky ocitl v obkliceni Rimany. Kdyz poznali, ze
nemaji Sanci vyvaznout, rozhodli se radéji pozabijet. Flavius spolu s jednim dalsim muzem ale méli §tésti,
zustali nazivu jako posledni a zachrénili si zivot tim, Ze se vzdali Rimantim. Je nepravdépodobné, ze by
se Zidé navzdjem zabijeli podle pravidel tlohy o zajatcich; sdim Flavius pise, ze o jeho zéchrané rozhodl
los. Zda se, ze teprve autofi stfedovékych a novovékych sbirek tloh spojili Flaviuv piibéh s matematickym
problémem, aby jej ucinili atraktivnéjsim. Dals{ informace o této tloze a jejich variantach lze najit napf. na
webu https://en.wikipedia.org/wiki/Josephus_problem a v ¢lancich [4, 9].

5.4 Cviceni

Cviceni 5.4.1. Uvazujme nésledujici variantu hlavolamu hanojské véze: Jsou dany 3 koliky; na prvnim
z nich je postavena véz z n kotoucu sefazenych podle velikosti (nejvétsi je vespod), ostatni jsou prazdné.
V kazdém kroku lze pfenést jeden kotou¢ mezi prvnim a druhym kolikem, nebo mezi druhym a tfetim
kolikem, a to tak, ze vétsi kotou¢ nikdy nesmi lezet na mensim. Jaky je nejmensi pocet kroku potfebny
k pfeneseni véze z prvniho na tfeti kolik?

Cviéeni 5.4.2. Uvazujme nasledujici variantu tlohy o zajatcich: Necht n € N. Zajatci s &sly 1,...,n
stoji vedle sebe v fadé. Véznitel kolem nich prochéazi zleva doprava, pfitom nechdva popravit kazdého
druhého zajatce (tj. zajatce 2,4,6,...). Poté se vraci zpét zprava doleva, viim4 si pouze zbyvajicich zivych
zajatcu a opét nechdvd nazivu kazdého druhého (pokud je pocet zajatcu lichy, tak poslednf je pocitan pouze
jednou, tedy prezije). Na zac¢dtku fady se opét obréat{ a takto pokracuje az do okamziku, nez zustane nazivu
posledni zajatec; tomu bude udélena milost. Necht w(n) znaéf &fslo zajatce, ktery dostane milost (zfejmé
w(l) = 1). Najdéte rekurentni vztahy pro w(n) a pouzijte je k sestaveni tabulky hodnot w(1),...,w(8).

Cviceni 5.4.3. V roviné je nakresleno n + k piimek, z nichz zidné t¥i nemaji spole¢ny bod, k piimek
je navzajem rovnobéznych a 7adné jiné dvé nejsou rovnobézné. Nechf a(n, k) je pocet oblasti, na které je
rovina témito pfimkami rozdélena. Najdéte rekurentni rovnici pro a(n, k) a vyfeste ji.

Cviceni 5.4.4. Kruh je rozdélen na n shodnych vyse¢i oc¢islovanych ¢isly 1,...,n. Kolika zpusoby je
muzeme obarvit pomoci k > 3 barev tak, aby sousedni vyseée mély vzdy ruzné barvy? Obarveni lisici se
otocenim povazujeme za ruzna. Najdéte rekurentni rovnici pro hledany pocet a vyfeste ji.


https://en.wikipedia.org/wiki/Josephus_problem
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Obrézek 5.4: Ilustrace k zadani cviceni 5.4.4



Kapitola 6

Fibonacciho c¢isla

Fibonacciho ¢isla jsou patrné nejzndméjsi ¢iselnou posloupnosti v kombinatorice i v celé matematice.
Ukazeme si nékolik tloh vedoucich na Fibonacciho ¢isla a poté prostudujeme nékteré jejich vlastnosti.

6.1 Uloha o kralicich a definice Fibonacciho ¢isel
Fibonacciho ¢&isla jsou pojmenovéana na pocest Leonarda Pisanského (zvaného Fibonacci). V jeho uéebnici
aritmetiky Liber Abaci z roku 1202 se vyskytuje nésledujici tloha.

Uloha 6.1.1. Mame par cerstvé narozenych kraliku. Kolik paru budeme mit po dvanacti mésicich, jestlize

e kazdy par dospiva za jeden meésic,
e kazdému dospélému paru se kazdy mésic narodi dalsi par,

e kralici nehynou?

Resend. V tiloze nejsou podstatni jednotlivi krélici, ale pary. Necht F), je pocet part po n mésicich; chceme
vypocitat Fjo. Nasledujici obrazek a tabulka ukazuji vyvoj krali¢i populace béhem prvnich péti mésicu.

n 0112|345
paru po n mésicich (F,) 11112358
dospélych paru pon mésicich | 0| 1|12 |3]|5

Tret{ fddek tabulky je jen posunutou verzi druhého faddku, nebot poéet dospélych parti po n mésicich
je roven poctu vSech paru po m — 1 mésicich. Jak vznikaji ¢isla F,, ve druhém tadku? Pocet paru po
n mésicich (F),) je sou¢tem pocCtu paru po n — 1 mésicich (Fj,—1) a po¢tu nové narozenych para. Ten je
dén poctem dospélych parua po n — 1 meésicich, nebo ekvivalentné poc¢tem vSech paru po n — 2 meésicich.
Plati tedy F,, = F,,_1 + F,_2, neboli kazdy ¢len posloupnosti { F},}22 , s vyjimkou prvnich dvou je souétem

~/ v

predchozich dvou ¢lenu. Na zdakladé této informace vypocéteme dalsi ¢leny posloupnosti:
Fs=13, F; =21, Fg=34, Fy=055 F (=89, Fy3 =144, Fi5=233. O

Definice 6.1.2. Posloupnost ¢isel {F,}52 , definovand pocdteénimi ¢leny Fy = F; = 1 a rekurentnim
vztahem F,, = F,,_1 + F,,_o pro n > 2 se nazyva Fibonacciho posloupnost.

Poznamka 6.1.3. V literatufe i na internetu se lze setkat s mirné odliSnou definici, kde prvni dva cleny
posloupnosti jsou Fy = 0 a F; = 1, ¢imz dojde k posunuti celé posloupnosti o jeden ¢len. Pti studiu zdroju
vénovanych Fibonacciho ¢islim je tedy nutné mit na paméti, s jakou definici autor pracuje.

45



46 KAPITOLA 6. FIBONACCIHO CISLA

E
EEE

&)r" 4
s
P TS T

Obrazek 6.1: Tlustrace k Fibonacciho tloze o krdlicich (pfevzato z Wikimedia Commons,
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:FibonacciRabbit.svg)
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6.2 Dalsi dlohy vedouci na Fibonacciho ¢isla

Kromé tlohy o kralicich existuje velké mnozstvi dalsich tloh vedoucich na Fibonacciho ¢&isla; predstavime
si nékteré z nich.

6.2.1 Uloha o dlazdicich, 1. varianta

Uloha 6.2.1. Kolika zpusoby lze pomoci dlazdic o rozmérech 1 x 1 a 1 x 2 vyplnit obdélnik o rozmérech
1 xn?

Resend. Jak je v kombinatorice obvyklé, budeme dlazdice 1 x 2 zkrdcené nazyvat domina a dlazdice 1 x 1
budou monomina. Necht p,, zna¢f hledany poéet zptisobii, jak pomoci monomin a domin vyplnit obdélnik
1 X n.

Snadno zjistime p,, pro nizké hodnoty n € N: p; = 1 (1 monomino), p; = 2 (jedno domino nebo dvé
monomina), ps = 3 (monomino a domino, nebo domino a monomino, nebo t¥i monomina). Uloha dévé
smysl i pro n = 0, kdy je rozumné poloZit py = 1, nebot obdélnik s nulovym obsahem lze vyplnit jedinym
zpusobem — nevezmeme zadnou dlazdici.

Predchozi hodnoty se shoduji s Fibonacciho ¢isly, coz napovida, ze by mohlo platit p, = F,, pro kazdé
n € Ng. Ukazme, ze ¢leny posloupnosti {p, }5, spliuji stejnou rekurentni rovnici, jako Fibonacciho ¢isla.

Obdélnik 1 x n, kde n > 2, lze vyplnit p,, zplsoby a jsou dvé moznosti, jak zaéit: bud monominem, nebo
dominem (viz obrézek 6.2). V prvnim ptipadé zbyvéd vyplnit obdélnik 1 x (n — 1), coz lze uéinit p,—;
zpusoby. Ve druhém piipadé zbyva vyplnit obdélnik 1 x (n — 2), coz lze ucinit p,_o zpusoby.

7 predchozi tvahy vyplyva, ze pro kazdé n > 2 plati p, = pp_1 + pn_2o. Jelikoz pg = 1 a p; = 1, vidime,
ze musi platit p, = F,, pro kazdé n € Nj. O
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Obrézek 6.2: Dva zpusoby, jak zac¢it vypliiovat obdélnik 1 x n pomoci monomin a domin

6.2.2 Uloha o dlazdicich, 2. varianta

Uloha 6.2.2. Kolika zpusoby lze pomoci dlazdic o rozmérech 1 x 2 vyplnit obdélnik o rozmérech 2 x n?

Reseni. Necht ¢, je hledany pocet zptsobii. V porovnani s piedchozi ilohou méme pouze domina, pomoci
kterych vyplaujeme obdélnik 2 x n, jinak je ale feseni velmi podobné.

Jsou dvé moznosti, jak za¢it vypliiovat obdélnik 2 x n: bud jednim svislym dominem, nebo dvojici vodo-
rovnych domin (viz obrézek 6.3). V prvnim pfipadé zbyva vyplnit obdélnik 2 x (n — 1), coz lze ucinit g,—1
zpusoby. Ve druhém piipadé zbyva vyplnit obdélnik 2 x (n — 2), coz lze uéinit g,—_o zpusoby.

gn—1
a { - — >
n dn—2
- — >

Obrézek 6.3: Dva zpusoby, jak zac¢it vypliiovat obdélnik 2 x n pomoci domin

Z predchozi dvahy vyplyva, ze pro kazdé n > 2 plati ¢, = gn—1 + ¢n—2. Jelikoz gy = 1 (nepouzijeme zadné
domino) a ¢; = 1 (jedno svislé domino), vidime, Ze mus{ platit g, = F,, pro kazdé n € Ny. O

Poznamka 6.2.3. Mezi obéma variantami tlohy o dlazdicich je jednoduchy vztah. Dlazdéni ve druhé
varianté tlohy jsou vzdy soumérnd podle vodorovné osy obdélniku. Jinymi slovy, v dldzdéni se mohou
objevit pouze svisld domina a dvojice vodorovnych domin, kterd maji spoleénou del$i stranu. Rozpulenim
takového dlazdéni podél vodorovné osy ziskdme dvé identickd dlazdéni obdélniku 1 x n slozena z monomin
a domin. Tuto konstrukei lze obratit a z libovolného dlazdéni obdélniku 1 x n slozeného z monomin a domin
vyrobit dldzdéni obdélniku 2 x n pomoci domin (z monomin se stanou svisld domina, z domin vzniknou
dvojice vodorovnych domin). Je tedy zfejmé, Ze obé tlohy jsou vlastné totozné a plati p,, = gy.

6.2.3 Uloha o schodisti

Uloha 6.2.4. Kolika zpusoby lze vystoupat po schodisti o n schodech, jestlize v kazdém kroku muzeme
vynechat nejvyse 1 schod?

Resent. Tato loha neni zadéna zcela jednoznaéné, je tieba ji chdpat nasledujicim zpusobem: Na kazdy
schod, na ktery vstoupime, Sldpneme levou i pravou nohou a nezélezi na tom, v jakém pofadi to ucinime.

Existuje napf. pouze jeden zpusob, jak zdolat 1 schod, a dva zpusoby, jak vystoupat po 2 schodech (prvni
schod bud’ vynechame, nebo nevynechdme); viz obrézek 6.4.

Necht 7, znaéf hledany poéet zptisobtl. Jiz vime, Ze plati 11 = 1 a ro = 2. Dal§fm rozborem piipadii se da
zjistit, ze r3 = 3, r4 = 5 atd. Zd4 se tedy, ze by mohlo platit r,, = F,,.
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Obrézek 6.4: Zpusoby, jak zdolat schodisté s jednim schodem (nahofe) a dvéma schody (dole)

n schodu lze zdolat r, zpusoby a existuji dvé moznosti, jak zacit:

e Sldpneme na 1. schod; pak zbyvé n — 1 schodi, které lze zdolat r,,_; zptisoby.
e Vynechame 1. schod a Sldpneme na 2. schod; pak zbyva n — 2 schodu, které lze zdolat r,,_s zpusoby.

Tento rozbor piipadl ukazuje, ze pro n > 3 plati v, = r,,—1 + 7,—2. Jde o stejnou rekurentni rovnici jako
u Fibonacciho ¢isel, shoduji se i ¢leny vy = Fy a ro = F5. Plati tedy r, = F,, pro kazdé n € N. O

6.2.4 Hazeni minci
Uloha 6.2.5. Hod{me-li n-krét minci, jaka je pravdépodobnost, ze nikdy nepadne dvakrat po sobé rub?
Reseni. Kazdou posloupnost hodit muzeme zapsat jako uspoiddanou n-tici sestavenou z pismen R a L

znacicich rub a lic.

Hledana pravdépodobnost je dana zlomkem, v jehoz jmenovateli je celkovy pocet moznosti, ¢ili 2. Zbyva
urcit pocet piiznivych piipadu, tj. usporddanych n-tic neobsahujicich dvé pismena R tésné vedle sebe.
Necht a,, je pocet takovych n-tic. Pak a; =2 (R a L), a =3 (RL, LR, LL), a3 =5 (RLR, RLL, LRL,
LLL, LLR). Zd4 se tedy, ze by mohlo platit a, = Fy11.

Vsechny pfipustné n-tice pismen R a L lze rozdélit do dvou skupin:

e n-tice za¢ind pismenem L, po némz nésleduje libovolnd ptipustnd (n — 1)-tice.

e n-tice za¢ind pismenem R. Po ném nutné musi nésledovat L a poté libovolnd pifpustnd (n — 2)-tice.
Pocet n-tic prvniho druhu je a,—1 a pocet n-tic druhého druhu je a,_o, z ¢ehoz plyne a,, = an—1 + ap—2
pro kazdé n > 3.

Jelikoz a1y = 2 = Fy, ag = 3 = F3 a kazdy dals{ ¢len posloupnosti {a, }52; je souctem predchozich dvou,
dostavame opét Fibonacciho ¢isla, konkrétné a,, = F, 1.

Hledand pravdépodobnost je P = F,1/2™. O

6.3 Vlastnosti Fibonacciho ¢isel

Vypocet Fibonacciho ¢isel pomoci rekurentniho vzorce je zdlouhavy, napt. pro vypocet Fjpg musime nej-
prve urcit Fy, ..., Fgg. Ukdzeme si efektivnéjsi zptisoby vypoctu Fibonacciho ¢isel.
Véta 6.3.1. Pro kazZdou dvojici ¢isel m,n € N plati{ vy, = FFoy + Fne1F—1.

Dukaz. K dikazu vyuzijeme kombinatorickou interpretaci Fibonacciho éisel z 1. varianty tlohy o dlazdicich.
Na levé strané dokazovaného vztahu stoji Fi,4,,, coZ je pocet zpusobi, jak vyplnit obdélnik 1 x (n + m)
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pomoci monomin a domin. VSechna takova dlazdéni lze rozdélit do dvou skupin podle toho, jaka situace
nastéva ve vzdalenosti n od levého okraje obdélniku (viz obrazek 6.5):

e V daném misté se dotykaji dvé dlazdice. Kazdé takové dlazdéni vznikd spojenim dlazdéni obdélniku
1 x n a dlazdéni obdélniku 1 x m.

e V daném misté se nachazi stifed domina. Kazdé takové dlazdéni vznikd spojenim dldzdéni obdélniku
1 x (n—1), domina a dlazdéni obdélniku 1 x (m — 1).

Pocet dlazdéni prvniho druhu je F,F,, a pocet dlazdéni druhého druhu je F,_1F,,_1, ¢imz je dukaz

dokoncen. O
F, F,
n m
Fn—l mel
n—1 m—1

Obrazek 6.5: Dvé moznosti pro dldzdéni obdélniku 1 x (n + m) pomoci monomin a domin v zavislosti na
tom, zda ve vzdalenosti n od levého okraje lezi ¢i nelezi stfed domina

Je-li m = n, pak z prechozi véty plyne
Fo, = F?+F?_,. (6.3.1)

Pro m = n + 1 z prechozi véty a ze vztahu F,, = Fj, 11 — F},—1 obdrzime
F2n+1 == FnFn+1 + Fn—an = Fn(Fn+1 + Fn—l) = (Fn—i-l - Fn—l)(Fn+1 + Fn—l) - F,3+1 - Fg_l. (632)

Vzorec (6.3.1) 1ze vyuzit k vypocétu Fibonacciho ¢isel se sudymi indexy a vzorec (6.3.2) pro liché indexy.
V obou ptipadech prevadime vypocet Fibonacciho ¢isla na vypocet dvou Fibonacciho ¢isel s piiblizné
poloviénimi indexy.

Méme-li napf. vypocitat Fig, pak z prvniho vzorce (n = 50) plyne
Fioo = F2) + Fiy.
Néslednym pouzitim prvniho (n = 25) a druhého (n = 24) vzorce dostaneme
Fyo = Fjs + F3y, Fu = F3 — F3,.

Tim jsme vypocet hodnot Fy,..., Figp zredukovali zhruba na c¢tvrtinu: staci najit Fp,..., Fos a poté
dopocitat Fyg, F5o, F1go. Pokud je pro nés sestavovani tabulky Fy,..., Fos stéle pfili§ pracné, muzeme
pokracovat rozlozenim Fag, Foy a Fos pomoci vzorcu (6.3.1) a (6.3.2).

Piechozi postup ukazuje, jak urychlit pocitdni Fibonacciho ¢isel, mé vak stéle rekurentn{ charakter (prevé-
dime vypocet jednoho Fibonacciho ¢isla na vypocet jinych ¢isel). Bylo by mozné se rekurentnim postuptim
vyhnout a najit explicitni vzorec pro F,? Takovy vzorec je uveden v néasledujici vété, kterou dokazeme
matematickou indukci. Otdzku, jak na vzorec pfijit, zatim ponechdame otevienou a v kapitole 8 se k ni
vratime.

Véta 6.3.2. Pro kazdé n € Ny plati

n+1 n+1
F, = % (1 +2¢5> _ <1 _2ﬁ> . (6.3.3)
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Diikaz. Pro n = 0 je na pravé strané dokazovaného vzorce (6.3.3) ¢islo

L(1+V5 1-V6)
N 2 2 -

a pro n = 1 ¢islo

1 14vE) [1-vE) _ L (6426 6-2Vh)
V5 2 L2 Vs 4 4 o

coz souhlasi s hodnotami Fy a Fj.

Predpokladejme, ze dokazované tvrzeni plati pro n — 1 a n — 2; ovéfime, ze pak plati pro n, ¢imz bude
dukaz hotov.

7 definice Fibonacciho ¢isel a z indukéniho predpokladu obdrzime
n n n—1 n—1
1 14++5 1—-+5 14++v5 1—-+5
Fo=F, 1+ F,_2=— \/> - \/> + f — f
V5 2 2 2 2
n—1
Z prvniho a tfetiho ¢lenu v hranatych zavorkach lze vytknout (1+2\/5) , z druhého a ¢tvrtého ¢lenu
B n—1 n—1
1 [[1+V5 1++5 1-+/5 1-+5
F,=— +1) - +1)| =
V5 2 2 2 2

(

(=) () (7))
(
(

N n—1
vytkneme (%) . Tim ziskdme

6+2v3) (1-v3\" [6-2V5
4 B 2 4

coz jsme chtéli dokazat. O

Poznamka 6.3.3. Vztah (6.3.3) byva nékdy nazyvan Binettuv vzorec podle francouzského matematika
Jacquesa Philippa Marie Bineta, ktery jej odvodil roku 1843. Ve skute¢nosti vsak byl znam uz diive, dospéli

k nému jiz v 18. stoleti Abraham de Moivre a Daniel Bernoulli. S ohledem na odmocniny, které ve vzorci
vystupuji, nenf piflis vhodny pro praktické vypocty. Presto se jednd o dilezity vysledek. Cislo 1_7\/5 je

n+1
v absolutni hodnoté mensi nez 1. Sc¢itanec (1_7‘/5) ve vzorci (6.3.3) tedy pfedstavuje geometrickou

posloupnost, kterda velmi rychle konverguje k nule. Fibonacciho ¢isla 1ze proto velmi dobie aproximovat

vztahem .
n
oo L 1+V5
n \/5 2 .
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Fibonacciho posloupnost tedy roste ptiblizné stejné rychle jako geometrickd posloupnost s kvocientem
—1"’2‘/5. Tuto skutecnost téz vyjadiuje vztah

. Fn+1 1 + \/5
lim = ,
n—oo I, 2

ktery lze dokdzat s vyuzitim vzorce (6.3.3).

6.4 Cviceni
Cviceni 6.4.1. Kolika zpusoby lze prirozené ¢islo n vyjadiit ve tvaru souctu lichych cisel, jestlize zalezi
na porad{ s¢itancu? (Napf. ¢islo 5 lze vyjadrit péti zpusoby: 5, 1+1+3,1+3+1,34+14+1, 1+1+1+1+1.)

Cviceni 6.4.2. Necht n je pfirozené ¢islo. Kolik existuje permutaci p mnoziny {1,...,n} takovych, Ze
|p(i) —i] <1 pro kazdé i € {1,...,n}?

Cviceni 6.4.3. Kolika zpusoby muzeme vystoupat po schodisti s 10 schody, jestlize pii kazdém kroku
vynechdme nejvyse dva schody?

Cviceni 6.4.4. Necht ay(n) znaci pocet zpusobi, jak pomoci dlazdic o rozmérech 1 x k vyplnit obdélnik
k x n. a) Predpokladejme, Ze k je pevné zvoleno. Najdéte hodnoty ax(1), ax(2), ..., ax(k) a rekurentn{
rovnici pro vypocet ax(n). b) Pomoci vysledku predchozi ¢dsti vypocitejte az(10).

Cviceni 6.4.5. Jaka je limita pravdépodobnosti vypoctenych v iloze 6.2.5 pro n — oo?
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Kapitola 7

Catalanova cisla

Catalanova ¢isla jsou po Fibonacciho ¢islech patrné druhou nejznaméjsi posloupnosti ¢isel v kombinatorice,
se kterou se setkdme v mnoha tlohach. Zacneme dvéma tilohami, které nds dovedou k definici Catalanovych
Cisel.

7.1 Uloha o fronté pred pokladnou

Uloha 7.1.1. U pokladny, kde se prodavaji vstupenky v hodnoté 50 K¢, stoji ve fronté n+m osob; n z nich
mé padesatikorunu, zatimco zbylych m mé pouze stokorunu. Jestlize potadi osob je ndhodné a pokladnik
ma pocatecéni zadsobu a padesatikorun, jaka je pravdépodobnost, ze bude moci vratit penize kazdé osobé
se stokorunou?

Resend. Pokud pokladnik bude moci vrétit penize vSem osobam se stokorunou, budeme zkrécené ifkat, ze
fronta projde. Staci se omezit na piipad, kdy a+n > m, jinak je jasné, ze fronta neprojde (protoze celkovy
pocet padesdtikorun bude mens{ nez pocet stokorun).

Ve fronté neni podstatné poradi osob, zdlezi pouze na tom, kdo mé padesatikorunu a kdo stokorunu. Frontu
si tedy muzeme predstavit jako uspotrddanou (n 4+ m)-tici sestavenou ze symboli 50 a 100. Pocet vsech
front je (";m), nebot fronta je jednoznaéné uréena vybérem n pozic pro padesitikoruny;' toto &islo bude

ve jmenovateli hledané pravdépodobnosti.

Zbyvéa vypocitat pocet priznivych piipadu, tj. front, které projdou. Ve skutecnosti je jednoduSsi urcit
pocet front, které neprojdou. Kazdou frontu (bez ohledu na to, zda projde, ¢i neprojde) muzeme zndzornit
lomenou ¢arou tak, jak ukazuje obr. 7.1. Lomend ¢ara znazornuje vyvoj pokladnikovy zasoby padesatikorun.
Zagind tedy v bodé A[0,a], kazdd osoba s padesdtikorunou zpusobi zvyseni zdsoby o 1 a naopak kazdd
osoba se stokorunou zpusobi sniZeni zdsoby o 1. Lomend ¢ara tedy konéi v bodé Bn + m,a +n — m].

Na obrazku je priklad fronty, kterd neprojde. Pocet vSech takovych front je roven poctu lomenych ¢ar z A

do B, které v néjakém okamziku klesnou pod osu z. Nyni pfichaz{ klicova myslenka feSeni: Najdeme prvni
okamzik, kdy ¢ara klesne pod osu z, tj. dostane se do bodu s y-ovou souradnici —1. Od tohoto okamziku

zacneme cestu zrcadlit podél piimky y = —1, viz obr. 7.2.

Takto ziskana cesta skonéi v bodé C| ktery je zrcadlovym obrazem B vzhledem k piimce y = —1. Jelikoz
bod B lezi ve vysce a+mn —m+ 1 nad touto pifmkou, bod C' m4 y-ovou soufadnici —1—(a+n—m+1) =
m—n—a—2. Naopak je zfejmé, ze kazda lomend ¢ara z A do C nékde protind piimku y = —1 a zrcadlenim

prislusného useku ziskdme cestu z A do B. Tudiz pocet vSech lomenych ¢ar z A do B, které klesnou pod
osu z, je roven poctu vSech lomenych ¢ar z A do C. Abychom zjistili pocet téchto cest, potfebujeme znét
pocty stoupani a klesani na cesté z A do C.

n+m)! n+m
)t = (v5m)

nl-m!

ILze téz pouzit vzorec pro permutace s opakovanim: Pocet permutaci n padesatikorun a m stokorun je

33
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Obrézek 7.1: Grafické znazornéni fronty 50, 100, 100, 100, 50, 100, 100, 50, 50, 50. Ve fronté je m = 5 osob
se stokorunou a n = 5 osob s padesatikorunou, pokladnik ma na zac¢atku a = 1 padesatikorunu.

zésoba padesatikorun

Cln+m,m—n—a-—2]

Obrézek 7.2: V okamziku, kdy lomend ¢dra poprvé protne piimku y = —1 (¢drkované), ji podél této primky

zac¢indme zrcadlit (¢erveny usek).

Uvazujme cestu z A do B, kterd v néjakém okamziku protne pifmku y = —1. Cést cesty pied timto
okamzikem nazyvejme 1. tisek a dalsf éast pak 2. tisek. Necht £ je podet stoupdni na 1. tiseku cesty. Protoze
1. tsek zacind ve vysce a a koné¢i ve vysce —1, musi byt pocet klesani roven ¢islu a + £ + 1. Jelikoz celkové
pocty stoupani a klesani jsou n a m, musi byt na 2. useku n — ¢ klesdni a m — a — £ — 1 stoupéni. Ziskané

pocty shrnuje nasledujici tabulka.

stoupani klesani
1. tsek Y4 a+/l+1
2. usek n—4~ m—a—¥—1

Odpovidajici cesta z A do C vznikne zrcadlenim 2. tseku, pocty stoupéni a klesdni ve druhém tadku

tabulky se tedy vymeént:

stoupani klesani
1. tsek / a+l+1
2.Usek | m—a—¥¢—1 n—1/{

Celkovy pocet stoupani na cesté z A do C je proto f+m —a —¥f —1=m —a — 1 a celkovy pocet klesani
jea+fl+1+4n—£=a+n+1. To znamend, zZe pocet vSech cest z A do C' je roven

n—+m
a+n—+1

Toto ¢islo udava pocet vsech front, které neprojdou. Pocet front, které projdou, je

n—+m n+m
n a+n+1
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a hledand pravdépodobnost je
("2") — ()
P = n a+n+1
- .
(2"

Uvazujme pro ilustraci frontu se 100 osobami, z nichz polovina ma padesatikorunu a polovina stokorunu,
tj. m = n = 50. Pokud by pokladnik chtél mit jistotu, ze fronta projde, musf si ptipravit 50 padesatikorun.
Kolik padesétikorun by mu stacilo, kdyby se spokojil s 95% pravdépodobnosti, Ze fronta projde? Hleddme
nejmensi a € Ny takové, aby platilo P > 0,95. Postupnym dosazovanim a = 0, 1,2, ...,50 do vztahu (7.1.1)

ziskdme hodnoty zndzornéné na obr. 7.3, ze kterého je vidét, ze k dosazeni pravdépodobnosti 95 % staci
vzit a > 12 padesatikorun. O

(7.1.1)

0.9
0.8
0.7"
0.6 -
05 °
04"
03 .
0.2 .
0.1

0 10 20 30 40 50

Obrézek 7.3: Pravdépodobnost, ze fronta pro m = n = 50 projde v zdvislosti na volbé a € {0,...,50}

7.2 Hlasovaci problém

Uloha 7.2.1. Ve volbach soupeii dva kandidati M a N. Kandidat M ziskal m hlast a kandid4t N obdrzel
n hlasu, pticemz n > m. Jestlize poradi s¢itani hlasu bylo ndhodné, jaka je pravdépodobnost, ze v prubéhu
s¢itani mél N vzdy aspon tolik hlasu jako M7

Reseni. Kazdy prubéh séitdni mizeme znizornit lomenou ¢arou tak, jak ukazuje obr. 7.4. Lomend Géra
znézornuje vyvo] naskoku kandiddta N nad jeho soupefem M. Zacing tedy v bodeé [0, 0], kazdy hlas pro N
zvysi ndskok o 1 a naopak kazdy hlas pro M sniz{ ndskok o 1. Lomen4 ¢éra tedy koné{ v bodé [n+m, n—m].

néskok N nad M

Obrézek 7.4: Grafické zndzornéni s¢itani pro posloupnost hlasat N, N, M, M, N, M, M, N, N, N

Skuteénost, ze v prubéhu s¢itani mél N vzdy aspon tolik hlasu jako M, pozndme tak, ze lomend ¢ara nikdy
neklesne pod osu x.



96 KAPITOLA 7. CATALANOVA CISLA

Vidime, ze hlasovaci problém je totozny se specialnim pfipadem tulohy o fronté pred pokladnou, kde
pokladnik nemd na zacatku zadné padesatikoruny. Hledanou pravdépodobnost tedy ziskame dosazenim
a =0 do vztahu (7.1.1):
(n+m) _ (n+m)
_ n +1
P - (n+m)n
n
Rozepsanim kombinac¢nich ¢isel lze vysledek zjednodusit:

(n+m)---m
p_i{__ Dt _, m :n—l—l—m
(ﬂ+m)""(m+1) n+1 n+1

n:

Pro kontrolu prozkoumejme, co nastane ve dvou specialnich piipadech:

e Pokud hlasovani skonéilo remizou, tj. m = n, pak P = %ﬂ Pro velka n je tedy pravdépodobnost,

ze jeden z kandidatu mél vzdy aspon tolik hlasu jako druhy, velmi mala.

e Pokud kandidadt NN zvitézil s velkou prevahou, tj. n > m, pak pravdépodobnost P =1 — 15 je
blizka k jedné. Je tudiz velmi pravdépodobné, ze vitéz mél v prubéhu s¢itani vzdy aspon tolik hlasu
jako porazeny.

O

Poznamka 7.2.2. Hlasovaci problém nezévisle na sobé zformulovali a vytesili W. A. Whitworth (1878)
a J. L. F. Bertrand (1887); zabyvali se variantou, kdy n > m a zajimé nds pravdépodobnost, ze kandidat N
mél v prubéhu séitani vzdy ostie vice hlast nez M (viz cviceni 7.4.3). Ulohu lze fesit mnoha zptsoby,
viz napi. https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand’s_ballot_theorem. Redeni zalozené na zrcadleni
cest, které klesnou pod osu x, byva nazyvano Andrého metoda zrcadleni. Z historického hlediska neni tento
nazev zcela presny; D. André sice v roce 1887 popsal elegantni feseni zalozené na pocitani Spatnych cest
pomoci bijekce, nejednalo se viak o zrcadleni. Podrobnosti 1ze najit v ¢ldnku [11].

7.3 Catalanova cisla
7 predchozich oddilu vime, ze

e pocet front s n padesatikorunami a n stokorunami, které projdou, pokud pokladnik nema na zac¢atku
zadnou padesatikorunu

e nebo pocet poradi s¢itani hlasu ve volbach, kde oba kandidati ziskali shodné n hlasu, pficemz kan-
didat N mél v prubéhu s¢itdni vzdy aspon tolik hlasu jako kandidat M

2n 2n
n n+1)
Rozepsdanim kombinaé¢nich éisel obdrzime

G- () -2 -t () - (e

Definice 7.3.1. Cisla C,, = n%_l(i?), n € Ny, se nazyvaji Catalanova ¢isla.

je roven ¢islu

Nésledujici tabulka ukazuje Catalanova ¢isla C,, pro nizké hodnoty n.

n‘O
1

3]4 5] 6 | 7] 8 | 9
Cr | 5

12
1]2[5|14]42] 132 429 | 1430 | 4862


https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand's_ballot_theorem

7.3. CATALANOVA CISLA 57

Patrné nejjednodussi kombinatorickd interpretace Catalanovych ¢isel je nasledujici: Méjme ¢tverec n X n
rozdéleny tseckami na n? jednotkovych étvereckii. Uvazujme cesty vedouci po hranich této miize, a to
z levého dolntho do pravého horniho rohu, pficemz kazdy krok vede bud’ vpravo, nebo nahoru. Pak poéet
cest, které nikdy nesestoupi pod diagondlu vedouci z levého dolntho do pravého horniho rohu, je C,,.

Pro¢ plati toto tvrzeni? Obrazek 7.5 ukazuje ptiklad pripustné cesty. Otoc¢ime-li tento obrazek o 45 stupnu
ve sméru pohybu hodinovych ruc¢icek, dostavame lomenou ¢aru stejného typu, jako v hlasovacim problému,
kde oba kandidati ziskali n hlastu. Obé tlohy jsou tedy ekvivalentni a pocet piipustnych cest je skuteéné C,,.

Obrazek 7.5: Priklad cesty ve ¢tverci 4 x 4, kterd nikdy nesestoupi pod diagonalu

Ze symetrie je ziejmé, ze Cislo C), udava rovnéz pocet cest, které nikdy nevystoupi nad diagondlu, viz
obr. 7.6.

/ / s /
/ / / ’
7 7 / /
2 2 7 2
A A a A
s s s s
/ / s /
a 2 /2 a
2 2 / 2
/ / / /
7
/ / / / / /
/ / / / / /
7 7 /A 7 7
2 2 2 2 / 2
A / A A / A
s s s s /i s
/ / / / / /
A A a A A
iz 2 2 Z 2 2
/ / / / / /
/ / s /
/ / / /
/A 7 7
/ 2 / /
7 / a a
/i s Z /i
s 2 2 /
./ a a 2
/ Z 2 2
/ / / /

Obrézek 7.6: Cesty ve ctverci 4 x 4, které nikdy nevystoupi nad diagondlu (Wikimedia Commons,
en.wikipedia.org/wiki/Catalan number#/media/File:Catalan number 4x4 grid_example.svg)

Interpretace Catalanovych ¢isel pomoci cest v ¢tvercové siti ndm umozni odvodit nasledujici rekurentni
vzorec pro Cy,.

Véta 7.3.2. Pro kazdé n € N plati

Cpn=CoCp_1+C1Cpha+C2CH_35+ -+ Cp_1Cy = Zoi—lon—i- (7.3.1)
i—1

Diikaz. Vime, ze C,, uddva pocet cest ve étverci n x n vedoucich z levého dolniho rohu [0,0] do pravého
horntho rohu [n,n], které nikdy nesestoupi pod diagondlu. Pokud si odmyslime pocédteéni bod [0, 0], musi
vzdy nastat jesté dalsi okamzik, kdy se cesta dotkne diagondly (nejpozdéji v bodé [n,n]). Necht prvnf
takovy okamzik nastane v bodeé [i,i], kde i € {1,...,n}, viz obr. 7.7.

Prvni krok cesty musel vést z bodu [0, 0] do bodu [0, 1] a do bodu [, i] se cesta nutné musela dostat z bodu
[i — 1,4]. Mezi body [0,1] a [¢ — 1,4] nemohla sestoupit pod dsecku spojujici tyto dva body (jinak by se
dotkla diagondly diive nez v [i,4]). Pocet zpusobu, jak se cesta mohla dostat z [0,1] do [i — 1,1], je C;_1,
nebot jde vlastné o cestu ve ¢tverci o strané ¢ — 1, kterd nesmi sestoupit pod diagondlu. Podobné poéet
zpusobu, jak se cesta mohla dostat z bodu [i,¢] do bodu [n,n], je C,,—;. Vidime, ze pocet cest z bodu
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[n,n]

[0,1]

[0,0]

Obrézek 7.7: Cesta z bodu [0, 0] do bodu [n,n], kterd se poprvé dotkne diagondly v bodeé [, 1]

[0,0] do bodu [n,n], které se poprvé dotknou diagondly v bodé [i, ], je roven C;_1Cy,—;. Nas¢itdnim ptes
vSechna moznd i € {1,...,n} dostaneme celkovy pocet cest C,, ¢imz je véta dokdzéna. O

Vztah (7.3.1) umoziiuje vypocitat C,, ze znalosti Cy,...,C,_1. Spoletné s podminkou Cy = 1 tedy jed-
nozna¢né urcuje Catalanova cisla. K vypoctu C,, se 1épe hodi explicitni vzorec z definice 7.3.1, pfesto
je v8ak rekurentni vzorec uziteény. V tlohdch vedoucich na Catalanova ¢isla muze byt obtizné piimo

v ~ -« s “ s . s 2 o . . ~~ s ,
ovérit, ze uvazovana posloupnost ¢isel je popsana vzorcem #(:), casto je mnohem jednodussi ukazat,

n+1
ze posloupnost spliuje stejny rekurentni vztah jako C,,. Nésledujici tloha ilustruje tuto skute¢nost.

Uloha 7.3.3. Kolika zpusoby 1ze rozdélit konvexni mnohotihelnik pomoci neprotinajicich se tihlopiicek
na trojuhelniky?

Reseni. PFipomenme, 7e thlopiickou se rozumi tsecka spojujici nesousedni vrcholy. Pro trojuhelnik je
pouze 1 moznost (nekreslime zddnou thlopticku), pro étyfihelnik jsou 2 moznosti, pro pétidhelnik 5 moz-
nost{ (nakreslete si obrdzek) a pro Sestitthelnik 14 moznost{ (viz obr. 7.8).

Obrézek 7.8: Déleni Sestitthelniku pomoci neprotinajicich se tihlopticek na trojuhelniky (Wikimedia Com-
mons, en.wikipedia.org/wiki/Catalan number#/media/File:Catalan-Hexagons-example.svg)

Zda se tedy, ze pro kazdé n € N uddva C,, pocet triangulaci pro (n + 2)-thelnik. Oznacime tento pocet T,,
déle polozime Ty = 1 a ukazeme, ze T, = C,, pro kazdé n € Ng.

Uvazujme libovolny konvexni (n + 2)-thelnik a vyberme si jeho libovolnou stranu XY. Bez tijmy na obec-
nosti muzeme piedpoklddat, ze vrcholy X, Y jdou po sobé proti sméru pohybu hodinovych rucicek (jinak
zaménime jejich oznaceni). V kazdé triangulaci musi byt strana XY sou¢dsti néjakého trojihelniku XY Z.
Jdeme-li po obvodu mnohotihelniku z bodu Y do bodu Z proti sméru pohybu hodinovych rucicek, projdeme
pfitom ¢ stran mnohotihelniku, kde 7 € {1,...,n}. Tato ¢dst obvodu spoletné s tiseckou ZY ohranicuje
(i 4+ 1)-thelnik, ktery je mozné triangulovat T;_; zpusoby. Cesta z bodu Z do bodu X (opét proti sméru
pohybu hodinovych rucicek) obsahuje n + 1 — ¢ stran mnohotdhelniku. Spole¢né s dseckou X Z ohranicuje
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(n+ 2 —i)-thelnik, ktery je mozné triangulovat T, _,; zpusoby. Pro pevné Z tedy existuje celkem T;_1T;,—;
triangulaci obsahujicich trojihelnik XY Z.2 Nasé¢itdme-li tyto poéty pres véechny mozné volby Z, tj. pies

vsechna moznd i € {1,...,n}, dostaneme celkovy pocet triangulaci (n 4 2)-thelniku:
T, = Tia T (7.3.2)
i=1

Posloupnost {T,,}22, tedy spliiuje stejnou rekurentni rovnici jako Catalanova ¢isla, a protoze Top = Cp = 1,
musi nutné platit T;, = C,, pro kazdé n € Nj. O

Poznamka 7.3.4. Poc¢itanim triangulaci se zabyval Leonhard Euler. V roce 1751 na zikladé hodnot
Ti,...,Tg uhodl obecny vzorec, neumél jej viak dokdzat. V roce 1758 ukazal Johann Andreas von Segner,
Ze pro pocet triangulaci plati rekurentni vztah (7.3.2). Odtud jiz nebylo daleko k dukazu, ze Euleruv
vysledek je spravny (Segner jej vSak neznal a pocital hodnoty pomoci rekurentniho vztahu, pficemz se
dopustil pocetni chyby pro n = 13).

Catalanova ¢isla jsou pojmenovana na pocest belgického matematika Eugena Charlese Catalana, ktery
roku 1838 tesil nasledujici tlohu: Kolika zpisoby lze uzdvorkovat soucin agay - - - a,, tak, aby potadi ndsobeni
bylo jednoznacné uréeno?® Napf. pro n = 3 existuje pét zpusobit: (apa1)(azas), ((apai)az)as, ap(ai(azas)),
ap((arag)asz), (ag(aias))as. K vyteseni obecné ilohy oznacime pocet uzavorkovan{ jako C,, a uvédomime
si, Ze pro n > 2 v uvazovaném soucinu existuje pravé jedno nésobeni, které se nachézi vné vSech zavorek.
Pokud se toto nasobeni nachdzi mezi ¢initeli ay_1 a ay, pak soucin ag - - - ag—1 1ze uzévorkovat C_1 zpusoby
a soudin ag - - - a, lze uzdvorkovat C,,_j zpusoby, coz ddva rekurentni vztah (7.3.1).

O historii Catalanovych ¢isel podrobné pojednava text [3].

7.4 Cviceni

Cviceni 7.4.1. Pripustnou cestou v mfizi n X n rozumime cestu po hrandch mfize, kterd zacind v levém
dolnim rohu [0, 0], v kazdém kroku pokracuje vpravo nebo nahoru a konéi v pravém hornim rohu [n,n].
a) Urcete pocet piipustnych cest v miizi 9 x 9, které prochézeji bodem [3, 3] a zaroven neprochdzeji bodem
[6,6]. b) Jak se zmeéni vysledek, jestlize se omezime pouze na cesty, které nikdy neklesnou pod diagonalu?

Cviceni 7.4.2. Hézime opakované minci a zaznamendvame si, kolikrdat padla kterd strana. Jakd je
pravdépodobnost, ze po 2n hodech poprvé napocitdme stejné rubt i lica?

Cviceni 7.4.3. Ve volbach soupeii dva kandidati, M a N. Pro M hlasovalo m voli¢i a pro N hlasovalo
n voli¢u, pficemz n > m. Jestlize poradi s¢itdni hlasu je ndhodné, jaka je pravdépodobnost, ze v prubéhu
scitani mél N vzdy ostie vice hlasu nez M?

Cviceni 7.4.4. Uvazujme cesty po hrandch ¢tvercové sité o rozmérech 8 x5 z levého dolniho rohu O = [0, 0]
do pravého horniho rohu P = [8, 5]. Kazd4 pfipustnd cesta se skladd pouze z kroku vedoucich vpravo nebo
nahoru.

a) Kolik existuje ptipustnych cest, které nikdy nevystoupi nad piimku y = x a dotykaji se j{ préve
v bodech O a Q = [4,4]?

b) Kolik existuje pfipustnych cest, které nikdy nevystoupi nad piimku y = z a dotykaji se ji prave
v bodé O7

2Diky volbé Ty = 1 je toto tvrzeni pravdivé i proi=1a i =n.
3Misto ndsobeni bychom mohli uvazovat néjakou jinou bindrni operaci, kters nemusi byt asociativni. Vysledek pak bude
z4viset na uzdvorkovani a zajimé nds, jaky maximdlni pocet ruznych vysledki muzeme dostat.
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Obréazek 7.9: Ilustrace k zaddni cviceni 7.4.4



Kapitola 8

Generujici funkce

V predchozich kapitoldch jsme se setkali s riznymi tlohami vedoucimi na rekurentni rovnice. Pomoci
rekurentniho vztahu lze pocitat ¢leny posloupnosti jeden po druhém, je vsak vyhodnéjsi mit k dispozici
explicitni vzorec pro n-ty clen posloupnosti. V fadé uloh (hanojské véze, iloha o zajatcich) je mozné
takovy vzorec uhodnout a poté dokazat matematickou indukci, jindy to muze byt obtizné. Piikladem je
Fibonacciho posloupnost, pro kterou jsme sice dokazali platnost vzorce pro n-ty ¢len, ale nevysvétlili jsme,
jak na néj ptijit.

V této kapitole predstavime metodu generujicich funkci, kterd propojuje kombinatoriku s matematickou
analyzou a je (kromé jiného) velmi uzite¢nym ndstrojem pro feseni rekurentnich rovnic.

8.1 Mocninné rady a generujici funkce

V matematické analyze se studuji mocninné rady, tj. rady ve tvaru ZZOZO an(z — 20)", kde a,, jsou redlné
nebo komplexni koeficienty, redlné nebo komplexni ¢islo zg se nazyva stied mocninné fady a z je redlna
nebo komplexni proménnd.' Déle se omezime pouze na fady se stiedem v nule, tj. zo = 0. Jednim z nej-
jednodussich piikladu je geometrickd fada

1+z+z2+z3+-~-22z”,
n=0

kterd v piipadé |z| < 1 konverguje k souctu i Obracené muzeme fict, ze zlomek i lze rozvinout do
geometrické fady. Tento poznatek zobecnuje nasledujici véta, kterou budeme ¢asto pouzivat.

Véta 8.1.1. Pro kazdé k € N plati
1 = (n+k—1\ ,
ﬁzi < _ >z7 |z] < 1.
(1-2) —\ k-1
n+k—1) — (n

Diikaz. Vétu dokdzeme indukci podle k. Pro k = 1 tvrzeni plati, nebot ( 1 0) = 1 a véta se
redukuje na vzorec pro soucet geometrické rady. Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro jisté ¢islo k € N, tj.

1 = (n+k—-1\ ,
_ kZ( _ )Z
(1-2) —\ k-1

Zderivujeme obé strany podle proménné z a vyuzijeme toho, ze mocninné rady lze derivovat ¢len po ¢lenu:

k = (n+k-1\ .,
(1—z)k+1:z< k-1 )"Z

n=1

LP¥i praci s mocninnymi fadami pfisuzujeme ¢lenu (z — zo)o vzdy hodnotu 1 véetné piipadu, kdy z = zg.
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(dolni mez pro n v sumé na pravé strané je nyni 1, nebof konstantni nulty ¢len derivovanim vypadl).
Rovnici vydélime ¢islem k, rozepiSeme kombinaéni ¢islo a upravime:

1 (n+k—1)-- (n—|—1 (n—i—k—l) 1l e <n+k> n
—_— = z
R Z U
Tim jsme dokézali, Ze tvrzeni plati pro ¢islo k + 1, a dikaz indukei je hotov. O

Nyni zavedeme klicovy pojem této kapitoly.

. c o1z 1.4 ; . 0o . ‘v oo n
Definice 8.1.2. Je-li ddna redlnd nebo komplexni posloupnost {a,}5>, pak mocninnd fada ) >~ janz
se nazyva generujici funkci zadané posloupnosti.

Zatim neni jasné, k ¢emu jsou generujici funkce uzitecné. Jde o jakysi formalni proces, kdy ze zadané
posloupnosti vyrobime mocninnou fadu. V tuto chvili prosime ¢tendie o trpélivost; pouziti generujicich
funkei k feseni rekurentnich rovnic si ukazeme ve tfetim oddile tohoto textu.

Poznamka 8.1.3. V definici generujici funkce se neptedpoklddd nic o konvergenci ptislusné mocninné
fady; muze se stat, ze konverguje pouze pro z = 0. Misto ,,generujici funkce“ se nékdy pouziva pocestény
termin ,,vytvorujici funkce*.

Nasledujici tabulka ukazuje nékolik piikladu posloupnosti a jejich generujicich funkci. V prvnich dvou
prikladech ptislusnd mocninna fada obsahuje pouze jednoho nenulového séitance. V dalsich dvou ptikladech
se jedna o geometrickou fadu, v poslednim Fadku pouzivame k nalezeni souc¢tu vétu 8.1.1 pro k = 2.

{an};)zo:() ZZO:O anz"
(1,0,0,0,...) 1
0,...,0,1,0,...) | 2™
N——

m-krat

(1,1,1,1,...) Yoo g2t = i
(1,2,4,8,...) S 2" =
(1,2,3,4,...) Yo+ 1)2" = s

8.2 Operace s posloupnostmi a jejich generujicimi funkcemi

Jestlize posloupnost {a, }72, mé generujici funkei A(z) = Y.~ anz" a posloupnost {b, }22, mé generujici
funkei B(z) = Yo~ bn2™, pak soucet obou posloupnosti {a,, + b, }52, ma generujici funkci

i(a”+b Zanz +sz z) + B(2).

n=0

Déle pro kazdé realné nebo komplexni ¢islo ¢ plati, ze generujici funkce posloupnosti {ca, }52, je
o0
annz —cZan = cA(z2).
n=0

Zkusme jesté zjistit, co se stane s generujici funkci, jestlize ¢leny posloupnosti posuneme o jisty pocet pozic
doprava nebo doleva.
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Megjme libovolné m € N a uvazujme posloupnost

(O, . 7O,a0,a1,a2, .. .),
——
m-krat
kterou oznacime {a,—m }ory (tim jsme vlastné dodefinovali a_y = --- = a_,, = 0). Generujici funkce této
posloupnosti je
apz™ + a12™ Tt a2 4 = 2" (@ Farz 4 agz? +---) = 2™A(2).

Vidime, ze pfi posunu posloupnosti o m pozic doprava musime generujici funkci vynasobit z™.

Pro zajimavost se jesté podivejme, co se déje pii posouvani posloupnosti doleva (i kdyz to v dalsim vykladu
nebudeme potiebovat): Posloupnost, kterd vznikne posunem o m pozic doleva (pficemz prvnich m ¢lenu
zmizi) je

{an—&-m}%ozo = (am; Am+15 Am+2;5 - - )

a ma generujici funkci

1
2 +1 +2
m + Am12 + Apy22” + -0 = pr (amzm F 12" F 22T+ ) =
— 1 A m—1
—Z—( (2) —ap— a1z — -+ — am-_12 )

(prvni a druhd rovnost plati pro z # 0, jinak je hodnota generujic{ funkce a,,). Vidime, ze pfi posunu
posloupnosti o m pozic doleva délime generujici funkci 2™, jesté predtim vSak odecitame korekéni ¢leny
odpovidajici tomu, ze jsme béhem posunu eliminovali prvnich m ¢lenu posloupnosti.

8.3 Piiklady

Uloha 8.3.1. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti zadané pocateénimi ¢leny Fop = 1, F; = 1
a rekurentnim vzorcem F,, = F,,_o + F,,_1, n > 2 (Fibonacciho ¢isla).

Resend. Pokusime se nejprve najit generujici funkei F(z) = Y7 ; F,z", tu pak rozvineme do mocninné
fady a zjistime koeficient u z”, ¢imz ziskame hledany vzorec pro Fi,.

Plati
{Fo}o =1, 1,Fy+ F,FL + Fy,...) = (0,0, Fy, Fy,...)+ (0,1, Fy, F»,...) + (1,0,0,0,...) =
= (0,0, Fy, F1,...) + (0, Fo, F1, Fs,...) +(1,0,0,0,...) = {Fr—2}>2 o + {Fn-1}02o + (1,0,0,0,...).
Pravou stranu jsme rozlozili na posloupnosti, jejichz generujici funkce umime vyjédiit: {F,_2}52, mé

generujici funkci 22F(2), {F,_1}5%, ma generujici funkei zF(2) a (1,0,0,0,...) méa generujic{ funkci 1.
Ptrechodem od posloupnosti k jejich generujicim funkcim tedy dostdvame rovnici

F(2) = 2°F(2) + 2F(2) + 1,
ze které vypocteme F(z):

F)1-2z-2%)=1

1 -1
F = =
(2) 1—2z—22 2242-1

Vidime, ze generujici funkce posloupnosti {F,,}>2, je raciondlni funkce. Abychom ji dokézali rozvinout
do mocninné fady, rozlozime ji nejprve na parcialni zlomky. Pouzijeme standardni algoritmus z 1. ro¢niku
matematické analyzy: Polynom 22 4+ z — 1 ve jmenovateli mé kofeny

—1++5
2 b

21,2 =
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plati tedy
24z-1=(2—2)(z — 22)

a rozklad F' na parcialni zlomky hleddme ve tvaru

-1 a b

24+z2z—1 z—21 z—29

(Hodnoty z1, 22 zndme, ale pro prehlednost je nevypisujeme.) Vyndsobime-li pfedchozi rovnost vyrazem
(z — z1)(2z — 22), obdrzime

—1l=a(z—22)+b(z—21) =(a+b)z — azy — bz.
Porovndnim koeficienta u linedrniho a absolutniho ¢lenu ziskdme soustavu rovnic

a+b=0, az+bz =1

pro nezndmé a, b. Z prvni rovnice plyne b = —a, dosazeni do druhé rovnice dé a(ze — z1) = 1, ¢ili
1 1 1 - 1
Taa BB BT TR
Tim jsme ziskali rozklad
1 1 1 1
F(z)=—— + —

Vbz—2z1 +B5z—z

Vytknutim hodnot —z7, resp. —zy ve jmenovatelich prevedeme parcialni zlomky do tvaru ﬁ, ktery pak
rozvineme do geometrické rady:

1 1 1 1 I (z)" 1 (z\"
F(z) = - - 2 - 2 =
D= o=/ Veml-/a  Voa ;<21> \/522,;)<22>

> 1 1
= Zn —
> (Ve - vr)

Koeficient u 2™ v generujici funkci predstavuje hledany vzorec pro Fj,. Muzeme jej jesté zjednodusit tim,
Ze vyuZzijeme rovnosti z12zo = —1, kterd plyne z Viétovych vztaht:

n+1 n+1
b1 Lt et 1 (1445 1 (1-v5
LY Y N V-V A NAWE
Tim jsme dospéli ke vzorci, ktery zndme z kapitoly 6 (viz vétu 6.3.2). O

Zobecnime-li postup z predchoziho ptrikladu, ziskdme algoritmus pro feSeni rekurentnich rovnic metodou
generujicich funkci:

(i) Pomoci rekurentn{ rovnice pro {a, }2, najdi rovnici pro generujici funkci A(z) = 377 j an2".
(ii) Vypocitej z této rovnice A(2).

(iii) Rozvin A(z) do mocninné rady, vzorec pro a, je dédn koeficientem u z".

Cely postup jesté jednou ilustrujeme na dalsim ptikladu.

Uloha 8.3.2. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti zadané poc¢atecnimi ¢leny ag = 3, a; = 4 a reku-
rentnim vzorcem a, = 4a,_1 — 4a,_o, n > 2.
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Resend. Najdeme rovnici pro generujici funkei A(z) = oo o an2" zadané posloupnosti. Plati

{an}ff’zo = (3,4, 4@1 — 4@0,4@2 — 4@1, .. ) = 4(0, 07 ai,as, .. ) — 4(0,07 ap,at, - - ) + (3,4,0, 0, .. ) =
= 4(0,a9,a1,as,...) —4(0,0,a0,a1,...) +(3,-8,0,0,...) = Han_1}22y — 4{an—2}22 s+ (3,-8,0,0,...).
Pravou stranu jsme rozlozili na posloupnosti, jejichz generujici funkce umime vyjadiit: {a,—1}5>, mé

generujici funkci zA(2), {an_2}%, mé generujici funkci 22A(z) a (3,—8,0,0,...) m4 generujici funkci
3 — 8z. Prechodem od posloupnosti k jejich generujicim funkcim tedy dostdvame rovnici

A(2) = 42A(2) — 42°A(2) + 3 — 82,
ze které vypocteme A(z):

A(z)(1 — 4z +42*) =3 - 82
—82+3

Alz) = ——2 T2
() ==

Generujici funkce posloupnosti {a, }22, je raciondlni funkce. Abychom ji dokdzali rozvinout do mocninné

fady, rozlozime ji na parcidlni zlomky. Polynom 422 — 4z + 1 ve jmenovateli ma dvojnasobny kofen z = %

R
plati tedy
1\2
422—42—1-1—4(2—2) = (22 —1)%
Rozklad na parcialni zlomky bude mit tvar

_a n b
S 22-1 0 (22—1)%

A(z)

K nalezeni konstant a, b bychom mohli pouzit standardni algoritmus jako v predchozim piikladu, muzeme
se mu ale vyhnout nasledujicim trikem, kdy v ¢itateli pricteme a odec¢teme jednicku:

Ay 823 8244 1 —4(22-1) 14 1
(2)7(22—1)27(22’—1)27(22'—1)27 (2z—1)2  (2z2—1)2  1—2z (1—2z)2

Parcidln{ zlomky rozvineme do mocninnych fad pomoci vzorct %y =32, y"a ﬁ =3 (n+1)y"

i
(viz vétu 8.1.1 pro k = 2):

Az) =4 (22)" =D (n+1)(22)" =) (4— (n+1))2"2" = > (3 —n)2"z"
n=0 n=0 n=0 n=0
Odtud dostavame vysledek
an = (3—n)2". O

.....

lentné s mocninnymi fadami a nestarali se o to, pro jaka z konverguji. Informaci o konvergenci by bylo
mozné doplnit, neni to vSak nutné. Metoda generujicich funkci totiz vzdy vede ke spravnym vysledkum
bez ohledu na obory konvergence pouzitych fad. S mocninnymi fadami totiz v celém vypoctu pracujeme
jako s formélnimi fadami. Napf. souc¢in dvou mocninnych fad fozo anz™ a ZZOZO bnz™ lze definovat jako
mocninnou fadu ZZOZO cpz™, kde ¢, = Z?:o a;bn—j. Vztah z véty 8.1.1 pak muzeme chapat jako jiny
z4pis rovnosti (1 — z)% - > (":ﬁ;l) 2™ =1, kterd formélné plati pro kazdé z € C bez ohledu na to, ze
nekonecnd fada konverguje pouze pro |z| < 1.

Neduvérivy ¢tenar, ktery s timto vysvétlenim neni spokojen, muZe feSeni rekurentnich rovnic nalezena
pomoci generujicich funkci vzdy zkontrolovat matematickou indukei.
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8.4 Cviceni

Cviceni 8.4.1. Posloupnost {a,}52, je zaddna pocatecnim ¢lenem ag = 1 a rekurentnim vztahem a,, =
2a,_1 +n —1, n > 1. Najdéte jeji generujici funkci a vzorec pro n-ty ¢len.

Cviceni 8.4.2. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti, kterd je zaddna pocdteénimi ¢leny ag = —1/2,
a1 = 1 a rekurentnim vztahem a,, = a,_1 +2a,_o+ 1, n > 2.

Cviceni 8.4.3. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti, kterd je zaddna pocate¢nim ¢lenem ag = 0
a rekurentnim vztahem a,, = 3a,_1 +3-2" —4n, n > 1.

Cviceni 8.4.4. a) Nechf A(z) je generujici funkce jisté posloupnosti {a,}2° . Jak vypada posloupnost,
jejiz generujici funkee je A(z)/(1 — 2)? b) Pouzijte feSeni piedchozi ¢dsti k nalezeni vzorce pro n-ty ¢len
rekurentné zadané posloupnosti ag = 1, a,, = ap_1 + ap_o+---+ ay + ag.



Kapitola 9

Linearni homogenni rekurentni
rovnice s konstantnimi koeficienty

V predchozi kapitole jsme se seznamili s feSenim rekurentnich rovnic metodou generujicich funkci. Jde
o elegantni metodu, jeji pouziti ale muze byt ponékud pracné. V tomto textu pomoci generujicich funkei
odvodime mnohem jednodussi algoritmus pouzitelny pro pomérné sirokou tiidu rekurentnich rovnic.

9.1 Pomocné tvrzeni o polynomech

Zacneme tvrzenim z algebry, které zdanlivé nijak nesouvisi s rekurentnimi rovnicemi. Vyuzijeme je v dalsim
oddile, je vsak zajimavé i samo o sobé.

Mame-li libovolny polynom, jak se zméni jeho kofeny, pokud koeficienty polynomu napiSseme v obraceném
poradi? Nasledujici véta iiké, ze koreny nového polynomu jsou prevracenymi hodnotami kofent puvodniho
polynomu. Pro jednoduchost predpokldddme, ze puvodni polynom nemd nulovy kofen (tomu odpovidd
pozadavek «,, # 0).

Véta 9.1.1. Méjme polynomy

Q(2) = apz™ +a12™ 4+ 4,
Q*(2) = 2™ + A 12™ -+ ay,
kde ag, ..., am € C a ag, o # 0.
Pokud ma Q koteny (ne nutné rizné) zi,...,2zm, pak Q* md koreny %, ce i (kazdy koten je uveden

tolikrdt, kolik je jeho ndsobnost).

Diikaz. Rozklad polynomu @ na kofenové ¢initele je Q(2) = ao(z — 21) -+ - (2 — zm). Pro z # 0 plati
Q*(2) = 2™(am + m—1/2+ -+ ap/2") =2"Q(1/2) = 2" ag(1/z — 21) - (1/2 — zp) =
=ao(l—zz1) (1 — zzm) = apz1 - 2m(1/21 — 2) - - (1) 2 — 2).
Ziskany vztah Q*(2) = apz1 -+ 2m(1/21 — 2) -+ (1/2m — 2) ovSem plati i v piipadé z = 0, kdy se obé

strany rovnaji ag. Dostali jsme tedy rozklad Q* na kofenové Cinitele, ze kterého vidime, ze Q* mé kofeny
1 1
O

210 o

Pozniamka 9.1.2. Co se stane v pifpadé, kdy Q méa nulovy kofen? Ctendi si muze zkusit dokézat
nasledujici tvrzeni (nebudeme je ovSem potiebovat):! Pokud mé @ nulovy kofen ndsobnosti I a dalsf

IStéle bez ijmy na obecnosti pfedpokliddme, ze g # 0 (v opaéném pifpadé je mozné ¢len s nulovym koeficientem
vynechat).

67
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nenulové (ne nutné ruzné) koteny zi,...,zg, pak Q* je polynom stupné m — [ = k, jehoz kofeny jsou
1 1
T

9.2 Linearni rekurentni rovnice

V minulé kapitole jsme pomoci metody generujicich funkei vytesili rekurentni rovnice F,, = Fj,_1 + Fj,—2
a a, = 4a,_1—4a,_o. V obou piipadech byl n-ty ¢len linedrni kombinaci predchozich dvou ¢lenti. Obecnéji
muzeme uvazovat pripad, kdy n-ty ¢len je linearni kombinaci predchozich k ¢lent:

p = Q1Gp_1 4+ + Qptp_, n>k. (9.2.1)
Aby byla posloupnost {a,}22, uréena jednoznacné, je tfeba zadat jesté poc¢atecni cleny ao, ..., ax—1. Koe-
ficienty aq,...,ap i pocateéni ¢leny mohou byt redlnd nebo komplexni ¢isla. Bez ijmy na obecnosti 1ze

predpoklddat «y # 0, jinak by bylo mozné posledni sé¢itanec (a piipadné dalsi nulové séitance) v rov-
nici (9.2.1) vynechat.
Rovnice (9.2.1) se oznacuje jako linedrni homogenni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty. Slovo

Hinedrni“ vyjadiuje skuteénost, ze na pravé strané rovnice vystupuje linearni kombinace. Kromé rovnice
(9.2.1) se studuji i obecnéjsi rovnice

(p = Q10p_1 + -+ + Qgan_g + b,
kterym se fikd nehomogenni, a déle rovnice s nekonstantnimi koeficienty, kde aq, ..., ax nejsou konstanty,
ale funkce proménné n (terminologie je podobnd jako u obyéejnych diferencidlnich rovnic).

Nasim cilem je vyfesit rovnici (9.2.1), tj. najit explicitn{ vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti {a,}52 .
Pouzijeme k tomu metodu generujicich funkeci, ozna¢ime tedy A(z) = ZZOZO anz"™ a budeme postupovat
podle ,titkrokového* algoritmu z minulé kapitoly.

Z informace o poc¢atecnich ¢lenech a z rekurentn{ rovnice (9.2.1) plyne

{an}pzo = (a0, ...,ap—1, 00081 + -+ + apag, v1ap + - - + ogas,...) =
= (ag,...,ak-1,0,...) +a1(0,...,0,ak-1,ak,...) + -+ ax(0,...,0,a0,a1,...).
N—— N——
k-krat k-krat

Na pravé strané se snazime ziskat posloupnosti, jejichz generujici funkce umime vyjadfit pomoci A(z).
Vsimneme si, ze druhy s¢itanec se témér shoduje s a;-ndsobkem posloupnosti {a,}32, posunuté o jednu
pozici doprava, dalsi s¢itanec je téméf ap-ndsobkem posloupnosti {a,}22 ; posunuté o dvé pozice doprava,
atd. Prictenim a odectenim vhodnych konstant ziskame

{an}ff:o = al(O,ao,al,...) —|—-~-—|—0¢k(0,...,0,a0,a1,...) + (bo,bl,...,bk_l,o,...),
——
k-krét
kde bg, b1, - ..,bg—1 jsou vhodnd ¢isla (jejich hodnoty lze vypocitat, napi. by = ag, by = a1 — a9, atd.,

ale nebudeme je potiebovat). Pfechodem od posloupnosti k jejich generujicim funkeim obdrzime
A(z) = a1 2A(2) + ap2?A(2) + -4 apzFA(2) + bg + bz + -+ 4 b1 2771
Upravou pak ziskdme pfedpis pro generujici funkei:

A2) bo + b1z + -+ by 281
Z) =
1l—ajz—agz?2 — - —apzk

V dalsim kroku najdeme rozvoj generujici funkce do mocninné rady. Protoze se jedné o racionalni funkci,
postupujeme stejné jako v predchozi kapitole a rozlozime ji na parcidlni zlomky. Pfedpokladejme, Ze poly-
nom ve jmenovateli mé rozklad na kofenové Cinitele

-z —apz? — o —ap2? = —ap(z — 20)™ - (2 — )™,
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tj. 21, ..., 2 jsou navzdjem ruzné koreny s nasobnostmi ni,...,n;, kde n; +---+n; = k. Vsimnéme si, ze
viechny kofeny jsou nenulové, nebof hodnota polynomu na levé strané v nule je 1. Rozklad na parcidlni
zlomky tedy bude mit tvar

c Cin C Cl,n
A(Z): 1,1 +...+#+...+ L1 4+t 0] =
z—2 (z—2z1)™ z—2z (z —z)™
dl,l dl,nl dl,l dl,nl

B Ty R P LTS S T I Gy P T

kde d; ; = ¢;,j/(—z;)?. Koeficienty ¢; ; (a tim padem i d; ;) nezndme, ale nebudeme je potiebovat.

[e'e) (n+k:—1

Pomoci vzorce ﬁ => )y” (viz vétu 8.1.1) rozvineme vSechny zlomky do mocninnych fad:

n=0 k—1
> 2\" ad n+mn, —1 2\"

A =N d il d adl
@=L (5) we () (5) o
> 2\" > n+n —1 z "_
E ) ) ()

n=0 n=0
:Zpl(n)(%) +--~+ZPI(n)<Zl> :
n=0 n=0

":;"_1;1) prokazdéi € {1,...,1}. Pokud se na kombinaén{

(Z) :n---(nk—!k+1)

divdme jako na funkci proménné n, pak se jednd o polynom stupné k. Tedy pro kazdé i € {1,...,1} je
P;(n) polynom stupné nejvyse n; — 1 (stupen muze byt nizsi, nebot koeficient d; ,,, muze byt nulovy).

kde jsme zavedli oznaceni P;(n) = d; 1+ - -+d; n, (
¢islo

Hledany vzorec pro a, ziskdme jako koeficient u 2" v A(z), tedy

Pi(n) Py(n)
A = —
& 2]
kde z1,...,% jsou kofeny polynomu 1 — a3z — az? — - -+ — 2" s ndsobnostmi ny,...,n; a pro kazdé

i €{1,...,1} je P, polynom stupné nejvyse n; — 1.

Tento vysledek muzeme jesté zjednodusit, kdyz si vSimneme, Ze ve vzorci vystupuji pfevracené hodnoty
kofenu z1, ..., 7. Podle véty 9.1.1 predstavuji tyto prevracené hodnoty kofeny polynomu, ktery mé koe-
ficienty zapsané v obraceném pofadi, tj. polynomu z¥ — a2~ — ap2*=2 — ... — qy,. Dokézali jsme tak

nasledujici vétu.
Véta 9.2.1. Kazdé resend rovnice

Ap = Q10p_1 + -+ Qplp_k

mda tvar
an = Pi(n)w} + -+ P(n)w}, (9.2.2)
kde w1, ..., w; jsou vSechny koreny polynomu
wk — g — a2 — =y, (9.2.3)

jejichz ndsobnosti jsou ny,...,n;, a pro kazdé i € {1,...,1} je P; polynom stupné nejvyse n; — 1.
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9.3 Piiklady

Na prvni pohled se miize zdét, ze véta 9.2.1 nedavéd dost informaci k vyfeSeni rekurentni rovnice, nebot
nezndme polynomy Pi,...,P;. Ve skutecnosti je vSak dokdzeme najit diky znalosti pocdtecnich ¢lenu
A0y ey Qfg—1-

Ukazeme si cely postup na piikladech.

Uloha 9.3.1. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti zadané poc¢atecnimi ¢leny ag = 3, a; = 4 a reku-
rentnim vzorcem a, = 4a,_1 — 4a,_s, n > 2.

Reseni. Rekurentni rovnice 7iké, ze kazdy clen zdvisi na pfedchozich dvou ¢lenech, tedy k = 2. Kofeny
polynomu (9.2.3) ziskdme FeSenim rovnice

w? — 4w+ 4 =0.
Rovnici lze prepsat do tvaru (w — 2)? = 0, ze kterého je ziejmé, Ze ma dvojndsobny koten 2, tj.
w1 = 2, ny = 2.

Polynom P; m4 stupen nejvyse ny — 1 = 1, lze jej tedy vyjadiit ve tvaru Pj(n) = bn + ¢, kde b, ¢ jsou
zatim nezndmé koeficienty. Podle vzorce (9.2.2) mé obecné feseni zadané rekurentni rovnice tvar

an = (bn+¢)2", n € Ng.
K nalezeni koeficientu b, ¢ vyuzijeme pocatecni ¢leny ag = 3, a; = 4. Pro n = 0 m4 tedy platit
3=0b-0+¢)2"=c

a pro n = 1 dostavame
4=(b-1+c)2" =2(b+c).

Resen{ této soustavy linedrnich rovnic je ¢ = 3, b = —1. ReSeni rekurentni rovnice je tedy
an = (—n + 3)2".

To je stejny vysledek jako v pfechozi kapitole, avsak odvozeny jednodussim postupem (generujici funkce
jsou skryty v dikazu véty 9.2.1). O

Uloha 9.3.2. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti zadané pocatecnimi ¢leny ag = 2, a3 =6, az =0
a rekurentnim vzorcem a,, = —2a,_1 + 4a,_o + 8a,_3, n > 3.

Resend. Rekurentni rovnice ikd, ze kazdy ¢len zavisi na piedchozich tfech ¢lenech, tedy k& = 3. Kofeny
polynomu (9.2.3) ziskdme FeSenim rovnice

w® 4+ 2w® — 4w — 8 = 0.
Rovnici 1ze upravit nédsledujicim zpusobem:

w?(w+2) — 4w +2) =0
(w+2)(w?—4)=0
(w+2)*(w—2)=0

Vidime, ze polynom mé dvojnasobny korfen —2 a jednoduchy koten 2, tj.

w1 = —2, ny = 2, Wo = 2, Ng = 1.
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Polynom P; m4 stupen nejvyse n; —1 = 1 a polynom P, m4 stupei nejvyse no —1 = 0, tedy Py (n) = bn+c,
Py(n) = d, kde b, ¢, d jsou zatim nezndmé koeficienty. Podle vzorce (9.2.2) mé obecné fesen{ zadané
rekurentni rovnice tvar

an = (bn+¢)(—=2)" +d2", n € Np.
K nalezeni koeficientu b, ¢, d vyuzijeme pocateéni Cleny ag =2, a1 =6, a2 =0. Pron=0,n=1an =2
dostédvdme postupné rovnice 2 =c+d, 6 = (b+ ¢)(—2) 4+ 2d, 0 = (2b + ¢)4 + 4d, neboli po tdpravé

2=c+d,
3=d-b—c,
0=2b+c+d.
Odec¢tenim prvni rovnice od tfet{ ziskdme b = —1 a dosazenim této hodnoty do druhé rovnice mame

2 =d — c. Z této a prvni rovnice plyne d = 2, ¢ = 0.
Resen{ rekurentni rovnice je tedy

an = —n(=2)" 42711, O
Uloha 9.3.3. Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti zadané pocatecnimi éleny ag = 1, a; = 0 a reku-

rentnim vzorcem a, = —a,_9, n > 2.

Reseni. V tomto prikladu mame k = 2; je vhodné si rekurentni rovnici predstavit ve tvaru a,, = 0a,_1 —
Ap—2-

Resfme tedy rovnici
w?+1=0,
ktera mé dva jednoduché komplexni kofeny i a —i, tj.
wy = i, ny = 17 Wo = —i, Ng = 1.

Polynomy Py, P> maji stupen nejvyse 0, tedy P;(n) = b, Po(n) = ¢, kde b, ¢ jsou zatim nezndmé koeficienty.
Podle vzorce (9.2.2) m4 obecné feSeni nas{ rekurentni rovnice tvar

an =bi" + ¢(—1)", n € Ny.
K nalezeni koeficientu b, ¢ vyuzijeme pocatecni ¢leny ag = 1, a; = 0. Dostaneme tak soustavu rovnic
1=b+ec,
0=0bi—ci.
Z druhé rovnice plyne 0 = b — ¢, coz spole¢né s prvni rovnici davd b =1/2, ¢ =1/2.

Reseni rekurentni rovnice je tedy

1 1
an = =i" + —(=1)".
2 2(
Vidime, ze rekurentni rovnice s redlnymi koeficienty muze mit komplexni feseni. O

9.4 Cviceni

Cviceni 9.4.1. Pouzijte vétu 9.2.1 k nalezeni vzorce pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti Fy = 1,
F1 = 1, Fn = I'n_92 +Fn—1 pron Z 2.

Cviéeni 9.4.2. Posloupnost {a, }°2, je zaddna poc¢dtetnimi éleny ag = —4, a; = 5, ag = —5 a rekurentnim
vztahem a,, = 4a,—1 + 1la,—2 — 30a,_3, n > 3. Najdéte vzorec pro n-ty clen.

Cviceni 9.4.3. Kolika zpusoby lze vyplnit obdélnik o rozmérech 1 x n pomoci domin (dlazdice 1 x 2)

a modrych a zelenych monomin (dlazdice 1 x 1)? Odvod'te rekurentni rovnici pro hledany pocet a vyfeste
ji, tj. najdéte vzorec pro n-ty ¢len.

Cviceni 9.4.4. Kolik existuje posloupnosti délky n sestavenych ze znaku A, B, C, 1, 2, 3, 4, ve kterych
dvé pismena nikdy nejsou vedle sebe? Najdéte rekurentni rovnici pro hledany pocet a vyreste ji.
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Kapitola 10

Dalsi typy rekurentnich rovnic
resitelnych pomoci generujicich
funkci

V predchozi kapitole jsme odvodili snadno pouzitelny postup pro feseni homogennich linearnich reku-
rentnich rovnic s konstantnimi koeficienty. To ovSem neznamend, ze by pro nds metoda generujicich funkci
ztratila vyznam. Na piikladech si ukazeme dva typy tloh, na které se nevztahuje véta 9.2.1, dokdzeme je
v8ak TeSit pomoci generujicich funkci.

10.1 Linearni nehomogenni rovnice

Nejjednodussi linedrni nehomogenni rekurentni rovnice s konstantnimi koeficienty ma tvar
n=0Q-0n_1+ 6, n>1, (10.1.1)

kde koeficienty «, 8 a pocatecni ¢len ag jsou redlna nebo komplexni ¢isla.

Uved'me pro ilustraci nékolik jednoduchych tloh, které vedou na rovnici (10.1.1):

e Hanojské véze: Pti feSeni tlohy o hanojskych vézich (tloha 5.1.1) jsme ukdzali, ze pocet kroku a,
potfebnych k vyteseni tlohy s n kotouci splinuje rekurentni rovnici a, = 2a,_1 + 1, n > 1.

e Sporici ucet: Banka nabizi spofici ticet s rocni trokovou sazbou vyjadienou desetinnym cislem w,
pficemz tiroky jsou pripisovany meésicné. Za vedeni tic¢tu si banka strhéava poplatek p korun mési¢né.
Jestlize na tucet vlozime ¢dstku ag korun, jaky bude zustatek na i¢tu po n mésicich? Oznacime-li
j€j an, pak ze zadanych udaju vyplyva rekurentni rovnice

U

an = 1—}——)(1 ~1—p, n=>1

n ( 12 n—1 p =

e Spldcend pujéky: Banka ndm pujcila ¢astku ag korun s ro¢ni trokovou sazbou vyjadienou desetinnym
¢islem u, ptricemz zbyvajici dluh se droé¢i vzdy jednou mésicné. Jestlize mési¢ni splatka ¢ini s korun,
jaka bude vyse dluhu po n mésicich? Oznaéime-li ji a,,, pak ze zadanych idaju vyplyva rekurentni
rovnice

an:(l—&—%)an,l—s, n > 1.

Pokud znédme hodnoty ag, v a stanovime si délku splaceni na n mésicu, pak chceme vypocitat mésiéni
splatku s. Toho lze dosdhnout tak, Ze pouzijeme vzorec pro n-ty clen posloupnosti (ktery vzapéti
odvodime), polozime jej rovny nule a z rovnice vypocteme s.

73
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Rovnici (10.1.1) vyfesime metodou generujicich funkei, tj. pomoci ,tifkrokového algoritmu z ¢ésti 8.3.
Budeme piedpoklddat, ze a # 1 (tento piipad je trividlni — {a, }52 je aritmetickd posloupnost s diferenci
B a plati a,, = ap + np).

Necht A(z) =07 ;anz" je generujici funkce posloupnosti {a,}52 . Platf
{an}ey = (ag, a0 + B,aa1 + B,...) = a(0,a9,a1,...) + 8(1,1,1,...) + (ap — 5,0,0,...).
Na pravé strané mame posloupnosti, jejichz generujici funkce umime vyjadfit: Prvni posloupnost ma

generujici funkei azA(z), druhd 87 (2" = /(1 — z) a tieti ag — (. Plat{ tedy

A(z) = azA(z) + % +ap —pB.

Odtud vypocteme

1fz +aop — /8 ﬂ aop — 6
A(z) = = .
1—az 1-2(1-az) 1-az
Vidime, zZe se jedna o raciondlni funkci. Uhodnutim nebo pomoci standardniho algoritmu pro rozklad na
parcidlni zlomky zjistime, Ze'

a tudiz

Az) = Ié; (1 a >+ao—ﬁz Ié; 1 —|—<a0—ﬁ— aﬂ) 1

I—al\l—2z 1-az 1—az l—al—=z l—-a/)1—az
B a - - B B

— n _ 1 n,n _ n n .
1—04”;02 +la0—5 Jr1—04 ;az ;Z 1—04+ a0+a—1 @

Vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti {a, }22, je ddn koeficientem u 2™ v A(z), tedy

an p +<ao+ﬁ)a", n € Np.

:1—a a—1

Muzeme si vS§imnout, ze ve specidlnim piipadé 8 = 0, kdy je rekurentni rovnice homogenni, dostavame
geometrickou posloupnost a,, = apa™.

10.2 Soustavy rekurentnich rovnic

Metoda generujicich funkei se dd pouzit i na soustavy rekurentnich rovnic. Misto obecné teorie si ukdzeme
konkrétni piiklad. Jde o tézsi variantu dlohy 6.2.2.

Uloha 10.2.1. Kolika zpusoby lze pomoci domin, tj. dlazdic o rozmérech 1 x 2, vyplnit obdélnik o roz-
mérech 3 x n?

Reseni. Necht U, znaci hledany pocet zpusobu. Je ziejmé, ze pro lichd n je obsah obdélniku 3 x n liché
¢islo, tudiz obdélnik nelze pokryt dominy a plati Uy = Uz = --- = 0. Pro n = 2 existuji t¥i moznosti (tii
vodorovné domina, jedno vodorovné pod dvéma svislymi, jedno vodorovné nad dvéma svislymi), tj. Us = 3.

Déle budeme postupovat podobné jako v uloze 6.2.2 — zkusime odvodit rekurentni rovnici pro U, tak, ze
rozebereme piipady, jak muze dlazdéni zacinat. Situaci zndzornuje obrazek 10.1.

Zacneme-li ttemi vodorovnymi dominy, zbyva vyplnit obdélnik 3 x (n — 2), coz lze uéinit U,,_s zpusoby.
Zacneme-li svislym dominem polozenym na vodorovném dominu, pak zbyvé vyplnit obdélnik 3 x (n — 1)

1V tomto kroku vyuzivdme skutecnost, ze o # 1.
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n—1

‘/n—l

U, { Up—s

n n—2

anl

n—1

Obréazek 10.1: TTi zpusoby, jak zac¢it vypliovat obdélnik 3 x n pomoci domin

bez jednoho rohového policka a nelze fict, jak bude dlazdéni pokracovat. Situace je symetrickd, pokud
zacneme vodorovnym dominem poloZenym na svislém dominu. Pokud zavedeme oznaceni V,, pro pocet
zpusobt, jak pomoci domin vyplnit obdélnik 3 x n bez rohového policka (zfejmé nezélezi na tom, o ktery
roh se jednd), pak z obrézku vidime, ze pro n > 3 plati

Up =Upn g+ 2V, 1. (10.2.1)

Potiebujeme zjistit, jak pocitat ¢isla V,,. Je ziejmé, ze V3 = 1 a déle Vo = V4 = --- = 0, protoze pro sudé n
je obsah obdélniku 3 x n bez rohového policka liché ¢islo. Rozborem piipadu zkusime odvodit rekurentni
rovnici pro V,,. Situaci tentokrat znazornuje obrazek 10.2.

n—1 .
n L Un—1
Vi { n—2 .
Va2

Obréazek 10.2: Dva zpusoby, jak zacit vypliovat obdélnik 3 x n bez rohového policka pomoci domin

Zacéneme-li jednim svislym dominem, pak zbyvé vyplnit obdélnik 3 x (n — 1), coz lze uc¢init U, _; zpusoby.
Jedina dalsi moznost je, ze zacneme dvéma vodorovnymi dominy, pod kterymi pak nutné musi lezet tieti
vodorovné domino. Poté zbyva vyplnit obdélnik 3 x (n — 2) bez rohového policka, coz lze uéinit V,,_o
zpusoby. Pro n > 3 tedy plati

Vn =Up-1+ Vn—2~ (1022)

Dospéli jsme k soustavé rekurentnich rovnic pro U, a V,,, pomoci kterych lze postupné pocitat jednotlivé
¢leny téchto posloupnosti. Nasim cilem je vSak najit explicitni vzorec pro U,.

Protoze chceme pouzit metodu generujicich funkei, musime dodefinovat Uy a V. Lze to udélat libovolnym
zpusobem, nejjednodussi je vSak polozit Uy = 1 a Vp = 0, ¢imz dosdhneme toho, ze rekurentni rovnice
(10.2.1) a (10.2.2) budou platit pro kazdé n > 2.2

Nyn{ muzeme definovat generujici funkce U(z) = 377 (U,z™ a V(z) =Y 00 V2™

n=0

0

koeficienty u 2", coz nema zadny vliv na vysledny vzorec pro Uy, kde n > 1.
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Vime, ze plati

{Un}zozo = (1,07 Uy +2Vy,Uq —|—2V2,...) = (0,0,Uo,Ul,...) —&-2(0,%,‘6,...) + (1,0,0,...),
{Vn}%ozo = (0,1,U1 + Vo, Us —l—Vl,...) = (O, Uo,Ul,...) + (0,07‘/0,‘/1,...).

Ptechodem od posloupnosti k jejich generujicim funkcim obdrzime

U(z) = 2°U(2) + 22V (2) + 1,
V(z) = 2U(2) + 22V (2).

2U(z)
Viz) = 1—22
a dosazenim do prvni rovnice ziskdme
9 222
U(z) = 2°U(z) + 1 722U(z)+1

1— 22
(1 — 2%)% — 222
=1
YO il L |
1—2?
U = .
(2) 1—422 4+ 24

Nyni potfebujeme rozvinout U do mocninné fady. Muzeme si uSetfit praci: Misto toho, abychom racionalni
funkci U rozklddali na parcidlni zlomky (coZ je pracné, nebot polynom ve jmenovateli ma stupei 4),
véimneme si, 7e v jejim piedpisu vystupuji pouze sudé mocniny z. Konkrétné plati U(z) = W(z?), kde
1-=2
W(z) = —.
(2) 1—4z+ 22

Proto staéif, kdyz do mocninné fady rozvineme funkci W, a nasledné misto z dosadime 22.

Kvadraticky polynom ve jmenovateli W ma diskriminant 12 a kofeny

21,2 =

% V12,1

Rozklad W na parcidlni zlomky tedy méa tvar

1—=z a b
W = frng
(2) (z—21)(z—22) z—21 2z—2

a potiebujeme najit koeficienty a, b. M4 platit

1—z=a(z—2)+b(z— 2).

1

Porovnanim koeficient u z!' a 2% na levé a na pravé strané dostaneme soustavu rovnic

—1=a+0b,

1= —azy — bz.
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Z prvni rovnice vyjadiime b = —1 — a a dosadime do druhé rovnice, odkud vypocteme a a poté zpétnym
dosazenim b:
1=—az + 21 +az,
P S N S V3
21 — 22 2v/3 ’
1+v3 1-V3
23 23

b=-1+

Rozvineme W do mocninné fady:
a 1 b 1 a~=/2\" b=/2z\" = a b
WZ - — e = J— _ — J— = Zn _ .
(2) snl—z/z zl—z/z 21 7;0(21) zgnz_:o<z2> 7;0 < P z;“rl)

Koeficient u 2™ muzeme jesté zjednodusit tim, Ze vyuZzijeme rovnosti z1zo = 1, kterd plyne z Viétovych

vztahu:
oo

W(z) = Z 2" (—azy ™t — bt
n=0

Nyni se vratime k puvodni generujici funkci U:

Hledany vzorec pro U, ziskdme jako koeficient u 2". Koeficienty u lichych mocnin z jsou nulové a tudiz
Uy =U;=---=0, coz jsme vypozorovali jiz na zacatku. Z koeficient u sudych mocnin z zjistime, ze

1 3 1-+v3
Uap = faZ;L—H - bZ{L-H = ;\/\4(2 - \/§)n+1 B 2\/\5[(2 + \/g)n+1’

¢imz je uloha vyfeSena. O

nez v piipadé obdélniku 2 x n. Pro zajimavost uvedme, ze v roce 1961 byl objeven obecny vzorec

m n ) in ) j7T 1/4
HH 4 cos + 4 cos
m—+1 n—+1

i=1j=1

udévajici pocet zpusobt, jak pomoci domin vyplnit obdélnik m x n. Odvozent je zna¢né netrividlni a kromé
kombinatoriky vyuzivd i poznatku z linedrni algebry. Nésledujici tabulka udéva pfislusné hodnoty pro
m,n € {1,...,8}.

1 2 3 4 ) 6 7 8
110 1 0 1 0 1 0 1
211 2 3 5 8 13 21 34
310 3 0 11 0 41 0 153
411 5 11 36 95 281 781 2245
510 8 0 95 0 1183 0 14824
611 13 41 281 1183 6728 31529 167089
710 21 0 781 0 31529 0 1292697
811 34 153 2245 14824 167089 1292697 12988816

Je ziejmé, ze obdélnik m x n lze dominy pokryt aspoii jednim zpusobem, pravé kdyz aspoii jedno z Cisel
m, n je sudé.
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Poznamka 10.2.3. Uloha o dlazdicich ukazuje obecny postup feseni soustav rekurentnich rovnic. Kazdou
rekurentni rovnici prevedeme na rovnici pro generujici funkce. Z takto ziskané soustavy rovnic vypocteme
jednotlivé generujici funkce a rozvineme je do mocninnych fad. V tloze o dlazdicich jsme z dvojice ge-
nerujicich funkei U, V vypocitali a rozvinuli pouze U, coz ndm stacilo k vyfeseni zadané tlohy. Pokud
bychom dopoéitali a rozvinuli i funkei V, ziskali bychom vzorec pro pocet zpusobu V;,, jak pomoci domin
pokryt obdélnik 3 x n bez rohového policka.

10.3 Cviceni

Cviceni 10.3.1. Posloupnost {a,}>2, je zaddna pocdteénim ¢lenem ay = 1 a rekurentnim vztahem
an = 10a,_1 — 1 pro n > 1. Najdéte vzorec pro n-ty Elen této posloupnosti dvéma zpisoby: a) Odvod'te
vzorec metodou generujicich funkei. b) Vyuzijte obecny vysledek ziskany v ¢asti 10.1.

Cviceni 10.3.2. Dvé posloupnosti {Q,}22, a {R,}22, jsou definovany rekurentnimi vztahy
Qo =0, Qn=2R,1+1, Ry=0, Ry =Qn+Qn-1+1
Najdéte generujici funkci posloupnosti {Qn 152 .

Cviceni 10.3.3. Pro libovolné pfirozené ¢islo n ozna¢me U,, pocet zpusobu, kterymi lze vydlazdit obdélnik
2 x n pomoci domin a monomin, tj. dlazdic 2 x 1 a 1 x 1. Déle polozme Uy = 1. Najdéte generujici funkci
posloupnosti {U, }52 .

Cviceni 10.3.4. Posloupnosti {x,}>2 ; a {y,}22, jsou zaddny pocdtecnimi ¢leny o = 0, yo = 1 a sou-
stavou rekurentnich rovnic

Tp = Tp-1+ Qyn—la Yn = 2Tp-1 + 2yn—1~

Najdéte vzorec pro x,.



Kapitola 11

Polynomy a rady v kombinatorice

O uzitec¢nosti polynomu a nekonecnych rad v kombinatorice jsme se jiz presvédcili v kapitolach vénovanych
vézovym polynomum a generujicim funkcim.

V této kapitole ukdZeme, Ze nékteré kombinatorické tilohy souvisejici napi. s rozmistovanim nebo vybirdnim
predmétu lze chdpat jako hleddani poc¢tu feSeni vhodné rovnice. Tento problém lze nasledné prevést na
nasobeni polynomu nebo mocninnych fad.

11.1 O poctu teseni jisté rovnice

Predpokladejme, ze jsou dana ¢isla k € N a n € Ny. Kolik fesen{ mé rovnice

Myt =n (11.1.1)
s nezndmymi nq,...,ng, které mohou nabyvat pouze hodnot z oboru nezapornych celych ¢isel? S touto
ulohou jsme se jiz setkali, avSak v jiné podobé: Kolika zpusoby lze rozmistit n stejnych predmétu do

k rozligitelngjch prihrddek? V Casti 4.1.2 jsme ukéazali, Ze pocet rozmisténi je roven (";gf;l) Souvislost

s fesenim rovnice (11.1.1) je jednoduchd, staci interpretovat ¢isla nq,...,ny jako pocty predmeétu v jed-
notlivych ptihradkach. Toto pozorovani tvoii prvni ¢ast nédsledujici poznamky.

Poznamka 11.1.1. Kazdé feSeni rovnice (11.1.1), kde nq,...,n, € Ny, lze chdpat jako:

e Rozmistén{ n stejnych predmeétu do k rozlisitelnych prihrddek (do i-té prihradky ddme n; predmétu).
e Vybér n predmétu z k£ druhu pfedméti, pii kterém nezilezi na potradi a predméty stejného druhu

jsou nerozlisitelné (od i-tého druhu vezmeme n; predmétu).

fHohy popsané v piedchozi pozndmce lze tedy prevést na hleddn{ poctu fesen{ rovnice (11.1.1). Uvazujme
jesté obecnéjsi situaci, kdy ni,...,n, nejsou libovolna nezapornd cela ¢isla, ale mohou nabyvat pouze
hodnot z jistych pfedepsanych mnozin Iy, ..., I C Np. Zajimé nds pocet feseni rovnice (11.1.1) za téchto
podminek. Nésledujici véta 71k, ze problém lze pfevést na nasobeni polynomu nebo mocninnych fad (podle
toho, zda mnoziny I, ..., I} jsou koneéné nebo nekonecné).

Véta 11.1.2. Nechf jsou ddiny mnoZiny I1, ..., I, C Ny a éislo n € N. Pak pocet Feseni rovnice

n+--4+ng=n, ny €l ..., np €Iy,

(=) (5)

79

je roven koeficientu u ™ v soucinu
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Dikaz. Rozndsobenim souc¢inu dostaneme

E 33‘"1 . .’Enk — E xn1+~~~+nk.

ni1€l1,....,np €L ni€ly,...np €l
Scitanec x™ se v sumé objevi tolikrat, kolikrat 1ze zvolit ny € I, ...,ng € Iy splaujici ny+---+ni =n. 0O
Zkusme vétu pro kontrolu pouzit nejdiive na piipad Iy = --- = I = Ny, kdy jiz zndme Teseni. Véta k4,

Ze pocet Teseni rovnice (11.1.1) je roven koeficientu u z™ v sou¢inu
(2% + 2! + a2+ )k

Pouzijeme vzorec pro soucet geometrické fady a nasledné vzorec (1,130)1@ =

o ("Zle)x” z véty 8.1.1:1

>
(x0+x1+x2+---)k:(1_1$)k=i<n+k_ )a:"

n+k—1

Koeficient u z" je ( 1

), coz souhlasi s difve ziskanym vysledkem.

11.2 Priklady

Pouziti véty 11.1.2 nyni ilustrujeme na dalsich ptikladech.

Uloha 11.2.1. V cukrérné prodavaji t¥i druhy zakuski — vétrniky, kremrole a puncové dortiky. Kolika
zpusoby lze koupit 12 zakusku tak, abychom od kazdého druhu méli aspon dva zakusky a ptitom koupili
nejvyse tfi kremrole?

Reseni. Nechf n, je pocet zakoupenych vétrnikii, no pocet kremroli a ns pocet puncovych dortiki. Ze
zaddani je jasné, ze pocet vétrniku nemuze presahnout 8 a totéz plati pro pocet puncovych dortiku.

Hledédme tedy pocet feSeni rovnice

ny+ne+nsg =12, ny €{2,3,...,8}, n2€{2,3}, n3e€{2,3,...,8}

2

Ziskame jej jako koeficient u x'? v soucinu

(2 + a3+ ) (@® + 2 (2 23+ b)), (11.2.1)

Z prvni a tieti zavorky vytkneme 22, poté pouzijeme vzorec pro soucet koneéné geometrické fady a upra-
vujeme:

1— 7\2 6 7 1727 14
(I6+z7)(1+z+x2+.”+x6)2:(x6+l,7)( ) (@®+a7)( '+

i 0o
< o0
_ 20 4T -2 200 2?0 2% (2° + a7 — 208 — 251 4220 4 22} ntl) a
(1—2)? —\ 1

12 v ziskaném vyrazu je

(44 () rroms

Existuje tedy 13 zpusobu, jak zakoupit zakusky.

Vidime, ze koeficient u x

1Vzorec budeme pouzivat i v nésledujicich piikladech, aniz bychom na to explicitné upozoriovali.
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Muzeme hledat pocet feSeni rovnice
ny+ng+ns=12, ny € {273,...}, ng € {2,3}, ns € {2,3,...}7

kde jsme pro ny a ng forméalné povolili hodnoty vyssi nez 8. To nijak neovlivni pocet feSeni lohy, protoze
pro ny nebo ng vétsi nez 8 nemuze byt rovnice splnéna (pfi respektovani obort hodnot pro ny, na, ng).

Pocet fesen{ rovnice nyni ziskdme jako koeficient u 212 v soucinu
(2 + 2+ )@+ ) (@ + 2P+ ). (11.2.2)

Upravujeme jej podobné jako vyse, jen misto vzorce pro soucet koneéné geometrické fady pouzijeme vzorec
pro soucet nekone¢né fady:

6 7 e 1
(966+x7)(1+x+x2+-")2=W:(»’Uﬁer?)Z(nJ{ )xn
n=0

Vidime, ze koeficient u z'2 je opét

() () e

Pokud si dobte prohlédneme souciny (11.2.1) a (11.2.2), pak je i bez poéitani zfejmé, ze koeficient u a'
musel v obou piipadech vyjit stejné. Soucin (11.2.2) totiz v porovnani s (11.2.1) obsahuje v prvnf a ve
treti zavorce navic devaté a vyssi mocniny x. Po roznésobeni se z nich stanou tfindcté a vys$si mocniny x,

tudiz nemohou ovlivnit koeficient u z!2.

2

Druhé feseni bylo jednodussi, protoze vzorec pro soucet nekonecné geometrické fady je jednodussi nez
vzorec pro soucet konecéné tady. Je dobré to mit na paméti — pokud mame na vybér, upfednostnime
nekoneéné geometrické fady pred konetnymi. Pokud bychom ovSem chtéli ilohu fesit na pocitaéi, je naopak
vyhodnéjsi vyjit z prvniho zpusobu FeSeni. Sta¢i mit k dispozici program, ktery umi ndsobit polynomy,
nechat rozndsobit soucin (11.2.1) a podivat se na koeficient u x'2. O

Uloha 11.2.2. Kolika zpusoby lze rozdélit 25 stejnych zdkuski 7 osobam tak, aby kazda dostala aspon
jeden a prvni osoba nejvyse deset zdkuska? (Osoby jsou rozlisitelné.)

Reseni. Necht ni,...,n; znaéi pocty zakusku pridélenych jednotlivim osobdm.”> Hleddme pocet Feseni
rovnice
ny+ - +ny =25, nle{l,...,l()}, ng,...,n7€{1,2,...}.

Ziskame jej jako koeficient u 22° v soucinu

(x1+...+x10)($1+$2+...)6:x7(1+...+x9)<1+m+...)6:

1—219 1 x’ — 7 = /n+6
_ 7 _ — (T T n
T s il sl Gl )nz_;( 6 )””

Hledany koeficient u 22° je roven

1846 8+6
— = 131593.
(%) - (%)
Existuje tedy 131593 zpusobu, jak rozdélit zdkusky. O

Uloha 11.2.3. Jaka je pravdépodobnost, ze pii 12 hodech klasickou hraci kostkou ziskdme soucet 307

2Jde vlastné o druhou situaci popsanou v poznamce 11.1.1, pfi¢emz osoby pfedstavuji pfihradky.
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Reseni. Necht ni, ..., nis jsou vysledky jednotlivych hodi. Abychom vypocitali pocet pFiznivych pipadi,
sta¢i najit pocet feseni rovnice

n1+...+n12:30’ nl,...,n12€{1,-~-’6}~

0

Ziskame jej jako koeficient u 2%° v soucinu

(l‘l et $6)12.

Nejsnazsi by bylo tlohu vyfesit na pocitaci, muzeme ale zkusit pocitat ,ru¢né:

6112 o
1 6\12 _ 12 5\12 _ 12(1—2°) _ 12 612 n+ 11\ ,
(" +- ") =214z +---+2°)° =z m—x (1—2°) nz;)( e

6)12 umocnime podle binomické véty; staéi ndm mocniny x nepievysujici 18, nebot vyssi
12 pnemohou ovlivnit koeficient u 230:

Vyraz (1 —x
mocniny po vynasobeni ¢lenem x

() (- () E )

Hledany koeficient u z3° je roven
12\ /18 + 11 12\ /12 + 11 12\ /6 4+ 11 12\ /11
— — = 19188 950.
()0 - () G) ) - () )
Pocet viech pifpadi, které mohou nastat pii 12 hodech kostkou, je 6'2. Hledans pravdépodobnost je tedy

19188950 .

Uloha 11.2.4. Kolika zpusoby lze stokorunu rozménit na pétikoruny, desetikoruny a dvacetikoruny?

Resend. Tuto tlohu je ponékud obtiznéjsi prevést na hledani poctu feseni vhodné rovnice. Pokud bychom
za ni,ng, ng vzali pocty pétikorun, desetikorun a dvacetikorun, pak hledame pocet feSeni rovnice

5ny + 10ng + 20ng = 100, ny,n2,ng € {0,1,...}.

Véta 11.1.2 se na tuto rovnici se nevztahuje, substituci m; = 5ny, mo = 10no, mz = 20n3 ji vSak muzeme
prevést na rovnici

my +mg +mg =100, my € {0,5,107...}, mo € {0, 10,20,...}, ms € {0,20,40,...},

jejiz pocet Feseni jiz dokézeme urcit. Cisla mq, ma, ms maji navic jednoduchou interpretaci — jde o éstky
ziskané z pétikorun, desetikorun, resp. dvacetikorun. Rovnici jsme tedy mohli napsat jiz na zacatku a vy-
hnout se substituci.

100

Pocet feSeni je roven koeficientu u z*°° v sou¢inu

1 1 1

5 10 10 20 20 40 _
(42 + a4 )+ a0+ a4 )1+ aT el ) = e e T

(11.2.3)

Ziskali jsme raciondlni funkci, kterou pottebujeme rozvinout do mocninné fady. Rozklad na parcidlni
zlomky by byl velmi pracny, nebot ve jmenovateli mame polynom vysokého stupné. Lepsi je povsimnout
si, ze

1—2'%= (1 - 251 + %),

1-2® =121+ 2% = (1 —2°)(1 + 251 + 219).
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Zlomky v (11.2.3) tedy mizZeme rozsiiit tak, aby mély stejného jmenovatele 1 — 22:

1 1 1 A+22)1+20) 14219 1 (1+2°)(1 + 210)2

1—251—2101 — 220 1 — 220 1—2201 — 220 (1 —220)3

(1+2°)(1 + 2210 4 229) > (n+2 "
- Ty = (142" +22"0 4+ 207 4270 +2%) ) N z20m,
n=0

Hledany koeficient u 'Y je roven

27+ ()

Existuje tedy 36 zpusobi, jak rozménit stokorunu.

() () -

Pokud bychom tlohu chtéli fesit pomoci pocitace, pak je vhodné nekonetné rady nahradit koneénymi,
roznasobit soucin
(1425 + 2104 2100) (1 4 210 4 220 o 4 2100) (1 4 220 4 240 4 ...y 4100

a podivat se na koeficient u 2199,

Vsimneme si, ze pocet pouzitych pétikorun nemuze byt lichy. Hleddme tedy pocet feSeni rovnice

my 4+ meo +msz =100, mq,me € {0, 10,20,}7 ms € {0,20,40,}

100

Ziskame jej jako koeficient u z*"° v soucinu

1 1 (1+a:10)2
10, .20 2 20 4 440 = = -
142 +z+--)A+2" +2 ‘*‘"')—(1*9510)21—;%0_(1*9520)3_

- 2
= (1 + 22" + 2%°) Z (n—;— )x%”.

n=0

Hledany koeficient u 1% je opét roven

(3)+(5)-0+0)-= D

Poznamka 11.2.5. Predchozi tilohu lze pfirozenym zpusobem zobecnit: Mohli bychom se ptat, kolika
zpusoby lze rozménit k stokorun na pétikoruny, desetikoruny a dvacetikoruny. Postup by byl stejny, hledali
bychom vsak koeficient u 2'°°%. Ctenaf si muze ovéfit, ze vyjde

<5k2+ 2) N <5k2+ 1) (k1)

Je pozoruhodné, ze ke stejnému vysledku lze dospét i zcela odlisnym zpusobem. Ulohu je mozné piefor-
mulovat v FeCi geometrie a prevést ji na pocitani tzv. mfizovych bodu v trojuhelniku, k ¢emuz lze vyuzit
tzv. Pickuv vzorec (viz ¢ldnek [0]).

11.3 Cviceni

Cviceni 11.3.1. V cukrérné prodavaji 10 druhu zakusku. Kolika zpusoby lze zakoupit 30 zakusku, jestlize
od kazdého druhu chceme aspon 2 zikusky a nejvyse 5 zakuska?

Cviceni 11.3.2. Kolik existuje sedmicifernych ptirozenych ¢isel, jejichz ciferny soucet je 197
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Cviceni 11.3.3. V oboru celych ¢isel najdéte pocet FeSeni rovnice x1 + x2 + x3 + x4 = 0 takovych, Ze pro
kazdé i € {1,2,3,4} plati —4 < z; < 4.

Cviceni 11.3.4. Kolik feSeni v oboru nezapornych celych ¢isel ma rovnice x + 2y 4+ 4z = 10007

Cviceni 11.3.5. V jisté loterii se prodavaji stiraci losy. Po setfeni losu se objevi Sestice desitkovych cifer
(na zac¢dtku muze byt i nula), kterd je vyhravajici pravée tehdy, kdyz prvni tii cifry maji stejny soucet jako
posledni tfi. Kolik takovych Sestic existuje?



Kapitola 12

Kombinatorické identity

12.1 Vldastnosti kombinac¢nich cisel

Jako kombinatorické identity se oznacCuji nejruznéjsi vztahy obsahujici kombinaéni ¢isla. PFipomenme, ze
pro v8echna n, k € Ny spliujici k£ < n plati
(n) nn—1)---(n—k+1) n!

k)~ ! T k(n—k) (12.1.1)

Tuto definici nyni zobecnime a budeme uvazovat i piipad k > n, kdy definujeme (Z) = 0. Tim je zachovan
kombinatoricky vyznam kombinac¢niho ¢isla: Je-li k > n, pak pocet zpusobu, jak z n-prvkové mnoziny
vybrat neuspofddanou k-tici prvkiu bez opakovéni (neboli k-prvkovou podmnozinu), je 0. Déale si muzeme
vimnout, Ze pro k > n stéle plat{ prvni rovnost v (12.1.1), nebot v tomto p¥ipadé se mezi &fsly v Citateli
objevi nula. Druha rovnost v (12.1.1) ovsem neplati, nebot faktoridl zdporného ¢isla n — k nenf definovan.
To je nutné mit na paméti pii dokazovani kombinatorickych identit se zobecnénymi kombinac¢nimi éisly
a vyhnout se pouzivani vzorce ﬁlk),

Ze zobecnénych kombinacnich ¢isel (Z), kde n, k € Ny, muzeme sestavit schéma ve tvaru nekoneéné matice,
jejiz ¢ast znazornuje nasledujici tabulkas:

n\k

e i e S e e )
=W N = O -
DW= O OoON
N e = =] ]
_0 O O Ok

= WN = O —

Cisla pod diagonélou a na ni odpovidaji Pascalovu trojihelniku, zatimco vpravo od diagonaly jsou nuly.

V nasledujici vété jsou zformulovany dvé zakladni vlastnosti kombinaénich &isel; prvni identita plati pro
vSechna zobecnénd kombinacni ¢isla, zatimco druhd déava smysl jen pro klasickd kombinaéni ¢isla z Pasca-
lova trojihelniku.

Véta 12.1.1. Pro n,k € Ny plati nasledugici tvrzeni:
o (3)+ (kil) = (Zﬁ)
e Pokud k < n, pak (Z) = ( " )

n—k

85
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Diikaz. Obé tvrzeni lze dokdzat vypoctem: Plati

(1)« (1) =2 =
:n(n—l)-~]-€!(n—k+1) (HZ:L];) :n(n—1)~-l;:!(n—k—|-1):——::i _ (Zﬁ)

a pokud k < n, pak

() = = (a2

Elegantnéji 1ze postupovat s vyuzitim kombinatorické interpretace: (k +1) je pocet (k + 1)-prvkovych
podmnozin mnoziny {1,...,n + 1}. Pfitom pocet (k + 1)-prvkovych podmnozin, které obsahuji prvek
n+1, je (Z), a podmnozin, které neobsahuji n + 1, je (kL) Tim je zduvodnéna platnost prvniho tvr-
zeni. Druhé tvrzeni muzeme kombinatoricky interpretovat tak, ze pocet k-prvkovych podmnozin mnoziny
{1,...,n} je stejny jako pocet jejich (n — k)-prvkovych podmnozin. To je zfejmé, nebot vybér k prvku je
ekvivalentni s vyskrtdnim n — k prvku. O

Poznamka 12.1.2. Pojmenovani Pascaluv trojihelnik pochazi od Pierra Remonda de Montmorta a Abra-
hama de Moivra, ktefi se odvolavali na trojihelnik v Pascalové praci Traité du triangle arithmétique
vydané posmrtné roku 1665. Italsky matematik Niccolo Tartaglia trojihelnik popsal roku 1556, proto
se v Itélii dodnes pouziva nézev Tartagliuv trojihelnik (viz https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal’s_
triangle). Ve skutecnosti byl vsak objeven podstatné diive, znal jej jiz ¢insky matematik Jia Xian v 1. po-
loviné 11. stoleti, jehoz dilo Podrobné postupy k matematickym metoddm Deviti kapitol Zlutého cisare se
sice nedochovalo, ve 2. poloviné 13. stoleti vSak na né navézal ¢insky matematik Yang Hui. Znamé je vy-
obrazeni trojuhelniku v dile Nefritové zrcadlo ¢tyr pocatku dalgtho ¢inského matematika Zhu Shijie z roku
1303. (Podrobnéji o ¢inské matematice viz [7].) Cisla v trojihelniku byla zprvu chdpana pouze algebraicky
jako koeficienty v binomické vété, jejich kombinatoricky vyznam byl objeven az pozdéji.
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Obrézek 12.1: Pascaluv aritmeticky trojuhelnik z Traité du triangle arithmétique, 1665 (Wikimedia Com-
mons, https://en.wikipedia.org/wiki/File:TrianguloPascal. jpg)

V &asti 3.4 jsme jiz pouzivali absorpéni identitu, kterou zde dokdzeme a vSimneme si, ze zustava v platnosti
i pro zobecnéna kombinaé¢ni ¢isla.


https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal's_triangle
https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal's_triangle
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EHFZR

Obrézek 12.2: Ciselny trojihelnik v Nefritovém zrcadle étyr poédtkd Zhu Shijie, 1303 (Wikimedia Com-
mons, https://en.wikipedia.org/wiki/Pascal’s_triangle#/media/File:Yanghui triangle.gif)

Véta 12.1.3 (absorpéni identita). Pro vsechna n,k € N plati () = 2(271).

Dukaz. Plati

<n) :n(n71)~-]o€!(nfk+1) Z(nn(.];_(q)!wn Z(nl)

- k-1
12.2 Soucty kombinacnich cisel

Dalsi véta je vzorec pro soucet koneéného poc¢tu kombinaénich éisel lezicich pod sebou v jednom sloupci.

Véta 12.2.1 (soucet ve sloupci). Pro vsechna n,k € Ny plat{
k n k+1 n k+2 T n\ (n+1
k k k k) \k+1)’
0 n 1 n 2 T n\ (n+1
k k k k) \k+1)
Dukaz. Oba vzorce jsou ekvivalentni — na levé strané druhého vzorce jsou navic kombinaéni ¢isla nachazejici

se nad diagondlou, kterd jsou nulova. Stac¢i tedy dokdzat prvni vzorec.

Uvédomime si, ze (’Z) =1= (zﬁ), a poté opakované pouzivame prvni tvrzeni z véty 12.1.1:
k k+1 k+2 n k+1 k+1 k+2
O R ) e R (S R U R O R

k42 k42 kE+3
~Gen) () ()
_ (k+3 n k+3 n kE+4 n
S \k+1 k k

+ o+ o+
A~ N 7 N7 N
>3 >3 > 3
N— —
I
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(1) () =(G0)

”H) je pocet (k + 1)-prvkovych podmnozin mnoziny {0,...,n}.

k+1 :
Pfitom (k + 1)-prvkovych podmnozin, jejichz nejvétsi prvek je i € {k,...,n}, je (;) Naséitdnim téchto
kombinaé¢nich ¢isel pies i € {k,...,n} musime dostat celkovy pocet (Zﬂ), coz davé prvni vztah ze znéni
véty. O

Ukazme si jesté kombinatoricky ditkaz: (

Pouziti véty 12.2.1 ilustruje nésledujici schéma, kde souctem zluté podbarvenych kombinacnich ¢isel je
zelené podbarvené kombinacni ¢islo nachézejici se o jeden fadek nize a o jeden sloupec vpravo od posledniho
sCitance.

n\k|[0 1 2 3 4
01 0 0 0 0
11 0 0 0
2 |1 1 0 0
3 |1 3 10
4 |1 4 [6] 4 1

Nésledujici identita udava soucet kombinacnich ¢isel lezicich na tiseéce rovnobézné s diagondlou.

Véta 12.2.2 (soucet rovnobézné s diagonélou). Pro vsechna n,k € Ny plati
n n+1 n+2 n+k n+k+1
) () (7)o (1) - ()
Diikaz. Pouzitim druhého tvrzeni z véty 12.1.1 a nasledné véty 12.2.1 obdrzime
n n+1 n+2 n+k
) () (27 e (11F) -
n n+1 n+ 2 n+k n+k+1 n+k+1
= + + +- = = :
n n n n n+1 k

Muzeme postupovat i kombinatoricky: (”‘H,z"'l) = (":_’i‘fl) je pocet rozdéleni k nerozlisitelnych predmétu

do n + 2 rozlisitelnych ptihradek (viz ¢dst 4.1.2). Kazdé rozdéleni vznikne tak, Ze jistych ¢ pfedmétia ddme

do prvnich n+1 ptihradek, coz lze provést (":l) = ("'ZH) zpusoby, a zbyvajici predméty ulozime do posledni
piihradky. Nascitanim cisel (";H) pres vSechna i € {0,...,k} musime dostat celkovy pocet (”+Z+1), CoZ
dava dokazované tvrzeni. O

Pouziti véty 12.2.2 ilustruje nésledujici schéma, kde souctem zluté podbarvenych kombinacnich ¢isel je
zelené podbarvené kombinac¢ni ¢islo nachéazejici se tésné pod poslednim séitancem.

k| 0O 1 2 3 4
0|1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
2 |1 1 0 0
3 11 3 1 0
4 |1 4 [8] 4 1

Zkusme déle hledat souc¢ty kombinac¢nich ¢isel lezicich na useckach kolmych k diagonale. V nésledujicim
schématu tedy s¢itame vzdy stejné podbarvend cisla.
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n\k 2 3 4
0 0 [0]
1 0
2 0 0
3 3 1 0
4 6 4 1

Dostavame postupné soucty 1, 1, 2, 3, 5, atd. — zda se, ze jde o Fibonacciho ¢islal

Véta 12.2.3 (soucet kolmo k diagonéle). Pro vsechna n € Ny platd

(g)+<n11)+(n;2)++<2> ~F,.

Dukaz. Vime, ze F,, udava pocet zpusobu, jak vyplnit obdélnik o rozmérech 1 xn pomoci monomin a domin

(viz tdlohu 6.2.2). Pfitom pocet dldzdéni obsahujicich pravé k domin, a tedy n—2k monomin, je roven (”;k)7

nebot z n — k po sobé jdoucich dlazdic vybirdme pozice, kde budou domina. Naséitdnim kombinaénich
¢isel (”;k) pres vSechny mozné hodnoty k € {0,...,n} musime ziskat celkovy pocet dldzdéni F,,, ¢imz je
véta dokdzéna.! 0

12.3 Dalsi identity
z nich je Vandermondova identita.?

Véta 12.3.1 (Vandermondova identita). Pro viechna p,q,n € Ny plati

S(0)= (2

Dukaz. Méjme p + ¢ osob, z toho p muzu a g zen. Pak (p:q) je pocet zpusobu, jak vybrat n osob. Pfitom

pocet vybéru s pravé [ muzi, a tedy n — [ Zenami, je (’l’ ) (n‘i l). Nascitanim téchto ¢isel pres vSechna mozné

1 €{0,...,n} musime dostat celkovy poc¢et moznost{ (p;tq). O

Vsimnéme si, ze znéni véty 12.3.1 je elegantni diky tomu, ze pracujeme se zobecnénymi kombinaénimi ¢isly
— jinak bychom museli zarucit, ze jsou splnény podminky [ <pan —1<gq.

Vandermondova identita se ¢asto pouziva v dikazech jinych identit. Snadno lze ziskat napi. hodnotu souctu
druhych mocnin kombina¢nich ¢isel lezicich v jednom fadku.

Dausledek 12.3.2. Pro kaZdé n € Ny plati

() < () e () ()

Diikaz. Pouzijeme Vandermondovu identitu s p = ¢ = n a druhé tvrzeni véty 12.1.1:

G- -2 (6 -20) :

'Pokud k > n — k, pak zaddné dldzdéni s k dominy neexistuje (pocet domin by pievysil celkovy pocet dlazdic). V takové

situaci je ovsem zobecnéné kombinacni ¢islo (";k) nulové, takze muzeme bez obav s¢itat pfes vSechna k € {0,...,n}.
2Historicky spravnéjsi nazev je Zhuova-Vandermondova identita, nebof &insky matematik Zhu Shijie ji objevil jiz roku
1303, zatimco francouzsky matematik Alexandre-Théophile Vandermonde az roku 1772.
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Jaky je soucet prvnich mocnin kombinac¢nich ¢éisel lezicich v jednom fadku? K vysledku lze dospét napf.
pomoci binomické véty, ktera fika, ze pro kazdé n € Ny a libovolna realnd nebo komplexni ¢isla a, b plati

(a+b)" = i (Z) a"k bk

Véta 12.3.3. Pro kazdé n € Ny plati

() () ()= )+ () -

Dukaz. Tvrzeni plyne z binomické véty po dosazeni a = b= 1.

Vztah lze zduvodnit i kombinatoricky: (Z) je pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny. Na levé
strané tedy sc¢itdme pocet O-prvkovych, 1-prvkovych, ..., n-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny.
Tim ziskame celkovy pocet vSech jejich podmnozin, ktery je roven 2. Podmnozinu lze totiz vybrat tak,
ze u kazdého z n prvka rozhodneme, zda jej do podmnoziny zafadime, nebo nezaradime. O

Véta 12.3.4. Pro kazdé n € N plati

@) () () @) vn() e

Dukaz. Tvrzeni plyne z binomické véty po dosazeni a =1, b= —1.

Vztah lze zduvodnit i kombinatoricky, pokud jej piepiSeme v nésledujici podobé:

(-6 )0

Na levé strané je pocet podmnozin mnoziny {1,...,n} se sudym poctem prvku, na pravé strané pocet
podmnozin s lichym poc¢tem prvki. Pro¢ se tyto pocty rovnaji? Uvazujme nésledujici operaci: Dostaneme-
li podmnozinu neobsahujici jednicku, pak do ni jednicku pfiddme. Dostaneme-li podmnozinu obsahujici
jedni¢ku, pak z ni jednicku odebereme. Tato operace vzdy zméni pocet prvku o 1 a jde o bijekci mezi
mnozinami se sudym poc¢tem prvku a mnozinami s lichym poctem prvku. O

Z vét 12.3.3 a 12.3.4 dostavame nasledujici dusledek.

Disledek 12.3.5. Pro kazdé n € N plati

() )+ () () () ()

Nésledujici véta fikd, co se stane, kdyz v souCtech na levé strané budeme stiidat znaménka. Dukaz je
péknou aplikaci binomické véty v komplexnim oboru.

Veéta 12.3.6. Pro kazdé n € N plat?

-0 () e () () moart
Diikaz. Do binomické véty dosadime a =1, b = i:
(1+i)" = (g) +i(?) +12(72‘) +i3(§> +i4(z> +oe
)60+
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Hodnotu (141)™ muzeme pocitat i jinym zptsobem: Pievedeme 1+1i do goniometrického tvaru a pouzijeme
Moivreovu vétu:
n
(I+i)" = (\@ (cos% +isin %)) = (V2)" (cos %r +isin %r)

Porovndnim redlnych a imagindrnich ¢dst{ v predchozich dvou vyjddfenich (1 4 i)™ dostaneme tvrzen{
véty. O

Na tomto misté vyklad o kombinatorickych identitach ukon¢ime. Existuji jich stovky a bylo by mozné jesté
dlouho pokracovat. Ve druhé poloviné 20. stoleti se objevily algoritmy vhodné pro pocitacové odvozovani
a dokazovan{ identit, jako je napf. Gosperuv algoritmus (1978) nebo Wilfuv-Zeilbergeruv algoritmus (1990).

, . oy . . . -~ . . . . 3 <2 e v s
Navic existuji metody, jak dokdzat, ze nékteré soucty, jako napf. Y ,_, (Z) , nelze vyjadrit v uzavieném
tvaru (zhruba feceno, pomoci elementdrnich funke{ a bez pouziti{ sumy). Jde o podobnou situaci jako
v matematické analyze, kde jsou zndmy spojité funkce, jejichz primitivni funkce nelze vyjadfit pomoci
elementarnich funkei.

O téchto a dalsich algoritmech a metoddch se lze do¢ist napfiklad v knize s vtipnym ndzvem A=B [10].

Prestoze 1ze nyni dokazovani kombinatorickych identit svéfit v mnoha piipadech pocitaci, znalost identit
uvedenych v této kapitole patii k zakladnimu matematickému vzdélani. Obzvlast cenné jsou kombinatorické
dukazy, které na rozdil od formélniho vypoctu umoznuji lépe porozumét tomu, pro¢ vlastné identita plati.
Kombinatorickym dukaziim je vénovdna vynikajici kniha [1].

12.4 Cviceni

Cviéeni 12.4.1. Necht n je pfirozené éislo. Kolik existuje podmnozin mnoziny {1,...,n}, které neobsahuji
zaddné sousedni prvky? (z, y € {1,...,n} jsou sousedni, pokud se lisi o 1.) Vyjddiete vysledek v co
nejjednodussim tvaru.

Cviéeni 12.4.2. Necht n > 1 je liché ¢islo. Dokaite, Ze posloupnost kombinaénich éisel
n n n
1 ) 2 PR anl

Cviceni 12.4.3. Najdéte hodnoty souctu Y ,_, (fm) (k+1)ad (fn)k, kde m, n jsou pfirozend Cisla.

obsahuje lichy pocet lichych ¢isel.

2
Cviéeni 12.4.4. Necht n je pfirozené éfslo. Najdéte hodnotu souétu 35 _o (%)
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Kapitola 13

Stirlingova a Bellova c¢isla

V kapitole 4 jsme zjistili, ze pocet zpusobu, jak rozdélit prvky m-prvkové mnoziny do r neprizdnych

podmnozin, je roven
n 1 r
{r} =5 Z(—l)k (k) (r—k)".
k=0
Tato ¢isla jsme nazvali Stirlingova ¢isla 2. druhu a odvodili jsme rekurentni vzorec

B R e aan

V této kapitole se seznamime se Stirlingovymi ¢isly 1. druhu a vyreSime nékteré ulohy souvisejici s obéma
druhy cisel.

13.1 Stirlingova ¢isla 1. druhu

Kazdou permutaci koneéné mnoziny lze rozlozit na nezavislé cykly. Uvazujme napiiklad permutaci f na
osmiprvkové mnoziné {1,2,3,4,5,6,7,8}, kterd je popsdna nasledujici tabulkou:

n_[1]2])3|4]5]6]7]|8
fmyf2l4f3[L]6[8]5]7

Tato permutace je slozena ze 3 nezévislych cyklu (1,2,4), (3) a (5,6,8,7); viz obr. 13.1.

516 |7
6|85

Obrazek 13.1: Rozklad permutace na nezavislé cykly

93
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Zapis cyklu neni jednoznaény, napt. cyklus (1,2,4) lze zapsat i jako (2,4, 1) nebo (4,1,2).

Stirlingova ¢isla 1. druhu, kterd zna¢ime [Z], uddvaji pocet permutaci mnoziny {1,...,n} tvofenych prave
r cykly.

Plati napft.

m =2,

n

protoze n prvku lze do jednoho cyklu do uspoiadat n!/n zpusoby: Napiseme &isla 1,...,n v libovolném
poradi a uvédomime si, ze cyklické posuny odpovidaji stale stejnému cyklu.

Podobné jednoduché je nahlédnout, ze plati

n | _(n
n—1] \2)
Staci vybrat dva prvky, které budou tvorit dvojcyklus; vSechny ostatni cykly budou jednoprvkové.
Zkusme jesté vypocitat ["]. Potiebujeme sestavit 2 cykly délek k, I € N, kde k + | = n. Pocet zpusobu,

2
n

jak sestavit cyklus délky k, je ( k)(k — 1)!. Pocet zpuisobu, jak ze zbylych | = n — k prvku sestavit druhy
cyklus, je (n — k — 1)!. Celkem tedy dostdvame

(e-mn-s-= =% (k) ().

S¢itanim pies vSechny mozné hodnoty k ziskame

w5 (b ) s (B b L)

k=1

V tomto vysledku je ovSsem kazda permutace zapocitana dvakrat, protoze poradi cyklu je nepodstatné.
Finalni vysledek je tedy

T Y S

2| 12 n—-1)"

Stejné jako u Stirlingovych &isel 2. druhu 1ze i &isla 1. druhu [Z] usporadat do tabulky. Jejich prvnich pét
radku a sloupcu vypadd nasledovné:

n\r|1 2 3 4 5
1 1 0 0 0 O
2 1 1 0 0 O
312 3 1 0 0
4 6 11 6 1 0
5 24 50 35 10 1

Vsimneme si opét nékterych obecnych zakonitosti platnych pro kazdé n € N:

(i) [Z] =1 (existuje jedind permutace n-prvkové mnoziny tvorend n cykly, totiz identita).

(ii) Pokud 7 > n, pak [:] = 0 (pocet cykli nemuze byt vétsi nez pocet prvki, které permutujeme).

m B {n_l} tln=1): [n_1} (13.1.1)

r r—1 T

Na levé strané je pocet permutaci mnoziny {1,...,n} tvofenych r cykly. Prvni{ s¢itanec na pravé
strané odpovidd poctu permutaci, kde prvek n tvoii samostatny cyklus délky 1. VSechny ostatni
permutace vzniknou tak, ze vezmeme permutaci mnoziny {1,...,n — 1} s r cykly a do nékterého
z nich vlozime prvek n. Toto vlozeni lze provést n — 1 zpusoby: Predstavime si cykly jako Fddkové
vektory, které maji celkem n — 1 slozek. Prvek n vkldddme za libovolnou z nich (vloZeni na zacédtek
vektoru je totiz ekvivalentni s vloZzenim na konec).

(iii) Pokud n > 2 a r > 2, pak
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Pravidlo (iii) #ikd, Zze ¢isla v n-tém fddku lze pocitat pomoci &isel v (n — 1)-nfm fddku, napf. [3] =
m +3- [;’] =24 3-3 = 11. Vzhledem k tomu, ze zndme hodnoty v prvnim fadku a sloupci, dokdzeme
pomoci rekurentniho vzorce pocitat stale dalsi fadky tabulky.

Ucinime jesté dvé jednoduché pozorovani:
e Pro v8echna n,r € N plat{ [:] > {Z} 7 kazdého rozkladu permutace n-prvkové mnoziny na r cyklu
totiz muzeme ziskat rozklad n-prvkové mnoziny na r neprazdnych podmnozin — sta¢i z cykla udélat

podmnoziny tim, Ze zapomeneme na poiadi prvku. Timto postupem ziskdme vSechny rozklady na
podmnoziny (nékteré dokonce vicekrat).

e Pro vSechna n € N plati

3]

r=1

protoze obé strany udavaji celkovy pocet permutaci n-prvkové mnoziny.

13.2 Sestupné a vzestupné mocniny

V ruznych oblastech matematiky se vyskytuji tzv. sestupné a vzestupné k-té mocniny, které jsou pro kazdé
k € N a x € R definovany vztahy

(x—1)---(x—k+1),
ok z(z+1)---(x+k—-1).

zE

Kromé toho definujeme jesté 2 = 2% = 1.

Napiiklad zndmy vzorec pro variace bez opakovéni, tj. usporaddné k-tice sestavené z prvku n-prvkové

mnoziny, lze struéné psit ve tvaru nk.

7 nésledujiciho lemmatu plyne, ze poc¢itani sestupnych mocnin lze zménou znaménka prevést na vypocet

vzestupnych mocnin (a naopak).

Lemma 13.2.1. Pro kaidé z € R a k € N plati 2% = (—1)%(—z)*.

Diikaz. Plati (—1)*(—z)* = (=1)*(—2)(—z+1) - (—z+k—1) =z —1)--- (x —k+ 1) = 2%, O

7 definice je zFejmé, ze x* i £ jsou polynomy stupné k v proménné z. Jaké jsou jejich koeficienty?

Roznasobenim muzeme ziskat

T

=,
2 =a(x+1)=z+ 27

® =x(x + 1) (z +2) = 2z + 322 + 2%,

ot = 2(z +1)(z +2)(z + 3) = 62 + 1122 + 62° + 2%,

atd. Pozorny ¢tendr si vSimne, ze koeficienty se shoduji se Stirlingovymi ¢isly 1. druhu. Nejedna se o nahodu,
plati totiz nasledujici tvrzeni.

Veéta 13.2.2. Pro kazdé x € R an € N plati

5l

r=1
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Dukaz. Pouzijeme matematickou indukci. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé. Predpokladejme, ze tvrzeni plati
pro n — 1, a pocitejme s vyuzitim rekurentniho vztahu (13.1.1):

n—1 n—1 n—1
_ -1 -1 -1
x":(x—i-n—l)m"_l:(x—i-n—l)g {nr }mT: g [nr ]J;TH—FE (n—l)[nr ]xr
r=1 r=1 r=1

n—1

e b
:(n_l){nzl}ﬁ"f({::ﬂ +(n—1){n;lpxr+ [Z:ﬂm

r=2

:(n—l)!x+§{Z]xr‘*‘xn:i{:]xr' -

r=1

U sestupnych mocnin je situace obdobn4; jde o polynomy, jejichz koeficienty jsou Stirlingova ¢isla 1. druhu
se stiidajicimi se znaménky.

Dausledek 13.2.3. Pro kazdé x € R an € N plati

Ditkaz. 7 lemmatu 13.2.1 a z véty 13.2.2 plyne

2= (L1 ) = (1) Y [”}(m)fi(l)”“[”}xﬁ 0

r
r=1

Nasledujici dusledek ziskdme z véty 13.2.2 dosazenim = = —1.

Disledek 13.2.4. Pro kaZdé prirozené éislo n > 2 plati > _, [*](—=1)" = 0.

r=1 Lr

Abychom pochopili kombinatoricky vyznam této identity, prepiSeme ji do tvaru

RS AR

Identita tedy fik&, ze pocet permutaci s lichym poc¢tem cyklu je totozny s pottem permutaci se sudym
poctem cyklu. Toto tvrzeni lze dokézat i jednoduchou tvahou: Méjme libovolnou permutaci mnoziny
{1,...,n}, kde n > 2, rozlozenou na nezavislé cykly, které zapiSeme jako fddkové vektory. S permutaci
provedeme nasledujici operaci:

e Necht jsou prvky 1 a 2 v riznych cyklech. Bez tijmy na obecnosti piedpoklddejme, Ze 1 a 2 jsou
na zacdtcich piislusnych vektoru, které v rozkladu permutace nédsleduji hned po sobé. V takovém
piipadé cykly spojime. Pokud by napf. byla déna permutace (1,7,3,6)(2,5,9), upravime ji na
(1,7,3,6,2,5,9).

e Necht jsou prvky 1 a 2 ve stejném cyklu. Bez Gjmy na obecnosti piedpokladejme, Ze 1 je na za¢atku
prislusného vektor. V takovém piipadé cyklus rozdélime na dva cykly zacinajici prvky 1, resp. 2.
Pokud by napf. byla ddna permutace (1,4,3,2,5), upravime ji na (1,4, 3)(2,5).

Neni tézké si rozmyslet, ze pravé popsand operace je bijekce na mnoziné véech permutaci (je sama k sobé
inverz{). Zaroven ma tu vlastnost, ze pocet cyklu vzdy zméni o 1. PFevadi tedy permutace se sudym poctem
cyklt na permutace s lichym poctem cyklu a naopak.
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Pomoci véty 13.2.2 a dusledku 13.2.3 dokazeme vzestupné i sestupné mocniny snadno vyjadiit ve tvaru po-
lynomu, tj. jako linedrni kombinace obyéejnych mocnin. Je mozné postupovat obracené a vyjadfit obycejné
mocniny jako linedrni kombinace vzestupnych, resp. sestupnych mocnin? Odpovéd snadno plyne z linedrni
algebry: Kazda z mnozin

{xo,xT, oz, {22t 2}
piredstavuje bézi vektorového prostoru vSech polynomt stupné nejvyse n, nebot se jednd o n + 1 linedrné
nezavislych funkcf a dimenze prostoru je n + 1 (nejjednodussi bazi tohoto prostoru je {z% z!,... z"}).

Kazdy polynom stupné n, tudiz i oby¢ejnou mocninu stupné nejvyse n, musi byt mozné zapsat jako linearni
kombinaci vzestupnych, resp. sestupnych mocnin stupné nejvyse n. Z nasledujici véty plyne, ze koeficienty
v takovych linedrnich kombinacich jsou Stirlingova ¢isla 2. druhu.

Véta 13.2.5. Pro kazdé x € R an € N plati

. (n
" = { }af.
T
r=1

Dukaz. PouZzijeme matematickou indukci. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé. Predpoklddejme, Zze tvrzeni plati
pro n — 1, a po¢itejme s vyuzitim rekurentniho vztahu (13.0.1):

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
x”zx"lzZ{ . }xTT_l{ . }xr(xr)wLZ{ . }xrr

r=1 r=1
lp—1 - " (n—1 ln—1
_ - r+1 - r. _ - T - T,
S et T e = {0 e T e
r=1 r=1 r=2 r=1
n—1 n 1 n 1 n—1 n
n - - r 1 n r 1
- Lygl=gn ry gl O
oI (KR SR O SR M

Analogicky vztah se vzestupnymi mocninami opét ziskdme pouzitim lemmatu 13.2.1.

Dausledek 13.2.6. Pro kazdé x € R an € N plati

" = é(—l)"”{:}f.

Diikaz. Plati (—z)" =31 {"}—2)2=>"_, {"}(=1)"2" a tuto rovnost staci vyndsobit (—1)". O
Tabulam priorem. Tabula pofierior.
TETREIRT ! 1 | 1 1 | 1 | &c. ¥ '
1| 3|7 15]31|63 | 127 | 255 |&ec. N
1|6} 25| 90 |301| 966 | 3025 | &e. l 3 l
1| 10 | 65 | 350] 1701 [ 7770 | &e. 6 | n 6 | »
1 | 15 | 140 1050 | 6951 | &c. 24 50 35 10 1

1 | 21 | 266 | 2646 | &ec.
1 28 | 461 | &c.

120 | 274 225 85 15 1

720 | 1764 | 1624 | 735 | 175 | 21 1
! 36 |&c 5040 | 13068 | 13132 | 6769 | 1960 | 322 | 28 1|
& ] [30320]109584| 105056(67284 |12449] 4536 |546| 36 | 1 |
2 &c. & &c. &c & & & &, &c. &

Obrazek 13.2: Stirlingovy trojihelniky z Methodus differentialis, 1730 (obrézky pievzaty z [2])
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Poznamka 13.2.7. Skotsky matematik James Stirling (1692-1770) objevil oba druhy éisel, které jsou po
ném pojmenovany, pravé pii zkouméni vztahu mezi vzestupnymi, sestupnymi a oby¢ejnymi mocninami;
popsal je ve své ucebnici diferencidlniho poctu z roku 1730. Sestupné a vzestupné mocniny hraji dilezitou
roli v diskrétnim kalkulu a objevuji se v Newtonové interpola¢nim vzorci (viz kapitolu 14); to byl i duvod,
pro¢ se jimi Stirling zabyval. Dals{ podrobnosti 1ze najit v [2]. Kombinatorickd interpretace Stirlingovych
¢isel souvisejici s rozklady mnozin, resp. permutaci na cykly, byla objevena az pozdéji.

13.3 Rozbijeni cyklu a satnarka podruhé
Predstavme si, ze méame jistou permutaci n-prvkové mnoziny. Jaky nejmensi pocet transpozic je potieba
provést, abychom ziskali identickou permutaci? Odpovéd na tuto otdzku je piekvapive Jednoducha, pokud

si uvédomime, co se pii provedeni transpozice déje s nezdvislymi cykly dané permutace. Reknéme, ze
chceme provést transpozici prvku i a j.

e Cykly permutace neobsahujici ¢ ani j zustanou beze zmény.
e Pokud jsou i a j obsazeny ve stejném cyklu, pak dojde k rozdéleni cyklu na dva.

e Pokud jsou i a j v ruznych cyklech, pak dojde k jejich spojeni do jednoho cyklu.

Obrézek 13.3: Cyklus vlevo se po provedeni transpozice (a, ¢) rozpadne na dva cykly vpravo.

[

Obrézek 13.4: Dva cykly vlevo se po provedeni transpozice (a, d) spoji do cyklu vpravo.

Vidime, ze pti kazdé transpozici se pocet cyklu zvysi maximélné o 1. Pokud mé ptuvodni permutace k cykla,
pak nejmensi pocet transpozic potiebnych k ziskdn{ identické permutace (kterd mé n cyklu) je n —k (staci
v kazdém kroku provést transpozici prvku ze stejného cyklu).

Tyto tvahy ndm umozni vyfesit nasledujici variantu tdlohy 2.3.2.

Uloha 13.3.1. Uvazujme 10 pant, kteif si jdou do Satny vyzvednout klobouky. Satnarka vydéva klobouky
nahodné. Panové, kteri nedostali své klobouky, si je zatnou vyménovat.
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a) Jakd je pravdépodobnost, Ze nebude nutné provést vice nez 3 vymény k tomu, aby kazdy pan ziskal
svuj klobouk?

b) Jakd bude stiedn{ hodnota po¢tu vymeén?

Resend. Oc¢islujeme pany a klobouky tak, ze klobouk i patii panovi i. Pfifazeni klobouku pantim pak
muzeme chépat jako permutaci mnoziny {1,...,10}.

a) Maximdalné 3 vymény budou stacit v piipadech, kdy dand permutace obsahuje aspon 7 nezdvislych
cyklu. Pravdépodobnost, ze takovy pripad nastane, je

p_ [ +1[5] 1Ty[lgo] + 18] - o003,

b) Pravdépodobnost, ze bude zapotebi prave ¢ vymeén, se shoduje se pravdépodobnosti, ze dana permutace
m& 10 — ¢ cyklua:

[102]

10—i

Pi= 101
Stredni hodnota poc¢tu vymén je tedy
9 9
1 10
| pp = — | =17,07. O
;Z P 01 £ {10 - z]

Poznémka 13.3.2. Uloha 13.3.1 je pievzata z préce [14], kde lze najit fadu dalsich péknych tloh o per-
mutacich.

13.4 Bellova cisla

Zastavime se jesté kratce u tzv. Bellovych ¢isel definovanych vztahem
" (n
B:;{k} neN.

S ohledem na kombinatoricky vyznam Stirlingovych ¢isel 2. druhu je ziejmé, ze B, uddva pocet rozkladu
n-prvkové mnoziny na libovolny pocet neprazdnych podmnozin. Je tedy pfirozené polozit jeste By = 1.

Hodnoty nékterych Bellovych ¢isel B,, udava nasledujici tabulka.

Bellova ¢isla lze pocitat i bez znalosti Stirlingovych ¢isel pomoci nédsledujiciho rekurentniho vzorce.

n‘O
1

3456 [ 7] 8 | 9
B, | 5

12
125 15|52 | 203|877 | 4140 | 21147

Véta 13.4.1. Pro kaZdé n € Ny plati Byi1 =Y g (Z)Bk

Diikaz. Bj11 uddvé pocet rozkladu mnoziny {1,...,n + 1} na libovolny pocet nepréazdnych podmnozin.

Zamétime se na podmnozinu obsahujici ¢islo 1. V této podmnoziné muze byt [ € {0,...,n} dalsich prvka
a lze je vybrat (7) zpusoby. Poté zbyva rozdélit do podmnozin n — [ prvku, coz lze udélat B,,_; zpusoby.

Plati tedy

n n

e (£ e £ e :

=0 =0 k=0

Nésledujici véta ukazuje, ze Bellova Cisla se objevuji v rozvoji jisté exponencidlni funkce do mocninné fady.



100 KAPITOLA 13. STIRLINGOVA A BELLOVA CISLA

Véta 13.4.2. Pro kazdé x € R plati

Dikaz. Oznaéme!

o n!
S vyuzitim véty 13.4.1 vypocteme
/ _ n n—1 _ n+l n e Sl
B =3 e =3 Bt = S35 () < 3 (30 () ety ) -
n=1 n=0 n=0 \k=0 n=0 \[l=0
B 0o n Bn_l T B ) B] ; ) z B N
3 (3 l,)—(z], 2 = s
n=0 \1=0 §=0 k=0

Funkce B je tedy fesenim diferencidlni rovnice B'(z) = B(z)e”. Vsechna feseni této rovnice maji tvar
C-e¢", kde C' € R. Navic plati B(0) = By = 1, odkud plyne C' = e~ !, atedy B(z) =e ' =e"~1. O

Poznamka 13.4.3. Americky matematik skotského puvodu Eric Temple Bell (1883-1960), na jehoz pocest
jsou Bellova ¢isla pojmenovéana, se v ¢lanku Exponential numbers (1934) zabyval Taylorovymi fadami
funkci ve tvaru e/ ®=F(0) za predpokladu, ze zndme Taylortiv rozvoj f. Jednim ze vztahti, které objevil,
je véta 13.4.2. Jako kuriozitu zminime skute¢nost, ze Bella k tomuto problému dovedla chyba v rozvoji
funkce e*"® v tabulkdch vzorcit Sammilung von Formeln der reinen und angewandten Mathematik (1888)
prazského matematika a fyzika Vaclava Lasky.

13.5 Cviceni

Cviceni 13.5.1. Kazdou permutaci mnoziny {1,...,n} lze ziskat slozenim transpozic. Jaky maximdaln{
pocet transpozic k tomu potiebujeme?

Cvicéeni 13.5.2. Kolik existuje permutaci mnoziny {1,...,n}, jejichz nezdvislé cykly maji pouze délky 1
nebo 27

!Mocninn4 fada m4 kladny polomér konvergence, nebot plati odhad B, = > p_; {Z} <>r. [Z] =nl



Kapitola 14

Diskrétni kalkulus

Diskrétni kalkulus je analogie klasického diferencialniho a integralniho poctu. Zékladnimi objekty ovSsem
nejsou funkce, ale posloupnosti. Roli derivaci a primitivnich funkci prebiraji tzv. diference a antidiference.

V celé kapitole budeme pracovat s nekoneénymi posloupnosti, jejichz definicnim oborem je obvykle Ny
nebo Z. Misto klasického znaceni {a,}nen, nebo {an}tnez bude vyhodnéjsi zapisovat posloupnosti jako
funkce f : X — R, kde X = Ny nebo X = Z; tento zapis je pirehlednéjsi, pokud do argumentu f
dosazujeme slozitéjsi vyrazy.

14.1 Diference

Diferenci posloupnosti f : X — R rozumime posloupnost A f definovanou predpisem

Af(x)=flz+1)— f(z), zeX.

Naptiklad diference posloupnosti f(z) =z, x € Z, je
Af(x)=(z+1)—z=1, z€lZ
Diference posloupnosti f(z) = 22, = € Z, je

Af(x)=(z+ 1) —2*=22+1, 2€Z.

Nasledujici véta shrnuje zékladni pravidla pro poc¢itani s diferencemi. Vztahy pro diferenci souc¢inu a podilu
pfipominaji zndma pravidla pro derivovani, nejsou vsak zcela totozna.

Véta 14.1.1. Pro libovolné posloupnosti f,g : X — R plati:
1 A(f+9)(z) = Af(z) + Ag(x).
2. Je-li a € R, pak A(af)(z) = aAf(z).
3. A(fg)(z) = Af(x)g(x) + f(z + 1)Ag(x) = Af(x)g(x + 1) + f(x)Ag(z).

4. Je-li g nenulovd posloupnost, pak
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Diikaz. Tvrzeni 1 a 2 jsou ziejma. Prvnf ¢ast tvrzeni 3 vyplyvé z rovnosti

A(fg)(z) = flz+Dg(z+1) - f(z)g(z) = fz+ Dglz +1) — f(z + 1)g(z) + f(z + 1)g(z) — f(z)g(x)
a druhd z rovnosti

A(fg)(x) = fx+Dglz+1) = flx)g(x) = flz+ gz + 1) — f(2)g(z + 1) + f(z)g(x + 1) — f(2)g().
Tvrzeni 4 plyne z rovnosti

A (f) (z) = fla+1)  flx) _ fle+Dg(e) = f(z)g(x) + f(x)g(z) — fx)g(z +1) 0

glz+1) g(z) g(x +1)g()

Pro ilustraci vypocitejme napt. diferenci posloupnosti h(z) = 1/x podle tvrzeni 4, kde vezmeme f(z) =1,

9lw) == Al 1-A 1
Ah(z) = =— -~ 2%

w(x+1) x4+ 1)

(tentyz vysledek lze samoziejmé ziskat ptimo z definice diference).

Kazdy student znd vzorce pro derivace elementarnich funkci, z nichz nejjednodussi je (z") = na™~!

)
n € N. Pro diference mocnin nemame srovnatelné hezky vzorec; jiz vime, ze plati napi. Az? = 2z + 1.
Situace se d4 zachrénit tim, Ze misto oby¢ejnych mocnin vezmeme sestupné mocniny zavedené v kapitole 13.

Véta 14.1.2. Pro kazdé n € N plati Az™ = na"=1,

Diikaz. 7 definice sestupné mocniny plyne Az = (z+1)2—22 = (z+1)s2=t—z2=L(z—n+1) = nz2=L. O
Oby¢ejné mocniny ovsem umime vyjadiit jako linedrni kombinace sestupnych mocnin (viz vétu 13.2.5).
Neni tedy obti{zné vyjddfit diferenci jakékoliv oby¢ejné mocniny (resp. polynomu).

Klasicky vzorec (z") = naz™~! plati i pro zdporné exponenty n; dala by se podobnym zptisobem zobecnit
véta 14.1.27 K tomu je potieba rozsifit definici sestupné mocniny i na zaporné celociselné exponenty.
Vsimnéme si, ze pro kazdé n € N plati

= 2"z —n 4+ 1),
neboli
zn
Crx—n+1
Nabizi se pozadovat, aby tyto vztahy platit nejen pro prirozend, ale pro vsechna celd ¢isla n. Mélo by tedy
platit

1 22 1
x4+l x4l

I 1
242 (x4 D)(z+2)
g a2 1

243 (w+D(z+2)(z+3)’
atd. Obecné tedy mtzeme definovat sestupnou mocninu se zdpornym exponentem pomoci vztahu

1
(z+1)---(x+n)

—n

pro v8echna x € R, kdy ma prava strana smysl.

Nyni muzeme rozsitit vétu 14.1.2 i na sestupné mocniny se zdpornymi exponenty.
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Véta 14.1.3. Pro kazdé n € N plati Ax=? = —nx="=1L,

Dtukaz. Plati

-n __ S ol 1 — 1 -
_ @+ —(z+n+1l)
@+D - (@tnty) 7

Tim jsme dokézali, ze vztah Az® = nx™=L plati pro véechna nenulové celd é&isla n.

Zkusme jesté vypocitat diferenci geometrické posloupnosti s kvocientem c: Plati
Ac® =" — " = c"(c—1).

Specialné pro ¢ = 2 dostavame A2* = 2% tj. posloupnost 2 se shoduje se svou diferenci; jedna se tedy
o diskrétni analogii exponencidlni funkce.

14.2 Antidiference a konec¢né soucty

Inverzni operaci k derivovani je hledani primitivni funkce. I v diskrétnim svété zavddime podobny pojem:
Posloupnost F' : X — R se nazyva antidiferenci k posloupnosti f : X — R, pokud pro kazdé z € X
plati AF(z) = f(x). K vyjadfeni této skutecnosti pouzivdme symbolicky zépis F(x) = > f(z) (analogie
klasického znaceni F'(z) = [ f(z)dz).

Z vypoctu v ¢asti 14.1 napf. vyplyvaji vzorce

T

x C
D et = p— (14.2.1)

pro kazdé ¢ € R\ {1} a déle
pntl

n 14.2.2
> at= (14.22)

pro kazdé n € Z \ {—1}.

Antidiferenci k libovolnému polynomu najdeme tak, ze vyjadiime oby¢ejné mocniny pomoci sestupnych
a pouzijeme vztah (14.2.2). Napiiklad

2

Zm2 :Z(wngxL) :%é—k%.

Je ziejmé, ze pokud F' je antidiference k f, pak F' + ¢ je rovnéz antidiference k f. Na prvni pohled
nemusi byt jasné, zda existuji i néjaké jiné antidiference k f, a zda kazda posloupnost f viibec mé néjakou
antidiferenci. Odpovéd podava nésledujici véta, kde se pro jednoduchost omezime na X = Nj.

Véta 14.2.1. Pro libovolnou posloupnost f : Ng — R plati:

1. Posloupnost dand vztahem F(z) = Zi;é f(k) prox € N a F(0) =0 je antidiference k f.
2. Kazdé dvé antidiference k f se lisi o konstantu.

Diikaz. Pro funkei F' ze znéni véty plati AF(z) = F(x + 1) — F(z) = f(x), jde tedy o antidiferenci k f.

Jsou-li Fy, Fp dvé antidiference k f, pak pro kazdé x € Ny plati AFi(x) = f(z) = AFy(z), a tedy
A(F; — F5)(z) = 0. Posloupnost, jejiz diference je identicky nulova, je ovSem konstantni. O



104 KAPITOLA 14. DISKRETNI KALKULUS

Ne vzdy je mozné vyjadiit antidiferenci v uzavieném tvaru, tj. bez pouziti sumy. Z pfedchozi véty napf.
plyne, ze antidiference k posloupnosti =1 je

r—1 r—1
1 1
_ -1 _ _
Flo)=) k==3 mg=7+ -+,
k=0 k=0

pro z € N a F(0) = 0. Soucet na pravé strané oviem neumime vyjadfit v uzavieném tvaru. Zavddime
proto znaceni

H, - %+~-~—|—% pro x € N,
0 pro x = 0.

Tato ¢isla se nazyvaji harmonickd ¢isla (protoze jde o ¢dstecné soucty harmonické rady). Posloupnost
H, je antidiferenci k 2=1, a proto byva povazovana za diskrétni analogii piirozeného logaritmu (ktery je
primitivn{ funkef k x71).

Pro¢ je uzitecné umét pocitat antidiference? Jednim duvodem je nasledujici véta, kterd predstavuje
diskrétni verzi Newtonova-Leibnizova vzorce.

Veéta 14.2.2. Je-li F : X — R antidiference k f : X — R, pak pro kazdou dvojici ¢isel a,b € X, kde
a <b, plati

Y fl@)=[F@)]it, = F(b+1) - F(a).

Diikaz. Plati S0 f(x) =0 (F(z+1)— F(z)) = F(b+ 1) — F(a). O

r=a r=a

Vyznam véty spoCiva v tom, ze umoznuje snadno pocitat koneéné soucty, pokud dokdzeme najit ptislusnou
antidiferenci. (Opét se nabizi analogie: Vypocet f; f je snadny, pokud umime najit primitivni funkci k f.)
Tlustrujme pouziti véty na nékolika ptikladech:

e Ze vztahu (14.2.1) snadno plyne vzorec pro soucet konetné geometrické rady. Skutecné, pokud ¢ # 1,
pak podle véty 14.2.2 plati

x :|"+1 et

= c
Zcw:{cl c—1

=0 z=0

e Pro soucty r-tych sestupnych mocnin dostavame vztah

n xi n+l1 (n-‘,—l)&
Sar- [Z5] - 0=
r+1 r+1

r= =0

e Vzorce pro soucty obycejnych mocnin lze ziskat tak, ze je pfevedeme na soucty sestupnych mocnin.
Napf. zndmy vztah pro soucet druhych mocnin pfirozenych ¢isel odvodime takto:

3

ix2:zn:zz+zn:ml: |:x:|n+1+ |:I2:|n+1_
=1 =1 =1 3 2

z=0 =0

(n+1)2 N (n+1)2 2(n+1nn—1)+3n+1n  (n+1)n(2n+1)
3 2 6 B 6

e Diference Fibonacciho posloupnosti je AF, = F, 1 — F, = F,_1, tudiz antidiference k F}, je F, 1.
Pro soucet Fibonacciho ¢isel tedy dostavame vztah

S P =[Fop]ity = Foya— Fy = Fpp — 1.
=0
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e Diference posloupnosti kombinac¢nich ¢isel lezicich v k-tém sloupci Pascalova trojuhelniku je

Aa:_x+l_x_a:+x_x_a:
k) k k) \k-1 k k) \k-1)’
tudiz antidiference k ( ) je (kil)
binacnich ¢isel z véty 12.2.1:

i( ) Kmlﬂnt_ (Zﬁ) B (kil) - (ZE)

Dostavame tak alternativni odvozeni vzorce pro soucet kom-

e Diference posloupnosti faktoridla je Az! = (z + 1)! — 2! = zlz, odkud plyne vztah

n

Zaz'x =2t = (n+ 1) - 1.

r=1

14.3 Sumace per partes

Integrace per partes je jednou ze zdkladnich technik pro vypocet integralu. Analogické tvrzeni pro vypocet
kone¢nych soucttt metodou per partes je zformulovano v nasledujici vété (v ceské literatufe se ¢asto pouziva
termin ,parcidlni sumace®).

Véta 14.3.1. Pro libovolné posloupnosti f,g: X — R platd

b
D Af(a)g(x) = [f(@)g()]5], Zf (x + 1)Ag(x).

Dukaz. Podle véty 14.1.1 plati

A(fg)(x) = Af(x)g(z) + f(x + 1)Ag(z), =€ X,

Se¢tenim téchto vztahu pro z € {a,...,b} ziskdme
b
[f(@)g(@)]5E, =D A(fg)(x) =Y Af(x)g(x) + Y flw+1)Ag(x). m

Pouziti véty ilustruji nésledujici tlohy.

Uloha 14.3.2. Vypoditejte S g x2".

Reseni. Pouzijeme sumaci per partes, pricemz x budeme diferencovat a 2% antidiferencovat. Diference x
je 1, antidiference 2% je 2%. Podle véty 14.3.1, kde volime f(x) = 2% a g(z) = «, plat{

n
sz = @25t =D 2 = (n+ 12 =22 = 1) = (n—1)2" 4 2, O
=0

Jiz vime, ze diskrétni analogii pfirozeného logaritmu je posloupnost harmonickych ¢&isel. Néasledujici tloha
pripomind znamy vypocet f In x dz: Predstavime si, ze integrand je nasoben jednickou, a integrujeme per
partes.

Uloha 14.3.3. Vypoditejte 22;3 H,.
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Reseni. Zapiseme H, ve tvaru H, - 1. Pouzijeme sumaci per partes, pricemz H, budeme diferencovat
a 1 antidiferencovat. Dostaneme

n—1 n—1 n—1x+1
— n -1 — —
;Hx-l_[Hw-x]wzo—a;x—(a:—i-l)_Hn~n—§m+l =H, -n—n. O

Pozndmka 14.3.4. V matematické analyze se sumace per partes standardné vyuziva k dikazu Abelova

kritéria pro konvergenci nekone¢nych fad. Technika pochdzi z Abelovy prace Untersuchungen iber die

Reihe 1+ Ttx + % Sz m(m+)3(m*2) -3 + .-+ z roku 1826, kterd je vénovana binomické fadé.

Sumace per partes se zde objevuje ve tvaru vzorce
gopo +€1(p1 —po) +€2(p2 — 1) + - + Em(Pm — Pm—1)
= p0(50 - 51) +P1(51 - 52) + - +pm—1(5m—1 - 5m) + PmEm,

ktery se snadno ovéii; ¢tenafl si muze rozmyslet, ze vztah je ekvivalentni s vétou 14.3.1.

14.4 Diference vyssich radd a interpolace

Kazdou posloupnost f : X — R muzeme opakované diferencovat. Vznikaji tak diference vyssich radu.
Postupné dostavame

Af(z) = f(z +1) = f(=),
A’f(z) = Af(x+1) = Af(z) = fo+2) = 2f(z + 1) + f(2),
APf(z) = A% f(z +1) = A*f(x) = f(z +3) = 3f(z +2) + 3f(z + 1) - f(a),
atd. Nésledujici véta potvrzuje, ze AF f(x) je linedrni kombinace hodnot f(z),..., f(z + k), pficemz koe-
ficienty jsou kombinaé¢ni ¢isla se st¥idajicimi se znaménky.
Véta 14.4.1. Pro kazZdou posloupnost f: X — R a kazdé k € N plati

k

At = 3 () v+ )

Jj=0

Dukaz. Tvrzeni dokdzeme matematickou indukci. Pro k = 1 se soucet na pravé strané redukuje na

;0 C) (~1)' f(o +4) = —f(@) + fla+ 1),

coz se shoduje s Af(x). Déle ukézeme, Ze platnost tvrzen{ pro k — 1 implikuje platnost pro k:

k—1

A f(z) = AL @) =AY (k ; 1) () fe+4) | =
§=0
_ kz_:_: (k ; 1> (1)1 e+ 14 ) — k:: <k ; 1> (D" fz+ ) =
= <Z ) 1>f(x+k) +k21 ((k_ i) + (k ; 1)) (1) f(a+5) - (k 0 1)(—1)“f( )
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Diference vyssich fadu se objevuji napf. v tzv. Newtonové interpolaénim vzorci. Predstavme si, Ze je
déna funkce f : R — R a hledame polynom stupné n, kterd méa v po sobé jdoucich celo¢iselnych bodech

a,...,a+n stejné hodnoty jako f. Ukdzeme, ze timto polynomem je Newtonuv interpola¢ni polynom
n
A¥f(a) k
p(z) = Z 1 (x —a)”. (14.4.1)
k=0

Polynom je zkonstruovan tak, aby mél v bodé a stejné diference jako dand funkce f, a to az do fadu n;
jedna se o diskrétni verzi Taylorova polynomu.

Lemma 14.4.2. Pro kazdé i € {0,...,n} plati A'p(a) = Al f(a).

Diikaz. Pro diference sestupnych mocnin, které se objevuji v Newtonové interpolaénim polynomu, plati

Al(z —a)k = {

k(k—1)---(k—i+1)(x —a)k=t proie{0,...,k},
0 pro i > k.

V bodé x = a je tedy i-t4 diference nenulova jediné pro ¢ = k, a v tomto piipadé ma hodnotu k!. Odtud
jiz plyne dokazované tvrzeni. O

Nyni jiz snadno dokézeme, ze Newtonuv interpola¢ni polynom se shoduje s funkei f v n + 1 po sobé
jdoucich celociselnych bodech.

Véta 14.4.3. Je-li f : X — R libovolnd posloupnost a polynom p je definovdn vztahem (14.4.1), pak pro
kazdé x € {a,...,a+ n} plati p(x) = f(x).

Diikaz. Dosazenim z = a do definice p zjistime, Ze p(a) = f(a). Déle pfedpoklddejme, ze pro jisté k €
{1,...,n} méme dokdzéno p(x) = f(z) pro = € {a,...,a + k — 1}. Dokdzeme, ze p(a + k) = f(a + k).

7 veéty 14.4.1 plyne

k—1

210 =3 (’j‘“) (—1) f(a+ ) + Fla+ k),
k—1 k‘ .

A¥p(a) = (=1 p(a+4) + pla+ k).
2 <j) pla+j)+p

pla+ k)= kzl() ip(a+ j) =
— A f(a) - _ (5) s i = s m, 0

Podivejme se, jak vypadd Newtonuv interpola¢ni polynom pro funkci f(x) = 2™, n € N, v bodé a = 0.
Diference f vyjadiime pomoci véty 14.4.1:

k

w05 ()0 -5 (-5 (oo

7=0 Jj= =0

kde v poslednim kroku jsme provedli substituci | = k — j. Newtonuv interpolaéni polynom v bodé a = 0

je tedy )
- E S (a5 ()

k=0 =0 k=0
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(vyuzili jsme vzorec pro Stirlingova éisla 2. druhu).

Podle vety 14.4.3 plati f(x) = p(z) pro vSechna = € {0,...,n}. Na levé i na pravé strané této rovnosti
jsou vSak polynomy stupné n; pokud se shoduji v n + 1 bodech, pak jsou identické. Plati tedy

n & n k
" = %, x €R,
> {it

¢imz jsme znovu dokézali vétu 13.2.5 o vyjadieni obycejnych mocnin pomoci sestupnych mocnin.

Poznamka 14.4.4. V celé kapitole jsme pracovali s diferencemi ve tvaru Af(z) = f(z+1) — f(z), kterym
se ik dopfedné. Existuji i zpétné diference Vf(x) = f(z) — f(z — 1), pro které je mozné vybudovat
analogickou teorii. Roli obycejnych mocnin pak nepfebiraji sestupné, ale vzestupné mocniny; plati napi.
vztah V2" = na"~!. Newtonlv interpolaéni polynom m4 tvar

n k a _
p) = 3Tyt

k=0

a shoduje se s funkci f v bodech a —n,...,a.

14.5 Cviceni

Cviceni 14.5.1. Najdéte diference posloupnosti Fy, a Fo, 1. Pouzijte ziskané vysledky k vypoctu souctu
Yoo Foo a 30 Faoot.

Cviéeni 14.5.2. Ovéite, ze F,_1F, je antidiference k F2. Vypocitejte S."_, F2

rx=1"x"
Cviceni 14.5.3. Pomoci sumace per partes vypocitejte > _ xF.

Cviceni 14.5.4. Pomoci sumace per partes vypocitejte > "' ¢*F,, kde ¢ € R je libovolné éislo splitujici

+c—1#0.



Kapitola 15
Vysledky cviceni

1.3.1 (¥)/(¥) = 0,436.

1.3.2 (7p) = 92378.

1.3.36!-5-4-3=43200.

1.3.4 (%) - 1.

1.3.5 Pravdépodobnost je P =1 — 366 - 365 - - - (367 — n)/366™ a piesdhne 1/2 pro n > 23.
2.4.1 P = ((3)—4(%) +6(%) —4(*2)) /(3?) = 8682544,/20 358 520.

2.4.2 Poget pripustmgich est e (£) = ((5) = () - D@ - QD+ OO+ OO+ OO+ O O+
+G)6G) ~ ()G~ ()6) = 1374

2.4.3 3o () (=Dk(2n — k)12~

2.4.4 P = (S0 ()" /)"

3.5.1 v(z,S) = 1 + 8z + 2222 + 252 + 122 + 22°, t¥i véze lze rozmistit 25 zpiisoby.
3.5.2 v(z,S) =1+ Tz + 1722 + 1723 + 6%, pocet rozmisténi je 26.

3.5.3 Existuje 20 moznosti.

3.5.4 Existuje 80 moznosti.

3.5.5 Pocet trojuhelniku je %("54). K vysledku 1ze dospét pomoci vzorce pro pocet kombinaci s nesou-
sednimi ¢leny: Volime libovolny z n vrcholi a poté dva nesousedni vrcholy z n — 3 vrcholt, které nesousedi
s prvnim vrcholem. Celkovy pocet délime tiemi, nebot kazdy trojuhelnik ziskdme timto zpisobem tiikrat.
Jiné feSeni: Pocet vSech trojuhelniku s vrcholy ve vrcholech n-tihelniku je (’;) Pocet téch, jejichz jedna
strana nenf thlopiickou, je n(n—4). Pocet téch, jejichz dvé strany nejsou thlopiickami (tedy jde o sousedn{

p P . . , . N0 s n n(n—4)(n—>5
strany n-thelniku), je n. Pocet hledanych trojihelnika je proto (5) —n(n—4)—n= %.

4.3.1a) (') = 1001, b) (}) = 126.
4.3.2 a) (mn)!/nl, b) (mn)!/ (n!(mh)™).
4.3.3 {7} = 86526.

4.3.4a) {5} =90, b) {3} + {3} + {§} =122.
5.4.13" — 1.

5.4.2 w(2k) = 2k + 1 — 2w(k), w(2k + 1) = 2k + 3 — 2w(k + 1). Prvnich 8 hodnot je 1, 1, 3, 3, 1, 1, 3, 3.
Explicitn{ vzorec pro w(n) lze najit v élanku [4].

5.4.3 Lze zapsat rekurentni rovnici vzhledem k proménné k, nebo vzhledem k proménné n. V prvnim

109
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piipadé dostavame a(n, k) = a(n,k—1)+n+1, a(n,0) = L, = n(n+1)/2+1, ve druhém piipadé a(n, k) =
a(n—1,k)+n+k, a(0,k) = k+ 1. Obé rovnice vedou ke stejném fesen{ a(n, k) = n(n+1)/2+1+k(n+1).

5.4.4 Rekurentn{ rovnice vzhledem k proménné n je a,, = k(k —1)"~! — a,_1 pron > 3, as = k(k — 1).
Pocet zpusobt je a, = (k—1)" + (—=1)"(k — 1) pro n > 2.

6.4.1 F,,_; zpusoby.

6.4.2 F,, permutaci.

6.4.3 274 zpusoby.

6.4.4a)ap(l)=---=ar(k—1)=1, ax(k) =2, ax(n) = ax(n — 1) + ax(n — k) pro n > k. b) a3(10) = 28.
6.4.5 Pomoci vzorce z véty 6.3.2 lze dokazat, ze limita je nulova.

7.4.18) () ((2) - (5)°) = 10480, b) Cs(Cs — CF) = 535.

7.4.2 P =2C,_1/22" = 2(°"7 )/ (n2?").

7.4.3 P=(n—m)/(n+m).

7.4.42) C3(3) =15, b) () - (1) — S0, Cima (1272) =297,

8.4.1 A(z) =22/((1 —2)?(1 —22)) +1/(1 = 22) = =1/(1 — 2)? + 2/(1 — 22), ap, = 2" —n — 1.
8.4.2 a, =2""1 — ((-1)" +1)/2.

8.4.3 a, =2n+3—6-2" + 37+

8.4.4 a) Jde o generujici funkci posloupnosti (ag, ag + a1, ao + ai + as,...). b) Pron > 1 plat{ a,, = 2"~1.
9.4.1 Viz vzorec ve vété 6.3.2.

9.4.2 a, =-2-(-3)"—3-2" 4+ 5™

9.4.3 a5, = 2ap_1 +ap_2 pron >2, a0 =1, a; = 2; a, = (1 +v2)"*' — (1 - v2)"*) /(2V2).

9.4.4 a,, = 12ay,_o +4a,_1, a1 =7, ag = 40; a, = 2 - 6™ — % - (=2)™

10.3.1 a, = (8-10"+1)/9.

10.3.2 Q(2) = (222 + 2)/((1 — 2)(1 — 2z — 2z?)).

10.3.3 U(2) = (1 —2)/(1 — 3z — 22 + 23).

10.3.4 2, = (3 +V1I7)" — (3 —V1T)")/(2"~1V17).

11.3.1 (i) —10() +45(y) = 44803.

11.3.2 (3 —6(%) — (V) = 111573,

11.3.3 489.

11.3.4 (%7) + (%) = 63001.

11.3.5 Sestic T1T2X3T4T5Tg, kKde x1 + T + 3 = x4 + x5 + X6, je stejné jako Sestic x1x2x3Y4ys5y6, kde
1+ T2+ T3+ ys + ys + ys = 27 (stacl volit y; = 9 — z;). Takovych Sestic je (352) — 6(252) + 15(152) = 55252.

12.4.1 Podle ¢ésti 3.4 je pocet k-prvkovych podmnozin s nesousednimi prvky roven ("_II:'H). Pocet vsech

podmnozin bez ohledu na pocet prvki je (”gl) + () +=Fapa

12.4.2 Soucet zadanych &isel je 27! — 1, coz je liché &islo.
12.4.3 300 () (R + 1) = (m+ D (15), Xico (k= (m+ D (1) = (13-
12.4.4 () + () )/2.

13.5.1 K ziskdni permutace, kterd ma ¢ € {1,...,n} nezdvislych cykli, potiebujeme n — ¢ transpozic
(staci obratit postup ze sekce 13.3). Toto ¢islo je maximaln{ pro ¢ = 1, kdy potfebujeme n — 1 transpozic.
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13.5.2 S (n) CRY

14.5.1 AFyy = Fopi1, AFoy 1 = Fop, Y o0 Fog = Fop1 — 1,30 Foyoq = Fo, — 1.
14.5.2 3" | F2=F,F,11 — 1.

14.5.3 Y0 aF, = (n+1)Fuy0 — Foya + 2.

14.5.4 3" "Fp = (Fpc™2 + Frp ™ = 1) /(* + ¢ — 1).
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