Hallova véta, jeji aplikace a historie

Antonin Slavik

Abstrakt. Hallova véta a jeji varianty patii k zékladnim pilifim kombinatoriky. V textu
predstavime nékteré jeji klasické i méné znamé aplikace. PopiSeme téz ranou historii véty
a pribuznych tvrzeni, kterd je spojena nejen se jménem Philipa Halla, ale i fady dalsich
pfednich matematikt prvni poloviny 20. stoleti.

1. Hallova véta a jeji varianty

Pod néazvem Hallova véta se v literatuie vyskytuji na prvni pohled odlisna tvrzeni,
ktera jsou v8ak ve skuteCnosti ekvivalentni. Jako motivace k prvni verzi Hallovy véty
miuze poslouzit nasledujici iloha: Obyvatelé jistého mésta se sdruzuji v mnoha spolcich,
rada z nich je dokonce cleny nékolika spolki zdroven. Je mozné v kaZdém spolku zvolit
piedsedu tak, aby kazdy obéan predsedal maximdlné jednomu spolku?

Preformulujeme tuto tlohu v jazyce mnozin: Necht A, ..., A, jsou podmnoZiny
jisté mnoziny X. Rekneme, ze prvky x1,..., T, tvori systém ruznych reprezentanti,
pokud jsou navzajem rizné a plati ; € A; pro v8echna i € {1,...,n}. Hallova véta
udava nutnou a postacujici podminku pro existenci takového systémuEI

Vé&ta 1.1 (Hallova véta, mnoZzinova verze). Pro podmnoziny Ay, ..., A, koneéné mno-
Ziny X existuje systém riznych reprezentanti, pravé kdyz pro kazdé m € {1,...,n}
plati, Ze sjednoceni libovolnych m mnoZin z A, ..., A, obsahuje aspoii m prvkii.

Podminku z pfedchozi véty lze zkracené formulovat tak, Ze pro kazdou mnozinu
I c{1,...,n} ma platit |J,c; Ai| > |I| (symbolem | X| zna¢ime pocet prvkii koneéné
mnoziny X). Je zfejmé, Ze uvedena podminka je nutna: Pokud by sjednoceni nékteré
m-tice mnozin mélo méné nez m prvkd, pak mnozindm nelze pfifadit m rtznych
reprezentanti.

Druha verze Hallovy véty byva oznacovana jako marriage theorem, nebot ji 1ze mo-
tivovat nasledujici tlohou: V databdzi jisté seznamovaci agentury je evidovdno m dam
an pani, kde m < n. KaZdd ddma oznaci nékteré pany, se kterymi je ochotna se seznd-
mit. Chceme-li respektovat pidani vSech dam, je mozné piiradit kaZdé z nich partnera
a utvorit tak m disjunktnich pdri?

Tuto tlohu lze snadno zformulovat v jazyce teorie grafii. Pfipomeneme nejprve né-
které zakladni pojmy. Budeme uvaZovat neorientované grafy G = (V, E), kde V ozna-
¢uje mnozinu vrcholi a £ mnozinu hran. Rekneme, ze G je bipartitni graf s ééstm
Vi a Vo, pokud V = V3 UV, Vi N Vo = (§ a kazda hrana grafu spojuje vrchol z V3

I Nepiredpoklada se, ze mnoziny A1, ..., A, jsou navzajem rizné.
2Nékdy se misto o &astech hovoii o partitach.
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s vrcholem z V5. Pdrovdni v libovolném grafu G je kazda mnozina hran, z nichz zadné
dvé nemaji spole¢ny vrchol. Rekneme, Ze parovani pokryva mnozinu vrchola W C V/,
pokud kazdy vrchol z W je incidentni s nékterou hranou parovani.

Druha verze Hallovy véty udava nutnou a postacujici podminku pro existenci pa-
rovani v bipartitnim grafu, které pokryva jednu z jeho ééstiﬂ

Vé&ta 1.2 (Hallova véta, grafova verze). Necht G = (V, E) je bipartitni graf s ¢dstmi
Vi a V,. Pak existuje parovani pokryvajici mnozinu vrcholu Vi, pravé kdyz kazda
mnoZina vrchold W C Vi mé asponi |W| sousedii.

Maji-li obé ¢asti bipartitniho grafu stejny pocet vrcholt, pak Hallova véta udava
nutnou a postacujici podminku pro existenci perfektniho pdrovdni, tj. parovani, které
pokryva vsechny vrcholy grafu.

Nutnou a postacujici podminku z predchozi véty lze zformulovat strucnéji, pokud
pro libovolny graf G = (V, E) a mnozinu W C V zavedeme oznadeni

NW)={veV:3weW{v,w}e€E}

(tj. N(W) je mnozina vSech vrcholu, které maji souseda v mnoziné W). Podminka
v predchozi v&té pak Fika, ze |[N(W)| > |W| pro vSechny volby W C V3.

Mnozinova a grafové verze Hallovy véty jsou ekvivalentni v tom smyslu, Ze pomoci
jednoho tvrzeni lze snadno dokézat druhé. Hledani systému rtznych reprezentanti
mnozin Ay, ..., A, lze totiz pfevést na parovani téchto mmnozin a jejich prvki. Naopak
hledani parovani v bipartitnim grafu, které pokryva vSechny vrcholy z ¢asti Vi, je
ekvivalentni s tim, Ze ke kazdému vrcholu z V7 hleddme reprezentanta mnoziny jeho
sousedi. Popisme obé konstrukce podrobnéji:

e Necht jsou dany podmnoZiny Aq, ..., A, koneéné mnoziny X, které spliuji pod-
minku z véty Sestrojime bipartitni graf s ¢astmi V7 a V5 nasledujicim zpi-
sobem: V ¢asti V3 budou vrcholy oéislované éisly 1,...,n, zatimco prvky mno-
ziny X prohlasime za vrcholy v ¢asti V5. Dvojici vrcholt ¢ € Vi, « € V5 spojime
hranou pravé tehdy, kdyz « € A;. Ziskany graf spliiuje podminku z Véty (pro
W c Vi plati [IN(W)| = |U,;cw Ail > [W]) a lze v ném tudiz najit parovani
pokryvajici vrcholy z V;. Kazdé ¢islo ¢ € V; je tedy sparovano s jistym prvkem
x € Va, ktery prohlasime za reprezentanta mnoziny A;; tim jsme ziskali systém
ruznych reprezentant.

e Necht je dan bipartitn{ graf s ¢astmi V; a Vs splijici podminku z véty [I.2} Polo-
7ime X = V5. Je-li ¢ast V; tvofena vrcholy vy, ..., v,, definujeme 4; = N({v;})
pro kazdé i € {1,...,n}. Mnoziny Ay, ..., A, spliuji podminku z vty (pro
I c{1,...,n} plati |U;c; Ai| = IN({v; : i € I})| > |I|) a maji tedy systém
riznych reprezentanti. Pokud kazdy vrchol v € V; sparujeme s reprezentantem
mnoziny N({v}), ziskdme péarovani v grafu G, které pokryva vrcholy z V.

Vzhledem k ekvivalenci vét [I.1] a [1.2] staci dokazat jednu z nich. Nasledujici dikaz
véty [L1] je prevzat z [1].

3Nejsou-li ¢asti V1 a Vi bipartitniho grafu stejné velké, pak ma smysl hledat pouze parovani, které
pokryva mensi cast.
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Dikaz. Jedna z implikaci ve vété je trivialni: Pokud by sjednoceni nékterych
m mnozin z Aq,..., A, mélo méné nez m prvkd, pak neni mozné témto mnozinam
prifadit razné reprezentanty.

Druhou implikaci dokédZeme indukci vzhledem k po¢tu mnozin n. Pro n = 1 tvrzeni
jisté plati. Uk4dZeme, Ze z platnosti tvrzeni pro 1, ..., n—1 mnozin vyplyva jeho platnost
pro n mnozin. Pfedpokladejme tedy, Ze pro kazdou mmozinu I C {1,...,n} plati
|Uies Ai| > |1]. Rozlisime dva pripady:

e Pro kazdé m € {1,...,n — 1} plati, Ze sjednoceni libovolné m-tice z mnozin
Ay, ..., A, ma aspot m + 1 prvki. Z mnoziny A, vybereme libovolného repre-
zentanta x, a uvazime mnoziny A \{z,}, ..., An—1\{xs}. Sjednoceni libovolné
m-tice z nich ma asponh m prvki, indukéni predpoklad tedy zarucuje existenci

systému riznych reprezentanti x1,...,x,_1 a jsme hotovi.

e Existuje m € {1,...,n — 1} a m-tice z mnozin Ay, ..., A,, jejichZ sjednoceni
mé pravé m prvka. Bez Gjmy na obecnosti miazeme predpokladat, Ze se jedna
o mnoziny Ay, ..., A,,. Podle indukéniho pfedpokladu maji systém raznych re-
prezentanti 1, ...,Z;,. Vezmeme-li libovolnou /¢-tici z mnozin A,,41,..., An,
pak jejich sjednoceni s mnozinami Ay, ..., A,, obsahuje podle pfedpokladu aspon
£ + m prvki. Sjednoceni samotné /-tice tedy obsahuje aspon ¢ prvki nepatii-
cich do zadné z mnozin Ay,..., A,,. Podle indukéniho predpokladu tak mno-
ziny A \ Uibg Ais -, Ay \ UL, 4; maji systém ruznych reprezentanti
Tymt1,-- -, Tn, ¢imz je dikaz dokoncen.

O

Nasledujici verze Hallovy véty je zdanlivé obecnéjsi nez véta nebot pro kazdou
mnoZinu A; umoZiiuje piedepsat pozadovany podet reprezentanti b;. Z dikazu je vSak
vidét, Ze tuto situaci lze snadno prevést na vybér riznych reprezentanti popsany
ve v&té [} Tvrzeni byva v literatufe oznacovano jako harem theorem, nebot vybér
reprezentantl 1ze interpretovat jako situaci, kdy si i-t4 dama vybira b; pénﬁEI

Véta 1.3 (Hallova véta, harémova verze). Jsou-li ddna ¢isla by,...,b, € Ny a pod-
mnoziny Aj, ..., A, koneéné mnoziny X, pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

1. 7 kazdé mnoziny A; lze vybrat b; riiznych reprezentantu tak, Ze kazdy prvek
reprezentuje nejvyse jednu mnozinu.

2. Pro kazdou mnozinu I C {1,...,n} plati |U;c; Ai| = e bi-

Diikaz. Prvni podminka ziejmé implikuje druhou. Obracenou implikaci dokédzeme pte-
vedenim problému na klasickou Hallovu vétu. Kazdou mnozinu A; nahradime jejimi
b; kopiemi, ¢imZ vznikne b = by + --- + b, mnozin Cq,...,C,. Nyni staci ukazat,
ze témto mnozinam lze pfifadit rizné reprezentanty. Potiebujeme tedy ovéfit pod-
minku z véty Pro kazdou mnozinu J C {1,...,b} mé platit |, C;| > |J].

4V pitvodni formulaci pochazejici od P. R. Halmose a H. E. Vaughana [14] jsou role Zen a muzi
obracené (viz historické poznamky v oddile 3). V. Bryant v knize [4] ovSem poznamenava: Traditio-
nally in a harem each man can have many wives but no woman can have more than one husband.
We now deduce the harem version of Hall’s theorem, but we do our small bit to put right the sexual
imbalance.
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Necht {A; : ¢ € I} jsou vSechny mnoziny, jejichz kopie se vyskytuji mezi mnozinami
{Cj 1€ J} Pak plati U Cj = UiGI A;, tedy

> b > | O
el

jeg
Ual=Ua
jeJ il

Bipartitni grafy 1ze popsat maticemi, ¢imz dostaneme dalsi verzi Hallovy véty.

Vé&ta 1.4 (Hallova véta, maticova verze). Pro kazdou matici o rozmérech m x n jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

1. Z kazdého radku matice Ize vybrat nenulovy prvek tak, Ze Zadné dva vybrané
prvky neleZi ve stejnych sloupcich.

2. Z matice nelze vybrat nulovou podmaticﬂo k radcich a ¢ sloupcich, kde k + ¢ > n.

Diikaz. Ukazeme, Ze tvrzeni je jen jinou formulaci grafové verze Hallovy véty. Ma-
tici A o rozmérech m x n ztotoZnime s bipartitnim grafem G = (V,E) s Castmi
Vi = {v1,...,vm} a Vo = {wq,...,w,}, kde v; a w; jsou spojeny hranou, prave
kdyZ a;; # 0. Podminka 1 je pak ekvivalentni s existenci parovani v grafu G, které
pokryva mnozinu V;. Podle véty to nastava pravé tehdy, kdyz pro kazdou mnozinu
W C Vi plati |[N(W)| > |W|. Tato podminka jinymi slovy fika, ze kazda k-tice fadka
matice A obsahuje nenulové prvky v aspon k riznych sloupcich, tj. v maximalné n — k
sloupcich jsou samé nuly. To je v8ak jen jiné vyjadfeni podminky 2. O

Vidime, Ze vty a%[1.4] jsou v podstaté totozna tvrzeni. Piesto je uZiteéné mit
tato ekvivalentni vyjadreni Hallovy véty k dispozici, coz se pokusime ukizat v nésle-
dujici ¢asti. Z praktického pohledu je dulezité, ze vybér reprezentantii mnozin i vybér
nenulovych prvki z matice lze pfevést na hledani parovani v bipartitnim grafu, nebot
pro FeSeni tohoto problému existuji efektivni algoritmy.

2. Priklady a aplikace

V této ¢asti predstavime nékolik elementarnich aplikaci Hallovy véty. Nejedna se o vy-
Cerpavajici pfehled — zaméfime se na snadno srozumitelné problémy z rtznych ob-
lasti matematiky (rekreacni matematika, linearni algebra, diskrétni matematika, teo-
rie grup) a dale na vysledky, které sehraly dileZitou roli v historii Hallovy véty (viz
oddil 3).

Piiklad 2.1 ([I9], s. 419). Standardni bali¢ek hracich karet je tvofen 52 kartami roz-
délenymi do ¢tyt barev, s tfinacti hodnotami 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, J, Q, K, A. Balicek
promichame a karty nasledné vyskladame do 4 fadkt a 13 sloupci (v libovolném po-
fadi). Ukolem hrace je vybrat z kazdého sloupce jednu kartu tak, aby na konci mél
od kazdé hodnoty po jedné karté (libovolné barvy). Situaci ilustruje obrazek |1} Hrac¢
mize kol splnit napf. tak, Ze z jednotlivych sloupct postupné voli karty s hodnotami
54,A,J,Q,2,6,10,3,7,8,9, K.

5Pojem podmatice zde chapeme v obecn&jsim smyslu, nez je obvyklé. Jedna se o prvky, které se
nachéazeji v praniku libovolné mnoziny fadku a sloupcti (nemusi se jednat o sousedni Fadky ¢i sloupce).
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Obr. 1. 52 karet rozmisténych do 4 radka a 13 sloupct

Tvrdime, Ze takovy vybér je mozny pii jakékoliv permutaci karet. K diikazu pou-
Zijeme Vétu Polozime X = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K,A} apro i € {1,...,13}
oznacime symbolem A; mnozinu vSech hodnot karet, které se vyskytuji v i-tém sloupci.
Nyni sta¢i dokdzat, Ze mnoziny Aj,..., A1 maji systém riznych reprezentanti. Li-
bovolnych m sloupct obsahuje 4m karet. Kazda hodnota je zastoupena maximélné
¢tytikrat, proto je ve vybéru aspon m rtiznych hodnot. To znamena, Ze pro kazdych
m mnozin z Ai,..., A3 ma jejich sjednoceni asponn m prvki, a podminka z véty
je tedy splnéna.

Ctenaf si snadno rozmysli nasledujici poznamky:

e Poté, co vybereme od kazdé hodnoty jednu kartu, lze cely proces zopakovat se
zbylymi 39 kartami a nésledné i s 26 kartami.

e Pokud bychom misto vybéru ze sloupct vybirali po jedné karté z kazdého radku,
pak 1ze vzdy dosahnout toho, Ze zvolime ¢tyfi rizné barvy.

Priklad 2.2 ([2], s. 36). Na obrazku[2 je utvar sloZeny ze 16 bilych a 16 Sedych poli
(preskrtnuté politko neni soucasti obrazce). Domino je obdélnikova dlazdice o rozmé-
rech 2 x 1, pomoci které lze pokryt libovolné dvé pole se spole¢nou hranou. Lze zadany
atvar beze zbytku pokryt dominy tak, aby se Zadna dvé nepiekryvala? Po chvili expe-
rimentovani zjistime, Ze to pravdépodobné neni mozné. Jak tuto skutecnost dokézat,
aniz bychom museli rozebirat velké mnozstvi pripada?

Zkonstruujeme graf nasledujicim zptisobem: Kazdému poli¢ku obrazce bude odpo-
vidat jeden vrchol. Dva vrcholy spojime hranou, pokud lze pfislusna poli¢ka pokryt
jednim dominem. Nyni je zfejmé, Ze obrazec lze pokryt dominy, pravé kdyz v se-
strojeném grafu existuje perfektni parovani (kazda hrana parovani odpovida jednomu
dominu). Kazda hrana spojuje bilé a Sedé politko, graf je tedy bipartitni a jeho dvé
Gasti jsou vrcholy reprezentujici bila, resp. Seda policka. K dikazu, Ze perfektni pa-
rovani neexistuje, pouzijeme vétu Za mnozinu W zvolime vrcholy reprezentujici
v8echna Seda policka v prvnim fadku, vS8echna Sed& policka ve druhém radku a déle
Seda policka ve tretim fadku nachézejici se v prvnim a tfetim sloupci; celkem jsme vy-
brali |W| = 6 8edych poli¢ek. Z nich vedou hrany do 5 bilych policek, tj. |[N(W)| =5
a nutnd podminka pro existenci perfektniho parovani tedy neni splnéna.

Obrazec z predchozi tlohy neni nijak specidlni; v kazdém obrazci slozeném ze
¢tvercovych poli¢ek je pokryvani dominy ekvivalentni s hledanim perfektniho parovani
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Obr. 2. Obrazec vlevo lze pokryt dominy, pravé kdyz v grafu vpravo existuje perfektni
parovani

v prislusném grafu. Ten je vizdy bipartitni a vztahuje se na ngj véta [I.2] Pokud tedy
perfektni parovani neexistuje, vzdy to miZzeme dokazat nalezenim mnoziny policek W
a jejich sousedtt N(W), kde |[N(W)| < |W|.

Dalsi aplikace Hallovy véty souvisi s maticemi. Je zfejmé, ze kazda ¢tvercova matice
obsahujici aspon jeden nulovy Fadek ¢i sloupec je singularni. Toto pozorovani zobectiuje
nasledujici véta (viz [30]).

Véta 2.3. Jestlize matice A o rozmérech n x n obsahuje nulovou podmaticﬂ 0 roz-
mérech k x ¢, kde k + £ > n, pak A je singularni.

Diikaz. Tvrzeni je pfimym disledek maticové verze Hallovy véty. Protoze podminka 2
ve vété je porusena, vyplyva odsud, Ze neni mozné zvolit v kazdém radku matice
A nenulovy prvek tak, aby tyto prvky lezely v riznych sloupcich. To v8ak znamena,
ze kazdy scitanec aiq(1) - Gnr(n) (kde 7 je permutace mnoziny {1,...,n}) v definici
determinantu

det A = Z Sgn(ﬂ-)alﬂ'(l) © Q)
je nulovy, a tudiz A je singularni matice. O

Dikaz nasledujici véty je prevzat z [34], str. 59.

Véta 2.4. Necht A je nezédpornd matice o rozmérech n X n, ve které maji vSechny
radky i sloupce stejné soucty. Pak lze z kazdého radku vybrat jeden nenulovy prvek
tak, ze zadné dva vybrané prvky nelezi ve stejném sloupci.

Diikaz. Neobsahuje-li A zadné nuly, pak tvrzeni plati. Jinak uvazujme libovolnou nu-
lovou podmatici o k fadcich a ¢ sloupcich. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat,

6Termin podmatice ma stejny vyznam jako ve v&té podmatice tedy nemusi byt tvofena sou-
sednimi radky ¢i sloupci.
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7e jde o prvnich k fadkd a prvnich ¢ sloupcti matice A (permutace fadka ¢i sloupcti
nemé zadny vliv na platnost tvrzeni), tj.

0 B
(2 3)
Souéty prvkia v fadcich matice B i sloupcich matice C' jsou rovny jistému ¢islu s.

Soucet vSech prvkua matice A je ns > ks + ¢s. Plati tedy n > k + ¢ a k dokonéeni
dikazu staci pouzit vétu O

Priklad 2.5 ([I5], str. 459). Na Sachovnici o rozmérech n X n jsou rozmistény véze
tak, Ze v kazdém fadku a v kazdém sloupci se nachazi pravé k figur (jejich barvy
ani barvy poli¢ek nejsou podstatné). Tvrdime, Ze vzdy mizeme vybrat n vézi, které
se navzajem neohrozuji (tj. kazdé dvé jsou v ruznych fadcich i sloupcich). Toto tvr-
zeni jednoduchym disledkem véty [2:4] — sta¢i Sachovnici nahradit matici tvorenou
nulami a jedni¢kami, p¥i¢emz jednicky odpovidaji pozicim vézi. Opakovanym pouZi-
tim véty lze dokonce dokazat silnéjsi tvrzeni: vSech kn vézi mtzeme rozdélit do
k skupin tvofenych n neohrozujicimi se vézemi.

Vime, Ze pro bipartitni grafy udava véta [[.2] nutnou a postacujici podminku pro
existenci parovani, které pokryva jednu z ¢asti grafu. Misto ovéfovani této podminky
miZe byt v nékterych pfipadech snazsi pouzit nasledujici vétu. Pfipomenme, Ze je-
li dan graf G = (V, E) a vrchol v € V| pak jeho stuper (tj. pofet hran incidentnich
s timto vrcholem) se znadi degv. Graf se nazyva reguldrni, pokud vSechny jeho vrcholy
maji stejny stupen.

Véta 2.6. Necht G = (V, E) je bipartitni graf s ¢astmi Vi a Va, ktery ma aspoii jednu
hranu. Pokud plati

max degv < min degw,
veVa weVy

pak v grafu G existuje parovini pokryvajici mnozinu vrcholi V.
Diikaz. UkaZzeme, Ze je splnéna podminka z véty [I.2]. Necht W C V. Pocet hran spo-

jujicich W a N (W) je nejméné (miny, ey, degw)|W| a nejvyse (maxyey, degv)|N(W)|.
Plati tedy

. _ i
(min degw)|W| < (maxdegv)[N(W)[ < (min degw)|N(W)],

odkud plyne |N(W)| > |W|, nebot podle predpokladi véty ma kazdy vrchol z V;
stupenl aspon 1. O

Dusledek 2.7. V kazdém regularnim bipartitnim grafu existuje perfektni parovani.
Maji-li vSechny vrcholy grafu stupeii k, pak mnozinu vSech jeho hran Ize rozloZit na
k disjunktnich perfektnich parovani.

Nasledujici priklad je prevzat z [25].

Priklad 2.8. Kouzelnik se svym asistentem provozuji nésledujici karetni trik: Asi-
stent necha osobu z obecenstva vybrat libovolnych pét karet ze standardniho ba-
licku 52 hracich karet. Asistent si karty prohlédne, ¢ty z nich odkryje a vysklada
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na stil vedle sebe. Kouzelnik poté uhodne barvu i hodnotu neodkryté paté karty. Jak
je to mozné? Staci, kdyZ se kouzelnik s asistentem dohodnou na prostém zobrazeni
f: Vi = V5, kde V7 je mnozina vSech neuspofadanych pétic karet, V5 je mnozina vSech
uspofadanych ¢tvefic a obrazem libovolné pétice {a,b,c,d, e} je usporadané Ctvefice
(z,y,z,w), kde z,y, z, w jsou navzajem rtzné prvky mnoziny {a,b,c,d,e}. Poté, co
osoba z obecenstva vybere pétici {a,b,c,d, e}, asistent vylozi na stil uspofadanou
Gtvetici f({a,b,c,d,e}). Jelikoz je f prosté, kouzelnik miize ze znalosti f({a, b, c,d, e})
jednozna¢né uréit neusporadanou pétici {a, b, ¢, d, e}. Jak vime, Ze takové zobrazeni f
existuje? Zkonstruujeme bipartitni graf s ¢astmi V; a Va, pfi¢emz pétici {a, b, ¢, d, e}
spojime hranou se ¢tvefici (z,y, z, w), pravé kdyz x, y, z, w jsou navzajem rizné prvky
mnoziny {a, b, ¢, d, e}. Vsechny vrcholy v ¢asti V] maji stupeir 5-4-3-2 = 120, zatimco
vrcholy v ¢asti Vo maji stupeit 52—4 = 48. Podle véty [2.6]tudiz existuje parovani, které
pokryva vSechny vrcholy V7. Pomoci néj snadno ziskame prosté zobrazeni f : V; — V5.
(Pomérné jednoduchy piiklad takového zobrazeni lze najit v [25].)

Predstavme si jisty sportovni turnaj s n ucastniky, ve kterém se kazdy utka s kaz-
dym. Predpokladejme, ze zadny zapas neskonéi remizou — jeden ze soupeiu vzdy zvi-
tézi. Celkem se tedy odehraje (721) zapasi. Pro kazdého hréace zaznamename pocet jeho
vitézstvi a tato ¢isla sefadime do posloupnosti. Zajimé nas, jak takova posloupnost
b1,...,b, miZe vypadat. Jejimi ¢leny jsou cela &isla z mnoziny {0,...,n — 1}, jejichz
soucet je (g) Ne kazd4a takova posloupnost vSak odpovidd néjakému turnaji. Jako
priklad poslouzi napt. posloupnost 5, 4, 4, 1, 1, 0, jejiz ¢leny déavaji soucet 15 = (g)
Kazda trojice hraci musela odehrat (3) = 3 vzajemné zapasy a v kazdém nékdo z nich
zvitézil, proto soucet zadné trojice ¢isel v posloupnosti nemuze byt mensi nez 3. Tato
podminka je v8ak poruSena u poslednich t¥i ¢lent nasi posloupnosti.

Preformulujeme problém v feéi grafa. Turnaj miZeme znazornit orientovanym gra-
fem s n vrcholy odpovidajicimi hra¢im. Skutecnost, Ze hrac¢ ¢ zvitézil nad hracem j,
vyzna¢ime orientovanou hranou z i do j. Pro kazdé ¢ € {1,...,n} pak hodnota b;
odpovidéa po¢tu hran vychazejicich z vrcholu i. Tyto tvahy vedou k nasledujicim de-
finicim: Turnaj je orientovany graf G = (V, E) takovy, Ze pro kazdou dvojici vrcholu
1,7 € V plati bud (i,5) € E, nebo (j,i) € E. Vystupni stuperi vrcholu v libovolném
orientovaném grafu je pocet hran, které z vrcholu vychézeji. Skére turnaje je posloup-
nost vystupnich stupiiii viech vrcholt daného turnaje (v libovolném potadi). VSechny
pojmy ilustruje obrazek [3]

Autorem nésledujici véty, kterd charakterizuje vSechna pripustné skoére, je Hy-
man Garshin Landau [I8], ktery se snazil popsat vztahy ve zvifecich spole¢nostech
(napt. v hejnech kufat). Jednoduchy ditkaz zaloZeny na pouziti harémové verze Hallovy

véty je prevzat z [4].

Véta 2.9. Posloupnost ¢isel by, ..., b, € Ny predstavuje skére néjakého turnaje, prave
kdyzZ jsou splnény nasledujici podminky:

Lobi4-+b,=(3).
2. Pro kazdou mnozinu I C {1,...,n} plati ) ., b; > (g‘).

Diikaz. Obé podminky jsou zfejmé nutné k existenci turnaje; druhd podminka odpo-
vida tomu, ze hrac¢i z mnoziny I sehraji (‘;‘) vzajemnych zapasi a v kazdém néktery
z nich zvitézi.

8 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie



AN

O O

N

Obr. 3. Turnaj tvofeny Sesti vrcholy, jehoz skore je 2, 3, 3, 5, 1, 1 (vystupni stupné jsou
uvedeny v pofadi od spodniho vrcholu proti sméru hodinovych ruéicek)

Necht je dana posloupnost by, . .., b, splijici pfedpoklady 1 a 2. Chceme dokazat,
7e existuje turnaj s n vrcholy, kde vystupni stupen i-tého vrcholu je b;. Za¢neme tim,
7e vezmeme Uplny neorientovany graf na n vrcholech, tj. graf s hranami {4, j}, kde
1 <7< j <n. S i-tym vrcholem jsou tedy incidentni hrany z mnoziny

Ai =g} g e{lonp\ {i}}

Pro kazdou hranu nyni musime zvolit orientaci. To lze zaridit tak, ze pro kazdé
i €{1,...,n} vybereme z mnoziny A; celkem b; riznych hran, které budou mifit ven
z vrcholu i, pfiéemz v8ech b; + --- 4+ b, vybranych hran musi byt navzajem rtznych.
Nyni sta¢i ovéfit, ze jsou splnény podminky véty Potiebujeme ukazat, ze pro kaz-
dou mnoZinu I C {1,...,n} plati |Ui61 A¢| > > ier bi- Aplikujeme-li predpoklad 2 na
mnozinu {1,...,n} \ I, obdrzime .. b; > (";m). Dale si uvédomime, ze v mno-
ziné J;c; A; jsou vSechny neorientované hrany s vyjimkou téch, které spojuji vrcholy
z mnoziny {1,...,n} \ I. Plati tedy

o] )-(3)= ()5

i€l i¢l iel

a dtkaz je dokoncen. O

Ve formulaci piedchozi véty se nékdy navic predpoklada, ze by < by < --- < by,.
Podminka 2 se pak zjednodusi: Sta¢i ovéfit, ze pro kazdé r € {1,...,n — 1} plati
22:1 bi > (g)

Nasledujici véta a jeji disledek o existenci spoleénych reprezentantii pro dva rizné

mace v oddile 3).
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Véta 2.10. Necht X je konecna mnoZina, ktera je dvéma zpitisoby rozdélena na dis-
junktni podmnoziny: X =T1U---UT,, = S1U---US,,. Predpokladejme, Ze sjednoceni
kazdych k mnozin z Ty, . . ., T,, obsahuje prvky aspon k mnozin z Sy, . .., Sy,. Pak exis-
tuji navzajem rizné prvky x; € T;, i € {1,...,n}, z nichZ Zadné dva nelezi ve stejné
mnoziné 5.

Dikaz. Pro i € {1,...,n} polozime A; = {S; : S; NT; # 0}. Sta¢i dokazat, Ze
tyto mnoziny Ay, ..., A, maji systém ruznych reprezentanti — v tom p¥ipadé se totiz
jedna o n-tici disjunktnich mnozin S;(y, ..., Sjn), kde Sj;) NT; # 0, a mizeme volit
x; € Sj(;) pro viechna i € {1,...,n}. Systém riznych reprezentantii pro Ai,..., A,
vskutku existuje, nebot je splnén piedpoklad Hallovy véty: Pro I C {1,...,n} plati

s
el

Dausledek 2.11. Necht X je kone¢nd mnozina, které je dvéma zpiisoby rozdélena na
n disjunktnich podmnozin po ¢ prvcich: X =Ty U---UT,, = S1U---US,,. Pak existuji
navzéajem riizné prvky xi,...,x, € X, z nichz Zzddné dva nelezi ve stejné mnoziné T;
ani ve stejné mnoZiné 5.

:‘U{Sj:SmTi#@}‘z‘{Sj:SijTi#(z)}‘2|I|, O
il i€l

Diikaz. Sta¢i ovérit predpoklad véty Libovolna k-tice z mnozin 11,...,7, ma
celkem k¢ ruznych prvki, které nemohou byt obsazeny v méné nez k mnozinach

2 S1,...,5.[ O

Predchozi disledek je uZiteény v teorii grup. Pro libovolnou grupu G, jeji pod-
grupu H a prvek g € G definujeme levou rozkladovou tiidu gH = {gh : h € H} a pra-
vou rozkladovou tridu Hg = {hg : h € H}. Kazdé dvé levé/pravé rozkladové tiidy jsou
bud disjunktni, nebo splyvaji. Je-li H kone¢néa, pak velikost kazdé rozkladové tiidy
je |H|. Systém mnozin {gH : g € G}, resp. {Hg : g € G}, se nazyva levy, resp. pravy
rozklad grupy G podle podgrupy H. Vybereme-li z kazdé z disjunktnich levych /pravych
rozkladovych tiid po jednom prvku, dostaneme systém ruaznych reprezentanti, ktery
se nazyva transverzdla. Jak tyto pojmy souviseji s dusledkem Méame-li kone¢nou
grupu G a jeji podgrupu H, pak za mnoziny Aq,...,A,, resp. By,..., B, muZzeme
volit levé, resp. pravé rozkladové t¥idy, ¢imz dostavame nasledujici disledek.

Disledek 2.12. Necht G je konec¢na grupa a H jeji podgrupa. Pak levy a pravy
rozklad G podle H maji spole¢nou transverzalu.

Dalsi aplikace Hallovy véty souviseji s latinskymi ¢tverci a obdélniky. Latinskij
obdélnik o rozmérech r x n, kde r < n, je obdélnikova tabulka rozdélena na r x n
policek. V kazdém z nich je zapsano ¢&islo z mnoziny {1,...,n} tak, Zze v zadném
radku ani sloupci se ¢isla neopakuji. Pokud r = n, jedna se o latinsky ctverec. Jsou-li
vyplnéna pouze néktera policka tabulky, pficemz je dodrzena podminka, Ze se v fadcich
ani sloupcich ¢isla neopakuji, hovofime o neuplném latinském ctverci.

Nasledujici klasicka véta, jejiz dikaz je prevzat z [10], ukazuje, ze kazdy latinsky

obdélnik lze rozsifit na latinsky ¢tverec.

7Tvrzeni disledku 1ze zesilit: Jeho opakovanym pouZitim dostdvame existenci £ riiznych n-tic
prvki X s predepsanou vlastnosti. V oddile 3 je vysvétleno, Ze disledek [2.7] je ekvivalentni s disled-

kem
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Véta 2.13. Kazdy latinsky obdélnik o rozmérech r x n, kde r < n, Ize doplnit na
latinsky ¢tverec o rozmérech n x n.

Diikaz. Staci dokézat, Zze kazdy latinsky obdélnik o rozmérech r x n lze rozsifit na
latinsky obdélnik o rozmérech (r + 1) x n. Pro kazdé i € {1,...,n} ozna¢ime symbo-
lem A; mnozinu v8ech ¢isel, ktera se nevyskytuji v i-tém sloupci zadaného obdélniku.
Nyni sta¢i dokazat, ze mnoziny Aj, ..., A, maji systém raznych reprezentanti. Veli-
kost kazdé mnoziny A; je n — r. Vezmeme-li libovolnych m mnoZin z Aq, ..., A,, pak
soudet jejich velikosti je m(n — r). Libovolné ¢islo od 1 a n se vyskytuje v n — r mno-
7inach z Ay, ..., A, (nebot v kazdém Fadku je pravé jednou), a tedy v nejvyse n —r
mnozinach ze zvolené m-tice. To znamen4, Ze sjednoceni téchto m mnozin obsahuje
aspont m riznych prvki, a je tedy splnéna podminka z véty [I.1] O

Lze obecnéji kazdy netplny latinsky ¢tverec rozsirit na latinsky ¢tverec? Odpoved
je zaporna, sta¢i uvazit napf. tabulku o rozmérech n x n, kde v prvnim fadku jsou
¢isla 1, ..., n—1 a posledni sloupec je volny, ve druhém fadku je v poslednim sloupci
¢islo n a vSechny ostatni fadky jsou prazdné. Tento piiklad je v jistém smyslu nejmensi
mozny: Bohdan Smetaniuk roku 1981 dokazal [28], Ze kazdy neuplny latinsky tverec
o rozmérech n x n, ve kterém je vyplnéno nejvyse n — 1 policek, lze rozsirit na latinsky
¢tverec. Toto tvrzeni zformuloval roku 1960 Trevor Evans a od té doby je znamo
jako Evansova domnénka. Zde pomoci Hallovy véty odvodime slabsi vysledek, ktery
je ovSem dulezitym prvnim krokem k dikazu Evansovy domnénky.

Vé&ta 2.14 ([1], s. 254). Kazdy netplny latinsky ¢tverec o rozmérech n x n, ve kterém
je vyplnéno nejvyse n — 1 policek, a to v prvnich nejvyse n/2 fadcich, Ize doplnit na
latinsky ¢tverec o rozmérech n x n.

Diikaz. Predpokladejme, Ze posledni vyplnéné policko je v fadku r < n/2. Necht f;
je pocet vyplnénych policek v i-tém Fadku. Pak f1 +---+ f, <n —1 a bez 4jmy na
obecnosti miZzeme predpokladat, ze f1 > fo > .-+ > f. (jinak permutujeme Fadky,

¢ e{1,...,r} plati nerovnost
n—fo—L+1>L—1+ frra+-+ fr, 1)

kterou budeme potiebovat pozdéji. Pro ¢ = 1 je tvrzeni zfejmé. Pro £ > 1 mame
n>30 0 fi > (0=1) fo—i+ fot- -+ fr. Jeli fo—1 > 2, dostavame ihned nerovnost ([T).
Je-li naopak fy—1 = 1, potom téZ fy = --- = f. = 1 a nerovnost (1) se redukuje na
n > ¢+ r —1, coz plati, nebot ¢ < r < n/2.

Nyni prikroéime k hlavni ¢asti dikazu. Budeme postupné vypliovat prazdna po-

licka v fadcich 1,...,r tak, abychom v kazdém okamziku méli netuplny latinsky ¢tve-
rec; poté uz staéi pouzit vétu Piedpokliddejme, Ze viechna ptivodné volna policka
v fadcich 1,...,¢ — 1 jiz byla vyplnéna; ukdzeme, Ze pak lze vyplnit i policka v ¢-tém

rfadku. V ném je celkem f; vyplnénych poli¢ek; bez tjmy na obecnosti mizeme pied-
pokladat, Ze jsou v poslednich fy sloupcich (jinak permutujeme sloupce).

Necht X je mnoZzina v8ech &isel z {1,...,n}, ktera se nevyskytuji v ¢-tém radku.
Pro kazdé i € {1,...,n— f;} ozna¢ime symbolem A; mnozinu v8ech &isel z X, ktera se
nevyskytuji v i-tém sloupci (nad ani pod ¢-tym fadkem). Nyni staci dokazat, Ze mno-
ziny Ai,..., An_y, maji systém ruznych reprezentanti. Ovéfime podminku z véty E

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie 11



Volme neprazdnou mnozinu I C {1,...,n — f;} a ukazme, Ze |U,c; 4i| > |1.
Prvky I interpretujeme jako ¢isla sloupcii a pismenem c oznac¢ime pocet vSech policek
v téchto sloupcich, ktera jsou vyplnéna ¢isly odlisnymi od ¢isel v fadku ¢. Kazdé ¢islo
z mnoziny X \U;c; 4i = ;e (X \A;) je v kazdém z vybranych || sloupcii a nenachézi
se v fadku ¢ (protoZe lezi v X), a tedy

C
Z\X|—m=n—fe—

U

iel

¢ || <|X|—

odkud plyne odhad
<
Il

U

icl
Protoze ¢ < (¢ — V)|I| + fo41 + -+ + fr (stadi uvazit fadky nad a pod f-tym radkem),
dostavime

Ua

iel

1
Zn*fe*erler(feH+"'+fr)-

Nyni staci dokazat, Ze prava strana této nerovnosti je ostfe vétsi nez |I|—1, coZ nastava,
pravé kdyz

[I|(n—fo—=L+1=T[+1)> foy1+--+ fre (2)
7 plyne, Ze nerovnost plati pro |I| = 1ipro |I| =n— f; — £+ 1. Plati tedy pro
[I| € {1,...,n— fy—{+1}, nebot na levé strané je kvadraticky polynom v proménné |I|

se zapornym koeficientem u nejvyssi mocniny.

Zbyva vysetiit piipad [I| > n — fo — £+ 1. Kazdé ¢islo € X se nachazi v nejvyse
£—1+ foy1+ -+ fr Fadcich, tedy i sloupcich. Z nerovnosti plyne, Ze tento pocet
je nizsi nez ||, a tedy = se nevyskytuje v nékterém ze sloupcii uré¢enych mnozinou I.
To znamena, ze x € |J;c; Ai. Celkem jsme ukazali, ze X C [J,.; As, to ale nastava jen
v piipadé, kdy J;c; 4i = X. Tehdy vsak plati |U;c; 4i| = |X| =n— f¢ > |I|, ¢im# je
véta dokazana. O

Pfedstavme si bipartitni graf G = (V, E), ve kterém neexistuje perfektni parovani.
V takovém piipadé mizeme chtit najit aspofi nejvétsi mozné parovani, tj. parovani
obsahujici co nejvice hran. Vratime-li se k tloze o seznamovani pant a dam, mohli
bychom se ptat: Jaké je mazimdlni mnozstvi dam, kterym lze na zdkladé jejich prefe-
renct pritadit partnery?

Nasledujici vyklad je inspirovan knihami [12] a [30]. Bipartitnimu grafu lze pfiradit
matici A o rozmérech m x n, kde fadky odpovidaji vrcholim vq,...,v,, z ¢asti Vi,
sloupce vrcholim ws,...,w, z ¢sti Vo a na pozici (4,j) se nachézi jedni¢ka nebo
nula podle toho, zda {v;,w;} € E. Kazdé parovani pak odpovida vybéru jedniéek
z navzajem riuznych fadki i sloupcd; situaci ilustruje obréazek @

Abychom si usnadnili vyjadfovani, zavedeme termin linie, kterym budeme rozumét
libovolny fadek nebo sloupec matice. Nyni piichézi kliCové pozorovani:

Véta 2.15. Necht je ddna matice A tvorena nulami a jednickami. Pak maximalni pocet

jednicek, z nichz kazdé dvé lezi v riiznych radcich i sloupcich, je roven minimalnimu
poctu linii, jejichz sjednoceni obsahuje vSechny jednicky.
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Obr. 4. Maximaln{ parovani v bipartitnim grafu (vlevo); matice grafu s vyznacenymi jed-
ni¢kami, které odpovidaji zvolenému parovani (vpravo)

Pro ilustraci vezmeme nap¥. matici z obrazku [4] ktera obsahuje tfi jednicky v riz-
nych fadcich i sloupcich. To je v souladu s tim, Ze vSechny jednicky v matici jsou
obsazeny ve tfech liniich:

1
0

0
0
0

1

1

]

o O O =

1

0

Diikaz véty[2.15 Mame-li k jedni¢ek v raznych fadcich i sloupcich, pak je nelze pokryt
méné neZ k liniemi; totéz pak plati pro vSechny jednicky v matici A. Zbyva tedy
dokazat: Je-li k& minimalni pocet linii, kterymi lze pokryt vSechny jednicky, pak lze
vybrat k jedni¢ek v raznych fédcich i sloupcich. Predpokladejme, Ze mezi zminénymi
k liniemi je p fadkt a ¢ sloupci. Bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze
jde o prvnich p fadka a ¢ sloupcii (permutace fadku ¢i sloupcii nema vliv na platnost
dokazovaného tvrzeni). Situace tedy vypada nasledovné:

A:(g g)

Tvrdime, Ze z kazdého Fadku matice C' o rozmérech p x (n— q) lze vybrat jednicku tak,
aby téchto p jednicek lezelo v riznych sloupcich. Pokud by tomu tak nebylo, pak podle
véty mé C nulovou podmatici tvorenou k fadky a £ sloupci, kde k+ ¢ > n — q. To
znamena, ze vSechny jednic¢ky v C' lze pokryt pomoci p — k fadka a n — g — £ sloupcii,
coz je celkem p — k +n — ¢ — ¢ < p linii. Protoze matice B a D lze soucasné pokryt
q sloupci, byla by cela matice A pokryta méné neZ p + ¢ = k liniemi, coZ je spor.

Podobné se dokaze, Ze z kazdého sloupce matice D o rozmérech (m — p) x ¢ lze
vybrat jednicku tak, aby téchto ¢ jednic¢ek lezelo v riznych fadcich.

Tim je véta dokdzéna, nebot jsme nasli p + ¢ = k jedni¢ek v raznych radcich
i sloupcich. O

Vratme se k problému maximélniho parovani. V tomto pfipadé kazda linie v ma-
tici A odpovida néjakému vrcholu grafu G. Linie, které pokryvaji v8echny jednicky,
Ize tedy chapat jako mnozinu vrchold, v niz ma kazda hrana grafu aspon jeden vrchol;
takova mnozina se nazyva vrcholové pokryti grafu. Dokéazali jsme tedy nasledujici vétu.

Véta 2.16. Maximalni velikost parovani v bipartitnim grafu je rovna minimalni veli-
kosti vrcholového pokryti.
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Nasi ptivodni motivaci bylo zjisténi maximalni velikosti parovani, vétu [2.16[ vSak
Ize s vyhodou vyuzit k nalezeni minimalni velikosti vrcholového pokryti. To je obecné
tézky problém, v bipartitnich grafech je vSak diky predchozi vété snadno feSitelny,
nebot pro hleddni maximalniho parovani existuji efektivni algoritmy.

3. Historické poznamky a souvislosti

Hallova véta v dnes znamé podobé byla poprvé zformulovana Philipem Hallem v ¢lanku
z roku 1935 (viz dale). Uvidime v8ak, Ze néktera tvrzeni souvisejici ¢ dokonce ekvi-
valentni{ s Hallovou vétu byla znama jiz diive. V pozndmkach pod c¢arou uvadime
biografické informace o vybranych matematicich, které jsou vesmés pievzaty z [24].

Diilezitym meznikem v historii Hallovy véty je ¢lanek Dénese Kénigaﬂ [15] z roku
1916E| Konig zde definuje bipartitni graf (paarer Graph) jako graf, ktery neobsahuje
zaddnou kruznici liché délky. Ukazuje, Ze to nastava prave tehdy, kdyz 1ze vrcholy roz-
délit do dvou ¢asti tak, ze hrany spojuji pouze vrcholy z raznych ¢asti. Poté dokazuje
nésledujici vétu:

Necht je dan bipartitni graf, jehoZ vSechny vrcholy maji stupeii mensi nebo roven d.
Pak Ize hrany grafu obarvit d barvami tak, Ze hrany stejné barvy nikdy nemaji spole¢ny
vrchol[]

Odtud ihned plyne nasledujici dusledek: Hrany kazdého d-reguldrniho grafu Ize
rozlozit na d disjunktnich perfektnich parovani.

Specialné plati, ze v kazdém regularnim bipartitnim grafu existuje perfektni pa-
rovani. Kénigiuv ¢lanek pokra¢uje oddilem nazvanym Anwendung auf Determinanten,
kde je dokazana nasledujici véta (jde o specialni piipad véty :

Necht je ddna nenulovd matice A o rozmérech n X n tvorend nezapornymi celymi
¢isly, pricemz soucty ve vSech radcich i sloupcich jsou stejné. Pak lze z matice vybrat
n nenulovych ¢isel, z nichZz zadna dvé nelezi ve stejném radku ani sloupci, tj. pri vy-
poctu determinantu A je aspoii jeden ze s¢itanci air(1) - - Gnr(n) (kde m je permutace
mnoziny {1,...,n}) nenulovy.

Diukaz je jednoduchy: Zkonstruujeme bipartitni graf, kde vrcholy v jedné casti
V1 odpovidaji fadkim a vrcholy v druhé c¢asti V5 odpovidaji sloupciim matice. Vr-
choly 1 € V1 a j € Vs spojime a;; rlznymi hranamiﬂ Vysledny graf je bipartitni
a d-regularni, kde d je hodnota fadkovych a sloupcovych souétit v matici A. Graf mé
tedy perfektni parovani a hrany tohoto parovani odpovidaji pozicim nenulovych prvka
matice, které lezi v riznych radcich i sloupcichE

8Mad arsky matematik DENEs KONIG (1884-1944) je znam piedeviim jako pritkopnik teorie grafi,
zabyval se vSak i teorii mnozin a rekrea¢ni matematikou. Jeho kniha Theorie der endlichen und
unendlichen Graphen z roku 1936 (v angli¢ting vysla roku 1990 pod nézvem Theory of Finite and
Infinite Graphs) je historicky prvni a dlouhou dobu téZ jedinou monografii o teorii grafd, ktera je
dodnes ¢asto citovana. Konig ukonéil sviij Zivot sebevrazdou, nebot se jako Zid obaval perzekuce ze
strany nacisti.

9Podle recenze v databazi Zentralblatt MATH je tento &lanek téméi identicky s madarsky psanym
&lankem [I6], ktery vySel ve stejném roce.

10Tato véta byva v angli¢ting nazyvana Konig’s line coloring theorem. V dnesni terminologii tvrzeni
fika, ze hranova barevnost bipartitniho grafu je rovna maximalnimu stupni vrcholu. Dikaz véty neni
slozity, viz napf. [4) s. 84].

11V celém ¢lanku pracuje Konig s multigrafy, tj. zobecnénim grafii, kde dva vrcholy mohou byt
spojeny vice nez jednou hranou.

I2Konigova véta ma i dalsi zajimavy disledek (viz [I9]). Od n nenulovych prvkia matice, které
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Konig dale piSe, Ze pokud jsou prvky matice A pouze nuly a jednicky, pficemz
v kazdém tadku i sloupci je d jednicek, pak prislusny graf je d-regularni. Jeho hrany
Ize tedy rozlozit na d disjunktnich perfektnich parovani, odkud vyplyva, ze pii vypoctu
determinantu A se vyskytne aspon d nenulovych séitanci. Jestlize jedni¢ky v matici A
interpretujeme jako pozice v&zi na Sachovnici, dostavame tak vlastné piiklad 2.5] ktery
Konig rovnéz zmifiuje. V jeho verzi tlohy navic mize na jednom policku stat vice vézi,
coz je dano tim, ze pracuje s multigrafy. Ve zbytku ¢lanku se Konig zabyva platnosti
predchozich vysledkt pro nekoneéné grafy, coz souvisi s jistym zobecnénim Cantorovy—
Bernsteinovy véty z teorie mnozin.

Maticova verze Hallovy véty je ekvivalentni s nasledujicim tvrzenim: Necht A je
Ctvercova matice o rozmérech n x n. Pak vSechny s¢itance v definici determinantu A
jsou nulové, pravé kdyz A obsahuje nulovou podmatici o rozmérech k x ¢, kde k + { =
=n + 1. Tuto vétu, ktera se nazyva Frobeniova—KénigovaH dokazal Georg Frobenius
roku 1917 [9]; vySe uvedeny Konigtv vysledek o determinantech je jejim snadnym
dusledkem (viz dikaz véty . K nému se Frobenius vyjadiil kriticky; v praci [9]
piSe, Ze pouziti teorie grafi ke studiu determinantti je zcela nevhodné a Konigiv
vysledek ma jen maly vyznam. Spor mezi Frobeniem a Konigem jiz dale nepokracoval,
nebot Frobenius roku 1917 zemiel. Dnes neni pochyb o tom, Ze line4drni algebra a teorie
graft jsou pribuzné discipliny, které se vzajemné inspiruji. O vztahu mezi Frobeniovymi
a Konigovymi vysledky se lze vice docist v [27].

Zastavme se dale u dusledku 2:12] ktery se tyka existence spolefné transverzaly
pro levé i pravé rozkladové t¥idy grupy podle jeji podgrupy. Tento vysledek publikoval
G. A. Miller v ¢lanku [23] z roku 1910, jeho dikaz byl v8ak zcela odlisny od naseho.
Roku 1927 si Bartel Leendert van der Waerderﬂ povsiml [3I], Ze podstata tohoto
tvrzeni nespoiva v teorii grup, ale plyne z dusledku 2:11] ktery hovoii o systému
reprezentanti pro dva riazné rozklady X = Ay U---UA,, = By U---U B, tvofené stej-
nym poc¢tem stejné velkych disjunktnich podmnozin. Van der Waerdentv dikaz véty
zabir& necelé dvé strany, v zavéru c¢lanku je v8ak zajimava poznamka, kterou autor
pridal béhem korektur. PiSe, Ze si pov&iml, Ze diisledek snadno plyne z tvrzeni
D. Koniga o existenci perfektniho parovani v regularnim bipartitnim grafu. Stac¢i vzit
bipartitni graf s ¢astmi Vi = {A41,...,A,} a Vo = {B4,...,B,}. Vrcholy A; a B;
jsou spojeny tolika hranami, kolik prvkii ma prinik A; N B;. Ve skutecnosti se tedy
jedna o regularni multigraf (stupné vrcholi odpovidaji velikostem mnozin |4;| a | B;l),
ktery ma podle Koénigovy véty perfektni parovani a hrany tohoto parovani odpovidaji
hledanému systému reprezentanti. Van der Waerden poznamenava, Ze lze postupo-

lezi v raznych fadcich i sloupcich, miZeme odeéist jednicky a znovu aplikovat stejnou vétu. Odtud
je vidét, ze kazda nenulova matice tvofend nezapornymi celymi ¢&isly, kde soudty ve vSech fadcich
i sloupcich jsou stejné, je souttem permuta¢nich matic. Téme&r stejnym zptisobem lze pomoci véty [2.4]
dokazat Birkhoffovu vétu, ktera fiké, Ze kazda dvojité stochastickd matice je konvexni kombinaci
permutaénich matic (viz napf¥. [30], str. 626).

13Ekvivalentni formulace této véty zni: Permanent nezaporné étvercové matice o rozmérech n X n
je nulovy, pravé kdyz A obsahuje nulovou podmatici o rozmérech k X £, kde k +£¢ =n+ 1.

14 Nizozemsky matematik BARTEL LEENDERT VAN DER WAERDEN (1903-1996) se vénoval algebfe,
algebraické geometrii, topologii, teorii ¢isel a historii matematiky. Jeho slavna ucebnice Moderne
Algebra vysla poprvé roku 1930 a byla silné ovlivnéna pfednaskami Emila Artina. Od roku 1931 byl
van der Waerden profesorem na univerzité v Lipsku, kde ziistal i b&hem némecké okupace Nizozemska.
Po skonéeni druhé svétové valky se vratil do vlasti, mél vSak potiZze ziskat misto na univerzité, nebot
nedokazal uspokojivé vyvratit podezfeni z kolaborace s nacistickym rezimem. Od roku 1951 az do
konce zivota pusobil na univerzité v Curychu.
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vat i obracené a odvodit Koénigovu vétu pomoci disledku Je-li dan bipartitni
regularni graf s ¢astmi V; a Vs, definujeme A; jako mnozinu vSech hran incidentnich
s ¢-tym vrcholem z Vi, B; jako mnoZzinu vSech hran incidentnich s i-tym vrcholem
z V5 a hledame pfislusny systém reprezentantﬁE Stoji jesté za zminku, Ze na van
der Waerdentv ¢lanek reaguje v tomtéz ¢isle ¢asopisu Abhandlungen aus dem Mathe-
matischen Seminar der Universitit Hamburg jednostrankovym piispévkem E. Sperner
[29], ktery podava kratsi dikaz véty zaloZeny na matematické indukei.

Na prace Koniga a van der Waerdena p¥imo navazuje ¢lanek Philipa HallaE On re-
presentatives of subsets [13] z roku 1935, ve kterém byla poprvé publikovana mnozinova
verze Hallovy véty. Autor v tvodu pfipomina disledek 2:11] ktery nazyva Kdnigova
véta, a pise: In the present note we are concerned with a slightly different problem, viz.
with the problem of the existence of a complete system of distinct representatives for
a finite collection of (arbitrarily overlapping) subsets of any given set of things. Hal-
lav dikaz véty je zaloZen na indukci vzhledem k poc¢tu mnozin. Je-li dana n-tice
mnozin Ai,...,A,, pak podle indukéniho predpokladu existuje aspoinl jeden systém
raznych reprezentantt pro Aq, ..., A,_1. Dale stadi ukézat, Ze mnozina A,, neni obsa-
zena ve vSech takovych systémech. Hall ukazuje, Ze pokud jejich prinik obsahuje A,,
pak lze dojit ke sporu; tato ¢ast dikazu neni zcela pfimocaré a nebudeme ji podrob-
néji rozebirat. Dokazané tvrzeni pak Hall pouZiva k odvozeni véty kterou zfejmé
povazuje za hlavni vysledek svého ¢lanku.

Hallova véta a véta [2.10] se dale objevuji v pomérné necekané souvislosti, a sice
jako pomocné tvrzeni ve dvou ¢lancich Wilhelma Maaka a Hermanna Weyla véno-
vanych skoroperiodickym funkcimm W. Maak v ¢lanku [20] z roku 1935 pouziva
vétu [2.10] a cituje Hallav ¢lanek ze stejného roku, uvadi vSak svij vlastni dikaz.
V ¢lanku H. Weyla [32] z roku 1949 se poprvé objevuje nazev marriage theorem, ktery

je dnes synonymem pro Hallovu vétu. Weyl piSe: Given n distinct objects aq, ..., an
(boys) and n distinct objects by, ..., b, (girls); moreover a scheme of linkage @, ac-
cording to which an a; and a by are either linked (friends) or not linked. ... What

is the necessary and sufficient condition that the boys can be paired with the girls in
such a fashion that in each of the n pairs the partners are friends? Weyl cituje ¢lanky
P. Halla [I3] a W. Maaka [20], pfipojuje v8ak sviij vlastni dikaz Hallovy véty, ve
kterém se pfidrzuje interpretace s chlapci a divkami.

Kratky a pomérné malo znamy dikaz mnozinové verze Hallovy véty publikovali
roku 1949 C. J. Everett a George Whaples [§], kteff pisi, Ze myslenka ditkazu pochézi
z rozhovoru s Palem Erdésem. Mnozinu I C {1,...,n} nazyvaji dokonalou, pokud
| User Ail = |I]. V dikazu pak vyuzivaji skutecnosti, Ze sjednocenim a prinikem do-
konalych mnozin je opét dokonald mnozina.

Elegantni ditkaz Hallovy véty predstaveny v oddile 1 publikovali Paul R. Halmos
a Herbert E. Vaughan v dvoustrankovém ¢lanku [14] z roku 1950, jehoZ nazvem The

15Snadno se ovéri, ze v regularni bipartitnim grafu maji ob& &asti V4 a Va stejny pocet vrchold.
Pocet mnozin A; je tedy stejny jako pocet mnoZin B; a lze pouZit disledek 2:11} Stejnym postupem
1ze pomoci véty @ dokazat vétu g jedna se tedy o ekvivalentni vysledky.

16 Britsky matematik PuiLip HALL (1904-1982) byl pfednim odbornikem v teorii grup, fada pojmt
v algebie nese jeho jméno. Velkou ¢ast svého Zivota stravil na univerzité v Cambridge. V letech 1941—
1945 pracoval ve znamém desifrovacim stfedisku Bletchley Park, kde vyznamné pfispél k prolomeni
italskych a japonskych Sifer. Za své vysledky v teorii grup ziskal fadu ocenéni.

17 Jedna se o zobecnéni pojmu periodicka funkce, jeho# autorem je Harald Bohr.
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marriage problem pomohli zpopularizovat Weylovu interpretaci Hallovy véty. Autori
problém uvadéji nasledujicim zptsobem: Suppose that each of a set of boys is acquain-
ted with a finite set of girls. Under what conditions is it possible for each boy to marry
one of his acquaintances? V zavéru ¢lanku je struéné zminéna i véta [[.3] v nasleduji-
cim znéni: A necessary and sufficient condition that each boy b may establish a harem
consisting of n(b) of his acqaintances, n(b) = 1,2,3,..., is that, for every finite subset
By of B, the total number of acquaintances of the members of By be at least equal to
> n(b), where the summation runs over every b in By.

V knize [I] je uvedeno, Ze Halmos a Vaughan pouze znovuobjevili dikaz z ¢lanku
Thomase E. Easterfielda [5] z roku 1946. Takové hodnoceni se zda byt p¥ilis striktni,
nebot v Easterfieldové ¢lanku neni o Hallové vété jedina zminka@ Autor zde Fesi na-
sledujici problém: Je ddna ctvercovd matice o rozmérech n X n; jakym zpusobem z ni
vybrat n ¢isel, kterd se nachdzeji v rizniych vddcich i sloupcich, aby jejich soucet byl
minimdlm’ﬂ V kazdém Fadku matice miuZze byt ndkolik minim, nebot prvky matice
nemuseji byt navzajem ruzné. Pokud by bylo mozné v kazdém tadku zvolit jedno mini-
mum tak, aby tato ¢isla lezela v riznych sloupcich, pak by byl problém vyresen. Tato
situace je v8ak spiSe vyjimecna a Easterfield pfechézi k popisu obecného algoritmu.
Pritom formuluje néasledujici pomocné tvrzeni:

Necht S je podmnozina vSech sloupcii dané matice. Pak v kazdém sloupci z S lze
najit jedno radkové minimum a tato minima leZi v riiznych radcich, pravé kdyz pro
kazdou mnozinu I C S plati, Ze sloupce z I obsahuji fadkovd minima z aspoii || radkii.

Dikaz tohoto tvrzeni skuteéné pfipominad Halmosiv a Vaughaniiv dikaz Hallovy
véty: Postupuje se indukei podle velikosti S, pficem? pro |S| = 1 je tvrzeni trivialni.
Pro |S| > 1 se rozlisi dva pfipady: Bud pro kazdou neprazdnou vlastni podmnozinu
I C S plati, ze sloupce z I obsahuji fadkova minima z aspoi |I|+1 fadki, nebo existuje
neprazdna vlastni podmnozina I C S takova, Ze sloupce z I obsahuji fadkova minima
z pravé |I] fadka; v obou pripadech se dikaz dokonéi pomoci indukéniho predpokladu.

Vétaf2.13]o doplnéni latinského obdélniku na ¢tverec je jednou z klasickych aplikaci
Hallovy véty, jejimz autorem je Marshall Hall J Im Dvoustrankovy ¢lanek [I0] dokongil
roku 1945 v dobé, kdy pracoval pro americké ndmoinictvo. Vyznamny je téz Hallav

18St0ji viak za pozornost, ze Easterfieldovym gkolitelem na univerzit&é v Cambridge byl Philip Hall.
Disertace obhajena roku 1940 nese nazev A Classification of Groups of Order pb. O rok d¥ive ziskal
Easterfield Smithovu cenu za esej o teorii grup. Podle dostupnych informaci pochéazel Easterfield
z Nového Zélandu, databéaze Zentralblatt MATH eviduje celkem 6 jeho publikaci. Data narozeni a
umrti se nepodarilo dohledat.

19Pfestoze se zda, Ze se nejedna o piilis prakticky problém, Easterfield piSe, Ze byl inspirovan
vojenskym problémem: In the course of a piece of organisational research into the problems of de-
mobilisation in the R.A.F., it seemed that it might be possible to arrange the posting of men from
disbanded units into other units in such a way that they would not need to be posted again before
they were demobilised; and that a study of the numbers of men in the various release groups in each
unit might enable this process to be carried out with a minimum number of postings. Unfortunately
the unexpected ending of the Japanese war prevented the implications of this approach from being
worked out in time for effective use. The algorithm of this paper arose directly in the course of the
investigation.

20 Americky matematik MaArRsHALL HaLL Jr (1910-1990) se vénoval predevsim teorii grup, ale
téz kombinatorice (koneéné projektivni roviny, blokova schémata). Spolupracoval s Philipem Hallem,
se kterym nebyl v zddném piibuzenském vztahu. Poprvé se setkali v letech 1932-33, kdy M. Hall
studoval v Cambridge. Béhem roku 1944 stravil Sest mésict v Bletchley Park, kde pracoval na lusténi
japonskych a némeckych sifer. Ke stéZzejnim pracem M. Halla patii knihy Theory of Groups (1959)
a Combinatorial Theory (1967, druhé vydani 1986).
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¢lanek [11] z roku 1948 vénovany mnozinové verzi Hallovy véty. Zde je dokazéano, Ze
pokud mnozZiny Aq,..., A, maji systém riiznych reprezentantii a velikost nejmensi
z nich je r < n, pak pocet systémii riiznych reprezentantii pro Ai,..., A, je aspon
T!E Odtud plyne (srov. dukaz véty , 7e latinsky obdélnik o rozmérech r x n, kde
r < n, lze rozsifit o jeden Fadek minimalné (n — r)! zptusoby. Celkem tedy existuje
minimélné n!(n — 1)!- - 2!1! latinskych ¢tverct o rozmérech n x n.

Véta o velikosti maximalntho parovani, resp. jeji maticova podoba byva
oznacovana jako Konigova ¢i Konigova-Egervaryova véta podle Dénese Koniga a Jeno
Egervéryhﬂ ktef{ tvrzeni objevili nezavisle na sobé& a publikovali roku 1931 (viz [17],
[b])@ Pomoci véty Ize zpétné dokazat Hallovu vétu, jedna se tedy o ekvivalentni
tvrzeni. Skutecné, necht G = (V| E) je bipartitni graf s ¢astmi V4 a Vs, ve kterém
neexistuje parovani pokryvajici V;. Podle véty existuje vrcholové pokryti K C V,
kde |K| < |V4|. Polozme K; = K NVy, Ko = K N Va. Pak |K| + |Ks| = |K| < |V,
a tedy |Ko| < |[V1|—|K1| = [V1\ K1|. Z definice vrcholového pokryti plyne, ze z V1 \ K3
nevedou zadné hrany do Va2 \ K3. Odtud vyplyva |N (V1 \ K1)| < |K2| < |V1\ K1]. Tim
jsme pomoci véty [2.16] dokazali vétu [I.2}

4. Zavér

Ve vyctu vysledkil souvisejicich s Hallovou vétu by bylo mozné jesté dlouho pokracovat.
Véfime, ze i tento struény prehledovy ¢lanek dostate¢né demonstruje silu Hallovy véty
a jeji schopnost propojovat zdanlivé nesouvisejici problémy.

I v soucasnosti se objevuji nové dikazy Hallovy véty ¢i jeji varianty. Napt. v ¢lanku
G. F. Bachelise [3] je pFedstaven novy kratky dikaz mnoZinové verze Hallovy véty
zalozeny na indukci vzhledem k celkovému poctu prvki Y o |4

R. Ehrenhorg si povsiml, ze pokud studujeme existenci perfektniho parovani v bi-
partitnim grafu, kde obé& ¢asti maji stejny pocet vrcholi, pak podminka v grafové
verzi Hallovy véty neni symetrickd, nebot v ni vystupuji pouze vrcholy z ¢asti V.
V élanku [7] ukazal, Ze ji lze nahradit obecn&jsi podminkou, v niZz hraji ob& ¢asti
Vi1 a V5 rovnocennou roli. E. Shamir a B. Sudakov pak v ¢lanku [26] zformulovali po-
nékud odlisnou podminku, ktera je rovnéz ekvivalentni s podminkou z véty [I.2} Jejich
vysledky shrnuje nasledujici véta.

Véta 4.1. Necht G = (V, E) je bipartitni graf s éastmi Vi a Va, kde |V1| = |Va| = n.
Pak jsou nésledujici podminky ekvivalentni:

21Pokud 7 > n, pak podet systémii riiznych reprezentantii je asponi 7(r — 1) --- (r —n + 1); viz [12].

22JENG EGERVARY (1891-1958) je povaZovan za jednoho z prikopnikii kombinatorické optimali-
zace, jeho zajmy vSak byly mnohem 8irsi a zahrnovaly téz integralni a diferencialni rovnice, algebru
a geometrii. Roku 1914 ziskal doktorat pod vedenim Lipéta Fejéra, poté pracoval v seismologické
laboratofi v Budapesti a zaroven se snazil o ziskani ucitelské aprobace. Roku 1917 obdrzel povolavaci
rozkaz, posléze byl vSak prohlaSen za neschopného sluzby, prestoze byl aktivnim sportovcem a ho-
rolezcem (zdolal napf. Gerlachovsky $tit). Roku 1919 se habilitoval na univerzité Frantiska Josefa;
ta docasné sidlila v Budapes$ti, kam se presunula z Rumunskem obsazeného Kolozsvaru. Néasledné
doslo k jejimu dalsimu stéhovani do Szegedu, neni vSak jasné, jestli zde Egervary nékdy vyucoval.
Od 30. let az roku 1958 piisobil na univerzitach v Budapesti a v Madarské akademii véd. Kratce po
odchodu do dtuchodu ukonéil svij zivot sebevrazdou, pravdépodobné nasledkem tizivé situace béhem
komunistickych represi po Madarském povstani.

23Na pocest Koniga a Egervaryho je pojmenovan i tzv. madarsky algoritmus pro hledani paro-
vani v ohodnoceném uplném bipartitnim grafu, které minimalizuje souc¢et hranovych ohodnoceni.
Podrobnéjsi komentar k Egervaryho ¢lanku [6] lze najit v [22].
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1. V grafu G existuje perfektni parovani.

2. Pro jista p,q € Ny splitujici p + q = n plati, Ze kazda mnozina vrchold W C V
s vice nez p prvky a kazda mnozina vrcholi W C V, s vice nez q prvky ma aspoii
|W| sousedii.

3. Pro jista p,q € Ny splitujici p + q = n plati, Ze kazda mnozina vrchold W C V
s nejvyse p prvky a kazda mnoZina vrcholi W C V5 s nejvyse q prvky ma aspoii
|W| sousedii.

Poznamenejme, ze pii volbé p = 0, ¢ = n, resp. p = n, ¢ = 0 se podminky 2 a 3
redukuji na podminku z véty

Jinou zajimavou otazkou, které byla vénovina pozornost jiz od 30. let 20. stoleti,
je platnost Hallovy véty pro nekoneéné mmnoziny ¢ grafy. Klasicky priklad A; = N,
A; ={i—1} pro i € {2,3,4,...} ukazuje, Ze pro nekone¢ny systém obsahujici neko-
neéné mnoziny véta obecné neplati — piestoze je splnéna Hallova podminka, systém
riznych reprezentantii neexistuje. Jiz P. Hall v8ak ve svém ¢lanku z roku 1935 [13]
ukézal, Ze véta plati pro koneény systém libovolnych (kone¢nych i nekoneénych) mno-
zin. M. Hall v roce 1948 dokézal pomoci Zornova lemmatu variantu Hallovy véty pro
libovolny (i nespocetny) systém kone¢nych mnozin [IT]. Halmos a Vaughan v ¢lanku
¢inu kompaktnich topologickych prostort. Diikaz M. Halla 1ze najit i v knize [12], kde
je nasledné odvozeno zobecnéni dusledku na nekoneéné systémy mnozin. Odtud
snadno plyne platnost disledku [2:12) pro nekoneéné grupy G nebo napf. skuteénost, ze
kazdé dvé béze nekonecnérozmérného vektorového prostoru maji stejnou mohutnost.

V ¢lanku jsme se zabyvali existenci perfektniho parovani v bipartitnich grafech, ale
nefesili jsme otazku, jak takové parovani nalézt. Halmosiv-Vaughaniv dikaz Hallovy
véty uvedeny v oddile 1 je kratky a elegantni, ale nekonstruktivni. V literatuie lze
najit ponékud delsi dikazy Hallovy véty, které zaroven déavaji prakticky navod k nale-
zeni pozadovaného parovani, viz napf. [4]. Existuji téz efektivni algoritmy pro hledani
maximalniho parovani v bipartitnich grafech. Je dobfe zndmo, Ze tlohu lze prevést
na hledani maximalniho toku v siti; Fordav-Fulkersoniv (resp. Edmondsiv-Karpiv)
algoritmus pak dava pro bipartitni graf G = (V, E) feeni v ¢ase O(|V| - |E|), viz
napf. [2I]. Asymptoticky rychlejsi je Hopcroftiv-Karpuv algoritmus s ¢asovou slozi-
tosti O(y/[V] - |E|), viz napft. [33].

Podékovani. Clanek byl podporen grantem GA CR registra¢ni ¢islo 18-004498S.
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