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PYTHAGOREJSKE TROJUHELNIKY
A JINE ULOHY

ANTONIN SLAVIK

Uloha 71-B-I-1 matematické olympiady je péknou ukazkou problému,
kdy se za otazkou z geometrie skryva algebraicka loha:

Pravouhly trojihelnik md celociselné délky stran a obvod 11990.
Navic vime, Ze jedna jeho odvésna md prvociselnou délku. Urcete ji.

Hledéni pravouhlych trojihelnika s celo¢iselnymi délkami stran fas-
cinovalo matematiky jiz ve starovéku (viz napi. [Be], [Ma]); jednd se
o tzv. pythagorejské trojuhelniky.

1 Pythagorejské trojice

Oznac¢ime-li délky odvésen pythagorejského trojihelniku pismeny a, b
a délku piepony pismenem c, pak plati a® +b? = ¢2. Trojice pfirozenych
¢isel (a,b,c) s touto vlastnosti se nazyvaji pythagorejské, pricemz
nejznaméjsim piikladem je (3,4, 5). Z kazdé pythagorejské trojice (a, b, ¢)
lze ziskat nekonecné mnoho dalsich trojic ve tvaru (k- a,k - b,k - ¢),
kde k € N. Takové trojice oviem nejsou zvlast zajimavé a k nale-
zeni vSech pythagorejskych trojic sta¢i zkoumat piipady, kdy ¢&isla a,
b, ¢ jsou nesoudélnd, tj. nemaji spole¢ného délitele vétsiho nez 1. Tyto
pythagorejské trojice se nazyvaji primitivni a na hledani takové trojice
vede iloha 71-B-I-1.

Je ztejmé, ze v zadné primitivni pythagorejské trojici nemohou byt
obé ¢isla a, b suda. Nemohou vsak byt ani obé lichd, jinak by ¢islo na
pravé strané rovnosti a? 4+ b? = ¢? bylo délitelné 4, zatimco leva strana
by pii déleni 4 davala zbytek 2. Bez tGjmy na obecnosti tedy muzeme
predpoklddat, ze a je sudé a b je liché. Cislo ¢? = a?+4b? je pak liché, tudiz
i ¢ je liché a obvod pravouhlého trojuhelnika a + b 4 ¢ je sudé ¢&islo, coz
je v souladu se zadanim ulohy, kde mame pozadavek a + b+ ¢ = 11 990.

Oznac¢ime-li a = 2t, dostdvame podminku

(2)% + % = ¢,

neboli po upravé

c+b c—b

t? =
2 2
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Na pravé strané mame soucin dvou prirozenych ¢isel, kterd jsou ne-
soudélnd (ovéfeni tohoto faktu prenechdvdme ¢tendii). S ohledem na
tvar levé strany se tedy musi jednat o druhé mocniny jistych pfirozenych
¢isel m, n:

c+b s c¢—b

=m?, =n”.
2 2
7 ptedchozich rovnosti plynou vztahy
c=m?+n% b=m?—-n>% a=2mn, (1.1)

které byly znamy jiz ve starovéku. Ukdazali jsme, Ze kazdou primitivni
pythagorejskou trojici lze vyjadrit v tomto tvaru.

Obréacené, pokud za m, n dosadime libovolna pfirozena ¢isla spliujici
m > n, je snadné ovéfit, ze takto ziskané hodnoty a, b, ¢ skuteéné spliuji
a® 4+ b? = ¢? (nemusi se oviem nutné jednat o primitivni pythagorejskou
trojici).

Vztahy predstavuji jednu moznou, nikoliv vSak nejkratsi cestu
k feSeni soutézni tlohy. Je zajimavé, Ze i bez informace o tom, ze jedna
z odvésen ma prvociselnou délku, je hledany pythagorejsky trojuhelnik
urcen jednoznac¢né. Informace o prvociselnosti se viak pii hledani feSent
da s vyhodou vyuzit.

K problematice pythagorejskych trojic a trojuhelniki existuje velké
mnozstvi zdroju. Vyse uvedené tivahy vedouci ke vztahtim lze najit
napi. v [Ma]. Dalsf zajimavé informace jsou uvedeny v [Re], [S]], [Wil].

2 Dalsi dlohy
Podivejme se na nékteré dalsi ulohy tykajici se obrazcu s celoGiselnymi
délkami stran.

Uloha 2.1. Popiste vsechny pravouhlé trojuhelniky s celociselnymsi
délkami stran, jejichZ obvod md stejnou hodnotu jako obsah.

Resend. Pouzijeme obvyklé znageni, kdy a, b jsou délky odvésen a c je
délka ptepony. Plati tedy

a?+ b =2

Bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze a < b. Aby mély obvod
a obsah stejnou hodnotu, musi platit

1
iab:a+b+c.

'Uloha je prevzata z [KVW], problém 95.
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Kombinaci predchozich dvou rovnosti a postupnymi tipravami ziskavame:

1 2
a’ + b = <2abab)

1
a’ 4+ b = Za2b2—a%—ab2+oﬂ+2ab+b2
1
0= Za2b2 —a%b — ab® + 2ab
0=ab—4a —4b+ 8
8= (a—4)(b—4)

Na pravé strané je soucin dvou celych ¢isel, ktera jsou déliteli 8. Jde tedy
o ¢isla z mnoziny {—8,—4,—-2,—1,1,2,4,8, }. S ohledem na predpoklad
a < b pripadaji v iivahu nésledujici moznosti:

e u—4—=1b—4=8tj.a=5 b=12 Pak c — V52 + 122 = 13.
ea—4=2b—4=4,tj. a=6,b=_8. Pak c = V62 + 82 = 10.

e a—4=-8 b—4=—-1,tj. a=—4, b= 3, coz nevyhovuje zadani,
protoze a musi byt kladné.

e ag—4=—-4b—4=-21tj.a=0,b=2, coz nevyhovuje zadani,
protoze a musi byt kladné.

Uloha mé pravé dvé feseni, pravouhlé trojuhelniky o strandch délek 5,
12, 13, resp. 6, 8, 10. O

Nasledujici jednodussi variantu tlohy kde misto trothelniki
uvazujeme obdélniky, prenechdvame ¢tenaii jako cvicend.

Cviceni 2.2. Popiste vsechny obdélniky s celociselngmi délkami stran,
jejichz obvod ma stejnou hodnotu jako obsah.

v/

do prostoru.

Uloha 2.3. Popisﬁfe vSechny kvddry s celociselnymi délkami stran, je-
JichZ objem ma stejnou hodnotu jako povrch.

Reseni. Necht strany kvadru maji délky a,b, ¢ € N; bez Gjmy na obec-
nosti 1ze predpokladdat a < b < c. Zajiméa nés, kdy plati

abc = 2ab + 2ac + 2be.

2Uloha i predchozi cvi€eni jsou prevzaty ze [Si], problém 66.
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Vidime, ze abc > 2bc, tedy a > 2. Dale muzeme psat

abc abc abc
abc = — 4+ — + —

3 3 3
Kdyby platilo ¢ < 6, pak také a,b < 6, a dostali bychom

abe < 2ab + 2ac + 2bc,

coz je spor. Vidime tedy, ze ¢ > 6. Kdyby platilo a > 6, pak také b,c > 6,
a dostali bychom
abc > 2ab + 2ac + 2bc,

coz je spor. Vidime tedy, ze a € {3,4,5,6}. Déle pokracujeme rozborem
téchto ¢tyt piipadi. Pokud a = 3, pak fesime nasledujici rovnici:

3bc = 6b + 6¢ + 2bc
bc—6b—6¢c=0
(b—6)(c—6) =36

Protoze b < ¢ a ¢ > 6, musi byt na levé strané soucin dvou ptirozenych
Cisel, kde prvni Cinitel nepfevySuje druhy. Je celkem 5 moznosti, jak
timto zpusobem vyjadiit ¢islo 36:

36=1-36=2-18=3-12=4-9=6-6.
Dostavame tak nasledujici trojice (a, b, c¢):
(3,7,42), (3,8,24), (3,9,18), (3,10,15), (3,12,12)

Podobnym zptisobem se rozeberou piipady a € {4,5,6}; tento kol jiz
prenechame Ctendii a prozradime jen, ze iloha ma celkem 10 feSeni. [

3 Héronovské trojihelniky

Kromé pythagorejskych trojihelniku existuje dalsi zajimavy typ troj-
thelnika, tzv. hérénovské trojihelniky. Jednd se o trojihelniky s celo-
Ciselnymi délkami stran, jejichz obsah je rovnéz celoc¢iselny. Kazdy
pythagorejsky trojihelnik je zfejmé hérénovsky, nebot jeho obsah
je ab/2 a vime, ze jedno z ¢isel a, b je sudé.

Prikladem hérénovského trojihelniku, ktery neni pythagorejsky, je
rovnoramenny trojuhelnik se stranami o délkach 5, 5, 6; jeho obsah
je podle Hérénova vzorce roven

V8- (8—5)-(8—5)-(8—6)=12.
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Ze dvou pythagorejskych trojihelnika, které maji shodnou odvésnu
o délce a a jsou popsdny trojicemi (a,bi,c1) a (a,be,c2), lze slozit
héronovsky trojihelnik: Shodné odvésny prilozime k sobé tak, abychom
dostali trojihelnik o strandch (ci,co2,b; + b2). Jeho obsah je souc¢tem
obsahtl vychozich trojuhelnikt, tj.

1 1 1
§ab1 + iabg = 5(1(1)1 + b2)

To je celé &islo, nebot vime, Ze bud a je sudé, nebo by a by jsou suda.

Popsanym zpusobem vznikne napf. vyse zminény trojihelnik (5, 5, 6)
ze dvou pythagorejskych trojihelniku (4,3,5). Naopak hérénovsky
trojuhelnik (5,29, 30) nelze ziskat slozenim dvou pythagorejskych troj-
thelniki, nebot ani jedna z jeho vysek neni celoéiselna.

Héronovské trojihelniky maji celou fadu pozoruhodnych vlastnosti.
Jedna z nich, jejiz dikaz pFenechdvame Ctenédii jako cviceni, snadno
plyne z Hérénova vzorce.

Cviceni 3.1. Dokazte, Ze obvod kazZdého héronovského trojihelniku je
sudé éislo.

Dalsi vlastnosti héronovskych trojihelnikii véetné jejich vztahu
k pythagorejskym trojuhelnikum jsou popsany napi. v [Do], [S1], [Wi2].
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