Cviceni z Kalkulu 3
Zimni semestr 2023-2024

1. cviceni
1. Rozhodnéte, zda néasledujici mnoziny jsou oteviené, respektive uzaviené.
(1) {5+ neNpU{0}
(i) {2 : neN}
(iii) {(z,y) €eR?: >0, y >0, z+y <2}
(iv) {(z,y) €ER?: >0, y>0, z+y <2}
(v) {2": n e N}
(vi) {(z,y) eER?: 2=y, z>1}
(vii) {(z,y) €R?: >0, y>0, v +y <2}
2. Dokazte, ze (X, p) je metricky prostor.
(i) X libovolnad mnozina, p(z,y) = 1 pro x # y, p(z,x) =0
(ii) X = C([a,b]), mnozina vsech spojitych funkei na intervalu [a, b],
p(f,9) = supgeiap 1 f(2) — g()]
3. Rozhodnéte, zda nésledujl’ci funkce definuji metriku na R.
(i) plz,y) = [2? —y |
(ii) p(z,y) = |2° — o]
(iii) p(z,y) = (z — y)?
(iv) pla.y) = max{]z — y. 1}
(V) p(z,y) = |z =yl + |2* — 92|
Visledky: 1. (i) uzaviend, neni oteviend; (ii) neni oteviend ani uzaviend; (iii) uzaviend, neni
oteviena; (iv) neni oteviend ani uzaviena; (v) uzaviend, neni oteviend; (iv) uzaviend, nenf
oteviend; (vii) oteviend, neni uzaviena.
3. (i) ne; (ii) ano; (iii) ne; (iv) ne; (v) ano.

2. cviceni o
1. Musi pro mnoziny A, B v metrickém prostoru platit AN B = AN B?
2. Na R x R definujme funkci

p(z,y) =143, lz—yleQ\{0},
0, z=uy.

Dokazte, ze p je metrika na R. Charakterizujte vSechny oteviené, uzaviené a kompaktni mnoziny
v této metrice.

3. Dokazte, ze posloupnost f,(z) = 2", z € [0, 1], nema limitu v (C([0,1]), psup)-

4. Uvazujme R s diskrétni metrikou

1, x#y,
p(z,y) = 0
, =Y.

Charakterizujte vsechny oteviené, uzaviené a kompaktni mnoziny v této metrice.
5. Rozhodnéte, zda spojity obraz uzaviené mnoziny musi byt uzaviend mnozina.
6. Rozhodnéte, zda spojity obraz oteviené mnoziny musi byt oteviend mnozina.

Vysledky: 1. ne; 2. a 4. vSechny podmnoziny R jsou oteviené i uzaviené; kompaktni mnoziny
jsou ty, které maji koneény pocet prvki; 5. ne; 6. ne.

3. cviceni
1. Necht 1 < p < co. Najdéte viechna v € R, pro kterd funkce f(x) = 27, x € (0,1), patif do
prostoru LP(0,1).



Najdéte funkci f na R, kterd je esencidlné omezend, ale neni omezena.

Necht 1 < p < g < co. Dokazte, ze L>°(0,1) C L?(0,1) C L?(0,1) C L*(0,1).

Najdéte f € LY(0,1)\ L?(0,1).

Nechf 1 < p < oo. Najdéte vsechna a € R, pro kterd posloupnost a,, = n®, n € N, pati{ do
prostoru £P.

6. Dokazte, ze (1 C (2.

7. Spoctéte || f|loo, kde

Cip N

0, ze€R\]J0,2],
flx) =41, z€[0,1)U(1,2],
2, z=1.

8. Najdéte f € L3(0,1)\ L*(0,1).

9. Najdéte f € ¢4\ /3.

10. Najdéte f € L3(R) \ L*(R).

11. Najdéte f € L4(R) \ L3(R).

12. Najdéte f € L'(0,1) takovou, ze f ¢ LP(0,1) pro zadné p > 1.

Vysledky: 1. v > —1/p,je-lil <p < oo;y >0, jelip=o00;5 a<—1/p,jelil <p < oo; <0,
je-lip=o00; 7. 1.

4. cviceni
1. Rozhodnéte, pro kterd p € [1, oo] nédsledujici posloupnosti konverguji v ¢P.

(i) {1,1,...,1,0,...,0,...}, (n-krét);

(i) {1,2,..., L 0,....0,.. -}, (n-krét);

(i) {1,2.3, .. n,0,...,0,... }:

(iv) {ﬁ, \/lﬁ""’\/ﬁ’ vy 0,00}, (n-krat).
2. Dokazte, ze operace ({ay}, {br}) = > o, arby definuje skaldrni souéin na prostoru ¢2. Poté s
pouzitim Véty 16 z prednasky dokazte, ze 2 je Hilbertiiv prostor.
3. Necht ﬁ% je prostor vSech komplexnich posloupnosti, které maji kone¢né mnoho nenulovych
prvkit. Na tomto prostoru uvazujme skaldrni soucin ({ax}, {bx}) = > ey arbr. Dokaizte, ze (3 s
timto skaldrnim souc¢inem neni Hilbertuv prostor.
4. Necht je v Hilbertové prostoru L?(—1,1) déna funkce f(z) = z. Popiste f* a naleznéte
néjakou nenulovou funkei g, kterd patif do f=.
5. Necht je v Hilbertové prostoru L?(—1,1) dén podprostor Y = {f € L?(—1,1) : f je lich4 funkce}.
Naleznéte Y.

Vysledky: 1. (i) nekonverguje pro zadné p € [1,00]; (ii) p € (1, 00]; (iii) nekonverguje pro zadné
p € [1,00]; (iv) p € (2, 00].

4. fr={ge L*(-1,1): f_ll xg(x)dx = 0}; napt. g = 1.

5. Yt ={ge€ L?(~1,1): g je suda funkce}.

5. cviceni

1. V nasledujicich piikladech je dan Hilbertuv prostor H, jeho uzavieny podprostor Y a bod
xg € H. Najdéte nejakou ortonormalni bazi Y a urcete nejblizsi bod v Y k bodu xg.

(i) H = L*([-1,1]), Y je podprostor tvoieny polynomy stupné nejvyse 2, zo(t) = sint;
(i) H=1¢%Y Je linedrni obal mnoziny {(27")2°,(37™)%}, xo = (1,0,0,...);

(i) H = Lz([ 1,1]), Y je podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 1, zo(t) = cost;

(iv) H = L*([0, 1] tdt), Y je linedrnf obal mnoziny {1,#2}, xo(t) = t;

(v) H = L?((0,00),e~tdt), Y je lineadrn{ obal mnoziny {1,e2'}, z¢(t) = e 3.
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Vijsledky: 1. (i) ON baze je naptfklad { J5, %t, VT"?(# —1)}; nejblizst bod je 3(sin 1 —cos 1)¢; (i)
ON béze je napiiklad {(v/3-277)%,, (+/200(3™" — % -27™))%, }; nejblizst bod je (—3-27"+ 23—0 .
37> 5 (iii) ON béze je napiiklad {ﬁ’ %t}; nejblizsi bod je sin1; (iv) ON béze je napiiklad
{V2,v24(t>— 1)}; nejblizsf bod je 212+ #; (v) ON béze je napiiklad {1, @(e_%— 1)}; nejblizst

bod je 1 + 42(6_2t 3).

6. cviceni
1. Najdéte redlnou Fourierovu fadu 2m-periodické funkce f, kterd je na intervalu [—m, 7) zaddna
nasledujicim pfedpisem.

(i) f(x) = cos2x + sin 3x;

(ii) f(z) = =;
(iii)
)0, zel[-70),
flw) = {3, x € [0,7);
(iv)

)0, z¢€[-m0),
f(w) = {:c, x € [0,7);

(v) f(z) =1+ sin 2z + cos4x;
(vi) f(z) = 7% — 22

Viysledky: 1. (i) cos2x + sin3z; (i) -2 7, CU" gin na; (i) 2 + >0, ﬁ sin(2k + 1)x;
(iv) 5+ 200 5 ((=1)" = 1)cosnz — > 02, (j)n sinnz; (v) 1+ sin2x + cosdx; (vi) % +
45 (_2)2%1 cosn.

7. cviceni
1. Je nasledujici zobrazeni norma na L([0, 1]) (chdpeme-li L'([0, 1]) jako prostor t¥id ekvivalence
Vzhledem k rovnosti s.v.)?

D= Jo [f@)] dt;
(i) 17 = Ji |£(0)]d: 1

Gii) 1171 = (Jo £ (0) dt)*.
2. Je nésledujici zobrazeni norma na prostoru X = {p: p je polynom na [0, 1]}?
(1) [lpll = sup{lp(®)| : ¢ € [0,1]};
(i) [Ip]| = fy p(t) dt
(iii) [Ipll = [p(0)]-

3. Spoctéte normu funkciondlu ¢ na prostoru X a zjistéte, zda ¢ své normy nabyva.
(i) X ==, @({wn}n 1) Z 2 1‘n,
(il) X = C([0,1)) fO -1 dt
(iii) X = L*(]0,1] 1 fo t) dt;
(iv) X = ¢, ({wn}n 1) 2 1%7
(v) X =0, o({za}p2y) = 2ot (1= )22n;
(vi
(vi
(
(i

g

vi) X = C((0.1]), o(f) = F{0):
vi) X = 0(0.1) w(f)zf(?)—f(l);
viit) X = ([0, ] =f0 tf

9 X = (01 = Ji
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Vysledky: 1. (i) ano;
2. (i) ano; (ii) ne; (iii
3. (i) 1, nabyva se; (ii) 1/4 nenabyva se; (iii) 1/4, nabyva se; (iv) 1, nabyva se; (v) 1, nenabyvé
se; (vi) 1, nabyvéa se; (vii) 2, nabyva se; (viii) 1/2, nabyva se; (ix) 1, nabyva se.

(ii ) e; (iii) ne.
) n

8. cviceni
1. V piikladech nize dokazte, ze T : X — Y je omezené linearni zobrazeni, spo¢téte jeho normu
a rozhodnéte, zda T' své normy nabyva. Dale odpovézte na nésledujici otazky:

e Je zobrazeni T prosté? Pokud ne, urcete jeho jadro.

e Je zobrazeni T na?

() X =Y =02, T({zn}ply) = {52102

(i) X =01, Y =2, T({zn}ply) = {m1 + -+ 2n}ilys

(111) X = Y Lp([ov 1])a pE [1700]’ Tf= fX[0,1/2];

(IV) X:Y:EQ, ({xn}robozl) = (xg,x3,$4,...);

(v) X =Y = C(0,1]), TH(t) = (1 - )

(vi) X =¥ = 12([0, 1)), p & [1, 50, TF(t) = (t — 1) £ (1)
Vysledky: 1. (i) ||T']] = 1, nabyva se, T' je prosté, neni na; (ii) ||T|| = 1, nabyva se, T je prosté,
nenf na; (iii) || 7| = 1, nabyva se, T neni prosté, ker ' = { f € LP([0,1]) : f =0 s.v. na [0,1/2]},
T neni na; (iv) |T|| = 1, nabyvéa se, T neni prosté, kerT' = {{z,}’2, : xp =0prok > 2}, T
je na; (v) |T|| = 1, nabyva se, T je prosté a na; (vi) |T'|| = 1/2, nenabyva se pro p € [1,00),
nabyva se pro p = 0o, T je prosté, neni na.

9. cviceni
1. Spoctéte Fourierovu transformaci nasledujicich funkei.

(i) f(z) = xX(—l,l)(x)§

(i) f(z) = ax 1 1) (@)

(i) /() = (@ — x0) (@);

(iv) f(z) = zsinwx(—1,1)(®);

(v) f(z) = x(01)(x), odtud pak odvod'te pomoci vlastnosti Fourierovy transformace Fourie-
rovu transformaci funkee g(z) = x(4,6)(2);

Visledky: 1. (i) f(t) = i\/2(<t — sty ¢ £ 0, f(0) = 0; (i) f(t) = 15 - i\/g(cozi _ Sitnji)’
t#&ﬂmzmamﬂwzm@fﬂﬁtﬁm>t¢ 0, F(0) = 05 (iv) f() = = (55" —
P~ SRS, t L1 F(-D) = F) = (-2 (v) ) = g e
Gt) = =S (i) Flo) = /2t 1 £ 0, J(0) = S (vii) F(1) = /2 (vil)

) — 28242
Fioy= /2622
10. cviceni
1. Najdéte redlnou a imaginarni ¢ast nasledujicich komplexnich ¢isel.
. 1 .
(1) 7,’
(i) 15
2. Najdéte vsechny hodnoty komplexnich odmocnin (tj. v8echna feSeni rovnice z™ = a, pokud je
v zaddn{ uvedeno {/a).

(i) V1;



(v) f(z) = ](Rez) — (Im 2)?| + 2i| Re z - Im z2|.
4. Nechf f je holomorfni funkce na C, kterd nabyva pouze redlnych hodnot. Dokazte, Ze f je
konstantni.
5. Necht f je holomorfni funkce na C takové, Ze f je holomorfni. Dokazte, ze f je konstantni.

Visledky: 1. (vysledek ve tvaru Re z,Im z) (i) 0, —1; (ii) 0, 1.

2. (1) 1, -5 + i@, —1- i@; (i) v/2(cos %77 + isin %77), v/2(cos %ﬂ' + isin %ﬂ').

3. (i) nikde; (ii) v bodech, kde Im z = 0; (iii) v bodé 0; (iv) nikde; (v) v bodech, kde 0 < Im z <
Re z, nebo Rez < Imz < 0, nebo 0 < —Rez < Im 2, nebo Imz < —Rez < 0.

11. cviceni
1. Spoctéte f7 f, kde

(i) f(z) =Tmz,(t) =", 0 <t < ;

(ii) f(z) = Rez, v je orientovany interval [0, 1 + 7].
2. Spoctéte f,y f,kde f(z) = Z(Zil) a 7 je kladné orientovana kruznice o poloméru 3 a st¥edu
(i) 0; (ii) 1; (iii) 2.
3. Spoctéte fw f, kde f(z) = m a v je kladné orientovand kruznice o poloméru i a stfedu
(i) 0; (i) 1; (iii) 2.
4. Spoctéte f [, kde v je kladné orientovand kruznice o sttedu 0 a poloméru 2 a (i) f(2) = z5—;
(i) f(2) = &5 (i) £(2) = "H5T
Visledky: 1. (1) —3; (i) 1.
2. (1) —2mi; (1) 7 ; (iii) O

);

z

3. (i) 0; (i ) m (iii) 0. '
4. (1) mi(e — 3); (i) mi(e — ¢ — 2); (iii) G (e —e7?).

12. cviceni

1. Najdéte a klasifikujte izolované singularity nasledujicich funkei:
) £() = bl
i) f(2) = &5
if) (2) = 925

vi) f(z) = =5 3_zl+27

(vil) f(z) = cos ex.
Visledky: 1. (i) v bodé —1 odstranitelna singularita, v bodé —2 pdl ndsobnosti 1; (ii) pdl
nasobnosti 1 v bodech (2k + 1)xi, k € Z; (iii) v bodé 0 odstranitelna singularita; (iv) v bodé

0 pdl nasobnosti 2; (v) v bodé 0 podstatnd singularita; (vi) pél ndsobnosti 1 v bodech —2 a 1;
(vii) v bodé 0 podstatna singularita.

13. cviceni
1. Najdéte pdly nasledujicich funkei a spoctéte ptislusna rezidua.

0) 7(2) = (24)




sin 2z

iif) f(2) = Gty

(i) f(2) = gy
(

2. Spoctéte nasledujici integraly.
(0) fo" s
0 1—‘,—5111 z’
(ii) fo° 2L o,
27rx +dlm .
(111) 2 34cosx’
(IV) 2 " 5 Cc;jc?)asc:p d$;
(V) ™ 1cos x :
+sin? CC
(Vl fO 3:2+4 :B2+9)
(vii) fo x2+1 5 dx;

(Vlll) f m dx.

Vysledky: 1. (i) pél ndsobnosti 3 v bodé —3i, reziduum —3(1 + 3i); (ii) pSl ndsobnosti 2 v bodé
i, reziduum —i/4; pdl ndsobnosti 2 v bodé —i, reziduum i/4; (iii) pél ndsobnosti 3 v bodé —1,
reziduum 2sin 2.

2. (i) V2m; (i) J53 (ii) 53 (iv) §: (v) (V2= 5)m; (vi) gg: (vid) {53 (viid) — 5.



