Cviceni z Matematické analyzy 2
Letni semestr 2023-2024

1. cviceni
1. VysSetiete konvergenci nasledujicich fad.
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2. Zkonstruujte posloupnosti {a, }22;, {b, }52, takové, ze 7 | a, diverguje, Y ° | b, diverguje,
ale Y~ (a, + by) konverguje.

Vysledky: 1. (i) diverguje; (ii) konverguje; (iii) konverguje; (iv) konverguje; (v) diverguje; (vi)
diverguje; (vii) konverguje; (viii) konverguje; (ix) konverguje; (x) konverguje; (xi) diverguje; (xii)
konverguje; (xiii) konverguje; (xiv) konverguje.

2. cviceni

1. VySetiete konvergenci nasledujicich tad.
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2. Zkonstruujte kladnou posloupnost {a,}5°; takovou, ze limsup,, . aZ“ > 1, ale > 07 ay
konverguje.




2

Visledky: 1. (i) konverguje pro x < 0, diverguje pro x > 0; (ii) diverguje; (iii) konverguje; (iv)
konverguje; (v) konverguje; (vi) konverguje pro x < 0, diverguje pro x > 0; (vii) konverguje;
(viii) konverguje; (ix) diverguje; (x) diverguje; (xi) diverguje.

3. cviceni

1. VySetiete konvergenci nasledujicich rad.
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2. Necht {a,}22, je posloupnost nezapornych redlnych ¢isel. Rozhodnéte, zda plati
(i) pokud Y>° , a? konverguje, pak > oo an konverguje;
(ii) pokud Y°° | an konverguje, pak Zn L a2 konverguje.

Vysledky: 1. (i) konverguje pro a < 1, diverguje pro a > 1; (ii) konverguje pro 8 > 1/2, diverguje
pro 8 < 1/2; (iii) diverguje; (iv) konverguje pro a > —2, diverguje pro o < —2; (v) konverguje;
(vi) konverguje; (vii) konverguje pro p > 1, diverguje pro p < 1; (viii) diverguje.

2. (i) ne; (ii) ano.

4. cviéeni
1. VySetiete konvergenci a absolutni konvergenci nasledujicich tad.
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2. Najdéte nezapornou posloupnost {a,}5, takovou, ze lim, ,ocan, = 0, ale Y o2 (—1)"ay,

diverguje.

Viysledky: 1. (i) konverguje neabsolutné; (ii) pro |z| < 1 konverguje absolutné, pro |z| > 1
diverguje, pro z = 1 konverguje neabsolutné, pro z = —1 diverguje; (iii) konverguje neabsolutné;
(iv) konverguje absolutné pro z € R; (v) konverguje neabsolutné; (vi) konverguje neabsolutné;
(vii) konverguje neabsolutné; (viii) konverguje absolutné; (ix) pro |z| < 1 konverguje absolutné,
pro |z| > 1 diverguje, pro |z| = 1 konverguje neabsolutné.

5. cviceni
1. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci nasledujicich fad.
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2. Vysetiete konvergenci nasledujicich tad.
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3. Vysetiete konvergenci a absolutni konvergenci nasledujicich fad.
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4. (i) Necht > | a, konverguje. Rozhodnéte, zda pak musi konvergovat i Y oo (a2n—1 + azy).

ii) Necht >~ °° | (agn—1 + a2,) konverguje. Rozhodnéte, zda pak musi konvergovat i Y -

n=19%
Visledky: 1. (i) konverguje neabsolutné; (ii) konverguje neabsolutné; (iii) konverguje neabsolutné.
(i) konverguje; (ii) diverguje; (iii) konverguje.

(i) konverguje neabsolutné; (ii) konverguje absolutné; (iii) diverguje.

(i) ano; (ii) ne.
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. cviceni
1. Dokazte, ze nasledujici fady konverguji pro vsechna z € C z dané mnoziny.
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2. Vysetrete konvergenci nasledujicich rad.
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3. Najdéte posloupnosti {a, 152, {b,}52, takové, ze > 2 | a, konverguje, > .~ | b, diverguje a
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Visledky: 2. (i) diverguje; (ii) konverguje; (iii) konverguje; (iv) konverguje; (v) konverguje.

7. cviceni

1. Vyjadiete primitivni funkce na maximdélnich intervalech existence:
(i) [(2' —e” + 2 — cosz) dx
(ii) [tan®zdx
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Vysledky (az na konstantu) 1. (i) 1111 e’ +2log |z| —sinz na (—o00,0) a (0,00); (ii) tanz — x
na kazdém z intervala (=% + km, Z + kn), k € Z; (iii) 23 — 32%e” + 6ze® — 6e” na R; (iv)

—Ze%cosz + 2e?sinz na R; (v) —m na (—o0,—2) a (—%,00); (vi) arctan(z + 2) na R; (vii)
3log|z + 3| na (—oo,—3) a (—3,00); (viii) —1 — 523 — % na (—00,0) a (0,00); (ix) z?sinz +

2z cosz—2sinx na R; (x) arctan(z+1) na R; (xi) %2 arctan z— £ 4 2802 na R; (xii) z log(2z) —

a (0,00); (xili) z%ze* cosbx + ﬁeaz sin bz na R; (xiv) $e%(zsinz 4+ x cosz — sinz) na R.

8. cviceni
1. Vyjédi"ete primitivni funkce na maximalnich intervalech existence:
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2. Necht f a g jsou funkce definované na R. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich implikaci:
(i) Pokud existuje primitivni funkce k f a g na R, pak existuje i primitivn{ funkce k f + ¢g na R.
(ii) Pokud existuje primitivni funkce k f + ¢ na R, pak existuje i primitivni funkce k f a g na R.

Viysledky (aZ na konstantu) 1. (i) 3 arctan(z?) naR; (ii) — log | cos z| na kazdém z intervalit (—Z -+
kn,54km), k € Z; (iii) % sgnx na R; (iv) log | sin 2| na kazdém z intervalt (k, 7r—|—k7r) keZ;(v )
3 tan(z%) na kazdém z intervalt (/=3 + km, /5 + kn), k € Z; (vi) 3(1+log $)2 —2(1+log x)

na (1,00); (vii) 2(sin ac)% — 2(sin x)% + 2 (sin m)%l na kazdém z intervalu (2km, 2km + ), k € Z;

(viii) —e~* arctan e” — } log HQEQT na R; (1X) log [ tan 5| na kazdém z intervalu (km, k7 +7), k € Z;
1
(X) F(ﬂj):{_2$2_x’1 ZL‘G(_l a_i);
" +x+35, x€[-3,00)
sinz + 4k, x €[5 +2km, 5 +2kn], k€ Z
—sinz +4k+2, z € (% +2km, 3L +2kn), keZ
2. (i) plati; (ii) neplati.
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9. cviceni
1. Vyjadfete primitivni funkce na maximalnich intervalech existence:
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Vijsledky (aZ na konstantu): 1. (i) 3

3+31og [r—2] na (—50,0), (0,2), (2,3) a (3, 50);
na (—oco,~1), (~1,1) a (1,00); (iv) §log Sl
2log|m+2\ - % na (—oo,—4), (—4,-2) a 00); (vi) tloglz — 1| — tlog|l + z| —
%arctanx na (—oo,—1), (—=1,1) a (1,00); (vii) —4\/5 (ac —V2z +1) + 4flog(x + 2z +
1)+ 2[ arctan(v2x — 1) + farctan(\fx—i—l) na R.

arctan (22 7 L) na R; (ii) z—log |z|4+3log |z —
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_|_
(=2
1

\[arctan 2%1 na (—oo,1) a (1,00); (v)

10. cviceni
1. VyJadrete primitivni funkce na maximélnich intervalech existence:
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2. Sestrojte funkci f, kterd ma primitivni funkci na celém R, ale neni spojitd v 0.

Viysledky (az na konstantu): 1. (i) %\/g(arctan(%[l) + (‘4@11)241_)3 na R; (ii) e* — log(1l + e

)
na R; (iii) — log|log:c + 1| 4 tlog|logz — 1| — Jarctanlogz na (0,1), (1,e) a (e,00); (iv)
; )

farctanz + % =g na Ry (v) arctan(:c +1)+ m na R; (Vl) g arctanz + ﬁ na R; (vii
. 1 1 —
—2Z+1log e — 1|+ ¢ log(e®+2) na (—o0,0) a (0, 00); (viii) 5\[ arctan( (\’gfz)—l— 10\[l g 12§z+§

a (0,e7V3), (e7V3,eV3) a (e¥3, 00).

11. cviceni
1. Vyjédfete primitivn{ funkce na maximélnich intervalech existence:
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Vijsledky (aZ na konstantu): 1. (i) —log |/ 2t} —1|+log |,/ £t: +1|—2arctan y/ £ na (—oo, —1)
a (1,00); (i) —2arctany/2=% na (1,3); (iii) —ﬁ —log(Vaz?+2x+2— 2 —1) na R;

xr
(iv) 2arctan 1+z L +log |l — lJr3£| —log |1+ 1+a7’ na (—1,0) a (0,1); (v) 2sgn(z — 1)\/%
na (—oo,1) a (1,2); (vi) 3(vVa2+2z+4 —z) +log(Va?+ 2z +4 -z +1) + 3

2(Va2+2z+4—x—1)
na R; (vii) 6(? — Jx +log Y+ 6%/5 - 2%96 + ﬁ na (0, 00); (viii) —Qarctan,/Hez log |1 —

%;Zﬁ | 4+ log |1 + L:z\ na (—o00,0).

13. cviceni
1. Vyjadrete primitivni funkce na maximaélnich intervalech existence:
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Vysledky (az na konstantu): 1. (i) —log|cosz| —
kmn, 5 +km), k € Z;
(i)

Fl) {10g(1 + S0y 2\/§arctan(i3(2 tan £ + 1)) +2v3km, x € (—m + 2km, 7 + 2km),
€Tr) =

V31 + 237k, =7+ 2km, k€ Z;

(iii) 2sinz+ Sin% +3log|sinx —2| na R; (iv)
z intervalu (k—Tr (kH) ), k € Z;
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(v)

L Llog(cosz+1)+ 3 log|cosz — 1| na kazdém

nzx 4k s s
Fla) = farctan( e )—9:+W, v € (=5 +km, 5+ kn),
(% 1)(5 + k), r=7%5+kn, kel
(vi)

x € (=3 + 2km, 3T + 2km) \ {m + 2kn};

2
F(IB) _ 71+tan%’
0, r=m+2km, ke

14. cviceni
1. Spoététe urcité integraly:
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fo dz
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2. S pouzitim Riemannova integralu spoctéte limity:
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3. Sestrojte omezenou funkci f na (0,1), kterd je na (0,1) spojitd, ale neni tam stejnomérné

spojita.



Vigsledky: 1. (i) <= —log2; (i) Z; (iii) 27 — v/2m; (iii) 502% + Zarctan( Ztan § — =) + 57
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2. (i) log2; (ii) 737

15. cviceni
1. Spoctete ur¢ité integraly:

(i)
(i
(iii) fo V4 —z?dx
1.2
(iv) f xf;;? dx
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2. Vysetrete konvergenc1 nasledujicich integréli:
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3. Sestrojte posloupnost funkei fi : [0,1] — [0,00) takovou, ze limy_,~ fx(x) = 0 pro vSechna

x € [0,1], ale fol fr(z)dz =1 pro k € N. V tomto piipadé

1—hm/fk dw#/ lim iz

a tedy obecné nelze prohodit limitu a integral.
+1-%3; (v) 3—4log2; (vi) m(1+ 2

Visledky: 1. (i) 1-2; (i) $(1—e®); (iii) 5+ (iv) 25 L).
2. (i) konverguje; (ii) konverguje; (iii) konvergUJe pro a < 4; (i ) diverguje; (v) konverguje pro
max{a, f} > 1 > min{a, 8}.

iv) J,

16. cviceni

1. Vyéetrete konvergenci nasledujicich integrali:
floo z ;;n‘r dr, « € R
11) 1 logm dzx
iii fo “(arctanz)® dz, o, B € R

oo 1— cosx
iv) [, ﬂ dz
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vii) fo sin(vx2® + 1 — 2%) dx
viii f02 log(cos ) tan® x dx

1 arCCObx
ix fo log dx

x) fo (m— 2 arctan )% dx

Vy’sledky: 1. (i) konverguje pro a > 2; (ii) konverguje; (iii) konverguje pro a + 8 > —1, a < —1;
(iv) konverguje; (v) konverguje; (vi) konverguje; (vii) konverguje pro a > 1; (viii) konverguje
pro a € (—3,1); (ix) konverguje pro o < %; (x) konverguje pro a > 1.



