KALKULUS 3, ZIMNI SEMESTR 2023-2024
POPIS PREDMETU A INFORMACE K ZAPOCTU
A KE ZKOUSCE

PoPris PREDMETU

Jde o ¢tvrtou cast ¢tyfsemestralniho zékladniho kursu matematické
analyzy pro studenty oboru Finan¢ni matematika. Vénuje se zédkladtim
teorie Banachovych a Hilbertovych prostorii, prostorim LP, Fourierové
transformaci a tvodu do komplexni analyzy. Kurs se sklada z prednasek
a cviceni, je hodnocen zapoctem a zkouskou.

Vzhledem ke spiSe teoretickému charakteru predmétu budou na cvi-
¢eni probirany jak pocetni priklady, tak i priklady teoretické, slouzici
k lepsimu pochopeni latky probirané na prednasce.

ZAPOCET

Postacujici podminkou pro ziskani zapoc¢tu bude alespont 50% tucast
na cvicenich a dvé tispésné napsané zapoctové pisemky. Studenti, kteri
se cviceni pravidelné acastni, ale nékterou ze zapoctovych pisemek ne-
napisi, dostanou moznost si pisemku opravit dodate¢nym vypracova-
nim piikladi zadanych cvicici.

ZKOUSKA

Ziskani zapoctu bude nutnou podminkou pro prihlaSeni se ke zkousce.
Zkouska bude pisemna, v nékterych (spiSe vyjime¢nych) piipadech muze
po pisemné ¢asti nasledovat ¢ast tstni, které se bude typicky konat né-
sledujici pracovni den po konani pisemné ¢asti. V zimnim zkouskovém
obdobi jsou vypsany ¢tyfi terminy zkousky, podrobnéjsi informace o
Case a misté konani téchto zkousek lze nalézt v SISu. V pripadé zajmu
student bude po skonceni zkouskového obdobi vypsan paty (a po-
sledni) termin zkousky.

Zkouska se bude sklddat ze dvou c¢asti: pocetni a teoretické. Obé
¢asti zkousky budou zadény zaroven a cas k jejich vypracovani bude
150 minut. Povoleny jsou pouze bé&zné psaci potieby.

Pocetni ¢ast zkousky bude obsahovat tii priklady z latky probirané
v pribéhu semestru. Konkrétné ptijde o priklady z nasledujicich partii:

e Banachovy prostory nebo Hilbertovy prostory (10 bodu)

e Fourierovy fady nebo Fourierova transformace (10 bodi)

e Komplexni analyza (10 bodu)

V teoretické ¢asti zkousky bude mit student za tkol zformulovat
jednu definici a ¢tyfi véty z prednasky. Dale bude zadana téz jedna
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teoretickd otazka. Teoreticka Céast zkousky se tedy bude sklddat celkem
z Sesti otazek, za kazdou z nich bude mozné ziskat nejvyse pét bodi.
Znalost definic a vét z kapitoly 1 (metrické prostory) se predpoklada
a je nutna pro porozuméni dalsi latce. Otazky 1 - 5 z teoretické c¢asti
zkousky budou nicméné zaméreny na formulace definic a vét z kapitol 2
- 6. Posledni teoreticka otédzka se mize tykat jakékoliv kapitoly, véetné
té o metrickych prostorech.

Celkové hodnoceni zkousky

Student tspésné slozi zkousku, pokud ziska alespon 16 bodu jak z po-
¢etni, tak i z teoretické ¢asti zkousky a jeho celkovy soucet za obé ¢asti
zkousky bude alespon 35 bodu. K celkovému hodnoceni znamkou vy-
borné je navic tieba ziskat dohromady za obé ¢ésti zkousky alespon 52
bodt, a k celkovému hodnoceni znamkou velmi dobre je tieba ziskat
dohromady alespon 43 bodi. Pokud student slozi zkousku, ale ziska
dohromady méné nez 43 bodi, bude jeho zkouska hodnocena znamkou
dobre. V piipadé, ze bude student pozvan k dstni zkousSce, muze byt
jeho bodové hodnoceni (a tedy i vysledna znamka) na zakladé tstni
zkousky jesté mirné poupraveno.

Vzor pocetni casti zkousky

Piiklad 1. (10 bodt) Dokazte, ze

1
o) =1 - | fend
0
je omezeny linearni funkcional na prostoru C([0,3]) a spoc¢téte jeho
normu |[[¢||.
Piiklad 2. (10 bodu) (i) Spoc¢téte Fourierovu transformaci funkce
2r|x|, =z e |—1,1],
fy = [VERl wel-n
0, reR\[-1,1].

(ii) S pomoci vysledku ¢asti (i) spoctéte Fourierovu transformaci
funkce g(x) = f(4z +6).

Priklad 3. (10 bodu) Spoc¢téte integral

/271' dz
o (B+4cosx)?

Vzor teoretické Casti zkousky

Otazka 1. (5 bodu) Napiste definici Fourierovy transformace funkce
felL?
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Otazka 2. (5 boda) Zformulujte vétu o vztahu konvergence v LP a
bodové konvergence.

Otéazka 3. (5 bodi) Zformulujte vétu o maximalni ortonorméalni mno-
ziné v Hilbertové prostoru.

Otéazka 4. (5 bodi) Zformulujte Hahnovu-Banachovu vétu.

Otazka 5. (5 bodt) Zformulujte vétu o Cauchyovych-Riemannovych
podminkéach.

Otazka 6. (5 bodu) Naleznéte funkei definovanou na intervalu (0, 1),
ktera je na tomto intervalu esencialné omezené, ale nikoliv omezené.

Seznam definic a vét, jejichz znalost bude pozadovana pri teoretické
c¢asti zkousky (otazky 1-5).

Definice:
sdruzené exponenty
prostory LP(X, pu), 1 <p < oo
esencialni supremum, esencidlné omezena funkce
jednoduchéa funkce
nosi¢ funkce
prostory C.(R") a Cy(R")
prostor se skalarnim soucinem
Hilberttv prostor
konvexni mnozina
kolmost vektori, x*, M=+
ortonormalni mnozina
Fourierovy koeficienty v Hilbertové prostoru
izometrie
ortonormalni baze
izomorfismus Hilbertovych prostori
Castecné usporadana mnozina
Fourieriiv koeficient a Fourierova fada funkce f € L'(T)
normovany linearni prostor
Banachiv prostor
norma linedrniho zobrazeni, omezené linearni zobrazeni a funkcional
mnozina typu Gy
komplexni mira, totalni variace miry
Fourierova transformace funkce z L*
Fourierova transformace funkce z L?
konvoluce
souvisla mnozina
oblast



derivace komplexni funkce komplexni proménné

holomorfni funkce

cela funkce

mocninna fada v C

cesta, uzavrena cesta

opacné cesta, délka cesty

integral funkce podél cesty

index bodu vzhledem ke kiivce

hromadny bod mnoziny

m-nasobny koren funkce

izolovana singularita

odstranitelna singularita, pol nasobnosti m, podstatna singularita
fetézec, cykl

integral funkce podél fetézce, index bodu vzhledem k cyklu
homotopie kiivek, jednoduse souvisly metricky prostor
meromorfni funkce, reziduum

Laurentova rada, jeji regularni a hlavni ¢ast, konvergence a soucet

Véty:
Jensenova nerovnost (Véta 12)
Hélderova a Minkowského nerovnost (Véta 13)
Holderova nerovnost pro LP prostory (Véta 14)
trojuhelnikova nerovnost pro L prostory (Véta 15)
tplnost LP prostoru (Véta 16)
vztah konvergence v LP a bodové konvergence s.v. (Véta 17)
aproximace jednoduchymi funkcemi (Véta 18)
hustota jednoduchych funkei v LP prostoru (Véta 19)
Luzinova véta (Véta 20)
hustota spojitych funkei v LP prostoru (Véta 21)
uzaveér spojitych funkci s kompaktnim nosi¢em v supremové metrice
(Véta 22)
spojitost skalarniho soucinu a normy (Véta 23)
o prvku s nejmensi normou (Véta 24)
o ortogonalni projekci (Véta 25)
spojité linearni funkcionaly na Hilbertové prostoru (Véta 26)
o kone¢nych ortonormalnich mnozinach (Véta 27)
o ortonormélni mnoziné (Véta 28)
o maximéalni ortonormalni mnoziné (Véta 29)
existence maximalni ortonormalni mnoziny (Véta 30)
charakterizace linearnich zobrazeni (Véta 31)
Baireova véta (Véta 32)
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Banachova-Steinhausova véta / princip stejnomérné omezenosti (Véta
33)

véta o otevieném zobrazeni (Véta 34)

spojitost inverzniho zobrazeni (Véta 35)

Hahnova-Banachova véta (Véta 36)

oddélovani bodu a podprostoru (Véta 37)

omezené linearni funkcionaly na LP (Véta 39)

o reprezentaci nezapornych linearnich funkcionéali na C(K) (Véta
40)

Rieszova véta o reprezentaci dualu k C'(K) (Véta 41)

zékladni vlastnosti Fourierovy transformace (Véta 42)

o konvoluci (Véta 43)

Fourierova transformace konvoluce a derivace (Véta 44)

spojitost Fourierovy transformace (Véta 45)

véta o inverzi (Véta 46)

Plancherelova a Parsevalova rovnost (Véta 47)

Cauchyovy-Riemannovy podminky (Véta 48)

derivace mocninné fady (Véta 49)

o indexu bodu vzhledem ke kiivce (Véta 50)

integral derivace podél uzaviené cesty (Véta 51)

Cauchyova véta pro trojuhelnik (Véta 52)

Cauchyova véta pro konvexni mnozinu (Véta 53)

Cauchytv vzorec pro konvexni mnozinu (Véta 54)

vyjadieni holomorfni funkce mocninnou fadou (Véta 55)

Morerova véta (Véta 56)

o kotenech holomorfni funkce (Véta 57)

o odstranitelné singularité (Véta 58)

klasifikace izolovanych singularit (Véta 59)

Liouvilleova véta (Véta 60)

princip maxima modulu (Véta 61)

zékladni véta algebry (Véta 62)

Cauchyovy odhady (Véta 63)

zachovani holomorfnosti pii lokalné stejnomérné konvergenci (Véta
64)

o lokalni existenci inverzni funkce (Véta 65)

véta o otevieném zobrazeni pro holomorfni funkce (Véta 67)

o prosté holomorfni funkci (Véta 68)

globélni Cauchyova véta a Cauchyuv vzorec (Véta 69)

Mafiikova véta (Véta 70)

zachovani indexu pti homotopii (Véta 71)

reziduova véta (Véta 72)

nékteré metody vypoctu rezidui (Véta 73)



rozvoj holomorfni funkce v mezikruzi do Laurentovy fady (Véta 74)
charakterizace izolovanych singularit pomoci Laurentovy fady (Véta
75)



