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POPIS PREDMETU A INFORMACE K ZAPOCTU
A KE ZKOUSCE

PoPIS PREDMETU

Jde o zakladni kurs teorie miry a integralu pro studenty programu
Obecné matematika. Kurs se skldda z prednasek a cviceni, je hodnocen
zapoctem a zkouskou.

ZAPOCET

Postacujici podminkou pro ziskani zapoc¢tu je alespon 50% ucast na
cvicenich a dvé aspésné napsané zapoctové pisemky. Studenti, ktefi se
cviceni pravidelné ucastni, ale nékterou ze zapoctovych pisemek nena-
pisi, dostanou moznost si pisemku opravit dodate¢nym vypracovanim
prikladi zadanych cvicicim.

7ZKOUSKA

Ziskéni zapoctu je nutnou podminkou pro prihlaseni se ke zkousce.
Zkouska se sklada ze dvou ¢asti - pisemné a ustni. K tomu, aby student
mohl skladat tustni ¢ast, musi nejprve tspésné absolvovat pisemnou
¢ast. Pokud student neuspéje u zkousky a méa pravo na opravny termin,
musi znovu absolvovat celou zkousku (tedy véetné pisemné ¢asti bez
ohledu na predchozi vysledek pisemné ¢asti).

Pisemna cast zkousky se skladéa ze ti1 prikladu, za které lze ziskat
celkem 50 bodu. Konkrétné ptjde o priklady z nasledujicich partif:

e Zaména limity a integralu nebo rady a integralu (15 nebo 20 bodi)
e Funkce zavisla na parametru - vypocet, spojitost, diferencovatelnost
(15 nebo 20 bodi)

e Vicerozmérny integral - Fubiniova véta a véta o substituci (15 nebo
20 bodu)

Jestlize student ziska alespon 25 bodi z této ¢asti zkousky, postoupi
k ustni ¢asti. Jestlize student ziskd z pisemné ¢asti méné nez 25 bodu,
bude jeho zkouska hodnocena znamkou neprospél(a).

Cas k vypracovani pisemné c¢éasti je 90 minut. Povoleny jsou pouze
bézné psaci potieby a tahak o velikosti jedné strany A4, ktery si student
pro ucely zkouskové pisemky muze sam pripravit.

Odevzdané pisemky budou opraveny v den konani pisemné casti
zkousky. Studentum, ktefi tispésné slozi pisemnou ¢ast zkousky, bude
emailem zaslan cCas ustni ¢asti zkousky. Tento ¢as zkousky bude pro
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vSechny studenty zavazny. Pokud se student nemtze z vazného divodu
zlcCastnit zkousky v daném case, je povinen co nejdiive kontaktovat
prednésejici a domluvit se s ni na ndhradnim terminu tstni{ ¢asti. Stu-
dentiim, jejichz pisemna c¢ast zkousky bude hodnocena znamkou ne-
prospél(a), bude do SISu zapsana znamka 4. Tito studenti budou mit
moznost seznamit se s hodnocenim své pisemné préace, projevi-li o to
zajem.

Ustni ¢ast zkousky se typicky kona nasledujici pracovni den po pi-
semné casti zkousky. Prvni ¢ast tustni zkousky obsahuje Sest otéazek
usporadanych a priblizné hodnocenych podle nésledujiciho klice:

e klicovy pojem (0 bodi)

e dvé definice a znéni jedné véty (4+4-+4 body)

e formulace a diikaz lehké véty (4 body za znéni a 8 bodu za diikaz)
e formulace a diikaz t&zké véty (4 body za znéni a 12 bodu za dikaz)

K tspésnému slozeni zkousky je tfeba napsat spravné definici kli-
¢ového pojmu a ziskat alespon 25 bodu z této ¢asti zkousky. Student,
jehoz soucet za pisemku a prvni ¢ast Gstni zkousky je navic alespon 60
bodi, dostane rovnéz dopliikovou otazku na implikace. Za tuto otéazku
je mozné ziskat maximalné 10 bodi.

Pri ustni ¢ésti zkousky lze pouzivat pouze bézné psaci potieby, zadné
dalsi pomiicky nejsou povoleny. Seznam klicovych pojmii, definic a leh-
kych a tézkych vét bude k dispozici na konci semestru. Za nezbytnou
soucast znalosti definic a vét se povazuje jejich porozumeéni a schopnost
je pouzivat.

Celkové hodnoceni zkousky

Student tspésné slozi zkousku, pokud ziska alespon 25 bodu jak z pi-
semné, tak i z astni ¢asti zkousky a prokéze znalost klicového pojmu.
K celkovému hodnoceni znamkou viborné je navic tieba ziskat dohro-
mady za obé ¢asti zkousky alespon 85 bodi, a k celkovému hodnoceni
znamkou velmi dobre je tfeba ziskat dohromady alesponn 70 bodi. Po-
kud student slozi zkousku, ale ziska dohromady méné nez 70 bodi,
bude jeho zkouska hodnocena znamkou dobre.

Vzor pisemné Casti zkousky

Piiklad 1. (15 bodu) Vyjadiete integral
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jako soucet fady realnych ¢isel.




Priklad 2. (20 bodu) Necht je funkce F' déana predpisem
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(i) (5 bodi) Naleznéte defini¢ni obor funkce F' (tj. urcete, pro ktera
a € R plati F'(a) € R).

(ii) (10 boda) Pro vSechna a z definiéniho oboru funkce F' spoctéte
F'(a).

(iii) (5 bodu) Pro vSechna a z defini¢niho oboru funkce F' spoctéte
F(a).

Piiklad 3. (15 bodi) Spoctéte integral
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kde M = {(z,y,2) € R®: 2% +¢y* + 322 < 4z, 22 +¢y* < 322, 2 < 0}.

Vzor tustni ¢asti zkousky
Otazka 1.
Otazka 2.
Otazka 3.
Otazka 4.

systému.

0 bodii) Napiste definici kli¢ového pojmu: o-algebra.

4 body) Napiste definici pojmu: borelovské zobrazeni.
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4 body) Napiste definici pojmu: distribu¢ni funkce.
4 body) NapiSte znéni véty: vztah o-algebry a Dynkinova

Otazka 5. (4+8 bodi) Zformulujte a dokazte vétu: Fatouovo lemma.

Otéazka 6. (4+12 bodu) Zformulujte a dokazte vétu: Radonova-Nikodymova
véta.

Implikace. (10 bodi) Necht f je méfitelna funkce na [0, 1]. Které
implikace plati mezi nasledujicimi tvrzenimi? Prislusné tvrzeni bud
dokazte, nebo uvedte protipriklad.

(i) f € L'([0,1]);

(i) f € L*([0,1]);

(iii) £ € L=([0,1]).

Seznam klicovych pojmi
e g-algebra, méritelny prostor
e borelovské mnoziny
e mira, prostor s mirou
e méfitelné zobrazeni
e jednoducha funkce
e Lebesguetyv integral nezaporné funkce
e Lebesguetiv integral funkce z LY (X, p)



e Dynkintv systém
e prostor LP(X,u), 1 <p < oo

Seznam definic
e Gplné mira
borelovské zobrazeni
rovnost skoro vsude
nova definice méritelnosti
o-kone¢né mira
obdélnik, méritelny obdélnik
soucinova o-algebra
fezy mnoziny
esencialni supremum, prostor L>(X, i)
konvergence podle miry
absolutné spojita a singularni mira
e znaménkova mira
o distribu¢ni funkce
e borelovské mira

Seznam lehkych vét
e Existence nejmensi o-algebry (Véta 1.1)
e Spojitost miry (Véta 1.2)
e Meétitelnost slozeného zobrazeni (Véta 1.5)
e Maefitelnost slozeného zobrazeni v R? (Véta 1.6)
e Méfitelnost a limitni prechod (Véta 1.8)
e Aproximace jednoduchymi funkcemi (Véta 1.9)
e Leviho véta pro fady (Véta 2.4)
e Fatouovo lemma (Véta 2.5)
e Linearita integralu (Véta 2.7)
e Lebesgueova véta pro fady (Véta 2.9)
e O spojité zavislosti integralu na parametru (Véta 2.10)
e Vztah o-algebry a Dynkinova systému (Véta 3.2)
e O jednoznacnosti miry (Véta 3.4)
e O méfitelnosti fezu (Véta 3.5)
e Existence a jednoznacnost souc¢inové miry (Véta 3.7)
e Fubiniova véta (Véta 3.9)
e Vztah konvergence v L? a konvergence v mife (Véta 4.1)
e Vztah konvergence s.v. a konvergence v mite (Véta 4.2)
e Existence distribu¢ni funkce (Véta 4.6)

Seznam tézkych vét
e Kritérium méfitelnosti (Véta 1.7)



e Leviho véta (Véta 2.2)

e Lebesgueova véta (Véta 2.8)

e O derivaci integralu podle parametru (Véta 2.11)
e O nejmensim Dynkinové systému (Véta 3.3)

e O méfitelnosti miry fezu (Véta 3.6)

e Radonova-Nikodymova véta (Véta 4.4)

e Lebesguetv rozklad (Véta 4.5)

e Charakterizace distribu¢ni funkce (Véta 4.7)

Seznam vét bez dikazu
e Zuplnéni miry (Véta 1.4)
e O sou¢inu borelovskych mnozin v R™ (Véta 3.10)
e Véta o substituci (Véta 3.11)
e Hahnuv rozklad (Véta 4.3)



