Teorie miry a integralu 1, zimni semestr 2024-2025
Seznam vét z prednasky

1. ZAKLADNI POJMY TEORIE MIRY

1.1. Mnozinové systémy, pojem miry. Necht X je mnozina. Symbolem P(X) zna¢ime
systém vSech podmnozin X.
Definice. Necht A C P(X). Systém mnozin A se nazyva o-algebra, pokud:
(i) X € A,
(i) Ac A= X\Aec A,
(i) Ap € A, keN=| JAp € A
k

Dvojici (X,.A) potom nazyvame méritelngym prostorem.

Poznamka: Kazdd o-algebra je uzaviena i na spocetné pruniky, nebot
[ee] [ee]
() Ar =X\ [JX\ 4.
k=1 k=1

Priklady: (i) {0, X} je o algebra.
(ii) P(X) je o algebra.
(iii) {A C X : A je spocetnd, nebo X \ A je spocetnd } je o algebra.
(iv) {A C N: A je konecnd, nebo N\ A je kone¢nd } neni o algebra.

Véta 1.1 (Existence nejmensi o-algebry). Necht ) # S C P(X) je libovolny systém podmnoZin.
Pak existuje nejmensi o-algebra obsahujici S. Tuto o-algebru znacime o(S).

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor a G(X) zna¢i systém vsech otevienych podmnozin
X. Borelovské mnoziny B(X) tvoii nejmensi o-algebru obsahujici G(X), tedy B(X) = o(G(X)).

Poznamka: (i) Oteviené mnoziny spliuji vlastnosti (i), (iii) z definice o-algebry, ale nejsou
uzaviené vzhledem k dopliku.
(ii) Kazd4 uzaviend mnozina je borelovska, nebot jeji doplnék je oteviend mnozina.

Piiklad: Necht a < b jsou redlnd ¢isla. Pak (a,b), [a,b], [a,b) a (a, ] jsou borelovské podmnoziny
R.
Poznamka: Viechny podmnoziny R nejsou borelovské. Plati dokonce card B(R) < card P(R).

Definice. Necht (X,.A) je méfitelny prostor. Mnozinova funkce p : A — [0, 00| se nazyvé mira,
pokud neni identicky rovna oo a je o-aditivni, tedy

e.) o
pokud Ay € A, k € N jsou po dvou disjunktni, pak x( U Ag) = ZM(Ak)~
k=1 k=1
Trojici (X, A, u) nazyvame prostor s mirou. Je-li u(X) = 1, pak se p nazyva pravdépodobnostni
mira a (X, A, p) pravdépodobnostni prostor.

Pozndmka: Snadno si miizeme rozmyslet, ze z definice plyne

(a) u(d) = 0: volme Ay = 0 pro vSechna k

(b) p(AUB) = u(A)+ u(B) pro A, B € A disjunktni: volme Ay = A, Ay = B, Ay, =0 prok >3
(c¢) u(A) < u(B) pro A,Be A, AC B:z (b) vime u(A) + u(B\ A) = p(B) ap(B\A) >0
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Priklady: (i) Necht zy € X, pak

5, (A) = 1, pokud xg € A,
o 10, pokud ¢ A

je mira na P(X). Tato mira se nazyva Diracova mira v bodé xg.
(ii)
(4) = card(A4), pokud je A koneé¢nd,
a | o, pokud je A nekonecnd

je mira na P(X). Tato mira se nazyva aritmetickd (pocitaci) mira na X.
(iii) Na B(R) lze definovat miru £;, kterd bude spliovat

Li((a,b)) =b—a.

Véta 1.2 (Spojitost miry). Necht (X, A, ) je prostor s mirou, Ay € A, k€ N, A€ A.

(i) Pokud Ay C Ay C ..., U2 A = A (tuto situaci znacime Ay 7 A), pak limy_, o0 p(Ax) =
1(A).

(ii) Pokud Ay D Ay D ..., M2, Ay = A (tuto situaci znacime A \, A) a p(A1) < oo, pak
Poznamka: (ii) neplati bez predpokladu p(A4;) < oo. Necht Ay = [k, 00), pak Ap \, 0, ale

00 = limy, £1(Ak) # L1(0) = 0.
konec prednasky 1.10.2024

Definice. Necht a = (ay,...,ay), b= (b1,...,b,) € R". Mnozinu

W = {x: (x1y...,xy) €ER": a; < x; < b; pro véechna ¢ = 1,...,71}7
a také kazdou mnozinu, kterd vnikne zdménou libovolného ” <” za ” <”  nazveme n-bunka. Objem
n-buriky definujeme jako 0, je-li W = ), a jako vol(W') = II"_, (b; — a;), je-li W # 0.

Véta 1.3 (Rozsifeni elementarniho objemu). Existuje prdvé jedna mira L, na B(R™) takovd,
Ze pro kaZdou n-bunku W plati L, (W) = vol(W).

Poznamky: (i) Z konstrukce miry L,, plyne, ze je-li A C R™ borelovska, ¢ > 0, pak existuje
oteviend mnozina G C R™ takovd, ze A C G a L,(G\ A) < e.

(ii) Mira L, je invariantni vuéi posunuti - pro véechna z € R™ a A € B(R") plati L, (z+ A) =
L, (A).

Definice. Necht (X, A, p1) je prostor s mirou. Rekneme, 7e 4 je tdplnd mira, pokud plati:
je-li A € A splitujici u(A) =0a A" C A, pak A" € A.
Poznamka: V tom piipadé nutné p(A’") = 0.

Véta 1.4 (Zaplnéni miry). Necht (X, A, p) je prostor s mirou. Necht Ay je systém vsech mnozin
E C X, pro néz existuji A, B € A takové, e A C E C B a u(B\ A) = 0. Potom Ay je o-algebra
obsahugici A.

Definugme po(E) = p(A) pro E € Ay. Potom pu = po na A a (X, Ag, o) je prostor s iplnou
mirou.

Definice. Prostor (X, Ay, 110) z predchozi véty nazyvame ziplnénim prostoru (X, A, u), Ag se
nazyva zuplnéni o-algebry A vzhledem k mite p a pg se nazyva zuplnéni miry p.

Definice. Ziplnéni o-algebry B(R"™) vzhledem k £,, ozna¢ime By(R") a nazyvame ji o-algebrou
lebesgueovsky meritelnych mnoZin. Odpovidajici ziplnéni miry £,, zna¢ime opét L£,, a nazyvame
ho Lebesgueova mirou.



1.2. Méritelné funkce.

Definice. Necht (X, .A) je méfitelny prostor a (Y, 7) metricky prostor. Rekneme, ze zobrazeni
f: X =Y je meritelné, jestlize f~1(V) € A pro kazdou V C Y otevienou.

Navic, je-li (X, p) metricky prostor a A = B(X) systém vsech borelovskych mnozin, pak
zobrazeni f nazyvame borelovské.

Poznamka: Necht (X, ), (Y,7) jsou metrické prostory. Pak zobrazeni g : X — Y je spojité
pravé tehdy, kdyz g— (V) je oteviend pro kazdou V C Y otevienou. Kazdé spojité zobrazenf je
tedy borelovské.

Priklad: Necht (X,.A) je méfitelny prostor, A C X. Pak charakteristickd funkce mnoziny A

definovand vztahem
(2) 1, z€A
€Tr) =
xa 0, z¢ A
je méfitelna praveé tehdy, kdyz A € A.
Véta 1.5 (Méfitelnost slozeného zobrazeni). Necht (Y, T), (Z, o) jsou metrické prostory a (X, .A)

je méritelny prostor. Necht g : Y — Z je spojité a f : X — Y je méritelné zobrazeni. Potom
go [ je méritelné zobrazend.

konec prednasky 8.10.2024

Véta 1.6 (Méfitelnost slozeného zobrazeni v R?). Necht (X, A) je méfitelny prostor, u,v :
X — R jsou redlné méritelné funkce. Necht (Y,T) je metrickij prostor a ® : R? — Y je spojité
zobrazeni. Definuyme h(x) = ®(u(x),v(x)), pak h: X =Y je méritelné zobrazeni.

Dausledek: Necht (X, .A) je méfitelny prostor, f, g : X — R jsou méfitelné. Pak f+ g a fg jsou
rovnéz méritelné. Staci pouzit predchozi vétu na u = f, v = g, ®1(x,y) = z+y a Po(x,y) = xy.

Véta 1.7 (Kritérium méfitelnosti). Necht (X, A) je méritelny prostor, (Y, ) metricky prostor
af: X—>Y.

(i) Je-li M systém vsech mnozin A CY, pro néz je f~1(A) € A, potom M je c-algebra.

(i) Je-li f méritelnd, B C'Y borelovskd, potom f~1(B) € A.

(iii) Je-li Y = [—00,00|, pak f je méritelnd prdave tehdy, kdyz f~'((a,oc]) € A pro vsechna
a € [—o0, 00].

Pozndmka: Na mnoziné Y = [—o00, 0] = RU {—00, 0} lze zavést metriku vztahem 7(z,y) =
|f(x) = f(y)|, z,y € Y, kde
_]_7 xTr = —OO7
@)= 15 weR
1, T = 00.

Lze ukazat, ze oteviené mnoziny v (Y, 7) jsou pravé ty, které lze zapsat jako sjednoceni spocetné
mnoha otevienych intervali nebo intervala typu [—oo,a), (b, 00), kde a,b € [—00, x0].

Véta 1.8 (Méritelnost a limitni piechod). Necht (X, A) je méritelny prostor a fr : X —
[—00, 00] jsou méritelné funkce, k € N. Definujme g = suprenfr o f = limsupy_, . fix. Potom f
a g jsou meritelné funkce.

Poznamka: (i) Analogické tvrzeni plati téz pro inf a liminf.
(ii) Limita posloupnosti méfitelnych funkei je métitelna funkee.
(iii) Jsou-li f, g métitelné, pak max{f, g} a min{f, g} jsou rovnéz méritelné.

Definice. Necht X je mnozina a s : X — [—00, 00| je funkce. Rekneme, ze s je jednoduchd
funkce, pokud s(X) je konetnd podmnozina [0, co).
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Poznamka: (i) Kazdou jednoduchou funkci lze zapsat ve tvaru s(z) = Zle a;x4,(x), kde
keN, a; € [0,00) a A; jsou po dvou disjunktni podmnoziny X.

(ii) Lze ukazat, ze jednoduchd funkce s z ¢asti (i) je méfitelnd préavé tehdy, kdyz jsou vSechny
mnoziny A; méfitelné.

Véta 1.9 (Aproximace jednoduchymi funkcemi). Necht (X,.A) je méritelny prostor a f: X —
[0,00] je méritelnd funkce. Pak existuji jednoduché méritelné funkce sy takové, Ze s 7 f (1.
0<s1 <sy<..., limpoo sk = f)

Dusledek: Necht f, g : X — [0, 00] jsou méFitelné. Pak f+g, fg jsou méritelné funkce. (Vyrazy
0- 00 a oo -0 definujeme jako 0 - viz pristi kapitola.)

Pozndmka: Necht f,g: (X, A) — R jsou méritelné. Pak mnoziny
{f<gt={zeX: flx) <gl@)} {f <9}, {f=9} {f #9}

patii do o-algebry A (ve vSech piipadech jde o vzor borelovské mnoziny pii méfitelném zobrazeni

f—9).
2. KONSTRUKCE LEBESGUEOVA INTEGRALU

2.1. Definice abstraktniho integralu. Domluvme se, Ze pro vsechna a € [0, 00] mame a +
oo =o00aproa>0jea-0o=o00-a=o0c0. Dile definujeme 0- 0o =00-0=0.

Definice. Necht (X, A, i) je prostor s mirou a s = Ele aix 4, je jednoducha meétitelnd funkce.

Pro E € A definujeme
k
/ sdp = Z%‘H(Ai NE).
E i=1

Pro f: X — [0, 00] méfitelnou definujeme (abstrakini) Lebesgueiv integrdl
/ fdu= sup{/ sdu: 0<s<f, sjejednoducha méfitelné}.
E E

konec prednasky 15.10.2024

Poznamka: Necht vse je jako v definici vyse.
(i) Je-li f(z) =0 pro vSechna x € E, pak [ f du =0 (a to i v piipadé, ze u(E) = o).
(ii) Je-li u(E) =0, pak [ f du =0 (a toi v piipadé, ze f = oo na E).
(i) f f du = [y Fxe du

Umluva: V celé této kapitole bude (X, .A, 1) znagit prostor s mirou.

Tvrzeni 2.1 (Monotonie integralu). Necht f,g : X — [0,00] spliuji f < g na X. Pak pro

E € A plati
[ rans [ gan
E E
2.2. Leviho a Lebesgueova véta.

Véta 2.2 (Leviho véta). Necht fi, : X — [0, 00] jsou méritelné funkce, k € N, a fr, /* f. Pak f

je méritelnd a
/fd,u: lim/fkd,u.
X k—oo Jx

Véta 2.3 (Linearita integralu pro nezédporné funkce). Nechf f,g : X — [0,00] jsou méritelné

funkce. Potom plati
/(f+g) duz/ fdu+/ g dp.
X X X
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Véta 2.4 (Leviho véta pro fady). Nechf fi, : X — [0, 00] jsou méritelné funkce, k € N. Potom

/){(ifk) du=§/xfk dp.

Véta 2.5 (Fatouovo lemma). Nechf f, : X — [0, 00] jsou méritelné funkce, k € N. Potom

/(hmmf fr) dp < hmmf/ S dp.
X

Poznamka: Nerovnost ve Fatouové lemmatu muze byt ostra. Zvolme f; = kX(o, 1), k € N.
Potom plati

1 1
/ lim fi(x) dx = / liminf fi(z) de =0,
0 k—o00 0 k—o00

ale

1 1
lim / fr(x) de = lim inf/ fr(x) de = 1.
k—o0 0 k—oo 0

Definice. Ozna¢me L'(X,u) mnozinu vSech méfitelnych funkef f : X — [—o0,c], pro které
Jx |fldp < oo. Pro f e LY(X,p) a E € A definujeme (abstraktni) Lebesguetiv integrdl jako

/fdu /f+du /f m

kde fT, f~ znaéi kladnou, resp. zadpornou ¢ast funkce f. Funkce z L'(X, 1) nazyvame lebesgu-
eovsky integrovatelné funkce.

Poznamka: Je-li f € LY(X, ), pak |f| € L*(X,u), tj. Lebesguetv integrél je absolutné kon-
vergentni. Tuto vlastnost nema Newtonuv integral.
konec prednasky 22.10.2024

Poznamka: Je-li f méfitelnd, pak fT = max{f,0}, f~ = min{f,0} a |f| = fT + f~ jsou
méfitelné, a definice Lebesgueova integralu je tedy korektni.
Poznamka: Necht f € L'(X, ). Oznaé¢me N = {x € X : f(z) € {—o0,00}}. Pak pu(N) = 0.

Tvrzeni 2.6 (Integrél a absolutni hodnota). Necht f € L'(X,u). Pak

]/deu\g/xuwu.

Véta 2.7 (Linearita integralu). Nechf o, B €R a f, g € L} (X, ). Pak af +Bg € LY (X, 1) a

/X(aerBg)du:oz/dequ/B/ngﬂ.

Véta 2.8 (Lebesgueova véta). Nechf f, : X — [—o0,00] jsou méritelné funkce, k € N, a
f =limg_,o0 fr. Necht ddle existuje g € L' (X, i) takovd, ze |fr(x)| < g(x) pro vsechna k €N a

x € X. Potom
lim/|fk—f|d,u:0 a /fd,u: lim/fkdu.
k—o00 X X k—o00 X

2.3. Rovnost skoro vsude a upravena definice méritelnosti.

Definice. Necht E € A. Rekneme, ze vlastnost V plati skoro vsude na E, jestlize existuje N € A
takova, ze u(N) = 0 a vlastnost V plati na £\ N.

Rekneme, ze funkce f,g : X — R jsou ekvivalentni a znacime f ~ g, jestlize f = g skoro
viude na X, tedy u({z € X : f(x) # g(z)}) = 0.
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Definice. (nova definice méfitelnosti) Necht (X,.A, p) je prostor s mirou a f : E — R pro
E ¢ A. Rekneme, 7e f je méritelnd na X, jestlize (X \ E) =0 a f~5(V) N E je méfitelnd pro
kazdou V' C R otevienou.

Piiklad: Funkce f(z) = 1 je méfitelnd na [0, 1].

Poznamka: (i) Definujeme-li

) f(x) prozek,
(x)_{() proz € X\ E,

kde f, E jsou jako vyse, pak f = f skoro vSude a f je métitelnd podle staré definice.

(ii) Stale plati, ze limita méfitelnych funkei je métitelnd (nebot spocetné sjednoceni nulovych
mnozin je nulovd mnozina).

(iii) Lze ukazat, ze Leviho a Lebesgeuova véta plati i v piipadé, ze limg_,o fr(z) = f(z) pro
s.v. x € X.

Véta 2.9 (Lebesgueova véta pro fady). Necht fi, : X — [—o00,00] jsou méritelné funkce, k € N,
anecht Y 32 1 [ | frldn < oo. Potom f(x) = Y32, fi(x) konverguje absolutné pro skoro viechna

reX a
/fdu / ka dyi = Z/fkd,u

2.4. Integral zavisly na parametru.

Véta 2.10 (O spojité zavislosti integralu na parametru). Nechf T' je metricky prostor, ag € T
a necht f: X xT — R. Necht

(1) pro vsechna o € T je funkce x — f(x, ) méritelnd;
(17) pro vSechna x € X je funkce o — f(x, ) spojitd v ayp;
(i3) existuje g € LY(X, ) takovd, ze |f(z,a)| < g(x) pro vsechna x € X a a € T.

Potom funkce F' definovand predpisem

— [ e dut@). acr.
X
je spojitd v .
konec prednasky 29.10.2024

Poznamka: Predchozi véta zustava v platnosti i v piipadé, kdy se text “pro vSechna x € X7 v
¢éstech (ii) a (iii) nahradi textem “pro skoro vSechna z € X”.

Véta 2.11 (O derivaci integrilu podle parametru). Necht I C R je otevieny interval a f :
X x I — R. Necht

(7) pro vSechna o € I je funkce x — f(x, o) méritelnd,

(73) pro vsechna v € X a o € I existuje vlastni %(m, a),

(iii) existuje g € L*(X, p) spligict ’%(w, a)‘ < g(z) pro vsechna x € X a a € I,
(iv) existuje oy € I takové, Ze F(ap) = /X f(z,a0) du(z) € R.

Potom F(« fX z,a) du(z) € R pro vSechna o € I, F' je diferencovatelnd na I a plati

of

Fl(a) = o

—(z,a) du(z), «a€l.
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Poznamky: (i) Text “pro vSechna x € X” v ¢éastech (ii) a (iii) lze nahradit textem “pro skoro
vSechna z € X”.

(ii) Predpoklad (iv) je nutny. Polozme F(a) = [ a dx, pak podminky (i) — (iii) jsou
splnény, ale [*_ x da nenf definovén.

ax

Piiklad: Nechi F(a) = [° =<

o —am— dz, pak F je diferencovatelnd na (—1,00),

oo 1
F'(a) :/0 e~ (et DT gy — arl © € (—1,00).

To plyne z predchozi véty, kterou pouzijeme na intervalech tvaru I = (p, ), p € (—1,0). Tedy

F(a) =F(a) — F(0) =log(a+1), ae(—1,00).

Poznamka: (vztah Lebesgueova, Riemannova a Newtonova integralu)
(i) Necht f je riemannovsky integrovateln na [a,b]. Pak f € L([a,b], L1) a

b
® [ 1= s

[a,b]
(ii) Necht f je spojitd na (a,b). Pak (V) f; f konverguje absolutné préavée tehdy, kdyz konverguje
[ (a.b) fdLq. V tomto ptipadé maji oba integréily spole¢nou hodnotu.

3. VICEROZMERNA INTEGRACE

3.1. Fubiniova véta v R".
Definice. Necht X a Y jsou mnoziny a f je funkce na X x Y. Definujeme pro z € X funkci
fw(y):f(xay>7 erv

a pro y € Y definujeme funkci
fUz) = fz,y), ze€X.

Znaé&eni: Pro n € N budeme znacit L'(R") = LY(R", L,,).

Véta 3.1 (Fubiniova véta v R™). Nechf p,q € N, f € LYRPT9), nebo f je lebesqueovsky
meéritelnd na RPYY o f > 0. Potom pro L,-s.v. x € R existuje (pro f > 0 miZe bijt co)

(@)= | fodlq= | [flz,y)dLe(y)
Ra Ra
a pro Lg-s.v. y € R? existuje
vl = [ 5ric, = [ ) deye)
RP RP

a plati

fd£p+q:/ godﬁp:/ Wb dL,.
Rp+aq Rp Ra

Piiklad: [p 2¥x(0,1)x[1,2] (%, Y) dLa(,y) = log%
_ konec ptfednasky 12.11.2024

Priklad: Necht M je mnoZina omezend kiivkami x = 2, y = z, vy = 1. Pak Lo(M) = % —log 2.
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3.2. Dynkinovy systémy.

Definice. Necht Z je mnozina a D C P(Z). Rekneme, ze D je Dynkiniiv systém, jestlize
(i) Z € D,
(it) De D= Z\D €D,

o
(#3i) D;j € D jsou po dvou disjunktni = U D; eD.
j=1

Poznamky: (i) Kazd4 o-algebra je Dynkinuv systém, ale naopak to neplati. Necht Z = {1,2,...,2024},
D ={D C Z: D mé sudy pocet prvku}. Pak D je Dynkinuv systém, ale neni to o-algebra.

(ii) Necht A, B € Da B C A, pak A\ B € D. Pro obecné mnoziny A, B to ale neplati (zvolme
A={1,2}, B=1{2,3} usystému D z ¢asti (i)).

Véta 3.2 (Vztah o-algebry a Dynkinova systému). Nechf D je Dynkiniv systém. Potom D je
o-algebra prdvé tehdy, kdyz D je uzavieny vzhledem k priniku (tedy E,D € D= END € D).

Pozndmka: Nechf Z je mnozina a S C P(Z). Potom existuje nejmensi Dynkinuv systém
obsahujici S, znacime ho §(S). Plati

i(S) = ﬂ{D C P(Z): D je Dynkinuv systém, S C D}.
Ziejmé téz §(S) C o(S).

Véta 3.3 (O nejmensim Dynkinové systému). Necht Z je mnozina a S C P(Z) je systém
mnozin uzavieny vzhledem k pruniku. Potom 6(S) = o(S).

Definice. Mira p na méfitelném prostoru (X,.A) se nazyva o-konecnd, jestlize existuji Sy € A,
k € N, takové, ze u(Sk) < oo pro kazdé k € Na S, 7 X.

Véta 3.4 (O jednoznacnosti miry). Nechl Z je mnozina, S C P(Z) je systém mnoZin uzavieny
vzhledem k priniku, Sy € S pro k € N a Sy, /' Z. Necht py a po jsou miry na o(S), ui1(S) =
w2 (S) pro kazdou S € S a u1(Sk) < oo pro kazdé k € N. Potom p1 = pa na o(S).

Dausledek: Je-li 4 mira na (R, B(R)) takova, ze u(l) = délka(I) pro kazdy omezeny interval I,
pak nutné p = L;.
konec prednasky 19.11.2024

3.3. Souéin mér a Fubiniova véta.

Definice. Necht (X,S), (Y,7) jsou méfitelné prostory. Rekneme, ze M C X x Y je obdélnik,
jestlize existuji A C X a B C Y takové, ze M = Ax B. Pokud A € S a B € T, pak M nazveme
meéritelny obdélnik.

Definujeme soucinovou o-algebru S x T jako nejmensi o-algebru obsahujici kazdy méritelny
obdélnik.

Definice. Necht F C X xY, 2z € X ay €Y. Potom definujeme 7ezy mnoziny FE
E,={yeY: (z,y) e E}aE'={rxec X: (z,y) € E}.

Véta 3.5 (O méfitelnosti fezu). Necht (X,S), (Y, T) jsou méritelné prostory. Necht E € Sx T,
re€XayeY. PakE, €T a EY€S.

Véta 3.6 (O meéfitelnosti miry fezu). Necht (X,S,u) a (Y,T,v) jsou prostory se o-konecnou
mirou a E € § x T. Potom z — v(E;), x € X, je méritelnd funkce na (X,S) ay — pu(EY),
y €Y, je méritelnd funkce na (Y, T).
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Véta 3.7 (Existence a jednozna¢nost sou¢inové miry). Necht (X, S, n) a (Y, T,v) jsou prostory
se o-konecnou mirou. Potom existuje prdvé jedna mira u X v na 8 X T takovd, Ze

(uxv)(Ax B)=u(A)-v(B) pro kazdou A€ S a BeT.
Je-li Q € S X T, pak

(x Q) = [

X

o(Qu) dp(z) = / Q) du(y).

Y

Lemma 3.8 (Méfitelnost fezu funkce). Necht (X,S), (Y,T) jsou méritelné prostory a f je
S x T méritelnd na X xY. Potom pro kazdé x € X je f, T-méritelnd a pro kazdéy €'Y je fY
S-méritelnd.

konec prednasky 26.11.2024

Véta 3.9 (Fubiniova véta). Necht (X,S,u) a (Y, T,v) jsou prostory se o-kone¢nou mirou a
necht f je & x T méritelnd funkce na X x Y. Predpoklddejme, e 0 < f < oo nebo f €
LY(X x Y, x v). Potom pro p-s.v. v € X ezistuje p(x) = fY fz dv, pro v-s.v. y € Y existuje

W(y) = [x Y dp a plati
| sdxn = [ odu= [ va

Poznamka: Je-li ¢*(x) = [} |fo| dv a [ ¢* du < 00, nebo ¥*(y) = [y |fY] dpa [y, ¢* dv < oo,
pak f € LY X x Y, u x v).

Znaceni: Pro n € N znac¢i B" systém vSech borelovskych mnozin v R" a Bj systém vSech
lebesgueovsky méfitelnych mnozin v R™.

Véta 3.10 (O soucinu borelovskych mnozin v R™). Necht p,q € N, pak
BPtd = BP x B C BY x Bi c By
a BYY9 je ziplnenim o-algebry BY x BE vzhledem k mive L, x L.
Poznamka: 7 predchozi véty plyne, ze £,4, je zuplnénim £, x L,. Za pouziti této informace
pak lze dokazat Vétu 3.1 z pfedchozich dvou vét.
3.4. Véta o substituci. Pfipomenme si nasledujici tvrzeni z linedrni algebry.

Tvrzeni: Necht M je matice typu n x n. Potom existuji ortonormalni matice A, B a diagonalni
matice C tak, ze M = ACB.

Disledek. Necht M je regularni matice typu n X n a ¢ je linedrni zobrazeni dané vztahem
o(z) = Mz, z € R™. Pak pro kazdou otevienou mnozinu O plati

Ly (¢(0)) = ‘ det M|[L,(O).

Definice. Necht VV C R” je oteviend mnozina a ¢ : V — R” je zobrazeni tiidy C'. Definujeme
Jakobiho matici zobrazeni ¢ jako

16) 0

ger (2) oot (z)
Do(x) = : . :

O On

Gom(z) ... Gen(a)

a Jakobidn tohoto zobrazeni jako J,(x) = det Dp(x), v € V.

Definice. Necht V C R™ je oteviend mnozina a ¢ : V — R" je zobrazeni tiidy C'. Rekneme,
ze ¢ je difeomorfismus, je-li ¢ prosté a plati J,(x) # 0 pro véechna x € V' (tj. ¢ je regularni).
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Véta 3.11 (Véta o substituci). Necht V- C R"™ je oteviend mnozina a ¢ : V. — R"™ je difeo-
morfismus. Necht M C ¢(V') je lebesqueovsky méritelnd mnozina a f : M — R je lebesqueovsky

meéritelnd funkce. Pak
[ raca= [ (teolldc,
M e~ (M)

pokud md alespon jedna strana smysl.

Piiklad: (zobecnéné polarni soutadnice) Necht a,b >0,V = {(r,a) € R?: r >0, a € (—7,7)}
a zobrazeni ¢ : V — R? je ddno predpisem ¢(r, ) := (arcosa,brsina), (r,a) € V. Pak ¢ je
difeomorfismus a Ji,(r, ) = abr pro (r,a) € V. Je-li E C R? lebesgueovsky méfitelnd mnozina
a f je lebesgueovsky méfitelna funkce na F, pak

/ flx,y)dLo(z,y) :/ abr - f(ar cos o, brsina)dLq(r, ),
E o= 1(E)NV

ma-li alespon jedna strana rovnosti smysl.
konec prednasky 3.12.2024

Pi#iklad: (zobecnéné vélcové souradnice) Necht a,b > 0, V = {(r,a,z) € R3: r >0, a €
(—m,7)} a zobrazeni ¢ : V — R? je ddno predpisem o(r, @, 2) := (ar cosa, brsina, z), (r, a, 2) €
V. Pak ¢ je difeomorfismus a J,(r,a, 2) = abr pro (r,a,z) € V. Je-li E C R? lebesgueovsky
meéritelnd mnozina a f je lebesgueovsky méritelna funkce na F, pak

/ f(z,y,2)dLs(z,y, z) :/ abr - f(ar cosa, brsina, z)dLs(r, a, z),
E o~ 1(E)NV

ma-li alespon jedna strana rovnosti smysl.

Piiklad: (zobecnéné sférické soutadnice) Necht a,b,c > 0, V = {(r,a,8) € R® : r >
0, a € (—m,7),8 € (—7/2,7/2)} a zobrazeni ¢ : V — R3 je ddno piedpisem ¢(r,a,f) =
(ar cos accos B, brsinaccos 3, crsin 3), (r,a,B) € V. Pak ¢ je difeomorfismus a J,(r,a, ) =
aber? cos B pro (r,a, B) € V. Je-li E C R? lebesgueovsky méfitelnd mnozina a f je lebesgueov-
sky meéritelnd funkce na F, pak

/f(x,y,z)dﬁg(x,y,z):/ aber? cos - f(ar cos a cos B, brsin acos B3, cr sin B)dLs(r, v, B),
E o1 (E)NV

ma-li alespon jedna strana rovnosti smysl.

Piiklad: Koule v R? o poloméru 1 méa objem roven %’r.

4. ROZKLAD MER, DISTRIBUCNI FUNKCE A RUZNE DRUHY KONVERGENCE
4.1. Prostory LP a rizné druhy konvergence.

Definice. Necht (X, A, 1) je prostor s mirou a 1 < p < co. Pak definujeme prostor LP(X, u)
jako
LP(X,p):={f: X = [-00,00] : f je méFitelnd a ||f||zr < oo},

11 = ([ 171 d)

Poznamka: (i) Vyraz oo interpretujeme jako co.
(ii) Je-li f € LP(X,pn), pak f je konetna p-s.v. (toto plati téz pro piipad p = oo definovany
nize).

kde

D=
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Definice. Necht g : X — [0, 00] je métitelnd. Esencidlni supremum g definujeme jako
esssupg :=inf{a > 0: pu({z € X : g(z) > a}) = 0}.
Prostor L*°(X, i) definujeme jako
L®(X, ) = {f : X = [~00,00] : [|f]l1 = esssup|f| < oc}.

Tvrzeni: (Cebysevova nerovnost) Necht 1 < p < oo, f € LP(X, i), ¢ > 0. Pak
[2d

cP

p{r e X |f(z)] = c}) <

Poznamka: V prednisce Matematicka analyza 3 bylo dokazano, ze pokud fr — f v LP, 1 <
p < 00, pak existuje podposloupnost fi, takovd, ze fi, () — f(z) pro skoro vSechna z € X.

Definice. Necht (X, A, ) je prostor s mirou a f, fr : X — R jsou méfitelné pro k € N.
Rekneme, ze fi, konverguji podle miry p k f a znacéime fj, LaN f, jestlize pro kazdé § > 0 plati

lim p({z € X |filx) = f(@)] > 6}) = 0.

Véta 4.1 (Vztah konvergence v LP a konvergence v mite). Necht (X, A, u) je prostor s mirou,
1<p<ooaf, fr:X — R jsou funkce z LP(X, ). Pokud f — f v LP(X, ), pak fr *5 f.
Véta 4.2 (Vztah konvergence s.v. a konvergence v mire). Necht (X, A, p) je prostor s mirou,
w(X) < oo, a necht f, fr: X — R jsou méritelné.
(i) Necht fi, — f p-s.v., pak f, 5 f.
(ii) Necht fi LaN [ pak existuje vybrand posloupnost f,, kterd konverguje k f pi-s.v.
konec prednasky 10.12.2024

Priklady: (i) Zkonstruovali jsme posloupnost funkei fi takovou, ze fr - 0v LP, 1 <p<oca
fr — 0 v mife, ale ne s.v. (“klouzajici hrbol”).
(i) fr(z) = é konverguje na (0, 1) k nule v mife a s.v., ale ne v L? pro 1 < p < oc.

4.2. Radonova-Nikodymova véta.

Definice. Necht (X, A) je méfitelny prostor, p, v jsou miry na A. Rekneme, Ze v je absolutné
spojitd vzhledem k p a piSeme v << pu, pokud
pro viechny A € A plati u(4) =0=v(A) =0.
Rekneme, ze v je singuldrni vzhledem k p a piseme vy, pokud
existuje S € A takova, ze u(S) =0av(X\S) =0.
Piiklad: Necht (X, A, ;1) je prostor s mirou, f > 0 méfitelnd na X. Pak v(A) = [, fdu, A€ A,
je mira na (X, .A) spliujici v << p.
Piiklad: Nechf 2 € R, pak pro Diracovu miru v bodé x plati §, L L.

Definice. Necht (X, .A) je méfitelny prostor a p : A — [—00, 00]. Rekneme, ze u je znaménkovd
mira, pokud

(i) u(0) =0,

(7i) p nabyva nejvyse jedné z hodnot —oo, oo,
(e e} [e.e]

(7i) jsou-li Ay € A,k € N, po dvou disjunktni, pak u(U Ag) = ZM(Ak:)-
k=1 k=1
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Véta 4.3 (Hahnuv rozklad). Necht (X,.A) je méritelny prostor, p je znaménkovd mira na
(X, A). Potom existuje P € A takovd, Ze pro kaZdou A € A plati

pANP)>0ap(AN(X\P)) <O0.

Véta 4.4 (Radonova-Nikodymova véta). Necht (X,.A) je méritelny prostor, u,v jsou konecné
miry na (X,A). Pak ndsledugici podminky jsou ekvivalentni:

(i) v << p,
(ii) existuje f € LY(X,p), f >0 takovd, Ze v(A) = / f du pro vsechny A € A.
A

Véta 4.5 (Lebesgueuv rozklad). Necht (X, .A) je méritelny prostor, u, v jsou miry na (X,.A)
takové, Ze v je o-konecénd. Potom existuje jednoznacny rozklad v = v, + vs takovy, Ze v, << u
avslp.

konec prednasky 17.12.2024
4.3. Distribuéni funkce.
Definice. Rekneme, ze F : R — R je distribucni funkce, je-li neklesajici, zprava spojitd,
F(—00) :=1limgyy_oo F(x) =0 a F(c0) := limg_,0o F(x) = 1.
Priklady: (i) F(z) = PQ(Vysledek hodu kostkou je < x)

(i) F(z) = \/%7 I e T dt (distribuéni funkce tzv. normalniho rozdéleni)

Definice. Rekneme, 7e p je borelovskd mira na R™, je-li to mira na (R™, B(R")).

Véta 4.6 (Existence distribu¢ni funkce). Necht p je borelovskd pravdépodobnostni mira na R a
definujme F(x) = p((—oo,z]) pro x € R. Potom F' je distribucni funkce.

Véta 4.7 (Charakterizace distribuéni funkce). Nechf F je distribucni funkce. Potom existuje
pravé jedna borelovskd pravdépodobnostni mira u na R takovd, Ze F(x) = u((—oo, z]) pro x € R.

Piiklad: Polozme Cy = [0, 1] a indukeci definujme C,, = %C’n_l + (% + %Cn_l), n > 1. Mnozina
C = N2, Cp se nazyva Cantorovo diskontinuum. Cantorovu funkci definujeme ndsledovné:
Polozme F(z) =0 proz <0 a F(x) =1proz > 1. Je-li x € (0,1) zapséno v trojkovém rozvoji
jako z =", 24 kde z; € {0,1,2}, pak oznacime n(z) = inf{j € N: z; = 1} a klademe

j=1 33>
) min{x;, 1}
F(z) = Z; — s €0,
j:

Funkce F je distribuénf funkef tzv. Cantorovy miry. Lze ukézat, ze F' je spojitd naR a F'(z) =0
pro Li-s.v. ¢ € R.

Poznamka: Necht F' je distribu¢ni funkce. Pak existuji neklesajici funkce F,, Fo a Fj takové,
ze

F=F,+Fc+Fy
s nésledujicimi vlastnostmi. Funkce skoku Ize napsat jako

Fy(z) = ajXp, ) (@),
=1

Cantorovska Cést je spojitd na R a plati pro ni F/,(z) = 0 pro L'-s.v. x € R a pro absolutné
spojitou ¢ast existuje f € L'(R) takova, ze

Falw) = [ f)dy
konec prednasky 7.1.2025



