Teorie miry a integralu 2, zimni semestr 2025-2026
Seznam vét z prednasky

1. KONSTRUKCE LEBESGUEOVY MIiRY

Piipomeneme:
e Necht (X, ) je metricky prostor, pak borelovské mnoziny B(X) tvoif nejmensi o-algebru
obsahujici oteviené mnoziny.
e 1 je borelovskd mira na R", je-li to mira na (R", B(R")).
e Necht a = (ay,...,a,), b= (b1,...,b,) € R". Mnozinu
W = {x: (x1y...,xy) €ER": a; < x; < b; pro véechna ¢ = 1,...,n},
a také kazdou mnozinu, ktera vnikne zaménou libovolného ” <” za ” <” nazveme n-builka. Objem

n-buiiky definujeme jako 0, je-li W = (), a jako vol(W') = II"_, (b; — a;), je-li W # 0.

Véta 1.1 (Rozsiteni elementarniho objemu, Véta 1.3 z TMI1). Ezistuje prdavé jedna borelovskad
mira L, na R" takovd, Ze pro kazdou n-buriku W plati L, (W) = vol(W).

Jednoznaénost ve Vété 1.1 plyne z véty o jednoznaénosti miry z TMI1, nebof systém n-bunék
je uzavieny vzhledem k pruniku, Sy := (—k, k)" /' R"™ a L,(Sg) < oo, a nejmensi o-algebra
obsahujici vSechny n-buiiky je rovna borelovské o-algebie B(R™).

Nyni vybudujeme teorii potiebnou pro dikaz existence Lebesgueovy miry.

Definice. Necht X je neprdzdnd mnozina. Pak funkce pu* : P(X) — [0, 00| je vnéjsi mira na X,
pokud

(i) p(0) = 0;

(ii) jsou-li A, B C X, A C B, pak p*(A) < u*(B) (monotonie);

(iii) jsou-li A, C X, n € N, pak p*(US2 1 A4,) < >~ 11*(Ay) (spocetnd subaditivita).

n=1

Priklady:
(i) Nulovéa mira, Diracova mira v bodé, aritmetickd mira jsou vnéjsi miry.

(i)
* _ 0, A ::w;
I (A)_{1, AL

je vnéjsi mira, ale neni to mira na R.
(iii)

oo o0

L*(A) = inf {Z vol(I,): AC U I, I, otevieny interval} , ACR,

n=1 n=1
je vnéjsi mira na R.
Definice. Rekneme, ze mnozina A C X je p*-méfitelnd, pokud

VI CX: p*(T)=p (TNA)+ p*(T\ A).
Znacime

Ay ={AC X : Ajep" — méfitelnd} .

Poznamky:
o Vzdy plati p*(T) < p*(TNA)+p*(T\ A), staci tedy pozadovat u*(T) > p*(TNA)+p*(T\ A).
e Je-li p* vnéjsi mira na X, Y C X, pak restrikce p* [y: A — p*(ANY) je rovnéz vnéjsi mira
na X a plati A,« C A -, .
Véta 1.2 (Caratheodoryova). Necht X je neprdzdnd mnoZina a necht p* je vnéjsi mira na X .
Pak Ay~ je o-algebra, p:= p* [4,. je mira a prostor (X, A=, 1) je uplny.
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Priklad: Uvazujme vnéjsi miru

0;
0

RN

A
1, A
na mnoziné X. Pak A, = {0, X}.
Definice. Necht (X, o) je metricky prostor. Rekneme, ze vnéjsi mira p* na X je metrickd, pokud
pro kazdé dvé mnoziny A, B C X splaujici dist(A, B) > 0 plati p*(AU B) = pu*(A) + p*(B).
Piipomenme, ze dist(A4, B) = inf{o(a,b) : a € A, b € B}.
Véta 1.3 (pu*-métitelnost borelovskych mnozin). Necht p* je metrickd vnéjsi mira na metrickém
prostoru (X, p). Pak B(X) C Ajx-.
Definice. Symbolem O,, budeme znaéit mnozinu vSech otevienych n-bunék (véetné prazdné
mnoziny).

Definice. Nechf F C R", pak definujeme

o0 o0
L:(E) = inf {Zvol([i) rEc L, Lie0,, ic N} :
i=1 i=1
Véta 1.4 (o Lebesgueové vnéjsi mite). L} je metrickd vnéjsi mira na R™ a pro vsechny I € O,
plati L (1) = vol(I).
Poznamka: Vnéjsi miru £} nazyvame Lebesgueova vnéjsi mira.
K dukazu Véty 1.4 budeme potiebovat dvé pomocna tvrzeni.

Tvrzeni. Necht ke Na I, I,...,I; € Op.
(i) Jelil = 1U---Ulgali,..., I; jsou po dvou disjunktni, pak vol(I) = vol(I1)+- - -+vol(I).
(ii) Je-li I € 1 U--- U I, pak vol(I) < vol(I1) + - -+ + vol(1).

Definice. Necht § > 0 a E C R". Definujeme

o o0
L£2*(E) = inf {Zvol([i) : EC|J I, I € O, diam(I) <4, i € N} .
i=1 i=1
Pfipomenme, ze diam(A) = sup{|z — y| : =,y € A}.
Tvrzeni. Nechf E C R" a § > 0. Pak £} (E) = £L3*(E).
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Kombinaci Véty 1.2, Véty 1.3 a Véty 1.4 dokdzeme, ze Ly, := L | A, J€ borelovska mira na R™.
Platnost rovnosti vol(W) = L,,(W) pro libovolnou (ne nutné otevienou) n-buiku plyne z toho,
ze kazda n-burnka je prunikem klesajici posloupnosti otevienych n-bunék. Odtud plyne existence
ve Vété 1.1.

Pripomeneme: Pro systém B(R™) vSech borelovskych mnozin v R™ budeme nékdy pouzivat
téz alternativni znaceni B". Déle znacime By systém vsSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin
v R™.
Véta 1.5 (regularita Lebesgueovy miry). Necht E C R™. Pak ndsledujici tvzeni jsou ekviva-
lentni:

(i) E € Ag; ;

(ii) pro kazdé € > 0 ezistuji G C R"™ otevirend a F C R™ uzavrend takové, 2e F C E C G a
L,(G\F)<e¢g;

(iii) ewistugi mnoziny A, B € B" takové, 2e AC EC B a L,(B\ A) =0;
(iv) E € B}



3

Véta 1.6 (Luzinova). Nechf f : R™ — R je lebesqueovsky méritelnd a € > 0. Pak emistuge
G C R" otevrend takovd, Ze L,(G) < € a restrikce f [qc je spojitd.

Poznamka: Puvodni funkce f nemusi byt spojitd v zadném bodé (piikladem je Dirichletova
funkce f = xq).
konec pfednasky 16.10.2025

Poznamka: Neplati, Ze restrikce f na doplnék néjaké mnoziny miry 0 musi byt spojitd. Necht C
je diskontinuum kladné miry, tj. C' = (),—, Cp, kde Cp = [0,1] a Cpy1 (pro n > 0) ziskdme tak,
ze z kazdé komponenty mnoziny C,, vyjmeme centrovany otevieny interval délky a,,1, pficemz
celkova délka vyjmutych intervalu je Y >, 2n=lq, < 1. Zvolme f = xc. Lze ukdzat, ze je-li
N C [0,1] mnozina miry 0, pak funkce f [yc je nespojitd v kazdém bodé = € C'\ N (takovy
bod z existuje, nebot mnozina C'\ N m4 kladnou miru).

2. VETA O ROZSIRENI MiRY

Definice. Nechf X je mnozina, A C P(X). Rekneme, ze A je algebra, pokud
(i) 0, X € A;
(i) Ac A= X \Aec A
(iii) A, Be A= AUB € A.

Poznamka: Kazd4 algebra je uzaviena téz na konetné pruniky.
Piiklad: A= {A C N: A je konetnd nebo N\ A je kone¢na} je algebra, ale nenf to o-algebra.

Definice. Nechf X # () a A C P(X) je algebra. Rekneme, ze funkce i : A — [0, o] je pramira,
pokud

(i) a(0) = 0;

(ii) pro libovolné mnoziny A; € A po dvou disjunktni a takové, ze |J;2, A; € A, plati

fi <U Ai) = i(A).
i=1 i=1

Poznamka: Necht /i je pramira, pak ji je monoténni, tj. jsou-li A, B € A, A C B, pak ji(A) <
i(B).

Véta 2.1 (Hahnova-Kolmogorovova o rozsifeni miry). Necht ji je pramira na algebre A podmnoZin
mnoziny X . Pak existuje mira p na o(A) takovd, zZe i = p na A. Je-li i o-koneénd, pak je u
jednoznacéné urcena.

Poznamka: Rekneme, 7e [i je o-koneénd, pokud existuji mnoziny A, € A takové, ze u(A,) < oo
a A, "X.
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Priklady:

(i) Necht Ap znaci systém podmnozin R obsahujic{ prdzdnou mnozinu a vsechna koneénd
sjednoceni intervalu typu (a, b], (a,00), kde a € [—00,0), b € R. Definujeme mnozinovou funkei
i na Ap jako soucet délek prislusnych (disjunktnich) intervalu. Lze ukédzat, ze Ag je algebra, fi
je pramira na Ay a jejim rozsifenim na o(A4g) = B(R) je Lebesgueova mira.

(ii) Pokud pramira neni o-koneéné, pak nemusi mit jednoznaéné rozsireni na o-algebru. Necht
Ao je jako vyse. Pro A € Ag definujme

@) f(4) = {2@ ot

Pak fi je pramira na Ay. Jedno jeji mozné rozsiteni na o(Ap) je déno vztahem (2.1), jinym
roz§ifenim je napiiklad aritmetickd mira nebo jeji kladny nasobek.
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Tvrzeni. Necht i : A — [0,00) je koneéné aditivni funkce na algebie A (tj. jsou-li A, B € A
disjunktni, pak (AU B) = i(A) + fi(B)). Necht dale plati (@) = 0. Pak i je o-aditivni (t;.
plati podminka (ii) z definice pramiry) pravé tehdy, kdyz

(2.2) Aie Aproie N, A, N0 = [a(4;)—0.
Poznamka: Vlastnosti (2.2) se fikd spojitost i v prazdné mnoziné.
Existence nekoneé¢ného soucinu mér

Definice. Necht (X, o) je metricky prostor. Pak u je borelovskd mira na X, je-li to mira na

(X, B(X)).

Nasim cilem nyni bude s pomoci Véty 2.1 dokézat existenci nekone¢ného (spocetného) soucinu
borelovskych pravdépodobnostnich mér. Tento vysledek dokazeme za predpokladu, ze metricky
prostor X je uplny a separabilni.

Priklad: Necht X = {0,1}. Pro A C X polozme u(A) = %. Mira u vyjadiuje pravdépodobnost,
ze vysledek hodu minci (bud’ 0 nebo 1) patii do mnoziny A. Pron € N nyni polozme X,, = {0,1}"

a up(A4) = 0353 , A C X. Pak u, odpovidé sou¢inové mife p X --- X p a vyjadiuje rozlozeni
pravdépodobnosti pro posloupnost n nezavislych opakovani hodu minci. V dal§im textu vybudu-
jeme teorii, kterd ndm (mimo jiné) umozni popsat rozlozeni pravdépodobnosti pro posloupnost
nekonecné mnoha nezavislych opakovani hodu minci.

Véta 2.2 (regularita borelovskych mér). Necht (X, o) je tplny separabilni metricky prostor a
w je koneénd borelovskd mira na X. Pak pro kaZdou B € B(X) plati

(2.3) w(B) =inf{u(G) : G D B otevrend}
(2.4) =sup{u(K): K C B kompaktni}.
Poznamky:

e Vlastnost (2.3) nazyvame vnéjsi reqularitou miry p. Tato vlastnost plati i bez predpokladu
daplnosti a separability X a je ekvivalentni s vlastnosti

w(B) = sup{u(F): F C B uzaviend}, B € B(X).

e Mira splnujici (2.3) a (2.4) se téz nazyvé Radonova, nicméné pojem Radonovy miry se obvykle
zavadi obecnéji (bez predpokladu kone¢nosti miry).
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Necht (E;, 0;), i € N, jsou tplné separabilni metrické prostory. Pfedpoklddejme, 7ze viechny
metriky jsou shora omezeny 1 (jinak nahradime p; ekvivalentni metrikou min{1, g;}). Uvazujme
nekoneény kartézsky soucin E = [[;2, E; a zobrazeni

ofw.g) =Y OV e
=1

pricemz pouzivame znaceni z = (x(1),z(2),...) ay = (y(1),y(2),...). Pak (F, o) je metricky
prostor.

Ozna¢me nyni Z = {I C N, I # () a I je konecnd}. Pro I € Z uvazujme metricky prostor
Er = I];c; Ei s metrikou

or(z,y) = Z Qz(x(;);y(l)), x,y € Br.
i€l

Necht dédle 7y : E — E; znadl projekci, kterd z posloupnosti z = (z(1),x(2),...) € E zachova
pouze soutadnice i € I. Jsou-li I,J € Z, I C J, pak 77‘]] zna¢i odpovidajici projekci z E; do Ej.



Priklad: Necht I = {2,4,6}, J = {1,2,3,4,5,6}. Pak
mr(2(1),2(2), 2(3),...) = (x(2),z(4),(6)),
i (2(1), 2(2), 2(3), 2(4), 2(5), 2(6)) = ((2), 2(4), 2(6)).
Lemma 2.3. (i) Necht x,,x € E. Pak
Tn =z v E S x,(i) = x(i) v E; pro vSechna i € N.
Dadle je-li I € T a yn,y € Fr, pak
Yn =y v Er & yp(i) = y(i) v E; pro vdechna i € I.

(ii) Necht I € Z. Pak (Er, o1) je uplny a separabilni metricky prostor.
(iii) Necht I,J € Z, I C J. Pak projekce 71, 7} jsou spojité.
(iv) Necht I € T, pak B(E;) = X;c1B(E;), kde X;cB(E;) znaci souc¢inovou o-algebru.

Véta 2.4 (existence nekoneéného soucinu mér). Necht E;, i € N, jsou 1iplné separabilni metrické
prostory a E = [[;2, E;. Necht na kazdém E; je ddna borelovskd pravdépodobnostni mira fu;.
Pak existuje prdavé jedna borelovskd pravdépodobnostni mira p na E takovd, Ze

wrr'(B) = ui(B), BeB(Er), I€1,
kde py = Xierpi znaci soucinovou miru na Ey.
Poznamka: Miru p z pfedchozi véty budeme znacit p = X392, ;. Vétu lze interpretovat jako
vétu o existenci rozdéleni posloupnosti nezavislych nahodnych veli¢in.
Priklad: Necht F; = {0,1}, i € N, a necht mira u; je ddna vztahem p;(A) = % pro
A C {0,1}. Pak E = {0,1}" je prostor nekoneénych posloupnosti 0 a 1. Pro n € N ozna¢me
I, ={1,2,...,n}. Je-li B C E;, ={0,1}", pak mira p z Véty 2.4 spliuje

_ card B
P (B)) = 205

Tato mira ma vyznam rozlozeni pravdépodobnosti pro posloupnost nezavislych opakovani hodu
minci.
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3. VZTAH LEBESGUEOVA A RIEMANNOVA INTEGRALU

V této kapitole budou a, b redlnd ¢isla takova, ze a < b.

Znaéeni: Prostor lebesgueovsky integrovatelnych funkci na intervalu (a, b) budeme znacit L'(a, b).
Lebesgueiiv integral funkce f € L'(a,b) pak znacime ff fdLy. Symbolem R(a,b) znac¢ime

mnozinu vSech omezenych funkei na [a, b], pro néz existuje Riemannuv integral (R) f; f

Véta 3.1 (vztah Lebesgueova a Riemannova integralu). Je-li f € R(a,b), pak f € L'(a,b) a
(R) [} 1= [} fdL:.

Nasledujici tvrzeni a jeho dusledky jsou zajimavé samy o sobé (proto je formulujeme na
obecném prostoru s mirou). Zdroven se budou hodit k dukazu Véty 3.1.

Tvrzeni. Necht (X, A, i) je prostor s mirou a f > 0 je méfitelna funkce na X. Plati-li [ fdu =
0, pak f = 0 skoro vsude.

Diisledek. Necht (X, A, i) je prostor s mirou, f,g € L'(X,u). Piedpokladdejme, ze f < g a
Jx fdu= [y gdu. Pak f = g skoro vsude.

Diisledek. Necht (X, A, 11) je prostor s mirou, f € L'(X, i) a pro kazdou mnozinu E € A plati
Jz fdp=0.Pak f =0 skoro vsude.
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Véta 3.2 (charakterizace riemannovské integrovatelnosti). Necht f : [a,b] — R je omezend
funkce. Pak f € R(a,b) prdvé tehdy, kdyz f je spojitd Li-s.v. na [a,b].

Priklady:

e Dirichletova funkce xqg neni spojitd v zddném bodé, a tedy neni riemannovsky integrovatelna
na zadném intervalu (je ale lebesgueovsky integrovatelnd, nebot g = 0 s.v.).

e Necht C zna¢i Cantorovo diskontinuum, pak f = x¢ je spojitd na dopliku C. Jelikoz

L1(C) =0, plati f € R(0,1).
4. LEBESGUEUV-STIELTJESUV INTEGRAL
Pripomenime, ze F : R — R je distribuc¢ni funkce, pokud je neklesajici, zprava spojitd,
F(—00) :=limg_,_o F(z) =0 a F(c0) := limy_o F(z) = 1. Misto vlastnosti F'(co) = 1 nékdy
predpokladdme pouze F(00) < oo. V nésledujicim textu budeme pracovat s touto obecnéjsi

definici.

Fakt (z TMI 1): Necht F je distribuéni funkce. Pak existuje pravé jedna koneéna borelovska
mira g na R takova, ze

F(z) = p((—o0,2]), x€R.
Naopak, je-li p koneénd borelovskd mira na R, pak F(z) = u((—o0,x]) je distribuéni funkce.
(Nahrazeni podminky F'(co) < oo podminkou F(oco) = 1 odpovidd nahrazeni pojmu konecnd
borelovskd mira pojmem pravdépodobnostni borelovskd mira ve vySe zminénim tvrzeni.)

Definice. Nechf y je konecnd borelovskd mira na R a F jejf distribuéni funkce. Pro f € LY(R, p)
a A € B(R) definujeme Lebesguetiv-Stieltjesuv integrdl vztahem

/Ade:/Afdu.

b
/ fdF = | fdp
a (a,b]

Jsou-li a,b € R, a < b, pak znacime

Véta 4.1 (per partes pro Lebesguetiv-Stieltjestv integral). Necht a,b € R, a < b, a F, G jsou
distribucéni funkce. Potom

b b
F)G®) — F(a)G(a) = / Flz_)dG(z) + / G(z) dF (),
kde F(xz_) = limy_,,  F(y).
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