1. Funkce vice proménnych 2

1.1. Spojitost funkci a parcialnich derivaci, véta o implicitni funkci

Definice (z minulého semestru). Necht f je funkce n proménnych a z € R™. Rekneme, ze f je
spojitd v bodé x, jestlize plati
Ve >030>0Vye B(x,0): |f(y) — f(z)] <e.
Necht A © R™ a = € A. Rekneme, Ze f je spojitd v bodé @ vzhledem k A, pokud plati
Ve>030>0VYye B(x,0) nA: |f(y) — f(z)] <e.

Rekneme, Ze f je spojitd na mnozing A, jestlize je spojita v kazdém bodé x € A vzhledem k A a Ze
f je spojitd, jestlize je spojita na R™.

Véta 1.1 (o nabyvani mezihodnot). Necht I < R™ je interval, f je spojitd funkce na mnoZiné I
a necht jsou ddny body a,b € I takové, Ze f(a) < f(b). Pak pro libovolné ¢ € (f(a), f(b)) existuje
c e I takové, Ze f(c) = (.

Priklad. f(z,y) = 2% + y*, pak £([0,2] x [0,1]) = [0, 5].

Definice (z minulého semestru). Necht f je funkce n proménnych, z € R™® a ¢ = 1,...,n. Pak
parcidlnt derivaci funkce f v bodé x podle i-té proménné definujeme jako limitu

of F@1 By @t Tt @) = [T )
() = lim ,
T; t—0 t

pokud tato limita existuje vlastni.

Véta 1.2 (Vztah parcialnich derivaci a spojitosti). Necht f je redlnd funkce n proménngch, a € R™

a 2L e, 6r jsou spojité funkce v bodé a. Pak f je spojitd v bodé a.

Piiklad. Existence parcialnich derivaci nestaci. Necht

1, z =0 nebo y = 0;
flx) =
0, z#0ay#0.

Pak 2£(0,0) = 4£(0,0) = 0, ale f neni spojita v bodé (0,0).

Definice. Necht G < R" Je neprazdna otevrena mnozina, i,j € {1 n} funkce I G —- R
mé v kazdém bodé G

proménné z; v bodé x znacime %(X), pokud 7 # j, nebo ;?(x), je-li ¢ = 7. Tyto funkce
jOTq i

nazyvame parcidlni derivace druhého tddu funkce f.
Analogicky se definuji parcialni derivace vyssich radi.

Piik d 0 o o
Priklad. f(z, y) = 2* + o, pak L(z,y) = 32?, L(x,y) = 4°, £L(x,y) = SL(z.y) =0,
2y

( ) 6z, 6y (:v,y) = 12y2

Q)

’3)

L a2 o2 . . A2
Poznamka. Obecné nemusi platit a‘;gy (zo,Y0) = oyé’fx (o, Y0), of

a ;;sz spojité v bodé (xg,yo)-

Definice. Necht G € R" je oteviena mnozina a k € N. Necht funkce f : G — R méa v kazdém bodé
mnoziny G spojité viechny parcialni derivace az do fadu k. Pak fikame, ze funkce f je t¥idy C* na
G. Mnozinu viech takovych funkci znaéime C*(G).



Priklad. f(x,y) = 2 + y*, pak z predchoziho piikladu plyne, Ze f € C*(R?) (dokonce plati, Ze
f € C¥(R?) pro kazdé k € N)

Vé&ta 1.3. [o implicitni funkci] Necht k € N, G € R? je otevrend, F : G — R, (x¢,y0) € G a necht
plati

(i) FeCF @),
(“) F(Cﬂo,yo) = 07
(i) 2E (0, o) # 0.

Pak existuji e > 0 a 6 > 0 takovd, Ze pro kazdé x € (xg — €,x0 + €) existuje prdvé jedno y €
(yo—0, yo+9) s vlastnosti F(z,y) = 0. Oznacime-li toto y symbolem ¢(x), pak p € C*((zo—e, 1o +¢))

' o Eel)
o' (z) = %—Z(x,cp(a:))’ € (xg —¢&,z0 + €).
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Priklad. M = {(z,y) e R? : 22 + 4% — 1 = 0}, pak mnozinu M lze v okoli bodu (?, g) popsat
jako graf ngjaké funkce ¢ proménné x a plati ¢’ (g) = —1. V bods (1, 0) naopak neni predpoklad
véty o implicitni funkci splnén.

Poznamka. Miize se stat, Ze predpoklad Véty 1.3 neni splnén, ale zavér pfesto plati. To nastéva
napifklad v p¥ipadé, kdy F(z,y) =z — 3> a (20, v0) = (0,0).

Priklad. Rovnice e®¥" 1 + log(f) = 1 ur¢uje na okoli bodu (1,1) implicitné zadanou funkci y =
o(z), ktera je t¥idy C? a splimje ¢'(1) = —2, ¢”(1) = —12. Odtud plyne, Ze ¢ je na okoli bodu 1
klesajici a konkévni.
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1.2. Extrémy funkci vice proménnych
Definice. Necht M = R", z € M a f je realna funkce definovana alespoii na M. Rekneme, Ze f
nabyva v bodé x

e mazima na M, jestlize plati Vy e M : f(y) < f(z),

e lokdlniho mazima vzhledem k M, jestlize existuje 0 > 0 takové, Ze Yy € B(x,0) n M : f(y) <
f(x),

e ostrého mazima na M, jestlize plati Vy € M\{z}: f(y) < f(z),

e ostrého lokdlniho mazima vzhledem k M, jestlize existuje 6 > 0 takove, ze Yy € (B(x,)\{z}) N
M: f(y) < f(z)
Analogicky definujeme minimum a ostré minimum na M, lokdIng minimum a ostré lokdlni minimum
vzhledem k M.
Extrémy na oteviené mnoziné
Véta 1.4 (nutnd podminka existence lokalntho extrému). Necht G < R™ je oteviend mnoZina,

a€ G a funkce f: G — R md v bodé a lokdlni extrém. Pak pro kazdé j € {1,...,n} plati:

0
Parcidlni derivace—f (a)bud neezistuje, nebo je rovna nule.

6xj

Piiklad. Kandidéti na lokalni extrémy funkce f(z,y) = z*+y* — 22 — 22y —y? jsou body (-1, —1),
(0,0) a (1,1).



Definice. Necht G € R" je oteviena mnozina, a € G a f € CY(G). Gradientem funkce f v bodé a
rozumime vektor of of of
%
viw- (@ Lo Lw).

Pokud Vf(a) = o, pak bod a nazgvame staciondrnim bodem funkce f.

Priklad. Stacionarni body funkce f(z,y) = #* + y* — 22 — 22y — y? jsou body (—1,—1), (0,0) a
(1,1).

Definice. Necht G < R? je neprazdna oteviena mnozina, a € G a f € C?(G). Pak Hessova matice

je matice
72 2
( () Mfym))

82 62
“a) i)

D

Znac¢ime ji symbolem V2 f(a).

1202 — 2 -2 )

Priklad. Hessova matice funkce f(z,y) = 2* +y* —2?—22y—y? je rovna < _9 1247 — 2

Véta 1.5 (postacujici podminky pro existenci lokalntho extrému). Necht G < R? je neprdzdnd
oteviend mnozina, f € C2(G) a a € G je staciondrnim bodem funkce f. Potom plati:

(a) Je-li matice V2 f(a) negativné definitni, nabjvd f v bodé a ostrého lokdlniho mazima.

(b) Je-li matice V2 f(a) pozitivné definitni, nabyjvd f v bodé a ostrého lokdlniho minima.

(c) Je-li matice V2 f(a) indefinitnt, nenabjvd f v bodé a ani lokdlniho minima, ani lokdlniho ma-
xima, tj. a je sedlovy bod funkce f.

Poznamka. (i) Pojem pozitivni/negativni definitnosti byl definovan v pfedmétu Linearni algebra.

Pfipomenime, Ze symetricka matice ( Z Ccl > je

o pozitivné definitni, pravé kdyz b > 0 a bc > d2,
o negativné definitni, pravé kdyz b < 0 a bc > d2,
e indefinitni, pravé kdyz bc < d?.

(i) Je-li matice V2 f(a) semidefinitni, pak pouze na zakladé této informace nelze uréit, zda f
ma v a extrém.

Priklad. Funkce f(z,y) = 2+ y* — 2% — 22y — y* m4 lokdlni minimum v bodech (—1,—1) a (1,1).
Nemé lokalni maximum.
Extrémy na uzaviené mnoziné

Definice. Mnozina A ¢ R" je omezend, pokud je omezena mnoZina {p(x,0); = € A}.
Mnozina A ¢ R"™ je kompaktni, pokud je uzavieni a omezena.

Piiklad. Mnozina [1,2] x [3,4] je kompaktni. Mnoziny R x [0,1] a (0,1) x [0, 1] nejsou kompaktni.

Vé&ta 1.6 (o nabyvani extrémil). Necht A € R™ je kompaktni mnoZina, f : A — R spojitd funkce.
Pak existuji body c,d € A takové, Ze

fle) =nf{f(x); z€ A}, f(d) =sup{f(z); = € A}.

Priklad. Supremum funkce f(z,y) = z — 2y na mnozind M = {(z,y) : 0 <z <1, 0 <y <
1, z +y < 1} je rovno 1 a infimum je rovno —2.
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Priklad. Supremum funkce f(z,y) = z — 2y na mnozinéd M = {(z,y) : 0 <z <1, 0<y <
1, 2 +y < 1} je rovno 1 a infimum je rovno —2.

Priklad. Supremum funkce f(z,y) = 22 — zy + y* na mnozing M = {(z,y) : |z| + |y| < 1} je
rovno 1 a infimum je rovno 0.

Véta 1.7 (Lagrangeova véta o multiplikitoru). Necht G < R? je oteviend mnoZina, f,g € C*(G),
M = {(z,y) € G; g(z,y) = 0} a (xo,y0) € M je bodem lokdlniho extrému funkce [ vzhledem k
mnoziné€ M. Potom je splnéna alespoti jedna z ndsledugicich podminek:

(a) vy(anyO) = (070)7
(b) existuje cislo X € R splitugict

0 0
é(x()ay()) + A%(IOJJO) = Oa

0 0
a;;(xovyo) + Aa*zgl(wo,yo) = 0.

Piiklad. Supremum funkce f(x,y) = 2z — 3y na mnoziné M = {(z,y) : 2% +y* = 13} je rovno 13
a infimum je rovno —13.
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Priklad. Supremum funkce f(z,y) = arctg x + arctgy na mnoziné M = {(z,y): 2?2 +y> <1, z >
0, y > 0} je rovno 2arctg % a infimum je rovno 0.

Priklad. DokaZzte nerovnost

x”+y”> r+y
2 7 2

n
) , n=1, x>0, y=0.

Véta 1.8 (zaménnost parcialnich derivaci). Necht G < R™ je oteviend mnoZina a f € C*(G). Pak

pro kaZdé a € G plati 035;]; (a) = aﬁ;afxi (a).
Priklad. Bez predpokladu f € C?(G) véta neplati.

Priklad. Funkce f(z,y) = |22 + y? — 1| m4 neostré lokdlni minimum v bodech jednotkové kruznice
2?2 4+ y? = 1 a ostré lokaln{ maximum v bodé (0, 0).
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2. Posloupnosti a rady funkci

2.1. Stejnomérni konvergence posloupnosti a fad funkci

Definice. Necht F je mnozina, f : E — R je funkce a pro n € N je f,, : E — R funkce. f{ekneme,
ze posloupnost {f,}>_; konverguje bodové na E k funkei f, pokud pro kazdé x € E plati f(z) =
lim,,—, o frn(z). Znaéime f, — f.

Rekneme, Ze posloupnost {fn}>_; konverguje stejnomeérné na E k funkei f, pokud

Ve>03keNVeeEVn=k: |fu(z)— flz) <e.
Znacime f, 3 f.

Piiklad. Posloupnost f,(x) = 2™ konverguje na intervalu [0, 1] bodové k funkei f(z) = 0,z € [0, 1),
a f(1) = 1. Tato konvergence neni stejnomérna.

Véta 2.1 (Kritérium stejnomérné konvergence). Necht E je mnoZina, f : E — R funkce a pro
n €N je f, : E — R funkce. Pro kaZdé x € E oznacme o, := Sup,cg |fn(x) — f(2)|. Pak f, 3 f
pravé tehdy, kdyz lim, o o, = 0.

Piiklad. 2™ =3 0 na [0,1 — ¢] pro 6 € (0,1)

Definice. Necht F je mnozina, f : E — R je funkce a pro n € N je f,, : E — R funkce. Rekneme,
ze 220:1 fj konverguje bodové na E k funkei f, pokud posloupnost ¢asteénych souéta {Z;VZI fit%oy
konverguje bodové na E k funkei f.

Rekneme, Ze Fada Zf=1 fn konverguje stejnomérné na E k funkci f, pokud posloupnost ¢astec-

nych souct {Zgil fn}%_, konverguje stejnomérné k f. Znacéime Y-, f, =3 f.
Fakt: Stejnomérné konvergentni posloupnost (resp. fada) funkci je bodové konvergentni.

Bolzanova—Cauchyova podminka: Rada Zle fn konverguje stejnomérné na E pravé tehdy,

kdyz
m
Ve>03keNVm=n>kVoeeE: | fi(z)<e
j=n

Nutna podminka konvergence: Pokud Zle frn 3 na E, pak f, 3 0na E.

Tvrzeni 2.2 (Weierstrassovo kritérium). Necht Z;o:l fn je Tada redinych funkci definovanich na
neprazdné mnoziné E. Oznacme oy, = Sup,cp | fo(x)]. Jestlize Y| 0, < 00, pak Y| fn = na
E.

Priklad. > 2" =3 na [0, 1]
Piiklad. >, Toir S nalR
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Tvrzeni 2.3 (Zachovani spojitosti). Necht {f,}x_; je posloupnost spojitych funkci definovangch
na neprdzdné podmnozZiné E € R a f: E — R je funkce.

(i) Pokud f,, =3 f na E, pak f je spojitd.
(ii) Pokud Zfil fn3 f na E, pak [ je spojitd.

Piiklad. f,(x) = 2™ konverguje na intervalu [0, 1] bodové k nespojité funkci, a tedy konvergence
nemiize byt stejnomeérna.



Tvrzeni 2.4 (Zaména sumy a limity). Je—li Zle fn Tada spojitych funkci definovangch na ne-
prdzdném omezeném intervalu (a,b) € R, kterd stejnomérné konverguje na (a,b) a pro kazdé n € N
existuje vlastni lim,_,,+ fn(z), pak

2 Jim fu(@) = Tim 3 fa ()
n n=1

P#iklad. lim, 0> " , 225 =0

n=1 1+ndx2

Tvrzeni 2.5 (Zaména sumy a derivace). Necht {f,}*_, je posloupnost redlnijch spojitych funkci
definovangch na neprdzdném omezeném intervalu (a,b) € R spliiugici

(i) fn md vlastni derivaci na (a,b), n € N,

(ii) existuje xo € (a,b) takové, Ze fada >, fn(xo) je konvergentni,
(iii) Y2, £ =3 na (a,b).
Pak Y| fn =3 na (a,b) a pro kazdé x € (a,b) plati

o8] ! 0]
(Z fn> (@) = >, fnl2).
n=1 n=1
Priklad. Funkce f(x) = Y7, (~1)" 22015 je spojita na R a f/(0) = £, (et
Piiklad. Funkce f(z) = Yo, Z; je spojitd na R a f/(z) = f(z) na R.
Priklad. Funkce f(z) =, =& je t¥idy C*((1,0)).

o0

Tvrzeni 2.6 (Zaména sumy a integralu). Necht {f,}>_; je posloupnost redingch spojitjch funkci
definovangch na neprazdném omezeném intervalu (a,b) S R spliiugjici

(i) fn md na (a,b) konvergentni Newtoniv integrdl, n € N;
(ii) Tada Y., f, konverguje stejnomérné k funkci f na (a,b).
Pak f md na (a,b) konvergentni Newtoniv integrdl a plati
© b b ©
S0 [ =) [ 3 1
n=1 a a p=1
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2.2. Mocninné rady

Definice. Mocninnou Tadou o stiedu a € R rozumime fadu

o0
an(z —a)",

n=0
kde a,, € R pro kazdé n e Nu {0} a z € R.

Véta 2.7 (o poloméru konvergence mocninné fady). Necht Y. a,(z — a)"™ je mocninnd rada.
Pak existuje prdvé jeden nezdporny prvek o € R u {00} takovy, Ze

e pro kazdé x € R, |x — a| < o, je uvedend Fada absolutné konvergenind,

e pro kazdé x € R, |x — a| > o, je uvedend Tada divergentnd.



Prvek o spliiuje
1

 limsup, ., V/]an|’

kde vgrazem % rozumime o0 @ VYrazem é rozumime 0. Prvek o nazjvame polomérem konvergence

uvedené Tady.

Priklad. (i) Rada ZOO on"a™ konverguje pouze pro x = 0.
(ii) Rada ZZO 1 == konverguje absolutné pro |z| < 1, konverguje neabsolutné pro z = —1,
diverguje pro z =1 a |z| > 1.

Lemma 2.8. Necht {a,}>_, je posloupnost nezdpornijch ¢isel a necht existuje lim,, o =
ezistuje také lim, o /a, a limity se rovnagi.

Ptiklad. Rada Y”

0 (2n),x konverguje absolutné pro vSechna x € R.
Piiklad. Rada Zfil W(l‘ + 1)™ konverguje absolutné pro x € (f%, f%), konverguje neab-
solutné pro z = —% a diverguje pro x € (—o0, —%) v [—%, o0).

Véta 2.9 (derivace a integrace mocninné fady). Necht o je polomér konvergence mocninné tady
Yo an(z — a)™. Potom polomér konvergence fad Y| nan(z —a)"™' a 37 2o (z —a)" ! je

také roven 0. Pro x € R spliujict |x — a| < o oznacme f(x) = Y_, an(x — a)". Potom

(i) funkce f md v kazdém takovém bodé¢ vlastni derivaci a plati f'(z) = Y nan(z —a)"~1;

(ii) Zf:o s (@ — a)" 1 je primitiont funkce k f na (a — 0,a + o).

o . oo (="t o, .
Piiklad. (i) log(l+z) =), z", ze (—1,1);

n=1 n

(ii )(1+a:)log(1+a:)—x+2n 2(51 11))nac ,re(—1,1)

Piiklad. Y, na" = gz TE (-1,1)
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Pi#iklad. Soucet fady Y.
0 pro x = 0; Qprole.

I 7(71“)(”“) je roven —1 + log(mlz 2) 1Og(f1;w) + 1 pro z e [-1,1)\{0};

Véta 2.10 (Abelova). Necht g je polomeér konvergence mocninné fady ZZO:O an(x—a)™ a g€ (0,0).
(a) Jestlize je Fada ZZO:O a, 0" konvergentni, potom

0 0

lim Zanx—a Z

z—(a+0)— oy 0

(b) Jestlize je Fada Y, an(—0)" konvergentni, potom
0

lim : Z an(x —a)" = Z an(—0)".

v—(a—0)+ n=0 n=0

Priklad. arctanz = > (2n1+); p? o p e [-1,1]



3. Teorie miry a integralu

3.1. Pojem miry, abstraktni Lebesguetiv integral

3.1.1 Zakladni pojmy

Definice. Necht I < R je interval s krajnimi body a, b € R. Pak délkou intervalu I rozumime ¢islo
|b — a|. Zna¢ime £(I) := |b — a|. Déle definujeme ¢(J) := oo, pokud J je neomezeny interval.

Necht Iy,...,I, < R jsou intervaly a Q = I, x ... x I,, € R". Pak objemem n-rozmérného
intervalu @ rozumime &islo £(1y) - - - £(I,). Znacime £"(Q) := £(I1) - - - £(1,,).

Definice. Necht X je mnozina. Systém 4 podmnozin X se nazyva algebra, pokud
(i) ge A, X € A,
(i) Fe A = X\Fe A,

(iii) Eh,Fo e A = E; U Ey e A

Pokud navic A spliuje
(iv) Bne A n=12,... = |J_ E, €A,

pak fikame, Ze A je o-algebra. Je-li A o-algebra, dvojice (X,.A) se nazyva méritelny prostor a prvky
A se nazyvaji méritelné mnoZiny.

Priiklad. Priklady o-algeber:
(i) P(X);
(i) {0, X}

(iii) podmnoziny R, které jsou spoc¢etné nebo maji spocetny doplnék.
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Lemma 3.1. KaZdd algebra (resp. o-algebra) je uzaviend i na konecné (resp. spocetné) priniky.

Definice. Definujeme B(R™) jako nejmensi o-algebru obsahujici oteviené mnoZiny v R™. B(R™) se
nazyva borelovskd o-algebra a jejim prvkim se tika borelovské mnoZiny.

Definice. Necht (X,.A) je méfitelny prostor. Funkce p : A — [0, 0] se nazyvéa mira, pokud spliuje
(i) u() =0,
(ii) jestlize E,, € A, n =1,2,... jsou po dvou disjunktni, pak

oe]

w(\J Bn) = D) (B,

n=1
Trojice (X, A, 1) se nazyva prostor s mirou.

Priklad. Prikladem miry je tzv. pocitaci mira, kterd kazdé mnoziné A < X pfifadi pocet jejich
prvki.

Véta 3.2 (Vlastnosti miry). Necht (X, A, ) je prostor s mirou.
(i) Je-li A,Be A aAC B, je u(A) < u(B). Navic, pokud p(B\A) < o, pak p(A) = p(B) —
u(B\A).

0 0
(it) Je-li {A,}_1 posloupnost z A, je u( |J An) < X pu(An).
n=1 n=



0
(iii) Je-li {A,}>_; posloupnost z A spliiujici Ay € As < ..., je M( U An) = limy, o p(An).
n=1

() Je-li {A}2_, posloupnost z A splitujici Ay 2 Ay 2 ... a p(A) < o, je p( ) An) =

»—AD8

n=

limy, 00 p(Ap).
Definice. Necht (X, A, i) je prostor s mirou. Rekneme, ze mira p je iplnd, pokud kazda podmno-
Zina mnoziny miry nula je méfitelna.
3.1.2 Konstrukce dplnych mér, Lebesgueova mira
Definice. Vnéjsi méra na mnozing X je zobrazeni v : P(X) — [0, co] spliwjict
1. v(g) = 0;
2. Ac B = v(A) <v(B);

0 Q0
3. Je-li {A,}¥_; posloupnost podmnozin X, pak u( U An) < Y v(Ay).
n=1 n=1

Definice. Definujme funkci A* : P(R™) — [0, o] pfedpisem
0 0
A*(A) := inf{Z 0"(Q;); Qj jsou n-rozmérné intervaly , U Q; 2 A}
j=1 j=1

Pak \* je vnéjsi mira na R", které fikame Lebesgueova vnéjsi mira na R™.

Definice. Necht v je vnéjsi mira na mnoziné X. Mnozinu M < X nazveme v-méfitelnou, jestlize
pro kazdou “testovaci” mnozinu 7' X plati

v(T)=v(T n M) +v(T\M).
Systém vSech (carathéodoryovsky) méfitelnych mnozin znaéime 9(v).

Véta 3.3 (Konstrukce aplné miry). Necht v je vnéjsi mira na mnoziné X. Pak M(v) je o-algebra
a funkce M(v) 3 A — v(A) je dplnd mira.

Definice. Necht A* je Lebesgueova vngjsi mira na R™. Funkci 9M(A*) 3 A — A\*(A) fikdme Lebes-
gueova mira na R™ a znacime ji \"™. MnoZiny z 9U(A\*) se nazyvaji lebesgueovsky méiitelné.

Véta 3.4 (Vlastnosti Lebesgueovy miry). (i) Kazdd borelovskd mnoZina je lebesqueovsky mévitelnd.
(ii) Lebesgueova mira je uplnd.
(iii) Pro kazdy n-rozmérny interval Q < R™ plati ("(Q) = \"(Q).
(iv) Lebesgueova mira je invariantni vici posunuti, tj. pro kazZdou méritelnou mnoZinu A a kazdy
vektor c € R™ mdme \"(A+c¢) = \"(A), kde A+c={a+c: aec A}

konec prednésky 4.11.2022

3.1.3 Meéritelna zobrazeni
V celé této subsekci je (X,.4) méfitelny prostor.

Definice. Necht D € A, pak zobrazeni f : D — R* = [—0, o] je A-mé¥itelné, pokud f~1((a, 0]) :=
{xeD: f(z)> a}e Apro kazdé o € R.

Umluva. Pokud je z kontextu jasné, co je A, pak fikame, Ze funkce je “méFitelna” misto “A-
méfitelnd”.

Definice. Je-li X mnozina a A € X, pak charakteristickd funkce mnoZiny A je funkce x4 : X - R
definovana predpisem
1, re A
xa(x) = {

0, r¢ A



Pozorovani. x4 je A-méfitelna pravé tehdy, kdyz A € A.

Véta 3.5 (Méfitelnost vzoru). Necht D € A, f : D — R* je méritelnd funkce a A € R je borelovskd
mnoZina. Pak f~1(A) € A.

Véta 3.6 (Méfitelnost slozené funkce). Necht D € A, G < R oteviend, f : D — G je méFitelnd
funkce, ¢ : G — R je spojita funkce. Pak p o f je méFitelnd funkce.

Poznamka. Budeme-li skladat spojitou a méritelnou funkci v opa¢ném poradi, vysledek nemusi
byt méritelna.

Znacdeni. Je-li f : E — R* funkce, definujeme f* := max{f,0} a f~ := max{—f,0}. (Maxi-
mum /minimum funkei definujeme bodové.) Tedy f = ft — f~a|f|=f"+f.

Véta 3.7 (vlastnosti méfitelnych funkei). (i) Kdykoliv G € R™ je oteviend mnoZina a f : G —
R je spojitd funkce, pak f je borelovsky méFitelnd.

(i) Kazdd monoténni funkce f : R — R je borelovsky mévitelnd.

(iii) Kdykoliv D € A a f : D — R je méritelnd, pak |f|, f*, f~, f? jsou méFitelné na D a % je
méiitelnd na {z € D : f(z) # 0}.

(i) Jsou-li f : D —> R, g: D — R méfitelné, pak f + g, fg, max{f, g}, min{f, g} jsou méritelné
na D a 5 je méfitelnd na {xr € D : g(x) # 0}.

(v) Je-li {fn}>_, posloupnost meéFitelngch funkct, jsou i sup fr,inf f,,limsup f,,liminf f,, (a tedy
i lim f,,, existuje-li) mévitelné funkce.

Piiklad. e Funkce f(x) = |z| (dolni cela ¢ast ¢isla x) je borelovsky méFitelna na R, nebot je
neklesajici. Jeji absolutni hodnota je téz borelovsky méfitelné.

e Necht I < R je interval a g je spojitd na R. Pak gx; a g + x1 jsou borelovsky méfitelné funkce
na R.

e Necht f,(z) = 2", x € [0,1]. Pak

lim fn(x) =

n—0o0

0, ze€]0,1),
1, z=1,

je borelovsky méfFitelna na [0, 1].

3.1.4 Lebesgueiv integral
V celé této subsekei je (X, A, 1) prostor s mirou.

Definice. Koneény soubor mnozin {A41,..., A} S A nazveme rozkladem mnoZiny F € A, jestlize
o . .. . m
mnoziny A; jsou po dvou disjunktni a Uj=1 A;j=FE.

Fraze skoro vsude nebo p-skoro vsude se pouziva ve spojeni s vlastnosti bodd mnoziny X.
Rekneme-li, Ze takova vlastnost plati skoro viude (nebo ve skoro vSech bodech), znamena to, Ze je
splnéna az na mnoZinu miry nula, neboli, Ze existuje mnozina N € A miry nula tak, Ze vlastnost je
splnéna ve vSech bodech mnoziny X\N.

Definice. Necht f je méFitelna funkce (s hodnotami v R*).

1. Je-li f = 0, definujeme
f fdp = sup {Z ajpu(A;); {A;}7L, jerozklad X,0 <a; < fna Aj, j=1,... ,m} ,
X o

kde pouzivame konvenci 0 - 0o = 0.
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2. V obecném piipadé definujeme

L fdp o= L £ du— fX - dp,

pokud mé tento rozdil smysl.

3. Je-li Ec X, F e A afunkce f je definované skoro viude na F, pak definujeme
| taw= | 1 xpanipan
E X

Je-li integral SE fdu definovan, fikame, Ze funkce f mé na E Lebesgueuv integral. Je-li navic
tento integral konec¢né &islo, fikame, Ze SE fdp konverguje a tento fakt znacime symbolem f €
LY (E, A, 1), nebo zkracens f € L'(E).

konec prednasky 11.11.2022

Vé&ta 3.8 (Lebesguetiv integral charakteristické funkce). Necht E € A. Pak
f xEdp = p(E).
X

Piiklad. Necht £ = (0,1) x (0,2) u (2,3) x (0,1). Pak §,, xpdA\* = 3.

Véta 3.9 (aritmetika Lebesgueova integralu). Necht f a g jsou méritelné funkce, a, 3R a E € A.
Pak

J (af + Bg)du = Oéf fdu+BJ gdu,
E E E
md—li pravd strana smysl.

Disledek 3.10. Necht vse je jako vyse a Dy, Do je rozklad mnoziny E. Pak

jEfdM - L)l fd,u—i—JDQfdu.

Véta 3.11 (absolutni konvergence Lebesgueova integralu). Necht f je méfitelnd funkce a E € A.
(i) Pokud §,, |f|dp konverguje, pak |f| < oo skoro viude na E.
(i) §, f dp konverguje praé tehdy, kdyz §, | f| du konverguge.

Priklad. (N) Sio % dx konverguje (neabsolutné), ale S‘l)o % dzx neexistuje jako Lebesguetv inte-
gral.

Véta 3.12 (Lebesguetiv integral a nerovnosti). Necht f a g jsou mé¥itelné funkce a E € A.

(i) Jestlize f,g maji integrdl a f < g skoro v$ude na E, pak

f fdu<f gdu;
E E

(ii)

JEfdu' <[ 1rlan

Dausledek 3.13. Necht vse je jako vyse. Je-li u(E) < o0 a f je omezend, pak SE fdp konverguje a
Splflde < sup,cp|f(@)| u(E).5

11



3.1.5 Vztah Lebesgueova integralu k Newtonovu integralu a Riemannovu
integralu

Vé&ta 3.14 (Vztah mezi Riemannovym a Lebesgueovym integralem). Necht f je Riemannovsky

integrovatelnd funkce na [a,b]. Potom Lebesguetv integrdl funkce f od a do b konverguje a je roven

integralu Riemannovu.

Véta 3.15 (Vztah mezi Newtonovym a Lebesgueovym integralem). Necht f je nezdpornd spojitd

funkce na intervalu (a,b). Potom (N) SZ f(z) dx konverguje prdvé tehdy, kdyz konverguje Lebesguetiv

integrdl funkce f. V tom pFipadé maji oba integrdly spolecnou hodnotu.

Priklad. Lebesgueovy integraly

0 . 27 3 1

sin(=

J sin x2 i a J (Smﬂ”)dx
o l+=x 0 N

konverguji.

konec prednéasky 16.11.2022

3.2. Fubiniova véta

Definice. Necht F € X x Y. Znadime
E™* :={yeY; (z,y) € E}, re X,
E*Y :={zeX; (z,y) € E}, yev.
Tyto mnoziny se nazyvaji rezy.
Véta 3.16 (Fubiniova véta). Necht n,m € N, E € R je Lebesqueovsky méFitelnd mnoZina a

f: E — R je Lebesgueovsky mévitelnd funkce. Predpoklddejme, Ze integrdl

f F(,y) darm (3.1)
E

md smysl. Potom vSechny integrdly niZe maji smysl a plati

[roven— | ([ feporw)o@-[ ([ feows)aro. 62

Poznamka. Integral (3.1) méa smysl napiiklad v p¥ipadg, kdy f = 0 nebo je jeden z integrali

[ ([ semiar) ave. [ ([ realave) e

koneé¢ny.
Piiklad. Necht M je mnozina omezena kiivkami z = 2, y = z, zy = 1. Pak \?(M) = % —log 2.
Priklad. Necht M = {(z,y) e R?: 2 >1, 0 <y < 1}. Pak \*(M) = o0.
Piiklad. Fubiniova véta nemusi platit, pokud §, f(z,y)dA"*™ neexistuje. Zvolme n = m = 1,

1, JZEQij, O<j=1+1,

f('ray): _]-7 erijv 0<Z:j+1,

0, jinak,
kde Qi = [i,i + 1) x [j,j + 1). Pak §*_ (§° f(z,y)dz)dy = —1, ale §*_ (§* f(x,y)dy)dz = 1.
Priklad.

1 1 1 1
———d\? = —Zlog8+ —log 2 + - log 5.
J[o 1x[1,2) (22 + 3y)? 6 6 6

Priiklad. Necht M je mnoZina omezena plochou z = e~ a rovinami y=0,y=z,z=1az=0.
Pak X3(M) = (1 —e™).

konec prednéasky 18.11.2022
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3.3. Véta o substituci

Definice. Necht G < R" je oteviena mnozina a o; € C}(G), i = 1,...,n. Uvazujme funkci ¢ =
(@1, ,0n) : G — R™. Pak Jacobiho matice zobrazeni ¢ v bodé t je matice

0p; >n
t .
((3xj( ) ij=1

Pokud méa Jacobiho matice zobrazeni ¢ v kazdém bodé ¢t € G hodnost n, pak fekneme, Ze ¢ je
requldrni a determinant Jacobiho matice nazyvime jacobidnem zobrazeni ¢ v bod€ t a znacime jej

Jo(t).
Priklad. Definujme zobrazeni ¢ : R? — R? vztahem p(x,7y) = %(x —y,x +y). Pak ¢ je regularni

zobrazeni.

Vé&ta 3.17 (O substituci). Necht G € R™ je oteviend mnoZina a ¢ : G — R™ je prosté requldrni
zobrazeni. Necht f je funkce na E < ¢(G). Potom

J f(@) dA"(z) = J Flp@®))]Jo(8)[ A" (2),
E ¢ 1(B)

pokud alespoti jedna strana md smysl.
Priklad. §,, i< (8= 9)° + (2 +9)?)dN(2,y) = 3

Véta 3.18 (o zobecnénych polarnich soufadnicich). Necht a,b > 0, G = {(r,a) € R% r > 0, €
(—m, )} a zobrazeni v : G — R? je ddno predpisem o(r,a) := (ar cosa, brsina), (r,a) € G. Pak ¢
je prosté reguldrni zobrazent a |J,(r,a)| = abr pro (r,a) € G. Je-li E S R* a f funkce na E, pak

J flz,y)dN\(z,y) = f abr - f(ar cos o, brsin a) dA?(r, ),
E G~ (E)
md—li alespoti jedna strana rovnosti smysl.
s 1
Priklad. Sﬂmgn:m2+y2<1};7Tfj?f§§dA2(I’y):: 27
Priklad. Obsah elipsy s poloosami délek a, b je roven mwab.

konec prednéasky 23.11.2022

Véta 3.19 (o zobecnénych valcovych souradnicich). Necht a,b >0, G = {(r,a,2) e R®; r > 0, €
(—m, )} a zobrazeni ¢ : G — R3 je ddno predpisem o(r,a, z) := (ar cos o, brsina, z), (r,a, 2) € G.
Pak ¢ je prosté reguldrni zobrazent a |J,(r,a, 2)| = abr pro (r,a, z) € G. Je-li E S R® a f funkce
na F, pak

J flz,y, 2)dN3 (2, y, 2) = f abr - f(arcosa, brsina, z) AN (r, o, 2),
B Grp-1(E)

md—li alespoti jedna strana rovnosti smysl.

Priklad. Necht M = {(x,y,2) : 0 <z < 2,22 + 3% < 1}. Pak SM 2d\3(z,y, 2) = 27.
Priklad. Necht M = {(z,y,2): z >0, 2% + y* < 42% < 4}. Pak A3 (M) = 3.

Véta 3.20 (o zobecnénych sférickych soufadnicich). Necht a,b,c > 0, G = {(r,a,3) € R3; r >
0, € (—m,7),B € (—7/2,7/2)} a zobrazeni ¢ : G — R3 je ddno predpisem

p(r,a, B) := (arcosacos B, brsinacos 8, crsin 8), (r,«,B) € G.

Pak ¢ je prosté requldrni zobrazeni a |J,(r, o, B)| = aber? cos B pro (r,a, ) € G. Je-li ECR? a f
funkce na E, pak

f fz,y,2)dN3(2,y, 2) = J aber? cos B+ f (ar cos o cos B, br sin o cos 3, er sin 3) dN3(r, a, B),
E Gnp~1(E)

md-li alespoti jedna strana rovnosti smysl.
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Priiklad. Objem koule o poloméru R je roven %’NRS.

Priklad. Necht M = {(x,y,2): 1 <z +y?+22 <4, 2% +y? < 2%, 2> 0}. Pak
(@ + 2)2dN3(@, 3, 2) — b

konec prednéasky 25.11.2022

3.4. Lebesguetiv-Stieltjestiv integral

Definice. Symbolem Z budeme znacit systém vSech zprava polouzavienych omezenych intervali
v R, tedy intervald tvaru (a,b], —0 < a < b < 400. Interval (a,a] interpretujeme jako prazdnou
mnoZinu. Rekneme, ze m : Z — [0, ) je Lebesgueova-Stieltjesova funkce intervalu (zkratka LSFT),
jestlize

e pro kazdou uspofadanou trojici realnych ¢isel (a, b, ¢) plati

a<b<e = mi(a,c]) = m((a,b]) + m((b,c]);

e funkce b — m((a,b]) je zprava spojita na [a, o).
Vé&ta 3.21. m : Z — [0,00) je Lebesgueova-Stieltjesova funkce intervalu prdve tehdy, kdyZ existuje
zprava spojitd neklesajici funkce ¢ : R — R splriugict
m((a, b]) = @(b) - g@(a), (a? b] €eZ

Priklady. (i) m((a,b]) =b— q;
(ii) m((a,b]) = w (pravdépodobnost, ze nahodné zvolené ¢islo z intervalu [—1,1]
pat¥i do (a, b]). Odpovidajici funkee ¢ je dana vztahem

0, Tz < -1
90(1‘) = %17 T e [_]—7 1]a
1 x> 1.

(iii)
0, pokud {—1,1} n (a,b] = &;
m((a,b]) = { &, pokud pravé jedno z &isel {—1,1} pat¥i do (a, b];
1, pokud {—1,1} < (a,b]

(pravdépodobnost, ze nahodné zvolené ¢islo z mnoziny {—1, 1} patii do (a, b]). Odpovidajici funkce
¢ je ddna vztahem

0, z<-1;
30(‘1‘) = %7 T e [717 1);
1, z=>=1.

Definice. Necht m je LSFI. Pro A € R poloZzme

[e¢]

Z i I e, U I; o A}.

= =1
O funkci m* : P(R) — [0, c0) Fikdme, Ze to je Lebesgueova-Stieltjesova vnéjsi mira generovand m.
Lemma 3.22. Necht m je LSFI a m* je Lebesgueova-Stieltjesova vnéjsi mira generovand m. Pak
m* je vnéjsi mira.
Definice. Necht m je LSFI a m* je Lebesgueova-Stieltjesova vnéjsi mira generovana m. Funkci
M(m*) 3 A — m*(A) fikdme Lebesgueova-Stieltjesova mira na R (generovana m).

Je-li ¢ : R — R zprava spojita neklesajici funkce a m je LSFI definovana piedpisem (a,b] —

©(b) — ¢(a), pak Lebesgueovu-Stieltjesovu miru na R generovanou m znacime jako (i, a fikdme, Ze
iy je Lebesgueova-Stieltjesova mira na R generovand .
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Priklady. (i) Je-li ¢(z) = x, pak p, je Lebesgueova mira na R.
(ii) Je-li p(x) = X[q,00) (), Pak p, je tzv. Diracova mira d, splitujici

1, a€eA;
5a(A>={O e

Véta 3.23. Necht m je LSFI a p je Lebesgueova-Stieltjesova mira na R generovand m. Pak p je
dplnd mira, kazdd borelovskd mnoZina je p-mévitelnd a pro kazdé A € T mdme m(A) = u(A).

Definice (Lebesgueiv-Stieltjesiiv integral). Necht ¢ : R — R zprava spojita neklesajici funkce a f
je po-méfitelna funkce na p,-méfitelné mnoziné £ < R. Integral

| ran,

se nazyva Lebesguetiv-Stieltjesiv integral funkce f podle i,,. Je-li E = (a, b], pouziva se téZ oznaceni

b
(LS) f pagta) = | fame

Je-lia,beR a g: [a,b] — R neklesajici, zprava spojita funkce, pak pouZzivame znadceni

b
(LS)J fdg(z) = f( ’ f g,
kde §: R — R je definovana predpisem
g(a) x<a,
g(z) = g(z) x¢€a,b],
g(b) = >0b.

NemiiZe-li dojit ke zmateni, piSeme SZ fdg(x) misto (LS) Sz f(z)dg(x).
Piiklad. Necht b€ R, ¢(2) = X[p,00) (), [ je funkce na R. Pak §, fdo = f(b).
konec prednéasky 30.11.2022

Vé&ta 3.24 (Vztah Lebesgueova-Stieltjesova a Riemannova-Stieltjesova integralu). Nechtg : [a,b] —
R je zprava spojitd a neklesajict funkce. Md-li funkce f : [a,b] - R Riemanniv-Stieltjesiv integrdl
od a do b vzhledem k funkci g, pak md také Lebesguetiv-Stieltjesiv integrdl podle g pres mnoZinu
(a,b] a hodnoty téchto integrdli se rovnayi.

Znaceni. Pro realnou funkci f definovanou na pravém (resp. levém) okoli bodu x oznaujeme
symbolem f(z+) (resp. f(z—)) limitu lim,_,,+ f(y) (resp. lim,_,.— f(y)).

Vé&ta 3.25 (per partes pro LS integral). Necht f,g : [a,b] — R jsou zprava spojité a neklesajici
funkce. Pak

b b
j f(2) dg(a) = [f@)g()] - f g(e—)df (),
(b) -

kde [f(x)g(x)]e = f(b)g(b) — f(a)g(a).
P¥iklad. Necht a <c <, f(z) = z, g(z) = X[ (2). Pak SZ f(z)dg(z) = c.
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3.4.1 LS integral pro obecnéjsi funkce a jeho vypocet

Definice. Pokud je ¢ : R — R neklesajici funkce, uvazujme zprava spojitou neklesajici funkci
@ : R — R danou piedpisem @(x) = p(x+). Miru pug pak oznacujeme jako pi, a fikdme, Ze p, je
Lebesgueova-Stieltjesova mira na R generovand ¢. Analogicky jako vySe pak piSeme (LS) SZ f(z)de(x)

(nebo dokonce jen SZ f(z) dp(x), nemiiZe-li dojit ke zmateni) misto S(a,b] f(z) dpg(z).
Priklad.
0, < 0;
p(x) =41, z€(0,1);
2, =1,
pak
0, =<0
() =41, ze[0,1);
2, z>=1.

)

Definice. Necht f, ¢ : R — R jsou borelovsky méfitelné funkce a necht

© = 1 — 2, kde o1, :

R — R jsou omezené neklesajici funkce. Pak pro borelovskou mnozinu E definujeme

LSff ) de(x

)= | s

ma—li prava strana rovnosti smysl. NemiiZe-li dojit ke zmateni, piSeme SZ f(x)

(kde —0 < a < b < ).

Poznamka. Plati, Ze hodnota integralu {, f(
tak dava dobry smysl.

Priklad. Necht

d</’1

f f(x) dpa(x

x) de(x) nezavisi na volbé funkei ¢1, 2, a definice

0, z<0
2, zel0,1)
P =91 e [1,2)
3, x=2.
Pak p(z) = p1(x) — p2(z), kde
0, z<0
i) =42, ze[0,2)
4, x =2
a

1, z=>1.

@2@)_{07 r<l1

Vé&ta 3.26 (Pravidla pro pocitani LS integralu). Necht ¢ : R — R je rozdilem omezengch neklesa-
jicich funkci a necht f : R — R je omezend borelovsky mévitelnd funkce. Pak

1. Pokud interval I je disjunktnim sjednocenim intervali (I;)"

Jf ) dop(x

2. Pro kazdé c € R mdame

f f(z) dp(z) =
{c}

i_1, pak

fo ) dip(x

f(e)(elet) — p(c—)).
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3. Pokud I € R je otevieny interval, f € C(I) a ¢ € C*(I), pak plati
| 1@aet0) = | s@1¢ @ o

4. Pokud ¢ = Z;.Lzl ¢jg;, kde c; € R a g; : R — R jsou rozdilem omezenych neklesajicich funkci
pro kazdé 5 =1,...,n, pak

b n b
fﬂ@w@:Z%Jﬂ@%W)
a j=1

a

Priklad. Necht

e, x =2
a
0, <1
ple) = {x, z>=1
Pak 8[0’4) fdp =5
Priklad. Necht
z, x#0
o= o
a
x, z <0
wlw) = {x +1, =20

Pak S[—1,1] fdp=1.

_ konec pFedndsky 2.12.2022

3.5. Prohozeni integralu a limity, integralu a rady

Priklad. Obecné integrél a limitu prohazovat nelze. Necht f; = X(j ), j € N. Pak lim; o f; =
0=:f,ale oo =limj_,o § f; # §z f = 0.

Véta 3.27 (zameéna limity a integralu pii stejnomérné konvergenci). Necht (X, A, u) je prostor s
mirou, E € A a pro j € N je f; : E — R méFitelnd funkce. Necht f; =3 f, p(E) < © a SEfdu

existuje. Pak
tiw [ frdu= | s
Im0JE E

Priklad. lim, ., {7 2" dz = 0

Véta 3.28 (Leviho véta). Necht (X, A, p) je prostor s mirou, E € A aprojeNje fj : E >R
méfitelnd funkce. Necht SE fidu>—-wa fi < fo<.... Pak

f lim fjdp = _limf £ dp.
EJI™® I=0JE

Poznamka. Zavér Leviho véty plati rovnéz v pripadé, kdy SE fidu<ooafizfox=....

Priklad. lim, o §,2" dz =0
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Véta 3.29 (Lebesgueova véta). Necht (X, A, 1) je prostor s mirou, E€ AaprojeNjef; : E—-R
meéritelnd funkce. Necht posloupnost funkci {fj};?czl konverguje bodové skoro vSude na E. Necht
existuje integrovatelnd funkce g : E — R (takzvand integrovatelna majoranta) takovd, Ze

|fi(@)] < g(z), jeN, zeE.

L Jim fdp = lim L fidp
Priklad. lim,_,o SO Trazdr =0
Piiklad. lim, o §; e " dz =1
Poznamka. | e dy = @
konec predndsky 7.12.2022

Vé&ta 3.30 (Leviho véta pro fady). Necht (X, A, p) je prostor s mirou, E € A a pro j € N je
fj + E—[0,00) méfitelnd funkce. Pak

Ljilfjdu —jilJEfde

Vé&ta 3.31 (Lebesgueova véta pro fady). Necht (X, A, p) je prostor s mirou, E € A a pro j € N
jsou f; + E — R méritelné funkce spliiujici Z;O=1 Splfildu < . Pak Z(f:l f; konverguje skoro

vSude na E a plat?
0 (e @]
f > fidu= ZJ fidp.
Ej=1 j=1 E

Priklad. ) e0=0 g, — _v* 1
Priklad. SO a‘+1 dr = Zf:o %

Piiklad. § e~ cos(y/a)dr = Y (- 1)n—(;j)!
konec predndsky 9.12.2022

3.6. Integraly zavislé na parametru

Véta 3.32 (Spojitost integralu zavislého na parametru). Necht (X, A, ) je prostor s mirou, E € A,
a € R™ a necht U je oteviend mnoZina obsahugici bod a. Necht funkce f : U x E — R md ndsledujici
vlastnosti:

(i) Pro skoro vSechna x € E je funkce U 3t — f(t,x) spojitd v a,
(ii) pro vSechna t € U je funkce E 3 x — f(t,x) méFitelnd,
(#ii) existuje integrovatelnd funkce g na E takovd, Ze pro vSechnat e U a x € E je |f(t, z)| < g(x).

Potom pro vsechna t € U je E 3 x — f(t,x) integrovatelnd a funkce

=f Ft2)du(z), telU
E

je spojitd v bodé a.

Piiklad. Necht F(a) = 0 =t

~dx. Pak F je spojita na [0, c0).

Piiklad. Necht F(a So % dgz. Pak F je spojita na (0,o0).
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Véta 3.33 (Derivace integralu zavislého na parametru). Necht (X, A, p) je prostor s mirou, E € A
a I € R je oteviceny interval. Necht funkce f: 1 x E — R md ndsledugjici vlastnosti:

(i) Pro skoro vSechna x € E md funkce I 3t — f(t,x) vlastni derivaci na celém intervalu I,

(i) pro vSechna t € I je funkce E 5 x — [(t,x) méiitelnd,

(iii) existuje integrovatelnd funkce g na E takovd, Ze pro vSechnate I ax € E je

(t,2)| < g@),
(iv) existuje tg € I tak, Ze funkce E 3 x — f(tg,x) je integrovatelnd.

Pak pro vSechna t € I je funkce E 3 x — f(t,x) integrovatelnd, funkce

F(t)= | fto)du(o), ter
E
md vlastni derivaci na celém intervalu I a plati

F'(t) = fE %(t,x) du(z), tel.

Pitklad. §; == dz = log(a + 1) pro a > —1.

konec predndsky 14.12.2022

Definice. Funkci Gamma definujeme na intervalu (0, c0) pfedpisem

0
IL(s) := f e 2 tdx, se(0,0).
0

Véta 3.34 (Vlastnosti funkce Gamma). (i) I'(s) € (0,0), s € (0,0);

(i) T'(1) = 1 a pro kazdé s € (0,0) plati T'(s + 1) = sI'(s). Specidlné, T'(n + 1) = n! pro kazdé
neN;

(i4i) T € C*(0,0), k e N;
(iv) T je ryze konvexni na (0,0);
(v) lim, o+ I'(s) = lims_,on I'(s) = +00;
() T(3) = V.
Definice. Funkci Beta definujeme na (0, 00) x (0, 00) pFedpisem
1

B(p,q) ::JO a? M (1—2)"dx, (p,q) € (0,0) x (0,0).

Véta 3.35 (Vlastnosti funkce Beta). (i) Pro kaZdé p,q € (0,00) mdme B(p,q) € (0,00);

(i) pro kaZdé p,q € (0,00) mdme pB(p,q + 1) = ¢B(p+1,q);

(i) pro kazdé p,q € (0,00) mdme B(p,q) = FF(ZZJI:E;I)) (specidlné B(p,q) = B(q,p));

(iv) B e Ck((0,00) x (0,:)), ke N;

(v) B(1—s5,5)=T(s)I'(1—-35)=-"—, se(0,1).

sinms’

konec predndsky 16.12.2022
Priklad. §; a'e ™ do = 2\/7

z .,
Piiklad. {2 sin? z cos® z dx = 3=

512
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Piiklad. Necht F(a) = §" “S) dr, a € R\{0}. Pak

o Fje SpOJlta na R\{0};
. F, SOO sin(%) dl‘

011maﬁooF( ) %

o2

Priklad. Necht B(0, R) < R" je koule se stfedem 0 a polomérem R. Pak A"(B(0, R)) = w57 R"-

konec predndsky 21.12.2022
Priklad (Stirlingav vzorec).

Piiklad. lim,_. \"(B(0,1)) =0

a —a2 ’ n
Priklad. Necht F(a) = {7 &8 da. Pak lim,, ., ZOHUEDZ — vx,

3.7. Radonova-Nikodymova véta

Definice. Necht (X, .4, 1) prostor s mirou. Rekneme ze mira pu je o-koneénd, pokud existuji mé-
fitelné mnoziny A,, n € N takové, Ze p(A,) < o pro kazdé ne Na | J, .y 4n = X.
Priklady. e n-rozmérna Lebesgueova mira A™ na R" je o-konec¢na.

e Kazda konecna mira je téZz o-konecna.

e Pocitaci mira na R neni o-konecna.
Definice. Necht (X,.A) je méfitelny prostor a necht u,v jsou miry na (X,.A). Rekneme, 7e v je
absolutné spojitd vzhledem k p (znadime v << p), jestlize pro kazdou E € A plati

wE)=0=v(E)=0.
Priklad. Necht a € R™ a necht ¢, je Diracova mira (§,(E) = 1, pokud a € F, jinak 0,(F) = 0).
Pak 0, neni absolutné spojita vzhledem k A".

Definice. Necht (X, A, 1) je prostor s mirou a necht f je nezdporna p-méfitelna funkce. Pak mira
v: A— [0,00] definované predpisem
- | ran
E

se nazyva mira s hustotou f (vzhledem k p). Naopak f se v této situaci nazyva hustota nebo

Radonova-Nikodgmova derivace miry v (vzhledem k v) a znadi se ZZ

Véta 3.36 (Radonova-Nikodymova véta). Necht (X, A) je méfitelny prostor, necht u je o-konecnd
a necht v je o-koneénd mira na (X, A) spliiujici v << u. Pak e:m'stuje prdvé jedna (aZ na modifikaci
na mnozindch p-miry nula) p-mévitelnd funkce f takovd, Ze f = d#, tj.

=deu, Ee A
E

Navic, pokud je v konecénd, pak f je p-integrovatelnd.

Tvrzeni 3.37 (O integraci vzhledem k hustotg). Necht (X,A) je méf'itelny prostor necht u je
o-konecnd a necht v je koneénd mira na (X, A) spliiujici v << p a necht f = . Pak pro kaZdou
E e A a kaZdou p-méFitelnou funkci g : E — R plati

J gdv = J gf du,
E E

md-li alespoti jedna strana rovnosti smysl.

Priklady. e Necht mira v spliiuje v(E) = 2A\"(E) pro kazdou lebesgueovsky méfitelnou mnozinu

dv
E. Pak 5% = 2.

e Necht p = A" + §p. Pak % = XR7\{0}-
konec predndsky 4.1.2023
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