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KAPITOLA 1

Soustavy linearnich rovnic

1. Uvod
Nejjednodussi linedrni rovnici je
20 —y =3
Popisuje piimku v roviné. Podobné
(1) 2 +3y+z2=1

je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Oboji mizeme popsat parametricky,
napiiklad

resp.

1
x:§(1—33—t), teR,
Soustava dvou rovnic o dvou neznamych
20 —y =3
—x+3y=1

je vlastné uloha na prisec¢ik dvou pfimek, jimz je v tomto pfipadé bod (z,y) = (2, 1).
Mizeme se na ni ale divat také jako na hledani ¢isel x a y, ktera spliuji vektorovou

(e 3)-(2)

Vyraz nalevo je linearni kombinace sloupcovych vektort s koeficienty x a y. Uz
vime, Ze spravné koeficienty, s nimiz se prava strana bude rovnat levé, jsou x = 2 a
y=1.

Oba dva pohledy na soustavu rovnic, fadkovy i sloupcovy, v sobé kombinuje

maticovy zapis
2 -1 z\ _ (3
-1 3 y )\ 1)’

ktery budeme od této chvile pouzivat. Matice 2 x 2 se nazyvad matici soustavy
linearnich rovnic.
Soustava ti1 rovnic o tfech neznamych

2 3 1 T 1
(2) 1 2 0 Y = 0
1 -2 4 z 4

odpovida tloze na hledani priniku tfi rovin, prvni z nich je rovina popsana rovnici[l]
Jedno feSeni snadno odhalime ze sloupcového tvaru: t¥eti sloupec matice soustavy je
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6 1. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

stejny jako sloupec pravych stran, takze linearni kombinace s koeficienty (z,y, z) =
(0,0,1) je urcité spravng. Je to jedina moznost? KdyZz se podivame na prvni dva
sloupce, vidime, ze dvojnasobek prvniho minus druhy davaji také sloupec pravych
stran. Dalsim FeSenim je tedy (z,y,z) = (2,—1,0). Je také snadno vidét, ze kazdy
vektor tvaru

x 0 2
y |=t| 0 |+0Q-t)] -1 |,teR
z 1 0

je FeSenim, coz je vlastné parametricky popis pfimky. Prinikem t¥{ rovin muZe byt
bud prazdna mnozina, bod, pfimka nebo rovina. Prvni dvé moznosti uz jsme vylou-
¢ili a posledni také nenastane, protoze to by musely vSechny tii rovnice popisovat
tuto jednu stejnou rovinu, coz zjevné neni pravda. Tedy piimka

T 2 —2
Y = 1 +t 1 ,teR
z 0 1

je tplnym feSenim soustavy rovnic

1.1. Cviceni.

(1) Najdéte prunik rovin x —y+z=1a2x+ 2z =1.

(2) Zjistéte, zda vektor (1,1,1) je linearni kombinaci vektoru (—1,2,1) a
(3,—1,1).

(3) Najdéte kvadraticky polynom, ktery prochazi body [0, 1], [1,0] a [2,1].

(4) Najdéte viechny kvadratické polynomy, které prochazeji body [—1,1] a
[1,3].

2. Vlastnosti feSeni soustav

Chceme se naucit fesit soustavy rovnic bez hadani a bez nutnosti se odvolavat
na geometrickou intuici. Nejprve zavedeme potiebné pojmy.

DEFINICE 1. Linearni rovnici s neznamymi x1, o, . .., T, rozumime rovnici

n
a1x1 + asxs + ...+ apx, = b, zkracené E a;r; =b,
=1

kde koeficienty a;,j € {1,2,...,n} a prava strana b jsou zadané realna nebo
komplexni ¢isla a feSeni hledame také v R, respektive v C. Pokud je rovnic vice,
feknéme m, mluvime o soustavé linearnich rovnic

Zaijxj =b,i€{1,2,...,m}

Jj=1
Kazda n-tice ¢isel (z1, ..., x,), kterd splituje viech m rovuic, je feSenim sou-
stavy rovnic.
Tabulka
aip a2 413 ... Qin
azy Q2 A4z2z ... d2p
A= (a;)T" =
=\Gij)in =

aml1 Am2 am3 ... Amnp
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se nazyva matice soustavy a

ail @12 ais ... Qin b1

azi @22 azs ... QG2n by
(A[b) =

am1 Am2  Am3 oo Omn bm

je roz8ifena matice soustavy. Sloupec, ktery piibyl, se nazyva sloupec pravych
stran. Pokud je cely nulovy, nazyva se soustava homogenni, v opaéném piipadé
nehomogenni. Maticovym zapisem soustavy budeme rozumét zapis Ax = b
neboli

a1 a2 @13 ... Qin z1 by
a21 a22 a3 ... Qa2p €2 bo
am1 Am2 Am3 coo Qmn Tn bm

Pokud mé soustava Az = b matici

1 0
(o 1),
o 1a12
=0 ")

protoze z druhé rovnice mame xo = by, coz dosadime do prvni: 1 = by — aq2bs.
Pojdme pridat jednu neznamou. Soustava s matici

_ 1 0 ais
A= ( 0 1 a3 > ’
je splnéna pro x3 = t, xo = by — aqst, 1 = by — a13t, kde ¢ je libovolné. Jakmile
jsme polozili x3 rovné parametru, obsahovala uz kazda z rovnic jen jednu nezndmou,

které jsme mohli v libovolném poiadi dopocist. Kdyby koeficient a12 nebyl nulovy,
museli bychom nejprve urcit xo a az pak dosazenim x1:

vvvvvv

piipad

1‘3=t
T = bg —a23t

1 = b1 — a13t — a12(ba — agst)

neboli
x1 by — ai2bs a12023 — 413
T2 = by +t —a923 ,teR
T3 0 1

Pokusme se charakterizovat matice soustav, které se daji fesit takto jednoduse:

DEFINICE 2. Rekneme, Ze matice A = (aij)1"i" ma odstuphiovany tvar, po-
kud jsou splnény tyto podminky
(1) Existuje celé &islo 0 < k < m takové, Ze pro vSechna ¢ > k a v8echna j je
A5 = 0.
(2) Existuji pfirozena &isla 1 < j; < jo < ...Jk < n takova, Ze pro vSechna
i < k a pro vSechna p < j; je a;p = 0 a a5, # 0.
Matice méa redukovany odstupiiovany tvar, pokud navic pro vSechna i < k a vSechna
g <1jeay;, =1aag, =0. Sloupce s pofadovymi ¢isly ji,...,Ji se oznacuji jako
pivotni sloupce a elementy a;;, jako pivoty.
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V normalnim jazyce prvni podminka tika, ze v8echny rfadky matice az na prv-
nich k jsou nulové. Druh& podminka znamend, na kazdém z prvnich k fadku je jeden
koeficient, pivot, ktery je charakterizovan vlastnosti, Ze je nenulovy a v8echny koe-
ficienty pfed nim jsou nulové, a Ze kazdy dalsi pivot ma ostie vyssi sloupcovy index
nez ten piedchozi. To je ta odstupiiovanost. Redukovana odstupiiovanost navic po-
zaduje, aby pivot byl jedna a vSechna ¢isla nad pivotem byly nuly, tedy pivot je
jedinym nenulovym koeficientem v daném pivotnim sloupci.

Matice v redukovaném odstupiiovaném tvaru vypada tieba takto:

10 -2 -2 0 -3
0 1 3 -1 0 -3
00 0 01 -2
Kdyz si k ni doplnime néjakou pravou stranu
10 -2 -2 0 =319
0 1 3 -1 0 =32 |,
00 0 01 —-2|4

muzeme rovnou psat reSeni

l‘ﬁzt
x5 =4+ 2t
Ty =S
T3 =T

To=2—-3r+s+3t
1 =94 2r+2s+ 3t

vr,s,t € R
neboli
T 9 2 2 3
To 2 -3 1 3
as || o 1 0 0
e e N R O e T R
Tg 0 0 0 1

Vsimnéte si, Ze pokud bychom zvolili sloupec pravych stran nulovy, pak by prvni
sloupcovy vektor v feseni, jeho absolutni ¢len, byl také nulovy. ReSeni homogennich
rovnic tedy maji specidlni vlastnosti:

VETA 1. Necht vektory x',z" € R™ jsou Fesenim homogenni soustavy rovnic
Az =0. Pak

(1) ' + 2" je FeSenim soustavy rovnic Az = 0.
(2) Vr € R je ra’ feSenim soustavy rovnic Az = 0.

DUKAz. Pokud je z’/, feSenim soustavy, pak Z?Zl aijz; = 0 pro vSechna i,
podobné pro z”. Pak tedy

n n n
Zaij(x; + I’;,) = Z aijx; + Zaijx}/ =0 + 0=0
j=1 j=1 j=1
Podobné se dokdze druhé tvrzeni. O

Vsimnéme si také, ze zména pravé strany se projevi pouze zménou absolut-
niho ¢lenu TeSeni, na zbylé tii vektory nema vliv. I to mizeme vyjadfit obecnym
tvrzenim:
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VETA 2. Necht'z', x” jsou reseni nehomogenni soustavy Az = b. Paky = x''—x'
je Fesentm homogenni soustavy Ax = 0. Naopak, pokud x’ je reSenim nehomogenni
soustavy Ax = b a y je FeSenim homogenni soustavy Az = 0, pak y+ x' je refenim
nehomogenni soustavy Ax = b.

DUKAzZ. Méame
n n n
2 : / " 2 : / 2 : "
aij(a;j — QTj) = aijxj — aijxj = bl — bl = 0,
j=1 j=1 j=1

tedy 2’ — 2" je FeSenim soustavy Az = 0. Naopak, pokud plati Ay = 0 a Az’ = b,
pak

n n n
Zaij(yj + a:;) = Zaijyj + Zaijx; =0+0b; =0b;,
j=1 j=1 j=1

tedy y + 2’ je feSenim Ax = b. a

Obecné feseni nehomogenni soustavy tedy miizeme ziskat z obecného feSeni
piislusné soustavy homogenni pfi¢tenim libovolného feSeni soustavy nehomogenni,
tzv. partikularniho FeSeni. V naSem piikladé je obecnym feSenim homogenni
soustavy mnozZina

+t ,r,8,t €ER

OO = O N
=N OO WW

a partikularnim fesenim vektor

rp =

Ok OO N

Obecné feseni nehomogenni soustavy pak miizeme zapsat jako xp + Wy, ¢imz mys-
lime mnozinu sou¢ti vektoru xp se vemi prvky mnoziny Wy.

Vsimnéte si, ze sloupcové vektory vystupujici v feSeni lze ziskat i rychleji nez
zavadénim parametra a jejich vytykanim pied zavorky. Partikularni feSeni vznikne
tak, Ze se za vSechny neznamé, které odpovidaji nepivotnim sloupctim (tzv. volné
neznamé), dosadi nuly. Kazdé ze zbyvajicich ¢isel pak ur¢i jedna rovnice neho-
mogenni soustavy. Tti sloupce charakterizujici feSeni homogenni rovnice vzniknou
obdobné dosazenim trojic (1,0,0), (0,1,0), resp. (0,0,1) za volné nezndmé a opét
dopoc¢tenim zbyvajicich ¢isel, tentokrat samoziejmeé z homogenni soustavy.

2.1. Cvideni.

(1) Najdéte obecné feSeni homogenni soustavy rovnic

7



10 1. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

(2) Najdéte obecné feseni nehomogenni soustavy

010 3 00]1
001 -3 002
000 0103 ]
000 00 1|4

(3) Najdéte obecné feseni nehomogenni soustavy

0100 1| 5
1010 —2|-3],
0001 —-3| 1

(4) Najdéte obecné feseni homogenni soustavy

311 0 0 1]0
7 50100 |,
5 6 1 0 0[]0

(5) Necht 2/, z” je FeSenim nehomogenni soustavy Az = b. Jakou soustavu
rovnic fesi vektor a’ + z''?

3. Gaussova eliminace

Umime tedy najit obecné feSeni soustavy rovnic, ale zatim jen pokud od nékoho
dostaneme matici v redukovaném odstupiiovaném tvaru. Pokud to §tésti nemame,
potiebujeme algoritmus, jak zadanou matici na tento tvar pievést. Tento algoritmus
se jmenuje Gaussova eliminace a dovolené kroky se nazyvaji elementarni upravy:

DEFINICE 3. f{ekneme, 7e matice A’ vznikne z matice A elementarni apra-
vou, pokud A’ vznikla z A bud

(1) vynasobenim nékterého fadku nenulovym ¢islem, nebo

(2) tak, ze k n&jakému fadku A byl pfi¢ten libovolny nasobek jiného Fadku
A, nebo

(3) zménou poradi fadka, nebo

(4) doplnénim nebo vynechanim fadku obsahujiciho pouze nuly.

Je hned vidst, ze pokud A’ vznikne z A elementarni tpravou, pak také A
vznikne z A’ elementarni tpravou, jedné se tedy o symetrickou relaci. Je to také
relace reflexivni, protoze A vznikne z A elementarni tpravou. Je to relace ekvi-
valence? A je ekvivalenci relace ,,vzniknout kone¢nou posloupnosti elementarnich
dprav“?

oy

LEMMA 1. Pokud rozsifend matice (A'|b') vznikne z rozSifené matice (A|D)
elementdrni ipravou, pak maji prislusné soustavy rovnic stejnou mnozinu reSeni.

DUKAz. Potiebujeme ovérit, ze kazdé FeSeni soustavy s rozsifenou matici (A|d)
je zéroven feSenim soustavy s rozsifenou matici (A’|b’), a naopak, 7e kazdé Fe-
geni soustavy (A’|b’) je FeSenim soustavy (A[b). Ve skutecnosti nam ale staci jen
jeden smér, protoze "vzniknout elementarni apravou"je symetricka relace. Pfedpo-
kladejme tedy, ze n-tice (x1,x2,...,z,) vyhovuje rovnicim

n
E aijxj = bl
j=1

pro viechna ¢ € {1,2,...,m}.
Pokud A’ vznikne z A vynasobenim k-tého fadku ¢islem r # 0, vidime, Ze
rovnice

n
g rar;x; = by
=1
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je také splnéna a ostatni rovnice se nezménily, tedy

n

’ oy
E a;;Tj = b;
=1

pro viechna i € {1,2,...,m}.
Podobné pokud A’ vznikne pfi¢tenim s-nésobku I-tého fadku do k-tého fadku,
pak k-ta rovnice soustavy (A’[b)

n n
!
D dimp = (ak; + sai;)x;
=1 =1

n n

/

= E ar;x; + s E aj;x; = by + sby = by,
j=1 =1

je splnéna a ostatni rovnice ziistaly opét beze zmén.

Zména poradi rovnic samoziejmé mnozinu feSeni neméni a nulové fadky od-
povidaji rovnicim splnénym pro libovolnou n-tici (z1, 22, ...,y ), které tim padem
miizeme piidavat i ubirat bez omezeni. ([

Gaussova eliminace je nésledujici posloupnost kroki:

(1) Najdéme Fadek, jehoz prvni nenulovy prvek je ze vech prvnich nenulovych
prvkua v8ech fadkua v matici nejvice vlevo. Pokud je takovych vice, mazeme
vzit libovolny z nich. Ozna¢me si sloupcovy index tohoto prvku k. To
je mozné pro kazdou nenulovou matici, nulovad matice v odstuphovaném
tvaru uz je.

(2) Zménme poradi fadkia posunutim fadku nalezeného v predchozim bodé& na
prvni pozici. Pokud ozna¢ime vzniklou matici A, pak a1 # 0 a zaroven
a;; = 0 pro libovolné 7 a pro v8echna j < k. Zvolené a;), se stane pivotem
v budoucim odstupfiovaném tvaru, proto se tomuto kroku fika pivotace.

(3) Pro i = {2,...,m} pfi¢téme do i-tého Fadku (—Zﬁ)—nésobek prvniho
rfadku. Po této posloupnosti elementérnich tprav vznikne matice, které
ma na pozicich zminénych v pifedchozim bodé stile nuly a navic jsou
nulové i v8echny koeficienty v k-tém sloupci kromé pivotu.

(4) Aplikujme cely algoritmus na podmatici vzniklou vynechanim prvniho
radku.

Je ziejmé, ze timto rekurzivnim postupem pievedeme libovolnou matici na ma-
tici v odstupiiovaném tvaru. Na nékolika mistech algoritmu mame urcitou liboviili,
na niz mize zaviset i vysledny odstupnovany tvar.

Pro ilustraci zkusme vyfesit soustavu rovnic

3ry — 6x3 + 624 + 425 = —5
3x1 — Txo + 8x3 — dxy +8x5 =9
31’1 — 91’2 + 12$3 — 91‘4 + 6£L’5 =15

ZapiSeme roz§ifenou matici soustavy a provedeme pivotaci:
0 3 -6 -5 3 -9 12 -9 6] 15

6 4
3 =7 8 =5 8 9 |~ 3 -7 8 =5 8 9
3 -9 12 -9 6] 15 0 3 —6 6 4| -5



12 1. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Pod trojkou na prvnim Fadku chceme ziskat nuly, proto p¥icteme (—1)-nésobek
prvniho fadku ke druhému. Poté aplikujeme cely algoritmus na druhy a tieti fadek:

3 -9 12 -9 6] 15 3 -9 12 -9 6] 15
0 2 -4 4 2|-6 |~| 0 2 —4 4 2| -6
0 3 —6 6 4| -5 0 0 0 0 1 4

Pricitali jsme (—3)-nasobek druhého radku ke tretimu. Matice je nyni v odstup-
novaném tvaru. Odtud bychom mohli uz ziskat feSeni: zvolili bychom x3 a z4 za
parametry a uréenim x5, x2 a x; postupnym dosazovanim odspoda. Uz ale vime,
ze z redukovaného odstupnovaného tvaru lze feSeni prakticky jen precist, takze se
vyplati dalsimi ipravami matici na tento tvar prevést:

3 -9 12 -9 0] -9
0 2 —4 4 0| -14
0 0 0 0 1 4

3 0 -6 9 0|72
~1 01 -2 2 0| =7
0 0 0 0 1| 4

1 0 -2 3 0|—-24

~|1 01 =2 2 0| =7

0 0 0 0 1| 4

Prvni matice vznikla pfictenim (—2)-nasobku tietiho fadku ke druhému a (—6)-
nasobku tfetiho fadku k prvnimu. Dalsi ~ shrnuje opét dvé tupravy - nasobeni
druhého fadku cislem % a poté pric¢teni devitindsobku nového druhého radku k
prvnimu. Nakonec jen nasobime prvni fadek jednou tietinou a jsme hotovi. Regent
pak mé tvar

—24 2 -3

-7 2 —2

0 +<s| 1 |+t 0 |s,t R p,
0 0 1

4 0 0

ktery jsme opét zapsali ve tvaru ,partikularni“ plus ,,feSeni homogenni soustavy®.
7 odstupnovaného tvaru mizeme ihned usoudit na pocet feSeni, které soustava
rovnic ma:

VETA 3. Necht (A|b) je rozsifend matice soustavy a rozsitend matice (A'|b)
v odstupriovaném tvaru z ni vznikne koneénou posloupnosti elementdrnich iprav.
Pak soustava s rozsiienou matici (A|b) md FesSeni pravé tehdy, kdyz sloupec b’ neni
pivotni. Pokud soustava s rozsifenou matici (A|b) md FeSent, pak je toto feSeni
prdvé jedno, pravé kdyz vsechny sloupce matice soustavy A’ jsou pivotni. V opacném
pFipadé existuje nekonecné mnoho feseni soustavy.

DUKAZ. Pokud je sloupec b’ pivotni, pak v matici (A’|b’) existuje fadek tvaru
(00...0[0,), kde b}, # 0. Takovy fadek ale odpovida rovnici, kterou nelze splnit
pro zadnou n-tici (z1,...,x,). Pokud naopak sloupec b’ pivotni neni, pak viechny
fadky v (A’|0') (a stejné tak i v jejim redukovaném tvaru ) maji svij pivot v matici
soustavy A’. Pokud v A’ zbyvaji jesté sloupce, které neobsahuji pivot, pak lze
prisludné neznamé polozit za parametry a neznamé odpovidajici pivotnim sloupcim
dopocitat, feSeni je pak nekonecné mnoho. Pokud Zadné takové sloupce nezbyvaji,
vyjadiuje kazdy radek v redukovaném odstupiovaném tvaru piimo hodnotu nékteré
neznamé a feSeni je tedy jednoznacné. O
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Véta i dikaz jsou zatim formulovany trochu krkolomné, protoze jesté nemame
zavedeny vSechny dulezité pojmy. V kapitole o hodnosti matice se k této vété vra-
time a napiSeme ji v elegantnéjsim podani. V praktické roviné ale uz mame vsechno,
co potfebujeme k vyfeseni libovolné soustavy linearnich rovnic, pfipadné k verdiktu,
Ze soustava TFeSeni nema. Ilustrujme to jesté na dvou kratkych prikladech:

Soustava rovnic s rozsifenou matici

12 3| 6
~1 0 5 5| 10
0 -8 =8| —15

1 2 3|6

~( 0 1 1]2

0 0 0]1

nema zadné feSeni, protoze sloupec pravych stran posledni matice je pivotni. Sou-
stava

1 20 1 210
3 5|1 |~ 0 111
2 31 0 —-1|1

2
oo
\
==
oo

1 0| 2
0 1]-1

ma jediné FeSeni (z1,z2) = (2, —1).

3.1. Cviceni.

(1) Ukazte, ze kdybychom v popisu elementarni apravy prvniho typu vyne-
chali slovo ,,nenulovym‘ nebo u upravy druhého typu slovo ,,jiného“, ne-
byla by uz v textu popisovana relace symetrick.

(2) Zapiste vyménu dvou fadku (specidlni p¥ipad elementarni tpravy tietiho
typu) jako posloupnost elementéarnich tpravy prvniho a druhého typu.

(3) Ukazte, ze pokud bychom aplikovali elementarni apravy na sloupce, mno-
Zina feSeni soustavy se obecné zméni.

(4) Ukaite, 7e upravu

a11 a2 ... Qin a11 — @21 a12 —ag2 ... QAip — Q2p

a1 Az ... Q2p G21 — @31 422 —asz2 ... Q2p —03n
~J

Am1 Am2 LI Amn am1 — a1l Am2 — A12 .. Amn — Q1n

neni mozné napsat jako kone¢nou posloupnost elementarnich tprav.
(5) Kolik operaci nasobeni a kolik s¢itani je maximalné pot¥eba na prevedeni
matice n X n na odstupiiovany a kolik na redukovany odstupiiovany tvar?
(6) Najdéte vSechna redlné feSeni soustavy rovnic

— + X2 —+ I3 = —2
3v17 — 3x9 + 223 = 16
6r;y — bxo + 2x3 = 27
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(7) Najdéte vsechna reélna FeSeni soustavy rovnic

2.’51 —+ 2%3 = 2
-1 — I = -1
27 — x9 + 3x3 = 1

(8) Najdéte vechna redlna FeSeni soustavy rovnic

gy 4+ 3x9 — x3 = b
71‘1 + ) + 3%3 = 10
X — T2 + xIs = 0

(9) Najdéte vsechna realna FeSeni soustavy rovnic

ry — X9 + x3 = 3
201 — 2x9 — x3 4+ 34 = 3
31‘1 — 3582 — 2:173 + 5504 = 4
(10) Najdéte vSechna realna feSeni soustavy rovnic
209 — x2 + 3 + x4 = 1
31’1 — 2$2 — I3 = 0
T + x> + 2x3 + xy = 3
2331 — xro — I3 = 0
(11) Najdéte vSechna realné feSeni soustavy rovnic
X — 41[,’2 + 25U3 = 1
201 — 3z — x3 + dry = —7
3v17 — Tz + x3 — bry = —6
i) - T3 — Zq = -1

(12) Najdéte vSechna komplexni FeSeni soustavy rovnic

illj‘l + T2 = -1
3$1 + 3.%2 — I3 = 0
261 — X9 — 2x3 = —4+43i
ajdéte vSechna komplexni feSeni soustavy rovnic
(13) Najdéte vSechna komplexni feSeni y i
211 + (2 + 2i).732 + 2ix3 = 1
(1 — i)l’l + (1 + 3Z)£E2 + (Z - 1).%3 =0
149z + (Q—-d)z2 + (Q+dzs = 1
(14) Najdste vSechna realna FeSeni soustavy rovnic v zavislosti na a € R
ary, + x2 + x3 = 1
ryT + ars + T3 = a
rT + T2 + arz = a?

(15) Najdéte vSechna realna feSeni soustavy rovnic v zavislosti na a,b € R

ary, + bry + (a?+0P)ax3 = b
bry + ary + (a®+b)r3 = —a
x1 + a2 + (a+bzs = 0

(16) Najdéte vSechna redlna feSeni soustavy rovnic v zavislosti na a € R

S]

r1 + X2 + axrz — x4 = 2
1 + axre + x3 + ax4

r1 + 3x2 + x3 + 34 =
r1 + X2 4+ x3 4+ x3 =

S~ e
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Reseni: 6. (3,—1,2), 7. nema feeni, 8. (2 —1¢,2 + 1t #),t e R, 9. (245 —

t,s,1+1t,t),s,t € R, 10. (1,1,1,—1), 11. nem4 Fefeni, 12. (1 +4,—i,3), 13. (L4 +
i e C o 1)?
%t,t, % + 1;31t),t € C, 14. pro a ¢ {1, -2} jediné feseni (f%, (T:sl-z’ (’212) ),
pro a = 1 nekone¢né mnoho feSeni tvaru (1 — a — b,b,a),a,b € R, pro a = —2
nem4 feseni, 15. pro a = b = 0 nekone¢né mnoho feeni tvaru (—s,s,t),s,t € R,
pro a = b # 0 nema feSeni, jinak jediné feseni (7%’2, 0, ﬁ

60

pro a = 1—77, vSechna FeSeni maji tvar (% — %t, f% —t, fﬁ + gt,t),t eR

), 16. ma FeSeni pouze






KAPITOLA 2

Matice

1. Nasobeni matic

V minulé kapitole jsme zavedli maticovy zapis soustavy rovnic

a1 a2 @13 ... Qip x1 by
a1 Q2 Q23 ... G2y T2 bo

- b
Am1 Am2 am3 .. Amn Tn bm

kde leva strana oznacuje linearni kombinaci sloupcu matice A:

n
a1 A1n Zizl 15T
n
az; QA2n, Zi:l A2;T;
xr1 + ...+ xy =
n
Am1 Amn Zi:l AmiT;

My nyni tento sloupcovy vektor definujeme jako sou¢in matice A a sloupcového
vektoru z. A kdyz budeme na x pohlizet jako na specialni pfipad n x 1 matice,
muzeme tuto definici rozsifit na obecnou definici sou¢inu matic:

DEFINICE 4. Necht m,n,p € N, A je m x n matice a X je n X p matice. Potom
sou¢in AX téchto dvou matic je m X p matice

n n n

Dokm1 MTRT Dy QIETR2 - Dpg Q1kTkp
n n n

Dokt QO2kTRL D g G2kTR2  --e D g G2kTkp
n n n

D k=1 GmkTEL Dy AmkTh2 oo D p_1 AmkThp

Kazdy sloupec matice AX je linedrni kombinaci sloupct matice A s koeficienty
v piislusném sloupci matice X.

PRIKLAD 1. Hledame matici X, kterd spliiuje maticovou rovnici AX = B, kde

=(13) (e 9)

To znamené, Ze sloupce matice X spliiuji soustavy rovnic
1 2 1\ (1

® (13)()-(2)
1 2 T12 o 3

@ (13)()-(3)

Mohli bychom vyftesit kazdou soustavu zvlast, ale protoZze maji stejnou matici sou-
stavy, byl by sled uprav, vedoucich k redukovanému odstuphovanému tvaru, v obou

piipadech totozny. USetfime si préaci tim, Ze soustavu budeme upravovat pro obé
pravé strany zarovein, tedy s rozSifenou matici

1 2|1 3
1 3|2 5

17
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Dvéma tpravami pfevedeme na redukovany odstupfiovany tvar:

1 0]-1 -1
0 1] 1 2

Kazdy sloupec za svislou ¢arou je nyni feSenim jedné ze soustav rovnic [3] tedy
jednim sloupcem matice X . Maticova rovnice mé proto jednoznacné reseni

(1)

(1) Najdéte matici X, pro kterou

1.1. Cviéeni.

1 0 1 1 0 2
1 1 0)]X=12 1 0
0 1 1 0 2 1
(2) Najdéte matici X, pro kterou
1 2 3 -1 2 10
01 2 0]X=(0 2 1
2 1 0 1 0 0 O
(3) Najdéte matici X, pro kterou
1 0 2 0 3 1 2 0
0 1 0 2 X — 1 1 0 1
2 1 0 2 3 -1 0 1
0 0 2 0 2 2 21
(4) Najdéte matici X, pro kterou
1 2 3 1 2
0o 2 1 11
1 0 2 X = 0 1
1 -2 0 2 3
(5) Najdéte matici X, pro kterou
1 2 3 2 1 3
0o 2 1 1 0 2
1 0 2 X = 0 1 1
1 -2 0 1 2 0
(6) Najdéte matici X, pro kterou
1 2 1 0 1 1 0
2 1 0 1 2 1 1
1 -1 -1 1 X= 1 0 1
1 -1 1 -1 01 -1
(7) Najdéte matici X, pro kterou
1 0 -1 0 2 00
0 1 1 -1 1 1 1
2 -1 0 1 X= 1 1 2
0 1 1 0 2 3 0

(8) Jak se zméni soufin matic AB, pokud v matici B vyménime i-ty a j-ty
sloupec? A kdyz vyménime v A i-ty a j-ty fadek?

(9) Jak se zméni soucin matic AB, pokud v matici B vynésobime i-ty sloupec
¢islem ¢? A pokud vynasobime ¢islem c i-ty fadek matice A?
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Reseni:
3 -1 1
Wil 3 -1
-1 1 3
2 5
r+ 3 S — 3 t— 1
@) —2r 2—2s 1-—2t rsteR
r S t
4 4
—3 3 1
(3) nema feSeni
6 7
@ |2 2
-3 -3
(5) nemaé FeSeni
r+ % s+ % t
r s
(6) —3T+% _35+% —3t ,T,S,tER
—3r+1 —3s —3t+1
4 2 3
8 7 -3
1
D 35] 2 2 3
3 6 -3

2. Vlastnosti maticového soudinu

Nez budeme pokracovat dal, musime se dohodnout na nékterych konvencich
a oznaceni. V prvni fadé potiebujeme védét, jakych hodnot mohou nabyvat ele-
menty a;; matice A. Pro zacatek si vystacime s tim, ze budou patfit bud do mno-
ziny R vSech redlnych ¢isel, nebo do mnoziny C v8ech komplexnich ¢isel. Souhrnné
budeme mluvit o mnoZiné skalara F, mnozZinu v8ech m X n matic s elementy v F
budeme znacit M,,, (F), piipadné, pokud m = n (tzv. étvercova matice), M, (F).
Za skalary je mozné brat i jiné mnoziny, napiiklad konecné télesa nebo okruhy, ale
nuance s tim spojené by nas nyni pfili§ zdrzovaly. Z praktického hlediska predstavuji

realné a komplexni matice dva nejdulezitéjsi piipady.

DEFINICE 5. Necht F je mnozina skalaria, A, B € M,,,(F).
Sou&et A+ B téchto matic je matice (ai; + bij)7'i" € My (F).

Diagonala matice A je tvofena prvky a;j, i = j.
Nulova matice 0 je takova matice, jejiz vSechny elementy jsou nuly.
Jednotkova matice F je takova ¢tvercova matice, jejiz diagonala je tvo-

fena jednickami a zbylé elementy jsou nuly.

S¢itani matic je tedy definovano pfirozené, po elementech, spliwuje proto stejné
algebraické vlastnosti jako séitani skalart: asociativitu, komutativitu, existenci ne-
utralniho prvku (nulova matice), existenci opa¢ného prvku ke kazdé matici (a;;)
(matice (—aj;)). Stejné pfirozené je definovat nasobeni skaldrem r € F také po
elementech, r(a;;) := (ra;;). Algebraickd struktura zahrnujici s¢itani matic a je-
jich nasobeni skaldrem je tedy velmi podobné jako u vektora, v piisti kapitole pro
podobné struktury zavedeme pojem vektorového prostoru.

Oproti tomu nasobeni matic mezi sebou mé nékteré nezvyklé vlastnosti. Nelze
vynéasobit jakékoli dvé matice, musi se rovnat pocet sloupcii prvni matice a pocet
radkua druhé. Soucin ,,zdédi“ po prvni matici pocet fadku a po druhé pocet sloupcu.
Z toho plyne, Ze

(1) pokud je soucin AB definovan, pak sou¢in BA definovan byt nemusi,
(2) pokud je BA definovan také, nemusi byt stejného typu jako AB,
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a ani pokud je definovan a stejného typu, nemusi se BA rovnat AB.

Najdeéte priklady ilustrujici vSechny tii situace! Nasobeni matic tedy neni obecné
komutativni. Je ale asociativni a distributivni.

LEMMA 2. Necht m,n,p,q € N, A € M,,,,(F), B,D € M,,(F), C,F € M,,(F).

Pak plat?

(1)
(2)

A(BC) = (AB)C
B(C + F) = BC + BF, (B + D)C = BC + DC

DUKAZ.

(1)

ij-ty element matice na levé strané je roven

n p n_ P
D ai | Y buey | =D anbua;
k=1 =1

k=11=1
a na pravé strané

p n P n
E airbr | ey = E E airbricy;
k=1

=1 =1 k=1

Na potadi sumace nezalezi, oba vyrazy se tedy rovnaji.
Ovéite sami, analogicky jako v pfedchozim bodé.

O

. Cvideni.

Najdéte nenulovou matici A, pro kterou A? = 0. Najdéte matici B, pro
kterou B? # 0, ale B> = 0.

Ozna¢me jako J,, € M, (F) matici, proniz Vi € {1,...,n—1}, (Jp)ii+1 =1
a viechny ostatni elementy matice .J,, jsou nuly. Urcete (.J,,)* pro viechna
k> 0.

Necht p(z) = 23 — 722 4+ 132 — 5 je polynom a

5 2 =3
A= 1 3 -1
2 2 -1

matice. Spoctéte p(A).

Dokaite, 7e pro dvé étvercové matice A, B plati (A+B)? = A24+2AB+ B2,
praveé kdyz spolu A, B komutuji, tedy plati AB = BA.

Necht A, B jsou dvé ¢tvercové matice, n € N. Dokazte, Ze pokud AB =

BA, pak
n

A+ B)* = (n> An—kBk

( ) ;;) &
Stopa Tr A ¢&tvercové matice A € M, (F) je soucet vech elementi na
diagondle Tr A = >"" | a;;. Dokazte, ze pro libovolné dvé matice, pro
které je definovano AB i BA, plati Tr AB = Tr BA. Dokazte odtud, Ze
pro zadné dvé matice neni splnéna rovnost AB — BA = E. Pokuste se
tvrzeni Tr AB = Tr BA zobecnit na piipad stopy soudinu vice nez dvou
matic Tr 4145 ... A,.
Dokaite, 7e ¢tvercova matice A € M, (F) komutuje se viemi diagonalnimi
maticemi, pravé kdyz je sama diagonalni. Dokazte, Ze pokud A komutuje
se vSemi maticemi z M, (F), pak je nasobkem jednotkové matice.
Pii vypoctech na pocitaci trva nasobeni dvou realnych ¢isel mnohem déle
nez séitani. Proto se pfi nasobeni vice matic vyplati vyuzit asociativity a
uzavorkovat je tak, aby pocet nasobeni byl co nejmensgi. V jakém potadi
je nejlepsi provést soucin matic 5, 10 x 20, 20 x 5a 5 x 17
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3. Inverzni matice

Jednotkova matice se chova jako neutralni prvek vzhledem k nésobeni, FA =
AFE = A. Nasobeni diagonalni matici

d 0 0 ... 0
0 d 0 ... 0
D= : . :
0 0 0 ... dn
zleva mé za vysledek matici
diayy  dyarz ... diaig
daazy  dpaze ... daaz,
DA = ,
dmaml dmamZ e dmamn
s fadky prenasobenymi diagonalnimi elementy dy, ..., d,,. Jaky efekt ma nasobeni

diagonalni matici zprava?

Ve specidlnim piipadé, kdy mé& matice D na diagonale samé jednicky kromé
i-té pozice, kde ma nenulové &islo r € F, je matice DA préave ta, ktera vznikne z A
elementarni ipravou typu 1 z definice [3| Podobné soucin

1 0 ... 0 a1 a2 ‘e QA1n
s 1 0 a21 a2 ‘e a2q,
0O 0 ... 1 A1 Am2 -+ Gmn
ail a2 . A1n
az1 +sai1 a2 +saiz ... Q2p + Sain
Am1 Am2 . Amn,

zpusobi pficteni s-ndsobku prvniho fadku do druhého, tedy piiklad elementarni
upravy typu 2. Jakou matici musime nasobit, abychom realizovali obecnou elemen-
tarni apravu typu 2?7 A jaké matice odpovidaji upravim typu 3 a 47

Na Gaussovu eliminaci se nyni muzeme divat jako na sled nésobeni rozsifené
matice soustavy (A|b) maticemi elementarnich uprav Uy, Us, ..., U, zleva:

Uy ... UUL(Alb) = U, ... Usy(Uy A|ULD) =
= ... =(U,...UUA|U,...UsUyb)

V prvni rovnosti vyuzivime faktu, Ze nésobeni matici U; zleva pusobi na kazdy
sloupec matice (A|b) zvlast a také asociativity maticového soucinu. Algoritmus
Gaussovy eliminace voli tpravy tak, aby matice U,...UsU; A méla redukovany
odstupiiovany tvar. Pokud je to pfimo jednotkova matice F, pak m4 celd soustava
rovnic Az = b jednoznacné feSeni x = U, ... UxU1b.

Maticova rovnice tvaru AX = B je, jak jsme si ukazali, vlastné jen soustava
linearnich rovnic, kterou fesime pro nékolik pravych stran zaroveii. Zvlast zajimavy
je pripad, kdy A je ¢tvercova matice a B = E. Pokud lze A upravit na jednotkovou
matici, pfevede se rozitena matice (A|F) Gaussovou eliminaci na tvar

U, ... UU AU, ... UULE) = (E|U, ... UsUy)

Tedy feSenim soustavy rovnic AX = F je pfimo sou¢in elementarnich uprav X =
Uy ... UUs.
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LEMMA 3. Necht A je c¢tvercovd matice, kterou lze upravit na jednotkovou ma-
tici. Pak existuje matice X, pro kterou AX = XA =FE.

DUkaz. Hledand matice X je pravé soucin matic tprav Uy ...UxU;. Tento
sou¢in previadi A na jednotkovou matici, takze XA = FE, a zaroven je feSenim
maticové rovnice AX = E. Spliuje tedy obé pozadované vlastnosti. O

DEFINICE 6. Necht A € M, (F). Pokud existuje matice A~! € M,,(F) spliwjici
A71A = {lA_l = [, pak fikdme, Ze matice A je regularni a A~! je jeji inverzni
matice. Ctvercova matice, kterd nemé inverzni matici, se nazyva singularni.

LEMMA 4. Necht A je reguldrni matice. Pak existuje prdvé jedna matice C
takovd, 7e AC = E, prdvé jedna matice D spliujici DA=FE a D =C = A™'.

DUKAZ. Necht A~! spliuje AA™! = A7'A = E, C splimje AC = E a D
spliiuje DA = E. Pak

AT =ATTE=A"Y(AC) = (A'A)C=EC=C
ATl =EA™' = (DA)A™' = D(AA™ Y =DE =D
Tedy C = A~' = D. O

Vime tudiz, ze inverzni matice je urena jednoznacné a mame metodu, jak ji
najit. Ukazme si to na piikladeé:

PRIKLAD 2. Hledejme inverzni matici k matici

(31)

Upravujeme tedy rozsifenou matici odpovidajici maticové rovnici AX = E:

1 211 0 1 2] 10
3 4(0 1 0 —2|-3 1

Hledana inverzni matice je

7N
O =
|
N O
|
w N
— =
N~
2
7 N\
O =
)
|
W N
|
N =
~

jak snadno ovéfime vynésobenim s A.

TVRZENT 1. Necht A, B € M,,(F) jsou reguldrni matice. Pak
(1) A7 je reguldrni a (A1)~ = A.
(2) AB je requlirni a (AB)™! = B~1A~1,

DUKAz. Plati (A71)"1A=! = E a zaroveih AA™! = FE, tudiz diky jedno-
znatnosti inverzni matice k A~! musi byt (A=!)~! = A. Podobné B~1A"1AB =
BEB = E, tudiz (AB)~* = B-1AL, 0

3.1. Cviceni.

(1) Urcete

o N O
I
—_
=
—



(10)

(11)
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Urcete
1 2 0\ "
35 0
1 0 1
Urcete
1o 1 1\ "
1 1 0 O
01 10
0 0 1 1
Urcete
3 2 1\ "
4 3 1
0 0 1
Urcete
1 2\ "
2 1
Urcete
1 o0 1\ "
0 1 1
1 -1 1
Jak se zméni A~!, pokud v matici A vyménime i-ty a j-ty fadek? A kdyz

vymeénime sloupce?

Jak se zméni A~1, pokud v matici A vynasobime i-ty fadek &islem c? A
co kdyz vynéasobime iadek?

Najdéte inverzni matici k matici

1 a a2 ... a®

0 1 a R Lot
0 0 1 a2
0 0 ... 0 1

Najdéte inverzni matici k matici

1 0 O 0
a 1 0 0
0 a 1
: ", .0
0 ... 0 a 1
Najdéte inverzni matici k matici
1 2 3 ... n
01 2 ... n—1
0 0 1 ... n=2
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(12) Najdéte inverzni matici k matici
2 -1 0 ... 0
-1 2 -1
0 -1 2 0
.
0 0 -1 2
(13) Najdéte inverzni matici k matici
0o 1 1 ... 1
1 0 1 ... :
1 1 0 1
: o1
1 ... 1 1 0
(14) Najdéte inverzni matici k matici
1+a 1 1 - 1
1 l+a 1 . :
1 1 1+a 1
: . 1
1 o 1 1 1+a
(15) Najdéte inverzni matici k matici
1 2 3 ... n
n 1 2 ... n-1
n—1 n 1 ... n—-2
: . 2
2 3 ... n 1
(16) Najdéte inverzni matici k matici
a a+h a+2h .. a+ nh
a+nh a a+h a+(n—1)h
a+(n—1h a+nh a oo a+(n—2)h
' a+h
a+h a+2h .. a+nh a
(17) Necht e = exp (z%) Najdéte inverzni matici k matici
1 1 1 o 1
1 e € e e"
1 & € e €n
. 6n(n—l)
1 €n 6n(n—l) 6”2
Reseni.
1 1 1 0
2 -1 -1 3
1
1) 31-2 1 1 0
0o -3 0 3
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-5 2 0
@ [3 -1 0
5 —2 1)
1 0 0 -1
-1 1 0 1
(3) 1 -1 1 -1
-1 1 -1 2
3 -2 -1
@ [-4 3 1
0 0 1
(-1 2
® (5 2)
2 -1 -1
6 |1 o -1
-1 1 1

4. Transponovana matice

DEFINICE 7. Necht A € M,,,,(F). Pak jeji transponovana matice AT € M, (F)
je matice (a))77", kde al; = aj;.

Transponovéni je mnohem jednodussi operace nez invertovani. Pouze se vyméni
role fadku a sloupct, matice se ,,pieklopi podle hlavni diagonaly. Transponovana
matice existuje ke kazdé matici, zatimco inverzni pouze ke ¢tvercovym a jesté ne
ke vSem. Nékteré vlastnosti maji ale tyto dvé operace spolecné:

TVRZENI 2. Necht A € M,,,(F), B € M,,,(F). Pak
(1) (AN =A
(2) (AB)T = BT AT

DUKAZ. Oznatme C' = (AT)”, potom ¢;; = aj; = a;;. Podobné pokud D =
(AB)T, pak

n n
T T
dij = Zajkb;m- = Z bikakj,
k=1 k=1

co7 je ij-ty element soucinu BT AT. O
Pokud chceme ¢tvercovou matici postupné transponovat a invertovat, je pii-
jemné v&dét, Ze nezalezi na poradi, v jakém to udélame:

LEMMA 5. Necht A je reguldrni matice. Pak AT je requlirni a (AT)™!
(A=HT

DUKAz. Matice (A~1)7 spliuje
(AYTAT = (AA YT = ET = E
AT(A YT = (A tA)T = ET = E,
je tedy podle definice [6] a lemmatu [4] inverzni matici k A”. O
PRIKLAD 3. Najdéme matici X, ktera spliuje XA = B, kde
(i) e (s)
Vztah XA = B plati pravé kdyz (XA)T = BT. Pomoci tvrzeni [2| dostavame
ATXT = BT tedy X7T je feSenim soustavy rovnic s rozifenou matici (AT|BT).



26 2. MATICE
310 2 ) ( 1 0
~\| 3
411 2 5 -1 -
3 _1
_ 2 2
(47
Dosazenim ovéfime, Ze skuteéné X A = B.

Druh& moznost je vyuzit toho, ze A je regularni a z piikladu [2] zname jeji
inverzni matici. Plati

Gaussovou eliminaci

(2

dostavame

XA=B & XAA'=BAY,

tedy X = BA~!'. P#i takovychto apravach maticovych rovnic je vidy t¥eba hlidat,
z kterého sméru obé strany rovnice nasobime. Nasobeni matici A~! zleva by vedlo
na

A7T1XA=A"'B,
a protoze obecné A~1X # X A~! neumoziiuje tento vztah vyjadiit hledanou matici
X pomoci matic A a B.
4.1. Cviceni.

(1) Reste maticovou rovnici

5 3 1 -8 3 0
X 1 -3 -2 ] = -5 9 0
-5 2 1 -2 15 0

(2) Reste maticovou rovnici

“(32)-05 )

(3) Matice A se nazyva symetricka, paklize A = AT. Dokate, 7e inverzni
matice k regularni symetrické matici je symetrické. Je soucin dvou syme-
trickych matic vzdy symetrickd matice?

(4) Matice A se nazyva antisymetricka, paklize A = —A”. Jak vypada di-
agonala antisymetrické matice? Dokazte, ze inverzni matice k regulérni
antisymetrické matici je antisymetricka. Kdy je sou€in dvou antisymetric-
kych matic také antisymetricka matice? A kdy je to symetrickd matice?

(5) Dokazte, Ze pro libovolnou matici A jsou matice AAT a AT A symetrickeé.

(6) Popiste vSechny matice X, které komutuji s matici

3 -1
= 7)
tedy spliiuji AX = X A. Popiste vSechny matice X, které s A antikomu-

tuji, tj. AX = —XA.
(7) Reste maticovou rovnici

2 =31 9 7 6 2 0 -2
4 =5 2 |X| 11 2 |=1| 18 12 9
5 =7 3 1 11 23 15 11

(8) Reste maticovou rovnici

(36)x(a1)=(33)
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5. Blokové matice

Blokové matice jsou ,matice, jejichZ elementy jsou matice*. Napiiklad matice

10 00
0 3 21
X = 0 0 31
0 1 01
se da blokové zapsat jako
A B
(en)

kde

—_ - = O
N~

(1) e

Jiny blokovy zapis téze matice je tieba

A B
X(C/ D/)a

kde
A=(1) B'=(0 0 0)
0 3 2 1
C' = 0 D = 0 3 1
0 1 0 1
Uvazujme dvé matice X,Y € M,,,(F) ve stejném blokovém usporadani, tj.
A ... Ay Bii ... By
e R 2 IR
Ap .. Ay By ... Bpg
kde A;j, Bij € My, 1,y >y mi =m, >.1_ n; = n. Pak je zFejmé, Ze
Ay +Bur ... A+ By
X+Y = A
Api+Bp1 ... Ay + By

Se sou¢inem musime byt trochu opatrnéjsi. Aby se daly dvé obycCejné matice
vynéasobit, musi souhlasit pocet sloupct prvni a pocet fadka druhé. Pro blokové
matice musi souhlasit i rozdéleni téchto dvou po¢ti na jednotlivé bloky, vysledny
vzorec je ale pak forméalné stejny jako pro matice s Cisly:

LEMMA 6. Necht X € M, (F), Y € M1 (F) a
Ain .. Ay By ... Bi,
x=| ¢ o fy=| s oL
Ap 0 Ay By ... By
kde Aij € My, n;(F), Bji € My, 1, (F), Y0_ mi=m, 30 nj=mn, > ki =k
Pak ma soucin XY blokovy zdpis

Sl AuBin YL AuBi ... Yl AuBi,
Yo ABin Yol AwBio ... Y1 AyBi

Sl ApBin Yt ApiBia ... XL ALBiy
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DUKAZ. Za cvideni. O

Rozsifené matice soustavy rovnic (A|B) je vlastné specialnim piipadem blokové
matice. Znovu tedy vidime, Ze nasobeni této matice matici elementarni tapravy U
zleva je rovno

U(A|B) = (UA|UB)

Ctvercova matice typu

D; 0O 0
0 Dy 0

X = )
0 0 .. D,

kde D; jsou také Gtvercové (tedy rozdéleni fadki a sloupct matice X je stejné), se
nazyva blokové diagonalni. Piikladem blokové diagonalni matice X z uvodniho
prikladu, jak je vidét z druhého uvedeného blokového zapisu. Z piedchoziho lem-
matu vyplyva, ze soucin dvou blokové diagonalnich matic stejného typu je blokové
diagonalni matice téhoZ typu. Pokud jsou vSechny matice D; regularni, pak inverzni
matice k X je

(D)1 0 0
) 0 (D)~ ... 0
X = ) ) ) )
0 0 oo (D)7t
jak se snadno ovéfi vynasobenim X a X ~!. Podobné
DF o ... 0
o DI ... 0
X' = . ) . ,
0 0o ... D;f

kde samoziejmé uz nemusime pozadovat regularitu matic D;.

5.1. Cviéeni.

(1) Urcete, jaky blokovy tvar mé transponovana matice od blokové matice

x-(4 7).
(2) Zjistéte, Cemu se rovna stopa Tr A blokové matice
Ay .. Ay
A= |
Ay ... Ay

jsou-li diagonalni bloky A;; ¢tvercové matice.
(3) Necht U € M,,,(FF). Najdste blokovy tvar inverzni matice k blokové matici

E, U
0 E, )’

kde F,,, E, jsou jednotkové matice typu m x m, resp. n X n.
(4) Necht U € M,,,(FF). Najdéte blokovy tvar inverzni matice k blokové matici

0 B,
E, U )’

kde E,,, E, jsou jednotkové matice typu m x m, resp. n x n. Ukazte na
piiklade sn=3am=1.
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(5) Dokazte, ze pokud jsou A, C regularni matice, pak existuje matice X ta-

kové, ze
A B\ ' [41 X
0o C - o C!

a vyjadfete toto X pomoci matic A, B, C.






KAPITOLA 3

Vektorové prostory

1. Definice vektorového prostoru

Vztah
0 1 9 0
0 1 0 2
s | T2 |t o7
1 2 1 4

znamend, ze sloupcovy vektor na pravé strané je linearni kombinaci t¥i sloupcovych
vektorii na strané levé s koeficienty 1, 2 a 1. Vztahy

(30)=2(22)+(5 2)=(1 1)

Br4+1)+2(—2®+2? —2+2)+ 2% — 1) =222+ +4

sice pracuji s jinymi objekty, ale intuitivné tuSime, Ze vyjadfuji vlastné stejnou
skute¢nost. Stejné jako sloupcové vektory, i matice, resp. polynomy umime s¢itat a
nasobit skaldrem, tedy i délat jejich linedrni kombinace. Pokud podchytime kli¢ové
vlastnosti téchto operaci se sloupcovymi vektory ve formé axiomi, umozni nam
to abstrahovat od predstavy vektoru jako n-tice ¢isel. S abstraktnimi vektory se
jednak elegantnéji zapisuji a dokazuji tvrzeni, pfedevsim ale tato tvrzeni pak plati
pro v8echny objekty, které axiomy splhuji, tedy napiiklad i pro polynomy nebo
matice.

DEFINICE 8. Necht F je mnozina skalart. Mnozinu V' s operacemi

+:VxV =YV,
S FxV =V,

kterym se fikéd séitani vektort a nasobeni vektoru skalarem, nazveme vekto-
rovy prostor nad F, pokud spliiuje nasledujici axiomy:

1) Yu,v,w €V :u+ (v+w) = (u+v) + w (asociativita)
) eV :YveV:0+4+v=uv+0=uwv (existence neutralniho prvku)
) YoeV:3(—v) eV :v+(—v) = (—v)+v = 0 (existence opa¢nych prvki)
4) Yu,v € V : u+v = v+ u (komutativita)
) Vr,s € Fo € Vi (r+8)v = rw+ sw (distributivita séitani skalari a
nasobeni vektoru skalarem)
(6) Vr € F,u,v € V : r.(u+v) = ru+ r.v (distributivita s¢itani vektori a
nasobeni vektoru skalarem)
(7) Vr,s € F,u € V : (r.s).v = r.(s.v) (distributivita, pfipadné asociativita
nasobeni skalart a nasobeni vektoru skalarem)
(8) Vv € V : 1.u = v (nasobeni jednotkovym skalédrem je identita)

O prvcich mnoziny V budeme od nyné&jska mluvit jako o vektorech. Prvni tii
axiomy dohromady tikaji, Ze V' s operaci s¢itani vektoru je grupa, kdyz piridame

31
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i ¢tvrty axiom, je to komutativni grupa. Tyto ¢tyfi axiomy se tykaji jen sci-
tani, zatimco zbylé definuji vlastnosti ndsobeni skaldrem a jeho vztah k ostatnim
operacim, ke s¢éitani vektora a ke séitani a nasobeni skalarii mezi sebou.

PozNAMKA 1. Vektorovy prostor si s ohledem na naSe potieby definujeme
pouze nad R nebo nad C, tedy realny nebo komplexni vektorovy prostor. Vy-
uzivame toho, ze algebraické vlastnosti téchto ¢iselnych mnozin nepotiebuji dalsiho
komentaie. Obecné se ale vektorové prostory definuji nad strukturou télesa, ktera
je definovana svou vlastni sadou axiomu, kterou spliwji mnoziny R, C, ale i mnozina
v8ech racionéalnich ¢isel Q a dalsi.

PRIKLAD 4. V nésledujicich piikladech vektorovych prostorti nechdviame na
¢tenafi, aby ovéril splnéni axiomai.

(1) Mnozina F" v8ech uspotfadanych n-tic ¢isel z F je vektorovy prostor nad F
vzhledem ke s¢itani a ndsobeni definovanému po slozkach. PouZiva se po-
jem aritmeticky vektorovy prostor. Prvky F" zapisujeme jako fadkové
nebo sloupcové vektory.

(2) Mnozina M,,,(F) je vektorovy prostor nad F vzhledem ke s¢itani matic a
nasobeni matice skalarem.

(3) Mnozina P(z,F) v8ech polynomu v proménné z s koeficienty v F je vek-
torovy prostor nad F vzhledem ke s¢itani polynomu a nésobeni polynomu
Cislem.

(4) Mnozina v8ech nekone¢nych posloupnosti z F je pfimé zobecnéni aritme-
tického vektorového prostoru - i zde se s¢itd a néasobi po jednotlivych
¢lenech.

(5) Pokud M je libovoln4 mnozina, pak mnozina F(M,F) vSech funkci z M
do F, na niz jsou Vf,g € F(M,F), Vr € F, Vo € M definovany operace
predpisem

(f +9)(x) := fz) + g(x)
(rf) (@) == r.f (),

je vektorovy prostor. Jaky je vlastné vyznam tohoto predpisu? Prvni fadka
definuje funkci f + ¢ jeji hodnotou v bodé z, a to tak, ze pro libovolné
x € M je tato hodnota sou¢tem hodnot funkci f a g v x. Druh& obdobné
definuje nasobek funkce. Volba M = {1,...,n} pokryva pfipad aritmetic-
kého vektorového prostoru, pro

M=A{1,...,m} x{1,...,n}

méame prostor matic, pro M = N zase mame prostor vSech nekoneénych
posloupnosti. Mnozina M zadnou algebraickou strukturu mit nemusi, axi-
omy plynou z vlastnosti operaci na F.

(6) Na mnoziné skalaru zalezi. Na mnoziné C" nebo obecné F (M, C) mizeme
zavést strukturu redlného vektorového prostoru tak, ze ponechdme stan-
dardni séitani i nasobeni, ale dovolime nasobit pouze prvky z R misto z
celého C. Formalné jde pak o jiny vektorovy prostor.

Na zavér tohoto oddilu jesté zformulujeme nékolik dusledkt axiomi vektoro-
vého prostoru, které se budou hodit dale:

LEMMA 7. Necht'V je vektorovy prostor nad F. Pak Vv € V, Vr € F plati
(1) 0.v=0
(2) (-1)w=-—v
(3) r0=0
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DUKAz. Pro libovolny vektor v plati
v=1lv=(14+0)v=1v+0v=v+0.7,

kde jsme pouzili nejprve axiom 8, pak vlastnost skalari, pak axiom 5 a nakonec
znovu 8. Z axiomu 3 plyne existence opac¢ného vektoru k v, tedy

0=(-v)+v=(-v)+(v+0w) =
= ((—v) +v) +0v =0+ 0.v = 0.v,

kde jsme dale vyuzili axiomy 1 a 2. Tim je dokézadno prvni tvrzeni. Zbyla dvé
nechavame Ctenafi za cviceni. ]

1.1. Cviceni.

(1) Dokazte, Ze mnoziny Q*, RT C\ {0} s operaci ndsobeni jsou komutativni
grupy. Co je neutralni prvek a co jsou opacné prvky?

(2) DokaZte, Ze mnoZina v8ech sudych celych ¢isel s operaci s¢itani je grupa.
Zobecnéte na mnozinu viech celych ¢isel délitelnych piirozenym ¢&islem k.

(3) Dokaizte, ze mnozina

{( (1) zl) ) eMz,Q(R)’beR}

spolu s operaci nasobeni matic je grupa.
(4) DokaZte, Ze mnoZina

{( " Z ) GMM(R)’ad—bc: 1}

spolu s operaci nasobeni matic je grupa.
(5) DokaZte, Ze mnoZina matic

cosa —sina
{( ; )‘aeR}
sina  cosa

s operaci maticového nasobeni je komutativni grupa.

(6) Dokazte, Ze mnoZina vSech regularnich matic z M, (F) s operaci mati-
cového nasobeni, je grupa. DokaZte, Ze tato grupa je komutativni pouze
pro n = 1. Zduvodné&te, pro¢ celd mnozina M, (R) spolu s maticovym
nésobenim neni grupa.

(7) Oveéfte platnost axiomi vektorového prostoru pro mnozinu F(M,TF).

(8) Dokaite, ze mnozina R? se s¢itdnim po slozkach a nasobenim ¢islem r +
is € C takto:

Y(z,y) € R?, (r+is).(z,y) = (re — sy, sz + ry),

je vektorovy prostor.
(9) Dokazte, e mnozina RT, na ni% jsou zavedeny operace

a+b:=ab

ra:=a",

kde a,b € R*, r € R, je vektorovy prostor nad R. Lze podobné definovat
strukturu vektorového prostoru na (C\ {0},-)?
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2. Podprostory

V8echny vektorové prostory, kterymi se budeme zabyvat, budeme konstruovat
jako podmnoziny prostoru z prikladu @] Dobra zprava je, ze k tomu, aby néjaka
podmnozina byla vektorovym prostorem, sta¢i malo, jen uzavienost na operace:

DEFINICE 9. Necht V je vektorovy prostor nad F a W je nepriazdna podmnoZzina
V takova, ze Vvo,w € W, Vr € F plati v+ w € W a rv € W. Pak nazyvame W
podprostorem vektorového prostoru V, znac¢ime W < V.

LEMMA 8. Necht' V' je vektorovy prostor nad F a W jeho podprostor. Pak W
je vektorovy prostor nad F.

DUKAZ. Podminky v definici podprostoru zarucuji, Ze soucet i nasobeni jsou
uzaviené na W a tedy jsou na ném jakozto operace dobie definovany. Postupné
ovéifme axiomy, ob¢as s vyuzitim lemmatu [7}

(1) Yu,v,w € W plati u+ (v 4+ w) = (v + v) + w, nebot u,v,w € V a tam to
plati. Podobné komutativita.

(2) Pro libovolny v € W diky uzavienosti na nasobeni 0.v =0 € W.

(3) Pro vSechna v € W pat¥i i opaény prvek —v = (—1).v znovu do W
diky uzavienosti na nasobeni. Pro v a —v plati z axiomu na V rovnost
v+ (—v) = 0, takze opatny prvek ve V je opa¢nym prvkem i ve W.

(4) Vsechny t¥i distributivni axiomy plati ze stejnych davodu jako asociativita
a komutativita. Stejné tak axiom v = 1.v.

O

Nasledujici lemma nam umozni sloucit dvé podminky charakterizujici podpro-
stor do jedné a zjednodusit tak nasledujici dikazy:

LEMMA 9. Necht V je vektorovy prostor nad F a W jeho podmnoZina. Pak
W <V, pravé kdyzZVu,v e W a Vr,s € F je ru+ sv € W.

DUkAZ. Lemma fiké, Ze néjaké dvé podminky jsou ekvivalentni (,,pravé kdyz“).
Je tedy potfeba ovéfit, ze podmnozina spliujici podminky v definici podprostoru
splituje i podminku v lemmatu, a naopak, podmnoZzina spliujici podminku v lem-
matu vyhovuje definici. Pokud W je podprostor, u,v € W, r,s € F, pak rv i su
patii do W z druhé podminky v definici a rv+ su € W z prvni podminky. Naopak,
pokud vSechny u,v € W splauji ru + sv € W pro v8echny skalary r, s, pak staci
zvolit r = 1,s = 1 a ziskdvame prvni podminku v definici. Volbou s = 0 ziskdvame
druhou. O

PRIKLAD 5.

(1) Necht V je vektorovy prostor nad F a v vektor v ném. Pak mnoZina
(v) := {rv|r € F} je vektorovy podprostor V, ktery se nazyva linearni
obal vektoru v. Ve vektorovych prostorech, které maji geometrickou inter-
pretaci (tfeba R™), je to vlastné p¥imka o sméru v prochézejici po¢atkem.

(2) Necht a; € F pro j € {1,...,n}, pak mnozina W, viech vektori z =
(x1,...,x,) € F”, které spliuji homogenni linearni rovnici 2?21 ajz; =0,
je podprostorem F". Sta¢i pouzit ekvivalentni podminku z lemmatu [9
nebot pokud x,y € W, ar s € F, pak

Zaj(’l"fﬂj + Syj) = ?"Zajl’j "‘SZ%?JJ =7r0+s.0= O’

j=1 j=1 j=1

tedy rx + sy € W,. V8imnéte si, Ze pokud by v rovnici byla prava strana
nenulové, pak by podminka splnéna nebyla, mnozina feSeni nehomogenni
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rovnice tedy neni vektorovym prostorem. Jinymi slovy, piimka v F" je
vektorovym podprostorem pravé tehdy, kdyz prochazi pocatkem.
Mnozina v8ech matic v odstupfiovaném tvaru je podprostor mnoziny vSech
matic daného typu (ovéfte sami).

Mnozina v8ech omezenych posloupnosti je podprostor mnoziny vsech po-
sloupnosti. Staci si uvédomit, Ze soucet dvou omezenych posloupnosti je
omezend a nasobek omezené posloupnosti je také omezené posloupnost.
MnoZina P(z,F) vSech polynomi v proménné z s koeficienty v F je vekto-
rovy prostor. Jednak je mozné chapat jej jako podprostor prostoru viech
funkci na F. Druhé interpretace vychézi z toho, ze p¥i s¢itani polynomau se
s¢itaji prislusné koeficienty u mocnin z a pii nasobeni polynomu ¢islem se
také nasobi posloupnost koeficientii ¢len po ¢lenu. Polynom je tedy mozné
chapat jako posloupnost ¢isel z F, kterd ma pouze konec¢ny pocet nenu-
lovych ¢lenii. Mnozina takovych posloupnosti je podprostorem v mnoziné
vSech posloupnosti.

Mnozina P*(z,F) viech polynomi stupné nejvyse k. Pokud bychom vy-
nechali slovo nejvyse, chybél by napiiklad nulovy vektor.

Mnozina vSech omezenych funkci, mnozina v8ech spojitych funkci na R,
mnozina vSech nasobku funkce cosz,...Pokud p € M, pak mnozina vSech
funkei, pro n&z f(p) = 0, je vektorovy prostor, zatimco mnoZina vsech
funkei, pro néz f(p) = 17, neni. Mnoziny funkci zadané podminkou na
existenci a nulovost limity ¢ derivace v néjakém bodé jsou vektorové pro-
story, opét z vlastnosti limity a derivace funkce.

Podprostor mé strukturu vektorového prostoru vzdy nad celou ¢iselnou
mnozinou F. Tedy C” nad R neni podprostorem C™ nad C, ani naopak.

. Cviéeni.

Méjme v R? obvyklou kartézskou soustavu soufadnic. Rozhodnéte, zda
nésledujici podmnoziny tvoii podprostor:

(a) v8echny body lezici na dané p¥imce

(b) v8echny body lezici v prvnim kvadrantu

(c¢) v8echny body lezici v prvnim nebo t¥etim kvadrantu

(d) v8echny body lezici v prvnim nebo druhém kvadrantu
Rozhodnéte, zda jsou nasledujici podmnoziny v R? podprostory:
(a) {(0,0,0)}

(k. 0,0k € Z}

(z,y,2) ER¥}|x+y+2=1}
(t+s,t,—s)|t,s € R}
(t+1,t,—t)|t € R}
(x+1,y,—2)|x,y,z € R}
(z%,y°, 2%}z, y, 2 € R}
(@%,9°,v*)|z,y,2 € R}
(t,0,0)]t € R}U{(0,s,0)|s € R}

() {(r,s,0)|r,s e R} N {(0,t,u)|t,u € R}
Je R podprostorem C? Zduvodnéte.
Dokazte, ze mnozina .S,, v8ech symetrickych n x n matic je podprostorem
M, (F), stejné tak mnozina A, vSech antisymetrickych matic. Rekneme,
7e matice A € M,,(C) je hermitovska (resp. antihermitovska), jestlize
plati a;; = @j; (resp. a;; = —a;;). Ovéite, ze hermitovské (resp. antiher-
mitovské) matice tvofi podprostory M, (C).
Dokazte, Ze mnozina vSech matic s nulovou stopou tvori podprostor M, (F).
Necht A € M, (F). Rozhodnéte, zda je mnozina {X € M, (F)|AX = 0}
vektorovy prostor.
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(7) Necht A € M, (F). Dokazte, Ze mnoZzina vsech matic X € M, (FF), které
komutuji s A, je vektorovy prostor.

(8) Dokaite, ze mnoZzina viech hornich trojahelnikovych matic (tedy ta-
kovych, pro které a;; = 0 pro i > j) tvoii podprostor M,,, (F). Dokazte
totéz pro mnozinu viech dolnich trojahelnikovych matic (a;; = 0 pro
i< ).

(9) DokaZte, Ze mnozina vSech ostfe hornich trojahelnikovych matic
(a;j = 0 pro i > j) z My, (F) tvoii podprostor M,,,(F), podobné pro
ostfe dolni trojihelnikové matice.

(10) Rozhodnéte, zda nésledujici mnoziny jsou podprostory prostoru vSech ne-
kone¢nych redlnych posloupnosti (a;)§° s operacemi séitani posloupnosti
a nasobeni posloupnosti redlnym ¢islem. Zduvodnéte.
(a) mnozina v8ech konvergentnich posloupnosti
(b) mnoZina vSech periodickych posloupnosti
(c) mnoZina vSech posloupnosti spliwujicich rekurentni vztah a, 1 = a,+
apn—1 pro véechnan € N
(d) mnoZina vSech posloupnosti se sudym poc¢tem nenulovych ¢leni
(11) Rozhodnéte, zda nasledujici mnoZiny jsou podprostory prostoru vsech re-
alnych polynomu se s¢itdnim polynomi a nasobenim polynomu ¢islem.
Zdavodnéte.
(a) mnozina obsahujici vSechny polynomy stupné n a nulovy polynom
(b) mnoZina vSech polynomt majicich pouze realné koreny
(¢) mnoZina vSech polynomt, pro néZ je aritmeticky priumér jejich hodnot
na mnoziné {—1,1, 3,7} nulovy
(d) mnoZina vSech polynomu, které maji nenulové pouze koeficienty v
sudych fadech
(12) Rozhodnéte, zda je vektorovym prostorem mnoZzina polynomi, které maji
koten 2.
(13) Rozhodnéte, zda je vektorovym prostorem mnoZina polynomi, které maji
néjaky racionélni kofen.
(14) Rozhodnéte, zda jsou nasledujici mnoziny vektorovymi podprostory v pro-
storu V = F({a,b),R):
(a) {f € V[f(a) =1}
(b) {f € V|f(b) = 0}
(c) {f € VI[f(a) —2f(b) =0}
(15) Rozhodnéte, zda je mnoZina vSech periodickych funkei z R do R spolu s
nulovou funkci vektorovy prostor. A co mnozina vSech funkci s racionalni
periodou?

3. Spojeni a prinik podprostori

Kazdé dva podprostory vektorového prostoru V' musi obsahovat nulovy vektor,
ktery se tim padem nachazi v priniku libovolné mnoziny podprostori. Ve skutec-
nosti plati pro pruanik néco vice:

LEMMA 10. Necht'V je vektorovy prostor a W je mnoZina podprostori ve V.
Pak primik Ny oy W vsech proki mnoZiny W je podprostor ve V.

DUKAZ. Pokud u,v € (¢ W, pak patii u,v do kazdého podprostoru W €
W. Pak ale i ru + sv patfi do kazdého W pro libovolné skalary r,s € F a tedy
ru+sv € Ny W O

Oznacme W; < F” prostor vSech feSeni homogenni rovnice Z?zl ajjxr; = 0,

v ~ - v~ ~ v o . m ~
a;j € F, pficemz ¢ bézi pies mnozinu I = {1,...,m}. Pak pranik ;" ; W; téchto
prostori je pravé mnozina feSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici
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A= (aij)’l’fi". 7 lemmatu plyne, Ze je to podprostor v ", ktery se nazyva nulovy
prostor matice A a zna¢i N(A). Pozor, neplést s nulovym podprostorem {0},
ktery je obsaZen v kazdém vektorovém prostoru.

DEFINICE 10. Necht V' je vektorovy prostor nad F, M jeho podmnozina. Li-
nearni kombinaci vektorii z mnoziny M nazveme libovolny soucet Zle rv;, kde
v1,...,V jsou vektory z M a rq,...,7r jsou skalary z F. Linearni obal mnoziny
M # 0 je mnozina vSech linearnich kombinaci prvki z M, znacime jej (M). Déle
definujeme (@) =0

TVRZENI 3. Necht'V je vektorovy prostor nad F a M podmnoZina V. Pak (M)
je podprostorem V.

DUKAZ. Pro M = {) je to jasné, pfedpokladejme tedy M # (. Pokud jsou
u = zk:riui,kde u; € M,r; €F
i:ll
v = sti,kde v, €EM,s; €F
i=1
vektory z (M), pak

k !
U+ sv = Z(rm)ui + Z(ssi)vi
i=1 i=1
je také linearni kombinace prvki z M, a tedy prvek (M). |

DEFINICE 11. Necht V je vektorovy prostor a VW je mnozina podprostoru ve
V. Definujme spojeni viech podprostora z W jako

Vo (U w)

Wew Wew

Jinymi slovy, spojeni podprostori je linedrnim obalem jejich sjednoceni, diky
tvrzeni[3]je to také podprostor. Nejcastéji se setkame se spojenim dvou podprostort,
tedy W = {W17W2}. Pak

\/ W=Wi v, = (W UIy)
wew
Podobné pro W = {W7, Ws, ..., Wi} pouzivame obvykle zapis
WivWoVv...VW, = <W1UW2U...UWk>

LeMMA 11. Necht'V je vektorovy prostor nad ¥, Wi, W, ... Wy jeho podpro-

story. Pak jejich spojent
WivWoVv...VW

je rovno mmnozin€ vsech vektori tvaru

w1 + w2 + ... W,
kde w; € W;.
DUKAzZ. Prvek w € Wi VWa V... VW lze zapsat jako linearni kombinaci prvkii

z Wi U...UW} a nésledné ji rozepsat jako soucet

ni

n2 Mg
w = g 15U + g o U - ..+ E TkiUki,
i=1

i=1 i=1
v . n;j 2 .2 ~ ~ ~ -

kde u;; € W;. Oznagime-li w; := > .7, rj;u;;, dostdviame pfesné pozadovany roz-

klad w = wy +wso + ... wyg. O
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DEFINICE 12. Necht W7, W5 jsou podprostory vektorového prostoru V' nad F,
pro které plati W7 N Wy = 0. Pak jejich spojeni W7 V W5 nazyvame direktni
soucet, znacime Wy @ Ws.

TVRZENI 4. Necht W1, W5 jsou podprostory vektorového prostoru V nad I, pro
které plati W1 N Wy = 0. Pak pro kazdij vektor w € W existuje prdve jeden vektor
wy € W1 a prdvé jeden vektor wy € Wa, pro které plati w = wy + wo.

DUKAz. Kazdy vektor w € Wi V Wy se diky lemmatu [11] d& zapsat jako w =
w1 + wa, kde w; € W;. Uvazme druhy takovy zapis, w = w] + wj, kde w} € W;.
Pak w} —w; = we — wh, leva strana pat¥i do Wy, prava do W a diky Wy N W, =0
musi byt tedy obé rovny nulovému vektoru. O

Kdybychom chtéli zobecnit pojem direktniho sou¢tu na vice podprostora W =
{W1, Wy, W3, ...}, intuitivné bychom asi zkusili pozadovat, aby pranik W; N W;
kazdé dvojice podprostorua byl nulovy. Brzy bychom ale zjistili, Ze s takovou definici
se nam nepodaif zobecnit tvrzeni[d] o jednozna¢ném zépisu vektoru ze spojeni jako
souctu vektoru z jednotlivych podprostora W;. Dokonce ani zesilend podminka, Ze
musi byt nulové vSechny pruniky pfes vSechny podmnoziny W, nestac¢i. Je nutné
predpokladat jesté vice: aby kazdy podprostor z VW mél nulovy prunik se spojenim
vSech ostatnich prvka W:

DEFINICE 13. Necht W je mnoZina podprostoru vektorového prostoru V nad
F spliujici

VW eW:Wn VW |=o0
W'eW\{W}
Pak oznaéime
pw=\w
wew Wwew

jako direktni soucet vech podprostort z mnoziny W

VETA 4. Necht W je mnoZina podprostori vektorového prostoru V nad F spl-
nujice

YV eW:Wn V W |=o0
W’ew\{W}
Pak pro kazdy nenulovy vektor w € @y oy W ezistuje pravé jedna konecnd pod-
mnozina {Wy,..., Wi} C W takovd, e w = wy + ... + wy, kde w; € W; jsou
nenulové vektory. Tyto vektory jsou urceny jednoznacné.

DUKAz. Jako v dikazu lemmatu lze vektor w z direktniho souc¢tu zapsat
jako linearni kombinaci a tu rozdélit na koneény pocet séitancii patiicich do riznych
prvkda W. PiSme tedy

w=w; +wg +...+wg,
kde k € N a w; # 0 patii do W; € W, Wy,..., W} jsou navzajem rizné. Predpo-
kladejme, ze existuje jesté dalsi takovy zépis w = ), ; w;, kde I je néjakd kone¢na
mnozina indext a opét 0 # w; € W;. Ozna¢me
L ={1,...;k}\I
IL,=In{l,...,k}
I;=1T\{1,...,k}

Porovnanim obou vyjadieni mame

Zwi—FZ(wi—w;)—sz’-:O

1€l i€l i€l3
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Pro libovolné j € I; odtud plyne

W= YD w Y u) ¢ Yu

i€l \{j} i€l i€l3
tedy
w; € Wj N \/ w'| = 0,
W eW\{W;}

coz je v rozporu s pfedpokladem w; # 0. Podobné pro j € I3. Zbyva j € I, pficemz
uz vime, ze I; a I3 jsou prazdné. Pak

w; —wj = Z(w: —w;),
i#]
coz musi byt ze stejnych davodu opét nula. Rozklad je tedy jednoznacny. O

DEFINICE 14. Necht V je vektorovy prostor a W jeho podprostor. Podprostor
W' <V se nazyva dopln&k podprostoru W ve V, pokud W e W' = V.

3.1. Cviceni.

(1) Zjistéte, zda vektor v € R* je linedrni kombinaci vektort wuy,ug,us. V
kladném piipadé urcete Cisla a, b, c € R tak, ze v = auy + bus + cus:
(a) v= (2707 3, 1),U1 = (1,07 1, *2)’1142 - (27 —-1,0, 1)7“3 = (17 -1,-2, *2)
(b) v=(3,1,-1,2),u; = (1,1,1,2),us = (1,0, —1,0),u3 = (0, —1,1, —2)
() v=1(2,1,2,—1),u; = (1,0,1,0),us = (1,2,1,-2),ug = (—1,1,-1,—1)

(2) Zjistéte, zda vektor v je v linearnim obalu vektori u;:
(a) uy =(1,2,1), us = (0,1,2), uz = (2,1,3), v = (1,0,0)

(b) w1 =(1,2,0), us = (2,1,1), ug = (3,0,2), v = (0,3, —1)

(¢) w1 =1(1,2,0), ug = (2,1,1), ug = (3,0,2), v = (4, 3,2)

(d) ur = (1,0,1,2),us = (2,1, -1,0), us = (—1,2,0,1), ug = (0,3, 2, —1),
v=(1,5,0,4)

(€) ui = (1,0,1,2),us = (2,1, -1,0), uz = (—1,2,0,1), ug = (0,3, -2, —1),
v=(2,1,3,1)

(3) Rozhodnéte, jestli je funkce cos 3z v linearnim obalu mnoziny funkei {1, sin z, sin? 2, sin® 2}
(ve vektorovém prostoru vSech realnych funkei nad R)
(4) Rozhodnéte, jestli je funkce cos 2z v linearnim obalu mnoziny funkei {cos x, sin x, sin 2}
(ve vektorovém prostoru vSech realnych funkci nad R)
(5) Popiste prinik podprostora R5:
1 =((1,2,1,0,-1),(2,1,0,1,—-1),(1,0,0,0,1))
Vo =1((1,2,0,1,0),(1,0,1,0,-2),(0,1,-5,5,2))
(6) Popiste prinik podprostori R*:
(a)
1 ={(1,1,-1,0),(1,0,1,2),(1,3,1,—1))
V2 =1{((0,0,0,1),(2,3,—4,-2),(3,2,-1,2))

Vi = {1+ 225 — 23 = 0,21 — 29 + 224 = 0}
Vo ={x3+ x4 =0,21 + 522 — 23 — 24 = 0}
(7) Popiste primik podprostori R3:
Vi = {221 + 3x5 + 423 = 0,21 + 225 — 23 = 0}
Vo = {x1 + 1125 = 0}
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(8) Zjistéte, zda vektor v lezi ve spojeni prostoru Vi a Va:

(a)
1 ={((1,0,1,2),(2,1,3,1))
Vo = (1, —1,0,1), (0, ~1,~1,1))
v =(0,0,0,1)
(b)
Vi = ((1,0,1,2),(2,1,3,1))
Vo = ((1,-1,0,1), (0, ~1, —1, 1))
v=(0,1,1,0)
(c)
Vi =1((1,1,2),(2,1,1))
Vo =((0,1,3))
v=(1,1,1)
(d)
i =1{(1,1,2),(2,1,1))
Vo =((0,1,3))
v=(3,1,0)

(9) Popiste priinik podprostori v R*:
wy =((1,0,1,1),(2,1,1,0)
Wy ={z1+23=0,21 —x3 — x4 =0}
(10) Popiste priinik a spojeni podprostorii v R*:
wy ={((1,1,1,0),(1,0,0,0))
Wy =((0,1,1,0),(0,1,0,0))

(11) Dokaite, ze vektorovy prostor M, (F) je direktnim soutem podprostoru
S, vech symetrickych n x n matic a podprostoru A,, vSech antisymetric-
kych n x n matic. Dokazte, ze M,,(C) je direktnim sou¢tem podprostoru
hermitovskych a antihermitovskych matic.

(12) Matici

01 2 3
3210
1 2 3 0
2 3 01

napiSte jako soucet symetrické a antisymetrické matice.

(13) Dokaite, 7e podprostor viech ostie hornich trojuhelnikovych matic v My, (F)
a podprostor vSech ostie dolnich trojuhelnikovych matic v M, (F) maji
nulovy prunik. Je jejich direktnim sou¢tem cely prostor M,,, (F)?

(14) DokaZte, Zze spojenim podprostoru viech hornich trojuhelnikovych matic
vV Mnn(F) a podprostoru vech dolnich trojuhelnikovych matic v M, (F)
je celé M, (F). Je i jejich direktnim sou¢tem?

(15) Za jakych podminek je sjednoceni W7 U W5 dvou podprostori také pod-
prostor?

(16) Dokaite, Ze spojeni mnoZiny podprostori W vektorového prostoru V' je
nejmensi podprostor ve V' obsahujici vSechny prvky mnoziny W. Jinymy
slovy, dokazte, ze kazdy podprostor V' obsahujici jako podprostory vechny
prvky mnoziny W, obsahuje jako podprostor také jejich spojeni.
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(17) Necht V je vektorovy prostor Wi, Wy, W3 podprostory v ném. Rozhod-
néte, zda plati (W7 Vv Wa)NWs3 = WiV (WoNW3). Odpovéd zdiavodnéte.

(18) Dokaite, Ze druh&d mocnina matice A = Ag+ A4, kde Ag je symetricka a
A 4 antisymetrickd matice, je symetrickd pravé kdyz AgAa + AaAgs = 0.
Najdéte matici A, ktera neni symetrickd ani antisymetricka (tedy Ag # 0,
A #0), ale A% je symetricka.






KAPITOLA 4

Baze a dimenze

1. Linearni nezavislost

Jeden a ten samy vektorovy prostor muzeme zapsat jako linedrni obal mnoha
riznych mnozin. Linedrnim obalem mnozin

M, = {(1’070)3 (O’ 1,0)}
My ={(1,1,0),(1,-1,0)}
M; ={(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}

je podprostor
W = {(z,y,0)|z,y € F} <F?

Zatimco ale pro prvni dvé mnoziny plati, ze kazdy vektor z W se d& zapsat jako
linearni kombinace jejich prvka jednoznacné, pro M3 to neni pravda:

(z,y,0) = z(1,0,0) + y(0,1,0)
— (2~ )(1,0,0) + y(1,1,0)
= (y—2)(0,1,0) + =(1,1,0)
= (z—1)(1,0,0) + (y — t)(0,1,0) + t(1,1,0)

Vidime, ze z M3 miizeme kterykoli vektor vynechat a linedrnim obalem ziistane W,
zatimco v My a Ms zadné nadbytecné vektory nejsou. Hlavnim cilem této kapitoly
je takové mnoziny bez redundanci charakterizovat a naucit se je poznat a najit.

DEFINICE 15. Necht V' je vektorovy prostor, M jeho podmnoZina. Rekneme,
Ze M generuje V, paklize (M) = V. Pokud v prostoru V existuje koneéna mno-
Zina, ktera ho generuje, ozna¢ime ho za koneéné generovany vektorovy prostor.
Ozna¢me linearni kombinaci Zle r;v; za trividlni, pokud v8echny koeficienty r;
jsou nulové, jinak je netrivialni. Rekneme, 7e M je linearné zavisla, pokud exis-
tuje néjaka netrividlni linedrni kombinace vektoru z M, kterd se rovna nulovému

vektoru. V opa¢ném piipadé je M linearné nezavisla.

PRIKLAD 6. Mnoziny M;, M i Mg generuji W, ale pouze prvni dvé jsou
linearné nezavislé.

POZNAMKY.

(1) Trividlni kombinace dava nulovy vektor vzdy, jde tedy o to, zda existuje
jesté n&jaka jina. Pokud napfiklad mnozina vektora M = {vy,vs,..., vk}
obsahuje nulovy vektor v; = 0, pak staci vzit r; = 1 a ostatni r; = 0 a
pak mame Zle rv; = 0, tedy M je linearné zévisla.

(2) Pokud mnoZina obsahuje s vektorem v také néjaky jeho dalsi nasobek rv,
je linearné zavisla, protoze staci brat koeficienty —r a 1 u téchto dvou
vektori a vynulovat koeficienty ostatni.

43



44

3)

4. BAZE A DIMENZE

Alespon dvouprvkova mnoZzina vektortu je linearné zavisla pravé tehdy,
kdyz lze néjaky jeji vektor vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich: rov-
nost v = Y.F | ru; snadno prepfSeme na 0 = v — Y. 7,0, a naopak z
netrivialni linearni kombinace Y 7_, s;u; = 0 miZeme vyjadiit kterykoli
vektor u; s nenulovym koeficientem s; pomoci ostatnich.

Z definice plyne, Ze prazdnou mnoZinu povazujeme za lineadrné nezavislou.
Pokud je mnozina M linearné zavisla, pak je linearné zavislé i kazda jeji
nadmnozina: kazda netrividlni lineadrni kombinace prvka z M je totiz zéro-
ven linedrni kombinaci prvki z nadmnoziny. Ze stejnych davodu plati, ze
pokud M generuje vektorovy prostor V', pak jej generuje i kazda N C V,
ktera je nadmnozinou M.

Misto ,,M generuje V* se také pouziva fraze ,,M je mnozinou generatora
Ve

. Cvideni.

Rozhodnéte, zda dané mnoziny vektorti z R? jsou linearné zavislé ¢i nezé-
vislé a zda generuji R?:

(a) {(27170)’ (47172)’ (0717'4)}

(b) {(25170)7 (_45_270)}

(0) {(12.1), (2,1.3), (0,0,0)}
Rozhodnéte, zda dané mnoziny vektort z P?(x, R) jsou linearné zévislé ¢i
nezavislé a zda generuji P?(z,R):

(a) {(x+ 1) (@ + 1)}

(b) {2?+32+2,22% +x + 3,322 + 22 + 1}

(c) {22 +1,22% — 1,2+ 3}
Rozhodnéte, zda dané mnoziny vektort z R* jsou linedrné zavislé ¢i neza-
vislé a zda generuji R*:

(a) {(1,1,0,1), (2,1,0,3), (3,0,1,2)}

(b) {(2,1,3,2), (1,4,0,1), (5,3,1,0), (-1,9,7,9)}
Rozhodnéte, zda jsou dané podmnoziny Ms(R) linedrné zavislé ¢i nezavislé
a zda generuji M3(R):

oo e
(e )

Ukazte, ze line4rni zavislost zavisi na volbé ¢iselné mnoziny. Najdéte pod-
mnozinu M C C2, kterd je linedrné nezavisla, pokud bereme C? jako
vektorovy prostor nad R, a linearné zavisla, pokud bereme C2? standardné
nad C.

Dokazte, Ze prostor P(x,F) neni kone¢né generovany.

Najdéte co nejvétsi linearné nezavislou mnozinu v prostoru vSech syme-
trickych matic S, (F) a dokazte, Ze kazda jeji nadmnoZina uz je linedrné
zéavisla.

Méjme mnozinu M vektori v F™, vytvoime z ni mnozinu N vektora v
F™~™ tak, ze vynechame u kazdého vektoru poslednich m slozek. Dokazte,
ze pokud je N linearné nezavisla, pak je M linedrné nezavisla.

Dokazte, Ze je-li {u1,ug, ... u,} linedrné nezavisla mnoZina ve vektorovém
prostoru V nad F a r;; € F,1 <14 < k,1 < 5 < n, pak vektory s; =
(731,732, -« -, Tin) tvOFi linedrné nezavislou mnozinu {sy, s2,...sx} C F"

(b)
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pravé kdy?z je linearn& nezavisla mnozina {v1,va,...,vp} C V, kde v; =
Do TigUy

(10) Definujme fetézec vektorovych prostort jako posloupnost (Vp, Va,..., Vi),
kde Vp = 0 a pro vSechna i je V; vlastnim podprostorem V; ;. Délkou
fetézce nazveme Cislo k. Dokazte, ze vektorovy prostor neni konetné ge-
nerovany pravé kdyz v ném existuje fetézec libovolné délky.

2. Baze

DEFINICE 16. Linearné nezavisla mnozina, kterd generuje vektorovy prostor V,
se nazyva baze V. Pokud existuje ve V' konec¢na baze, pak oznac¢ujeme pocet prvki
této baze jako dimenzi prostoru V, piseme dim V. Pokud ve V' zadné takova béaze
neni, pak iikame, ze V je prostor nekoneéné dimenze.

Tato definice méa nékolik hacki. A priori nevime, Ze kazdy vektorovy prostor
mé béazi, a pokud ji ma a je konetna, ze ma vzdy stejny pocet prvki. Cesta k
ovéfeni téchto skute¢nosti a tim i korektnosti definice dimenze vede pies prvni
komplikovangjsi vysledek linearni algebry - Steinitzovu vétu.

LEMMA 12. Necht'V je konecné generovany vektorovy prostor, M jeho mnoZina
generdtori. Pak existuje konecnd mnoZina K C M, kterd je bdzi V.

DUKAzZ. Pokud V = 0, pak mé pravé dvé podmnoziny, sebe sama a prazdnou
mnozinu. Obé ho generuji, ale linedrné nezavisla je pouze . Ta je jisté podmnoZzinou
kazdé mnoziny generatori V. Dale tedy muzeme piedpokladat V # 0.

Nejprve ukdzeme, ze z kazdé nekone¢né mnoziny M generujici V' £ 0 lze vybrat
kone¢nou podmnozinu, kterd také generuje V. Protoze V je kone¢né generovany,
existuje mnozina N = {vy,..., v}, kterd generuje V. Protoze M generuje V, lze
kazdy vektor z N zapsat jako linedrni kombinaci prvka z M, v; = 2521 TiUij-
Oznatme M; = {u,...,u, }. Libovolny vektor v € V lze zapsat jako linearni
kombinaci prvki z N a tedy

k ki

k
v=D sivi= ) (siriy)ug,
i=1

i=1 j=1

¢ili jako linearni kombinaci prvka z M/ := Ule M;, coz je hledané kone¢na pod-
mnozina.

Lze proto predpokladdat, Zze mnozina M generujici V' je konecnd. Nyni mezi
v8emi podmnozinami mnoziny M, které generuji V', vyberme néjakou K = {vy,...,v,}
s nejmensim poctem prvkia. Ukdzeme sporem, ze K uz je linedrné nezavisla, tedy
baze V. Je ziejmeé, ze pokud n = 1, pak bud v;1 = 0a (K) =0# V,nebov; #0a K
je linearné nezavisla. Staci se tedy zabyvat piipadem, Ze K je alespon dvouprvkova.

Pokud by existovala netrivialni linearni kombinace >~ ; 7,v; = 0, pak by bylo
mozné néktery z vektori v; vyjadiit pomoci ostatnich jako v; = ,% Z#j Ti;.
Libovolny vektor v € V' pak lze napsat jako

n

S S

v = ZSZUZ = Zsi’l}i — T—?an = Z (Sz — leTi) Vi,
i=1 i#£] T ity i#] J

tedy jako linedrni kombinaci prvka K \ {v;}. To je ale mnozina s mensim poctem

prvki nez K, a tudiz podle pfedpokladu nemuze generovat celé V. Dospéli jsme ke
sporu, a tedy K je baze. O

Z tvrzeni také plyne, Ze pojmy ,konetné generovany vektorovy prostor” a
,brostor kone¢né dimenze“ znamenaji totéZ a muazeme je volné zaménovat.
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VETA 5 (Steinitzova véta). Bud M = {ui,...,u,} mnoZina generdtori vek-
torového prostoru V.a N = {v1,...,v;} linedrné nezdvisld mnoZina ve V. Pak
plati:

(1) k<n
(2) Pii vhodném ocislovdni vektori uy, . .., u, mnoZina {vy, ..., Vg, Upt1, ... Up}
generuje V.

DUKAZ. Budeme postupovat indukci podle poctu k linedrné nezavislych vek-
torti. Pokud k£ = 1, pak musi byt n > k =1, N = {v; }, protoze v opa¢ném piipadé
by M = ) negenerovala V', ktery je jakozto nadmnoZzina N nenulovy. Protoze M
generuje V, existuji ¢isla r; takova, ze vy = Z?:l ru;, a protoze vy # 0, musi pro
néktery index j byt r; # 0. Pokud j neni rovno 1, pak piecislujeme vektory u;,
aby tomu tak bylo. Lze tedy psat u; = %vl -y, %ul Kazdy vektor, ktery je
linedrni kombinaci uy,...,u,, je tudiz také linearni kombinaci vy, us, ..., Uy, Cili
(v1,U2y ... Up) = V.

Piedpokladejme proto platnost tvrzeni pro k — 1, ukdZeme, Ze pak musi platit
i pro k. Pokud {wy,...,v;} jsou linearné nezavislé, pak {vq,...,vx_1} jsou linedrns
nezévislé a tudiz podle indukéniho predpokladu generuje mnozina {v1, . .., vg_1, U, -
vektorovy prostor V. Zaroveh musi byt n > k, protoze z indukéniho predpokladu
n > k—1, akdyby n = k—1, pak by bylo vy, lineadrni kombinaci vektort vy, ..., vx_1,
coz je ve sporu s linearni nezavislosti mnoziny {v1, ..., vy }. Tedy vy lze vyjadiit jako
Zf;ll TV + Y iy Tit;, kde pro néjaké j > k musi byt r; # 0, jinak bychom opét
dostali spor s linearni nezavislosti mnoZiny {vy, ..., vg}. Pfecislujme zbylé vektory
U, ..., un tak, aby j = k, pak je mozné podobné jako v piipadé k = 1 vyjadfit
ug jako linearni kombinaci mnoziny {vi,..., 0%, Ug11,...,Un}, a tedy i libovolny
vektor z V jako linedrni kombinaci z této mnoziny. O

Steinitzova véta (nebo téz Steinitzovo lemma o vymeéng) vlastné fika, ze v
mnoziné generatori muZzeme vyménit vhodné prvky ,kus za kus“ s prvky néjaké
linearné nezavislé mnoziny tak, abychom po vyméné méli stale mnozinu generatoru.
Plyne z ni celd rada dilezitych dasledki:

DUSLEDEK 1. Vsechny bdze vektorového prostoru koneéné dimenze maji stejny
pocet proki.

DUkAz. Pokud M je baze V o m prvcich a N je baze V o n prvcich, pak ze
Steinitzovy véty plyne, ze m > n a zaroven n > m, ¢ili m = n. O

vvvvvv

pojem dimenze opravnéni a smysl. Zarovein je v ném skryt navod, jak dimenzi
urcit: stac¢i najit libovolnou bézi a spocitat, kolik je v ni vektort.

Nékdy budeme ve zkratce psat V,, pro vektorovy prostor dimenze n. Nulovy
prostor Vy = 0 mé dimenzi 0.

DUSLEDEK 2. Pocet proki kazdé linedrné nezdvislé mnoZiny ve V,, je mensi
nebo roven n, a pokud je roven, uZ musi byt tato mnozina bazi.

DUKAZ. Stadi vzit ve Steinitzové v&t& za M libovolnou bazi V,, a za N zadanou
mnozinu. O

DUSLEDEK 3. Pocet prvki kaZdé mnoZiny generdtori prostoru Vy, je vétsi nebo
roven n, a pokud je roven, uZ musi byt tato mnoZina bdzi.

DUKAz. UkéZzeme, Ze n-prvkovd mnozina generatoru N prostoru V,, musi byt
linedrné nezavisla. Kdyby nebyla, bylo by mozné z ni vybrat podle lemmatu
linearné nezévislou vlastni podmnozinu N, pro niz (N) = (N’). Pak ale N’ je

CyUn )
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béze, kterd ma méné prvka nez je dimenze vektorového prostoru, coz je spor s
diisledkem 11 0

Posledni dvé tvrzeni znamenaji, zZe béze jsou pravé nejvétsi linedrné nezavislé
mnoziny a také pravé nejmensi mnoziny generatort.

DUSLEDEK 4. KaZdyj podprostor W vektorového prostoru V,, md koneénou di-
menzi.

DUKAZ. VZechny linearné nezavislé podmnoziny W jsou zaroven linearné ne-
zavislé podmnoziny V,, a maji tedy nanejvy$ n prvki. Zvolme z nich néjakou
N = {v1,...,v;} s maximalnim poctem prvka. Pokud by N negenerovala celé
W, pak by existoval vektor v € W, pro n&jz v ¢ (N). Kdyby N U {u} byla linedrng
zé&visla mnozina, pak by existovala netrivialni linedrni kombinace ru + Z’f siv; = 0.
Pak ale bud r = 0, coZ je ve sporu s linearni nezavislosti N, nebo r # 0, coZ je zase
ve sporu s u ¢ (N). Tedy N U{u} musi byt linedrné nezéavisla podmnozina ve W. O
N jsme ale predpokladali, Ze je maximalni linedrné nezavisla mnozina ve W, takze
dostavame spor s predpokladem a N musi generovat celé W. Tedy W ma kone¢nou
dimenzi. (]

Nésledujici tvrzeni tika, ze bazi podprostoru lze doplnit na bézi celého prostoru:

DUSLEDEK 5. Necht W < V,,, N bdaze W . Pak existuje jeji nadmnoZina M D N,
kterd je bazi V.

DUKAz. Sta¢i vzit ve V,, libovolnou béazi {uy,...,u,}, pak druhd ¢ast Stei-
nitzovy véty fiki, ze mnozina {vy,..., Uk, Ukt1,...,U,} generuje V,, a jelikoz je
n-prvkova, je to baze V,,. O

PRIKLAD 7.

(1) Mnozina vektortu {ey,...,e,} aritmetického vektorového prostoru F”, kde

e1 = (1,0,0,...,0,0),
ez =(0,1,0,...,0,0),

en = (0,0,0,...,0,1),
se nazyva kanonicka baze. Tedy dim F" = n.

(2) Mnozina matic {E;;,7 € {1,...,m},j € {1,...,n}}, kde E;; je matice,
jejiz ij-ty element je 1 a ostatni 0, je baze prostoru My, (F) nad T, ktery
ma proto dimenzi mn.

(3) Ozna¢me U, (IF) prostor vSech hornich trojihelnikovych matic v M, (F).
Pak mnozina {E;;|i,j € {1,...,n},j > i} je bazi U, (F). Tedy

n(n+1)

2

Prostor L2 (F) viech striktné dolnich trojihelnikovych matic v M, (R) ma

bazi {Elj|7,,j € {1, ey n},j < Z}, takze

dimU,F)=1+2+...+n=

n(n—1)
2

(4) Mno#ina {1,z,22,...} je baze prostoru vech polynomii P(z,F) nad F. Je
to tudiz prostor nekone¢né dimenze.

(5) Mnozina {(1,0), (4,0), (0, 1), (0,7)} je baze prostoru C? nad R. Tento pro-
stor m4 tedy dimenzi 4, zatimco C? nad C m4 dimenzi 2.

dmI2F) =1+2+...+(n—1) =

Dalsi dulezité priklady uvidime v nésledujici kapitole, v niz se budeme zabyvat
vztahem dimenze a existence feSeni soustavy linearnich rovnic.
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2.1. Cviceni.
(1) Najdéte ndjakou bézi a uréete dimenzi nésledujicich podprostorii R?:
(a) <(2a L, 0)7 (4a 1, 2)7 (07 L, _4)>
(b) <(2, L, 0)7 (_47 -2, O)>
¢) ((1,2,1),(2,1,3),(0,0,0))
ajdéte né&jakou bazi a urcete dimenzi prostoru
n(F) v8ech Etvercovych diagonalnich matic stupné n
(F) v8ech symetrickych matic stupné n
(F) v8ech antisymetrickych matic stupné n.
(F) vsech ¢tvercovych striktné hornich trojuhelnihovych matic stupné

SN

Sos 3

F) vsech ¢tvercovych dolnich trojuhelnihovych matic stupné n

C) vSech hermitovskych matic stupné n

n(C) v8ech antihermitovskych matic stupné n.

te néjakou bazi a urcete dimenzi prostoru

"(xz,R) vSech polynomu stupné nejvyse n

ech polynomu z P"(z,R), pro které p(0) = 0.

(c) v8ech polynomu z P™(z,R), pro které Va € R : p(x) = —p(—=z).
(d) vsech polynomii z P"(x, R), které jsou nasobkem polynomu x> +x+2.

(4) UkaZzte, ze prostor viech posloupnosti (a;)$°, spliwujicich a,12 = any1+an
pro v8echna n € N, je kone¢né generovany a urcCete jeho bazi.

(5) Urcete bazi a dimenzi prostoru {(z,y,z) € R3|x +y + 2z = 0}.

(6) Najdéte ndjakou bazi prostoru R*, kterd obsahuje bazi daného podpro-
storu:

(a) ((1,1,0,1),(2,1,0,3),(3,0,1,2))
(b) ((2,1,3,2),(1,4,0,1),(5,3,1,0),(-1,9,7,9))

(7) Necht V je vektorovy prostor dimenze n, W <V, dimW =n —1, M je
baze W, u € V. Dokazte, ze M U{u} je baze V pravé kdyZ u neni prvkem
w.

(8) Necht V je vektorovy prostor vSech realnych posloupnosti {a;}5° a M C V
je podmnozina vSech posloupnosti vyhovujicich pro n > 3 rekurentni relaci
an = Aapn_1+Ban_2+Cay,_3,kde A, B, C jsou redlné konstanty. Dokazte,
ze M je vektorovy podprostor V' dimenze 3.

< 3

(
(3) Najd

(

(

<

Lresrrrl

<
< U TN

3. Dimenze spojeni a priniku

VETA 6 (o dimenzi spojeni a pruniku). Necht V' je vektorovy prostor a U, W
jsou dva jeho podprostory koneéné dimenze. Pak

dimU +dimW =dimUNW +dimU VW

DUKAz. Prostor U N W je podprostorem prostoru W, a je tedy také konetné

dimenze. Zvolme v ném libovolnou bazi {vi,..., v}, tuto bazi lze doplnit podle
disledku |§|vektory U1,...,Up na bazi U a vektory wy, ..., w, na bazi W. UkdZeme,
ze mnozina M = {u1,...,up,v1,..., 0, W1,..., Wq} je bazi UV W.

Je ziejmé, ze M generuje U VW . Kazdy vektor v € UV W je souctem néjakého
vektoru u € U a n&jakého vektoru w € W. Kazdy z nich je linedrni kombinaci prvka
M a tedy i v je lineadrni kombinaci prvka M. Pfedpokladejme nyni, ze

P k q
0= Zriui + Z SiV; + Ztiwi
=1 i=1 =1

Tedy vektor

4 k q
u = — E Tiu; = E S;U; —+ E tiwi
i=1 i=1 i=1
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je zaroven prvkem U a W, tedy prvkem jejich pruniku. Je proto mozné jej vyjadrit
jako u = Zi;l z;v;. Pak ale

k P
Zmivi + Zriui =0
=1 =1
q
Z(Sl — xi)vi + Ztiwi =0
=1

i=1
Jelikoz mnoziny {u1,...,up,v1,..., 05} & {v1,..., 0k, w1,..., we} jsou linearné ne-
zévislé, musi byt v obou rovnostech vSechny koeficienty nulové. To ale znamena, Ze
i mnozina M je linedrné nezavisla.
Zkonstruovali jsme tedy z baze prostoru U N W baze prostora U, W a U VvV W.
Dokazovana rovnost plyne prostym dosazenim po¢ta prvka téchto bazi: (p + k) +
(k+q)=k+(p+Ek+q). O

Vgimnéte si, jak je v dikazu konstruovana baze U V W. Pro libovolnou bazi
tohoto prostoru nemuzeme ocekavat, ze néjaké jeji podmnoziny budou bazemi U,
V nebo U N V. Kdyz ale postupujeme zdola, od baze U NV, lze dopliiovanim na
bazi U a V bazi U V V s takovymi specidlnimi vlastnostmi vytvofit.

PRIKLAD 8. UkaZeme modelovy piiklad uziti véty o dimenzi spojeni a praniku.
Uvazujme dva podprostory v R3:
U =((1,0,0),(0,1,0))
V =((0,0,1),(1,2,3))
Kazdy je zadan jako line4rni obal dvojice linedrné nezavislych vektori, tedy dim U =
dim V = 2. Sjednoceni mnozin generatora prostora U a V'
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,2,3)}
generuje celé U V V. Prvni tii vektory tvoii bazi R3, takze U V V = R3. Z toho
zjistime dimenzi pruniku
dmUNV =dimU +dimV —dimU VV =1,
aniz bychom samotny prunik museli pocitat. (Ne Zze by to v tomto p¥ipadé bylo

extra slozite.)

Zobecnéni véty o dimenzi spojeni a priniku na vice podprostoru neni tak jed-
noduché, jak by se mohlo zdat. V nejdilezitéjsim piipadé direktniho souctu ale
funguje dobfe:

VETA 7 (O dimenzi direktniho sou¢tu). Necht Wi, ..., Wy jsou podprostory Vy,
takové, zZe @le W; existuje. Pak

k k
Z dim W, = dim@ W;
=1 i=1

DUKAz. Budeme postupovat matematickou indukci. Pro k = 2 tvrzeni plyne z
véty o dimenzi spojeni a priniku. Pfedpoklddejme tedy, ze plati pro k—1. Uvazujme
podprostory W1, ..., W} takové, ze @le W; existuje. Pak

k
Vie{l,....k}, Win\/W;=0

i=1
i#j
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a tim padem také
k—1
Vie{l,....k—1}, W;n\/ W;=0
=1
i#j
Tedy @Y~ W, existuje a podle indukéniho predpokladu Y2F ' dim W; = dim @F~ ;.
Protoze Wi N @f;ll W; = 0, plyne z véty o dimenzi spojeni a priniku
k k—1 k
dim @ W; = dim Wy, + dim @ Wi = _ dim .
=1 i=1 1=1

O

PRIKLAD 9. Ukazme, 7e prostor U, (F) v8ech hornich trojuhelnikovych matic
stupné n je doplitkem prostoru LY (F) viech striktné dolnich trojahelnikovych matic
stupné n v prostoru M, (F) vSech ¢tvercovych matic stupné n. Vime, Ze matice,
ktera je zaroven horni trojithelnikova a striktné dolni trojihelnikova, musi byt nutné
nulova, a ze zndmych dimenzi U, (F) a L2(F) plyne

1 —1
dim U, (F) & LO(F) = ”(”; ) 4 "<”2 ) _ 2,
Jedinym podprostorem v M, (R) dimenze n? je ale samotné M, (R), proto nutné
Un(R) ® LY (R) = My (R).
3.1. Cviceni.
(1) Uréete dimenzi praniku podprostori v R* :
U={(1,1,2,1),(1,0,0,2))
vV ={(2,1,0,3),(1,2,2,0))
(2) Dokazte, ze prostor A, (FF) vSech antisymetrickych matic je doplitkem pro-
storu S, (IF) v8ech symetrickych matic v M, (F).
Dokaite, ze U, (F) @ Ay, (F) = M, (F)
Dokazte, ze D,,(F) & UL(F) = U, (F)
Dokazte, ze D, (F) @ LY (F) ® A, (F) = M, (F)
Ozna¢me v P"(z,R) podmnoZziny
Pi(z,R) = {p € P"(z,R)|p(x) = p(—2x)}
P(z,R) = {p € P"(z,R)[p(z) = —p(—=)}

NN N AN
S U~ W
N — S~

Dokazte, ze
P"(2,R) = P}(a,R) & P"(2,R)

Dokazte analogické tvrzeni pro nekone¢nédimenziondlni prostory vsech
polynomi
P(z,R) = Py(x,R) ® P_(z,R)



KAPITOLA 5

Hodnost matice

1. Ctyf#i prostory spojené s matici

DEFINICE 17. Necht A € M,,,,(F) je matice. Jejim ¥adkovym podprosto-
rem R(A) rozumime linedrni obal mnoziny vSech m fadka matice A, chapanych
jako vektory ve vektorovém prostoru F". Sloupcovy podprostor S(A) matice
A je linearni obal mnoziny vSech n sloupci matice A, chapanych jako prvky F™.
Definujeme hodnost h(A) matice A jakozto dimenzi prostoru R(A).

Nyni mame ke kazdé matici pfifazeny ¢tyfi fundamentalni podprostory:

(1) rfadkovy prostor R(A), jeho dimenze je hodnost h(A)

(2) sloupcovy prostor S(A) = R(AT), jeho dimenze je h(AT)

(3) nulovy prostor N(A), jeho dimenze se nazyva nulita matice n(A)

(4) prostor N(AT), jehoz dimenze je n(A7T)
V této kapitole budeme studovat, jak spolu tyto ¢tyii prostory a jejich dimenze
souvisi. Z kapitoly o FeSeni soustav linedrnich rovnic vime, ze N(A) se zachovava
pii elementarnich fadkovych tpravach matice. Z nasledujictho lemmatu plyne, Ze
se pii téchto upravach zachovava i R(A):

LEMMA 13. Necht My = (v1,...,vm) je mnoZina vektord ve vektorovém pro-
storu V nad F, j, k€ {1,...,m}, j#k, r,s € F, r #20. Oznacme
Mi = (V1,. .. Vk—1, Tk Ukt 1y -« - Umn)
My = (v1,..., V-1,V + SUj, Vb1, -, Um)

Pak plati, Ze (My) = (My) = (Ms). Ddle plati, Ze My je linedrné nezdvisld, prdve
kdyZ je linedrné nezdvisla My a prdvée kdyz je linedrné nezdvisld Ms.

DUKAz. DokdZeme tvrzeni pouze pro M, pfipad M; je zcela analogicky a
vlastné jednodussi. Pokud v € (My), pak existuji r; € F, ze v = Y." | rv;. Pro
pohodlInéjsi zapis predpokladejme k < j. Pak lze sumu piepsat jako

k—1 Jj—1 m
v = E riv; + 1 (v + sv;) + g riv; + (r; — sr)v; + E T,
i=1 i=k+1 i=j+1

tedy v je linedrni kombinaci vektorti z Ms, v € (Ms). Naopak pokud v € (Ms), pak
existuji s; € F takova, ze

k—1 m
v = g $iv; + s (v + svj) + E 8;V;,
i=1 i=k+1

Ptepiseme linearni kombinaci do tvaru

Jj—1 m
v = g siv; + (sgs + s5)v; + E SiV;i,
i=1 i=j+1

¢ili v € (Mp). Tim jsme dokazali obé inkluze (My) C (M) i (M2) C (Mp) a tim
padem rovnost obou mnozin.

51
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Podobné ovéiime, 7e se zachovava linearni (ne)zavislost. Pokud My je linearns
P 2 m s ~ . Py . . .
nezavisla a ) ;" r;v; = 0, pak musi byt v linearni kombinaci

k—1

m
E 7iV; + rk Vg + su] E riv; + — srk)vj + E Vi,
i=1 i=k+1 i=j+1

prvka Ms vSechny koeficienty nulové. To ale znamend r; = 0, pokud ¢ neni k ani
j, déle r, = 0, a diky tomu r; = r; — sry, = 0. Tedy linearni kombinace 27;1 iU
musi byt trividlni, a tedy My je linearné nezavisla. Stejnym zpisobem lze ovérit
opacnou implikaci. O

PRikLAD 10. Uréeme dimenzi linearniho obalu mnoziny M = {(3,—6,1, —1),
(1,-2,3,1), (-2,4,0,1), (0,0,2,1)} v R*. Sestavime matici A, kterd m4 tyto vek-
tory jako fadky, hledana dimenze je pak rovna hodnosti h(A). Radkové apravy
podle lemmatu zachovavaji linearni obal, takze Gaussovou eliminaci

1 -2 3 1 1 -2 3 1
3 -6 1 -1 N 0 0 -8 —4 N
-2 4 0 1 0 0 6 3
0 0 2 1 0 0 2 1
1 -2 3 1 1 -2 3 1
0 0 2 1 0 0 2 1
0 0 6 3 0 0 0 O
0 0 -8 —4 0 0 0 0
zjistujeme, Ze jednou z bazi (M) je {(1,-2,3,1),(0,0,2,1)}. Hledana dimenze je

tedy 2 a jako vedlejsi produkt jsme také zjistili, ze M je linearné zavisla mnozina.

1.1. Cviceni.
(1) Dokazte, ze N(AT) = {y € F"|yT A = 0}, kde A € M,,,(F) a y chapeme
jako sloupcovy vektor.
(2) Zjistéte, zda je mnozina
{(17 _15 17 2)7 (la 87 77 _7)7 (17 27 3a _1)7 (1a 5a 57 _4)}

linearné nezavisla, ptipadné ji dopliite na bazi celého R%.

(3) Zjistéte, zda je mnozina

{(0? _47 37 3)’ (87 17 37 _3)7 (17 Oa 07 7)7 (la 37 47 8)}
linearné nezavisla, p¥ipadné ji doplitte na bazi celého R%.

(4) Zjistéte, zda je mnozina {(2,1, 1,2, 1), (=4,3,2,—1,1), (3,5, 2,1, —2),
(2,2,-1,3,-1), (—1,2,3,1,3)} linedrné nezavisla, pripadné ji dopliite na
bézi celého RS,

(5) Zjistéte, zda je mnozina

{1+4,1—4,1+4),(1—-414+34,i—1),(1,1+14,4)}
linearn& nezavisla, piipadné ji dopliite na bazi celého C3.

(6) Pro ktera a € R je mnozina {(a, -4, —1), (4,—6,-3), (1,1, —a)} linearns
nezavisla? Urcete dimenzi jejtho linearniho obalu v zavislosti na a.

(7) Pro kterd a € R je mnozina {(7,a,—1), (—4,8,-3), (2a,1,—4)} linearné
nezavisla? Urcete dimenzi jejiho linearniho obalu v zavislosti na a.

(8) Najdéte bazi

{(0,1,-3,4),(2,2,2,2),(1,-1,3,7) C RY,

obsahujici vektor (1,4,—4,—1).
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(9) Necht
Vi =((1,0,2,-3),(3,2,1,-5),(-1,2,1,—2))
Vo = ((—3,0,2,0))

jsou podprostory R*. Uréete dimenzi Vi N Va.
(10) Najdéte dimenze prostora V, W, VN W, V VW C R’ v zavislosti na
parametru A, kde

V={(@3,-1,-2,2,1),(1,4,0,1,-1), (A, 6,—4,6,0))
W= <(17 _3a 2) _37 O)a (07 07 Oa la 1)>

(11) Z vektoru
(15 07 27 _3)7 (37 2a la _5)7 (_17 27 17 _2)7 (_3a 07 27 O)

vyberte linedrné nezavislou mnozinu a vyjadiete ostatni vektory jako li-
nearni kombinace prvka této linedrné nezavislé mnoziny.
(12) Necht

V1=1((1,3,0,2),(2,0,1,3),(5,-3,3,1))
Vo =((3,-3,2,-2),(3,3,1,5),(2,0,1,1))

jsou podprostory R*. Uréete dimenzi Vi N Vs.
(13) Vyberte viechny béze R® z mnoziny

{(]‘7 27 3)7 (27374)7 (3’ 273)7 (4’ 374)7 (17 ]" 1)}

14) Najdéte dimenzi prostoru
( J
<{(17 ]'7 17 a)7 (]‘7 17 a’? ]‘)7 (1’ a‘7 ]‘7 1)7 (a‘7 ]‘7 17 ]‘)}> : IR4

v zavislosti na parametru a € R.
(15) Vyberte z mnoZiny

{(1,0,1),(3,2,1),(1,2,3),(1,0,—2)}

né&jakou bazi R? a vyjadiete zbylé vektory jako linearni kombinaci vektori
baze.
(16) Z mnoziny vektort

{(5,7,-1,3),(1,-3,8,2),(9,17,-10,4), (2,6, —16,—4)}

v R* vyberte néjakou bazi jejiho linearniho obalu.
(17) Pro kterd a € R je

{(3,1,1,4), (a,4,10,1),(1,7,17,3),(2,2,4,3)}

linearné nezavisla mnozina?
(18) Pro kterd a € R je

{(Laa _17 2)7 (2a —1,(1, 5)7 (17 107 _63 1)}

linearné nezavisla mnozina?

(19) Mégjme mnozinu vektort {(a;1,...,ain) € T™,i =1,...,s < n}. Dokazte,
ze pokud pro vSechna j plati |a;;| > Zf:u;ej la;j|, pak je tato mnozina
linedrné nezavisla.
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2. Hodnost transponované matice

7 piikladu je vidét, ze sloupcovy prostor matice se pii Fddkoviych Upravéich
nezachovéava. Baze sloupcového prostoru posledni matice je totiz napiiklad

1
2

) 0 )
0

oS oo

ale zadny sloupec piuvodni matice A v (N) nelezi. DuleZitym a netrividlnim faktem
ale je, ze dimenzi sloupcového prostoru ponechavaji fadkové upravy stejnou:

LEMMA 14. Necht A € M, (F) a A" vznikne z A elementdrni Fdadkovou ipra-
vou. Pak dim S(A) = dim S(A’).

DUKAZ. Bez tjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze prvnich k sloupcti A tvori
bazi S(A). Ukdzeme, ze prvnich k sloupci A’ tvoii bazi S(4’), a to postupné pro
jednotlivé typy elementarnich tprav. Ozna¢me sloupce A jako ai,...,a, a sloupce
A’ jako af,...,al,. Mnozina M = {ay,...,a;} tvofi bazi S(A), pravé kdyz je line-
arné nezavisla a vSechny ostatni sloupce a;, j > k lze zapsat jako lineadrni kombinaci
prvka M (protoze pak jde kazdy vektor z S(A) zapsat jako linearni kombinaci prvka
z M).

(1) Vynechani nulovych radku.

(a) Generovani. Pokud a; = Zf:l ria;, kde j > k, pak ziejmé o} =
Zle r;a;, nebot vektory a; vznikly z a; pouze vynechanim nékterych
slozek. Tedy {a},...,a}} generuje S(A").

(b) Linearni nezavislost. Pokud Y% raf = 0, pak i Y.F  ra; = 0,
protoze a; vznikly z a} pridanim né&kolika slozek rovnych nule. Ale
{ai,...,ar} je podle pfedpokladu linedrné nezavisla, tedy musi byt
Vi:r; =0, tedy jei{a},...,a},} linedrné nezavisla.

(2) Pridani nulovych fadka. Analogicky.
(3) Vymeéna p-tého a g-tého fadku.

(a) Generovani. Pokud a; = Zf:l ria;, kde j > k, pak ziejmé o} =
Zle r;a;, nebot vektory a) vznikly z a; pouze vyménou p-té a g-té
slozky. Tedy {a},...,a}} generuje S(A").

(b) Lineéarni nezavislost. Analogicky.

(4) Pric¢teni s-nasobku p-tého Fadku do ¢-tého Fadku, p # q.

a) Generovani. Pokud a; = > ., r;a;, kde j > k, pak pro ¢-tou slozku

G ani. Pokud a; K kde j > k, pak tou slozk

a; plati
k k
(af)q = (a;)q + s(a;)p = Zri(az)q + SZTi(ai)P
k
=Y ri(@i)g + slai)y) = Y rila))

=1 i=1

Ostatni slozky a; jsou stejné jako v a;, méme tedy a; = Z?Zl ria; a
{a1,...,a},} generuje S(A").
(b) Linearni nezavislost. Podobné jako u generovéni zjistime, ze z 0 =
Zle ria; plyne 0 = Ele r;a; a odtud r; = 0.
(5) Nasobeni ¢-tého Ffadku ¢islem s € F, s # 0. Podobné jako piedchozi pFipad.
]
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Jednoduchym dusledkem lemmatu je, Ze fadkové i sloupcové apravy zachovavaji
jak h(A) = dim R(A), tak h(AT) = dim S(A). Odtud je jen krok k dikazu velmi
dilezité véty:

VETA 8 (O hodnosti transponované matice). Pro kaZdou matici A € My, (F)

plati
h(A) = h(AT)

DUKAz. Matici A lze pfevést Fadkovymi tpravami na redukovany odstupiio-
vany tvar bez nulovych fadkua, a pak jesté pfeusporadat sloupce tak, aby pivotni
byly na prvnich p pozicich. Vysledna matice ma tvar

1 0 ... 0 €11 Ci2 ... Ciq
A’ 01 ... 0 C21 C22 ... C2q¢
0 0 ... 1 ¢ cp2 ... ¢y

coz muzeme prepsat blokové jako (E,C), kde C' € M,y (F), ¢ = n— p. Je zfejmé, ze
fadky jsou linearné nezavislé, takze h(A’) = dim R(A’) = p. Prvnich p sloupci zase
evidentné tvoii bazi sloupcového prostoru S(A’), tedy h(A’T) = dim S(A’) = p. Pti
vSech tpravich se dimenze fadkového i sloupcového prostoru zachovavala, takze
h(A) = h(AT). O

2.1. Cvideni.

(1) Urcete hodnost matice

1 2 3 4 5
2 3 4 5 1
3 4 5 1 2
1 3 5 12 9
4 5 6 -3 3

Urcete také hodnost matice transponované a ovéite, ze se rovnaji.
(2) Urcete hodnost matice

1 -2 2 1
2 -1 1 2
4 -5 1 1

Urcete také hodnost matice transponované a ovéite, ze se rovnaji.
(3) V zavislosti na a € R urcete hodnost matice

31 1 4
a 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3

Urcete také hodnost matice transponované a ovéite, ze se rovnaji.

3. Hodnost a FeSeni soustav rovnic
VETA 9 (O hodnosti a nulité). Pro kaZdou matici A € M,,,(F) plati
h(A)+n(A)=n

DUKAz. Pifevedme op&t matici A na redukovany odstupiiovany tvar bez nu-
lovych fadku, precislujme neznamé tak, aby pivotni sloupce odpovidaly indextum
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1 a7z p = h(A) a zapi8me vyslednou matici podobné jako v pfedchozim diukazu
A’ = (FE,C). Mno7zina vektort

M = {(—011, —C21,.-., — Cpl, 170, NN ,0)

(—012, —C22, ..., — CPQ,O7 1, e ,0)

(—Clq, —C2qy---5 — Cpq, 0,0, ey 1)}
je linedrné nezévisla a kazdy jeji vektor je FeSenim soustavy rovnic. Necht (z1,...,z,)
je libovolné FeSeni soustavy, ozna¢me jeho poslednich ¢ slozek 71,...,r,. Dosaze-
nim do vSech rovnic soustavy zjistime, Ze pro v8echna i € {1,...,p} uZz musi byt
T, =— 23:1 ¢;jrj. Vznikly vektor Feseni

q q q
72613'73,7262]'7"]'7...,7201)]'7"]',7“1,...,7'(] s
j=1 j=1 j=1

je linearni kombinaci vektorti z M s koeficienty r1,...,r,. Kazdé feSeni soustavy
Az = 0 je tedy v linedrnim obalu mnoziny M, proto je M bazi N(A) a ¢ = n—h(A)
je dimenze tohoto prostoru n(A). O

Mnozina M v dikazu je bazi prostoru N (A) vSech feSeni soustavy rovnic Az =
0, jeji prvky nazyvame bazova feSeni. Jejich hledéni v konkrétnich piipadech uz
méame zazité z prvni kapitoly. Jakékoli feSeni nehomogenni soustavy rovnic Ax = b
ziskdme diky vété [2] jako soucet libovolného, tzv. partikularniho feseni Az = b a
né&jakého prvku N(A) = (M). Pokud soustava rovnic vede na odstupiiovany tvar

1 0 ... 0 C11 Ci12 ... Ciq bll
0 1 0 C21 C22 ... C2q¢ b/2
0 0 ... 1 ¢y cp2 ... Cpg b;
je nejpohodIngjsi volit za toto partikularni feSeni (b7, ...,b;,,0...,0). Obecné feSeni
pak vypada
(b, 30,,0...,0)+
<(—C11, —C21,.--, — Cpl, 1,0, e 7O)
(7012, —C22y ...y — CPQ,O, 1, oo ,0)
(—c1g, —C2gy -+, — Cpg, 0,0,...,1))

V realnych pocetnich piikladech samoziejmé vzdy nevyjdou pivotni sloupce na
prvnich p pozic, jsou s nepivotnimi promichany, coz se projevi odpovidajicim pro-
michanim slozek feSeni.

VETA 10 (Frobeniova). Necht A € M, (F) je matice, b € F™ wvektor pravijch
stran. Soustava rovnic Az = b md FeSent, prdvé kdyZ h(A) = h(A|b).

DUKAZ. Soustava Ax = b mé feSeni, pravé kdyZz je b linearni kombinaci sloupcti
matice A, jinymi slovy kdyz b € S(A), ¢li S(AJb) = S(A). Podle véty [§ je pak
h(A) = h(A|b). Naopak, pokud h(A) = h(A|b), musi byt b € S(A), jinak by S(A)
byl vlastnim podprostorem S(A|b) a nemél by stejnou dimenzi. O
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3.1. Cviceni.

(1) Dokazte, ze mnozina {(z1, 22,73, 24) € R*x1 + 290 = 0 A 22 — 224 = 0} je
podprostor R* a urcete jeho dimenzi.

(2) Necht A € M,,,(F). Jaky je vztah mezi n(A) a n(AT)?

(3) O soustavé fekneme, Ze je FeSitelna, pokud ma alespoi jedno feSeni. Necht
A je ¢tvercova matice stupné n, B je regularni matice stupné n. Rozhod-
néte, které z nasledujicich vyroka plati:

(a) (Ab) je Fesitelna = (BA|b) je fesitelna

(b) (Ab) je fesitelna = (AB|b) je Fesitelna

(c) (AB|b) je fesitelna = (Ab) je Tesitelna
(d) (BA|b) je Fesitelna = (A|b) je fesitelna

(e) zadny z predchozich vyroki neplati
Odpovéd zdivodnéte.

(4) Necht Az = b je soustava linearnich rovnic, majici alespon jedno feSeni.
Urcete nutnou a postacujici podminku, aby proménna z; méla hodnotu
nula v kazdém feSeni této soustavy a dokaZte.

(5) Necht Ax = b je soustava linedrnich rovnic, majici alespon jedno feSeni.
Urcéete nutnou a postacujici podminku, aby proménna z; méla stejnou
hodnotu v kazdém feSeni této soustavy a dokazte.

(6) Urcete vektor (a,b,c) tak, aby byl nasobkem néjakého feseni soustavy
rovnic

dr —2y+2z=a
20 +2z=">
—r+y+z=c

(7) Dokazte, ze pro libovolnou homogenni soustavu rovnic, jejiz koeficienty

jsou racionélni ¢isla, Ize sestavit bézi prostoru fesSeni, v niz kazda slozka

kazdého vektoru je celé ¢islo.
(8) Vzhledem k parametrim a, b, ¢ najdéte obecné FeSeni soustavy

ar+y+z=a
r+by+z=">
r+y+tcz=c

(9) Dokazte, ze Vy € F™ je yT'y > 0, pfi¢emZ rovnost nastane pouze pro y = 0.
Podobné dokazte, ze yT AT Ay > 0, pfi¢emz rovnost nastane pouze pro y €
N(A). Dokazte odtud, Ze pro libovolnou matici A plati N(A) = N(AT A)
a h(A) = h(AT A).

4. Vlastnosti hodnosti

VETA 11. Necht A € M, (F), B € M,,(F) jsou matice. Pak h(AB) <
min(h(A), h(B)).

DUKAzZ. Sloupce matice AB jsou linedrni kombinaci sloupci matice A, tedy
S(AB) < S(A) a tedy h(AB) < h(A). Radky AB jsou zase linearni kombinaci
radka B, takze i h(AB) < h(B). O

VETA 12. Necht A € M, (F) je étvercovd matice. Pak A je reguldrni privé
kdyz h(A) = n.

DUKAz. Mnozina sloupcu jednotkové n x n matice E, je bazi F". Pokud A
je regularni, pak mé inverzni matici A=!, A='A = E,,. Podle pfedchozi véty tedy
n = h(E,) = h(A~'A) < min(h(A), h(A~1)). Radkové prostory matic A a A~
jsou podprostory F", tedy také h(A) < n, h(A™) < n. Musi byt tedy h(A4) =
h(A~Y) =n.
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Pokud naopak h(A) = n, pak fadky A tvoii bazi F". Oznacme tyto fadky
po fadé ay,...,ay. Pro libovolny fadek e; matice E,, i € {1,...,n} tedy existuji
isla b, 7 € {1,...,n}, ze e; je linearni kombinaci vektori a; s koeficienty b;;,
éili e; = Z;'L=1 bija;. Pak ale matice B spliiuje vztah BA = E a podle definice je
inverzni matici regularni matice A. (]

VETA 13. Necht A € My, (F) je libovolnd matice, B € M (F), C € M, (F)
jsou reguldrni matice. Pak h(BAC) = h(A).

DUKAZ. Plati
h(BAC) < min(h(B), h(A),h(C)) =
= min(n, h(A),m) = h(A)
a take
h(A) = h(B~'BACC™!) <
< min(h(B™'), h(BAC),h(C™1)) = h(BAC)

4.1. Cviéeni.
(1) Dokazte, ze pokud B je regularni a A ¢tvercova matice, pak h(AB)
h(BA).
(2) Dokazte, ze Vn € N, h(A™) > h(A"T1).
(3) Dokazte, ze pro libovolné dvé matice A, B € M,,, (F) plati h(A + B) <
h(A) + h(B).
(4) Dokazte, 7e hodnost matice

A 0
(5 5)

kde A € My, (F) a B € Mpy(F), je rovna h(A) + h(B).

(5) Dokazte, 7e v kazdé matici A € M,,,(F) existuje ¢tvercovd podmatice
stupné h(A), ktera je regularni.

(6) Necht A, B jsou dvé Ctvercové matice fadu n. Plati h(AB) = h(BA)?
Zdivodnéte.

(7) Dokaite, ze ¢tvercova matice A je singularni, pravé kdyz existuje nenulova
¢tvercova matice B spliujici AB = 0.

(8) Necht A je ¢tvercova matice. Rozhodnéte, zda plati: A je singularni <
(3n € N) (A™ = 0). Odpovéd zdavodnéte.

(9) Urcete hodnost matice v zavislosti na parametrech

a b c d
—b a d —c
—c —d a b
—d c —b a



KAPITOLA 6

Linearni zobrazeni

1. Maticova a linearni zobrazeni
Uvazujme bod (71, 22) v roving R? a bod (y1,2), kde
Y1 = X1 COS (x — Ty Sin «
Yo = 21 Sina + x5 CoOS

ktery vznikne jeho rotaci o thel « proti sméru hodinovych rucic¢ek. Operaci rotace
Ize zapsat jako zobrazeni R, : R2 — R?, definované pfedpisem

(( 1 )) (cosa —sina)(xl )
R, = .
To sin « cos & To
Tento pfiklad muZzeme zobecnit:
DErINICE 18. Necht A € M,,,, (). Zobrazeni
fa F*" —=F™
r— Az
budeme nazyvat maticovym zobrazenim definovanym matici A.

TVRZENI 5. Necht A, B € My, (F), C € M, (F), D € M, (F) reguldrni. Pak
1) Va,y € F": fa(z +y) = fa(z) + faly)

fao fc = fac
fe=1d
6) (fp)~'=fp

DUKAz. Vse plyne z vlastnosti maticového nésobeni. |

(

(2)

(3) fa+ fB = fayn
(4)

(5)

(

Nyni zobecnime prvni dvé polozky tvrzeni[5|a povysime je na definici linearntho
zobrazeni na abstraktnich vektorovych prostorech:

DEFINICE 19. Necht V' a V' jsou dva vektorové prostory nad F. Zobrazeni
f :V — V'’ nazveme linearnim zobrazenim, nebo téZ homomorfizmem vek-
torovych prostori, pokud VYu,v € V a Vr € I spliiuje podminky

flutv) = fu)+ fv)
flru) =rf(u)

LEMMA 15. Necht V a V' jsou dva vektorové prostory nad F. Zobrazeni f :
V — V' je homomorfizmus, prive kdyZ Vu,v € V a ¥r,s € F plati f(ru + sv) =
rf(u) +sf(v).

DUKAz. Podobné slou¢eni dvou podminek do jedné jsme vidéli uz v piipadé
definice podprostoru a dikaz zde je zcela analogicky. O

PRIKLAD 11.

59
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(1) Na kazdém vektorovém prostoru mame identické zobrazeni 1y : V — V,
které je definovano pfedpisem Vo € V' : 1y (v) = v. Je to evidentné linearni
zobrazeni. Nulové zobrazeni 0 : V' — V', které je definovano Vv € V :
0(v) = 0, je také homomorfizmus.

(2) V= M,(F), V' =F. Zobrazeni stopa Tr : V — V' je linearni zobrazeni.

(3) V="P(2,F)=V’, D:p(z) — “Lp(z) je linedrni zobrazeni diky vlastnos-
tem derivace.

(4) V je mnozina vSech konvergentnich realnych posloupnosti, V’ = R. Zob-
razeni limita lim : V' — R je homomorfizmem diky vété o algebfe limit.

(5) V = F(R,R), V' = R. Tzv. evaluacni zobrazeni E, : f — f(a) je homo-
morfizmus.

(6) V = L(a,b) (mnozina vSech funkci na intervalu (a,b), které maji pfes
tento interval kone¢ny integral), V' =R, I(44) : f — f; f(z)dz je homo-
morfizmus z vlastnosti integrélu.

TVRZENI 6. Necht Vi, Vs, Vs jsou vektorové prostory nad F a fih : V3 — Vs,
g : Vo — V3 jsou homomorfizmy, r € F. Pak
(1) Soucet zobrazeni (f + h) : Vi — Va je homomorfismus.
(2) Ndsobek zobrazeni (rf) : Vi — Va je homomorfizmus.
(3) Slozené zobrazeni go f = gf : Vi — V3 je homomorfizmus.
(4) Pokud f je bijekce, pak f=1 : Vo — Vi je homomorfizmus.

DUKAZ.

(1) Zobrazeni f + h je definovano na vektoru v € V; piedpisem (f + h)(v) :=
f() + h(v). Pokud s,t € F, u,v € Vi, pak

(f+h)(su+tv) = f(su+tv) + h(su+tv) =
= sf(u) +tf(v) + sh(u) + th(v) = s(f + h)(u) + t(f + h)(v)

(2) Nasobek zobrazeni je definovan pfedpisem Yo € Vi : (rf)(v) = rf(v).
Linearita se dokaze stejné jako v pfedchozim bodé.

(3) Podobné jako pfedchozi body.

(4) Pokud s,t € F, u,v € Vs, pak existuje pravé jeden vektor v’ € Vi, Ze
f(u') = u, a pravé jeden v’ € Vi, 7e f(v') = v. Plati v/ = f~(u),
v/ = f71(v). Z linearity f plyne f(sv' +tu') = sf(u') +tf(v') = ru + sv,

takze
fHsu+tw) = s’ +tu = sfHu) +tf 71 (v)
]
1.1. Cviceni.
(1) Dokazte tvrzeni
(2) Dokazte, 7e pro kazdé linearni zobrazeni f plati f(0) = 0.
)

Necht r € R. Rozhodnéte, kterd z nize uvedenych zobrazeni R* — R* jsou

lineérni:

(a) (’JJ, Y, z, u) - (a?y, y—xz, u)

(b) (z,y,z,u) = (ry,y — x, z,u)

(C) (x7yazvu) — (O7z,y7m+y+z+u)

d) (z,y,2,u) = 1, z+y,z+z,2+u)

Zduvodnéte.

(4) Rozhodnéte, ktera z nize uvedenych zobrazeni f : C — C jsou linearni:

(a) f(2) = 2

(b) f(z) =iz

(€) f(z) =2z+i



(13)
(14)

(15)
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(d) f(z) = =]
Rozhodnéte, kterd z nize uvedenych zobrazeni f : My(R) — M3(R) jsou
linearni:

(a) F(X)= X"
(b) J(X) =X
() f(X) =X

(d) f(X)= B71XB, kde B je regularni matice.

Rozhodnéte, kterd z nize uvedenych zobrazeni f : V' — W jsou linearni:

(a) V =W je prostor vSech realnych funkci na R a f je zobrazeni pfifa-
zujici funkei jeji absolutni hodnotu f(g) = |g|.

(b) V je prostor vech komplexnich polynomt stupné nejvyse n, W = C"
a f je zobrazeni piifazujici polynomu p vektor (x1,za,...,2,) jeho
kofent (v¢etné nasobnosti).

(¢) V =W je prostor vSech komplexnich polynomi stupné nejvyse n a
f je zobrazeni pfitazujici polynomu p(x) polynom z2p(z)

Rozhodnéte, zda je zobrazeni f : Mas(R) — P3(z,R), definované vztahem

f((a b))—a+d+(c+2b)x2—m3,
c d
linearni.

Rozhodnéte, zda je zobrazeni f : P(z,R) — M (R)
_( p(0) p(1)
f(p(.fﬂ)) = ( p(2) p(3) )
line4rni.

Najdéte matici A takovou, ze maticové zobrazeni f4 : R2 — R3 spliuje

fA((L 1)) = (0’ L 2)
fA((lv *1)) = (270a *1)

Najdéte matici A takovou, ze maticové zobrazeni f4 : R? — R3 spliiuje
fa((1,1,1)) = (0,1,1)
fa((1,1,0)) = (1,0,2)
fa((1,0,0)) = (3,1,-2)

Najdéte matici A takovou, ze maticové zobrazeni f4 : R3 — R3 spliiuje

fA((27 3, 5)) = (17 1, 1)
fA((O, 1, 2)) - (17 1, *1)
fA((lv 0, 0)) = (27 1, 2)
Najdéte matici A takovou, Ze maticové zobrazeni f4 : R? — R? spliiuje
fA<(2’ 0, 3)) = (1’ 2)
fA((4’ 1, 5)) = (4’ 5)
fA((Sa 1, 2)) - (17 71)
Najdéte matici A takovou, Ze zobrazeni f4 : R?® — R? pfifazuje vektoru
(z,y, z) vektor (z,y).
Najdéte matici A takovou, Ze zobrazeni f4 : R™ — R"™ pfifazuje vektoru
jeho c-néasobek.

Najdéte matici A takovou, Ze zobrazeni f4 : R? — R3 pfifazuje vektoru
(x,y, z) vektor osové soumérny podle roviny zz.
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(16) Necht u € R3. Najdéte matici A takovou, 7e zobrazeni f4 : R3 — R3
prifazuje vektoru x vektorovy soucin x X u.

(17) Rekneme, ze podmnozina M vektorového prostoru V je konvexni, pokud
pro libovolné dva body u,v € M je v M i jejich spojnice, tedy mnozina
vektort {tu+(1—t)v|t € (0,1)}. DokaZte, Ze linearni zobrazeni zachovavaji
konvexitu mnozin.

2. Jadro a obraz homomorfizmu

DeFINICE 20. Necht V a V' jsou dva vektorové prostory nad F a f: V — V’
je homomorfizmus. Jadrem f se nazyva mnoZina

Ker f := {u € V|f(u) = 0},
obrazem f je mnoZina
Imf:={u eV |FueV,f(lu=u}.

Jadro homomorfizmu f je podmnozina v prostoru V, ve skutec¢nosti je to pod-
prostor. To ovéfime snadno: pokud u,v € Ker f a r,s € F, pak

flru+sv) =rf(u)+sf(v) =r0+s0=0,

tedy ru + sv € Ker f. Obraz Im f je zase podprostorem ve V’: pokud v/, v" € Im f,
pak existuji u,v € V, pro néz f(u) =’ a f(v) =v'. Potom ale

flru+sv) =rf(u) +sf(v) =ru + s,

tedy i ru’ + sv’ € Im f.
Pro maticové zobrazeni fa, kde A € M, (F), plati

Ker fg = {x € F"|Az =0} = N(A)

Obraz Im f4 je zase roven mnoziné vSech vektora y € F™, pro které existuje néjaké
x € F" takové, ze y = Azx. Je to tedy mnozina vSech linedrnich kombinaci sloupci
matice A, jinymi slovy jeji sloupcovy prostor S(A). Proto je pfirozena nasledujici
definice:

DEFINICE 21. Dimenzi Im f < V' nazyvame hodnosti h(f) zobrazeni f, di-
menzi Ker f <V budeme fikat nulita n(f) homomorfizmu f.

Véta o hodnosti a nulité [9] ¥ika, Ze pro A € M,,,(F) plati h(A) + n(A4) = n.
Protoze

h(A) = h(AT) = dim S(A) = dimIm(fa) = h(fa)
n(A) =dim N(A) =dim Kerfa =n(fa)

an = dimF", muzeme tvrzeni véty [0 pfepsat pro piipad maticového zobrazeni jako
dimF" = h(fa) + n(fa) = dimIm(f4) + dim Ker fa

Tato formulace se da zobecnit pro libovolné lineérni zobrazeni na prostoru koneéné
dimenze:

VETA 14. [O dimenzi jidra a obrazu] Necht V je prostor koneéné dimenze a
f:V =V’ je homomorfizmus. Pak

dimKer f + dimIm f = dim V'
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DUKAz. Ozna¢me n := dim V. Nejprve nalezneme podprostor W ve V', ktery
bude doplitkem Ker f. Necht {uy,...,ux} je baze Ker f (pfipoustime i k = 0, tedy
prazdnou mnozinu), doplime ji na bazi M = {uy,...,u,} celého V. Oznacme
W = (ug+1,-..,u,). Pak mnoZzina W U Ker f obsahuje M a tedy generuje celé V|
¢ili W v Ker f = V. Zaroveh pokud by existoval nenulovy vektor v € W N Ker f,
pak by bylo mozné jej vyjadfit netrividlnimi linedrnimi kombinacemi

k n
v = § Til; = § SiUi,
=1

i=k+1

coZ je ve sporu s linearni nezavislosti M. Plati tedy Ker f @ W =V a podle véty [7]
o dimenzi direktntho sou¢tu dim Ker f + dim W = n.

Déle ovétime, ze obrazem baze podprostoru W < V je baze podprostoru Im f <
V’. Oznaéme proto N’ = {f(ug+t1),-.., f(u,)}. Nejprve ovéiime, ze N’ generuje
Im f. Kazdy vektor v’ € Im f je obrazem né&jakého vektoru u € V v zobrazeni f.
Tento vektor v muZzeme zapsat jako linearni kombinaci prvka béze M, ¢ili existuji
cisla r; takova, ze u = Y. r;u;. Plati tedy

n

u' = f(u)=f (Z 7’2’%‘) = Zﬁ'f(ui) = Z rif(ui),
i=1 i=1

i=k+1

kde jsme nejprve vyuzili linearity f a posléze toho, ze f(u;) =0 proi € {1,...,k}.
Tedy Im f = (N').

Zbyva dokazat linearni nezavislost N'. Pokud pro néjaka ¢isla s;, i € {k +
L,...,n} plati 327"\ sif(u;) = 0, pak vektor u = >°" | s;u; patii do Ker f
(op&t vyuzivame, Ze f je linedrni). Patii ale zaroveii do W, a protoze Ker fNW = 0,
musi byt u nulovy vektor. ProtoZze mnozina {ug41, ..., uy} je linedrné nezavisla, jsou
viechny koeficienty s; = 0, ¢ € {k +1,...,n}. To ale znamen4, Ze mnoZina N’ je
lineadrné nezéavisla.

Celkové jsme ukézali, ze N’ je baze Im f, jeji pocet prvki je stejny jako pocet
prvku baze prostoru W, ¢ili dim Im f = dim W a tedy dim Ker f4+dimIm f =n. O

2.1. Cvicdeni.

(1) Necht f: U —»V, g:V — W jsou homomorfizmy. Dokazte, ze Ker f <
Kergf a Imgf < Img. Najdéte priklady, kdy plati rovnost a kdy plati
ostra inkluze.

(2) Necht f,g : V. — W jsou dvé linearni zobrazeni. DokaZte, Ze mnoZina
vektoru z V', na nichz se zobrazeni f a g rovnaji, je vektorovy podprostor.

(3) Najdéte bazi jadra a obrazu zobrazeni f : R® — R* zadaného vztahem
flx1, e, x3) = (21 + T2, 22 — 3,1 + T3, 421 + 3).

(4) Najdéte bézi jadra a obrazu zobrazeni f : R* — R?® zadaného vztahem
f(z1, 20,23, 24) = (x1 + 229 + T4, T2 — 223,21 + 423 + 4).

(5) Uréete jadro a obraz zobrazeni f, : R® — R3, které piifazuje vektoru x
vektorovy sou¢in = X u.

(6) Necht V je vektorovy prostor vSech redlnych ¢tvercovych matic fadu n.
Popiste jadro a obraz zobrazeni F' : M, (F) — M, (F) které matici A
pfifazuje matici A + AT,

(7) Popiste jadro a obraz endomorfizmu F mnoziny M vSech realnych funkci
na R, ktery je definovan vztahem Vf € M, Vz € R, (F(f))(z) = f(x) —
f(—2).

(8) Necht

O =
N~
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Najdéte jadro a obraz zobrazeni f : Ms2(R) — Maa(R), které matici X

pfifazuje matici AX.
1 0 2
4= ( 1 11 )

(9) Necht
Najdéte jadro a obraz zobrazeni f : Maa(R) — Ma3(R), které matici X
piifazuje matici X A.
(10) Najdéte jadro a obraz zobrazeni f : P,(z,R) — P, (z,R), které polynomu
pfifazuje jeho prvni derivaci.
(11) Necht A € M, (F), B € M,,(F). Rozhodnéte, které z nasledujicich vy-
roki plati a odpovéd zdiuvodnéte:
(a) Im fap =1Im fp
(b) Im fap D Im fp
(c) Im fap CIm fu
(d) Im fap = Ker fpr
(€) Im fap =1Im fa
(12) Necht A € My, (F), B € M,,(F). Rozhodnéte, které z nasledujicich vy-
roki plati a odpovéd zdivodnéte:
(a) Ker fap = Ker fa
(b) Ker fap C Ker fa
(c) Ker fap D Ker fp
(d) Ker fap =Im far
(e) Ker fap = Ker fp

3. Izomorfizmus

Zobrazeni f: X — Y (ne nutné linearni) je
e prosté neboli injektivni, pokud pro kazdy prvek y € Y existuje nejvyse
jednox € X, 7e f(z) =y
e na neboli surjektivni, pokud pro kazdy prvek y € Y existuje alespon
jednox € X, 7e f(z) =y
e vzijemné jednoznaéné neboli bijektivni, pokud pro kazdy prvek y €
Y existuje pravé jedno z € X, 7e f(x) = y, neboli pokud je f zaroven
injektivni i surjektivni.
V piipadé lineadrnich zobrazeni se pro tyto vlastnosti uzivaji specidlni pojmy a je
mozné je charakterizovat pomoci dimenzi ur¢itych podprostorii:

DEFINICE 22. Necht f je homomorfizmus vektorovych prostora. Pak

e pokud je injektivni, nazyvadme ho monomorfizmem.
e pokud je surjektivni, nazyvame ho epimorfizmem.
e pokud je bijektivni, nazyvame ho izomorfizmmem.

LEMMA 16. Necht f : V — V' je homomorfizmus. Pak
(1) f je monomorfizmus, prdvé kdyz Ker f =0
(2) f je epimorfizmus, privé kdyzIm f =V’

DUKAZ.

(1) Pokud f je prosté, pak existuje nejvyse jeden vektor v € V, pro ktery
f(v) = 0. Pro kazdé linearni zobrazeni ale plati f(0) = 0. Tedy Ker f
obsahuje pouze nulovy vektor. Naopak, pokud Ker f = 0 a pro dva vektory
u,v € V plati f(u) = f(v), pak z linearity f plyne f(u —v) = 0, ¢ili
u—wv € Ker f, tudiz u —v =0, u =wv, f je prosté.

(2) Im f je pravé mnozina vektort z V', které maji n&jaky vzor v zobrazeni
f. Je tedy ziejmé, Ze f je surjektivni, pravé kdyz Im f je celé V'.
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]

Pokud V a V' jsou prostory kone¢né dimenze, pak Ker f = 0 fika, ze nulita
n(f) =0, a Im f = V' znamen4, Ze hodnost h(f) je maximalni mozna.

LEMMA 17. Necht f : V. — V' je homomorfizmus, dimV = n. Pak f je
monomorfizmus, privé kdyz h(f) = n.

DUKAzZ. Plyne ihned z véty [14] o dimenzi jadra a obrazu. O

VETA 15 (O zachovavani dimenze izomorfizmem). Necht V je prostor konecné
dimenze, f :V — V' je izomorfizmus. Pak dimV = dim V".

DUKAz. Protoze f je monomorfizmus na V', plati podle lemmatu dimIm f =
dim V. Je to také epimorfizmus, tedy Im f = V’. Tedy dim V'’ = dim V. |

Pokud mezi dvéma vektorovymi prostory V a V' existuje n&jaky izomorfizmus,
fikdme, Ze jsou izomorfni, znac¢ime V ~ V'. Z véty plyne, Ze jsou-li dva prostory, z
nichz jeden je kone¢né dimenze, izomorfni, pak maji stejnou dimenzi. Plati i opa¢na
implikace, k jejimu diitkazu ale budeme potiebovat zkonstruovat pro libovolné dva
vektorové prostory stejné dimenze izomorfizmus mezi nimi. K tomu je nutné zavést
pojem soufadnic, coz u¢inime jesté v této kapitole.

LEMMA 18. Necht Vi, Va5, Vs jsou vektorové prostory nad F a f : Vi — Vs,
g : Vo = Vi jsou izomorfizmy. Pak f~! a go f jsou izomorfizmy.

DUKAZ. Zobrazeni f~! a go f jsou bijekce a podle tvrzeni |§|jsou to homomor-
fizmy. O

LEMMA 19. Necht V,W jsou dva vektorové prostory nad F, f : V. — W je
izomorfizmus a M skupina vektori ve V. Pak M je linedrné nezdvisld, prdavé kdyz
f(M) je linedrné nezdvisld, a M generuje V, prave kdyz f(M) generuje W.

DUKAZ. Za cviceni. O

PRIKLAD 12.

(1) Pro A € M,,,,,(F) je fa monomorfizmus, pravé kdyz n(fa) = 0, tedy podle
véty [14 h(A) = h(fa) = n. Miizeme to také odvodit z toho, Ze aby Az = 0
nastalo pouze pro x = 0, musi mit A linearné nezavislé sloupce. Zobrazeni
fa je epimorfizmus, pravé kdyz h(A) = h(fa) = m, ¢ili pokud sloupce
generuji celé F™. Kone¢né f4 je izomorfizmem, préavé kdyz A je ¢tvercova
matice hodnosti n = m, €ili regularni matice.

(2) Necht V = P"(x,F), V! = F**l a f : V — V' je zobrazeni, které po-
lynomu Y1, a;x’ piifadi vektor (ao, ..., a,). Je vidét, Ze f je linedrni a
bijektivni zobrazeni. Tedy prostory P"(z,F) a F*"*! jsou izomorfni.

(3) Necht V' = R se standardnimi operacemi a V' = RT s operacemi & a
®, kde u ®v = uv a r ®u = u” jsou vektorové prostory nad R. Pak
exp : u — e* je jejich izomorfizmus.

Nejcastéji pracujeme s homomorfizmy, pro které V = V’. Takové linearni zob-
razeni se nazyva endomorfizmus. Vyhoda endomorfizmu je, 7e je miuzeme skladat
samy se sebou, mé tedy smysl psat f o f = f? apod. Pokud je endomorfizmus
zarovei izomorfizmem, fikdme mu automorfizmus. Pro automorfizmy existuje in-
verzni automorfizmus f~! a tedy i zAporné mocniny f~". Viimnéte si, Ze z véty o
dimenzi jadra a obrazu plyne, ze pokud je V' konec¢né dimenze, pak staci, aby byl
endomorfizmus jednim z dvojice monomorfizmus, epimorfizmus, a automaticky uz
musi byt i tim druhym z dvojice, a tedy také automorfizmem.

PRIKLAD 13.
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Je-li maticové zobrazeni f4 endomorfizmem, je matice A ¢tvercova. Plati
(fa)" = fan.

Endomorfizmus P : V — V spliujici P2 = P se nazyva projekce. Piikla-
dem mize byt zobrazeni P : (ay,as,as) — (ay,az,0), V = F3,
Endomorfizmus I : V — V spliwujici I? = Id se nazyva involuce. Piikla-
dem je osové nebo stfedova soumérnost v R"™.

. Cvicéeni.

Dokazte, ze relace ,,byti izomorfni“ je relace ekvivalence na mnoziné viech
vektorovych prostori.

Najdéte nenulovy endomorfizmus f, pro néjz Ker f = Im f.

Necht V, V', V" jsou vektorové prostory nad F, f: V = V' ¢g: V' = V"
jsou dva homomorfizmy. Dokazte nasledujici tvrzeni:

(a) Pokud g a f jsou monomorfizmy, pak ¢gf je monomorfizmus.

(b) Pokud g a f jsou epimorfizmy, pak gf je epimorfizums.

(c) Pokud g a f jsou izomorfizmy, pak gf je izomorfizums.

(d) Pokud gf je monomorfizmus, pak f je monomorfizums.

(e) Pokud gf je epimorfizmus, pak g je epimorfizmus.

Najdéte endomorfizmus f : V — V, ktery je monomorfizmem, ale neni epi-
morfizmem, a naopak, ktery je epimorfizmem, ale neni monomorfizmem.
Miuze mit V' kone¢nou dimenzi?

Ukaizte, ze prostory My, (F) a F™" jsou izomorfni.

Dokazte, ze zobrazeni f : P(z,R) — P(z,R), které polynomu p(x) pfifa-
zuje polynom p(z — 1), je izomorfizmus vektorovych prostori.

Najdéte dva riizné izomorfizmy mezi prostory P,(z,R) a R™+1.

Najdéte dva ruzné izomorfizmmy mezi prostory M, (R) a R™".

Dokazte, ze zobrazeni, které pfifadi ¢tvercové matici A jeji symetrickou
Cast %(A + AT) je projekce.

Dokazte, ze pro kazdou projekci P:V — V plati Ker P@Im P = V.
Dokazte, ze f : V — V' je monomorfizmus, pravé kdyz existuje homomor-
fizmus g : V' — V takovy, ze gf = 1y.

Dokazte, ze f : V — V' je epimorfizmus, pravé kdyz existuje homomorfi-
zmus g : V' — V takovy, ze fg = 1y-.

Necht V7, V5 jsou vektorové prostory koneéné dimenze, g : Vi — Vs a
f: Vo = Vj jsou homomorfizmy. Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni:
Je-li gf izomorfizmus a fg izomorfizmus, pak g je izomorfizmus a f je
izomorfizmus. Odpovéd zdiivodnéte. Rozhodnéte, zda tvrzeni plati i bez
pozadavku kone¢né dimenze.

Najdéte piiklad dvou homomorfizmu f a g takovych, Ze ani f ani g nejsou
izomorfizmy, ale gf izomorfizmus je. Mohou byt f a g endomorfizmy?
Dokazte, ze jsou-li f a g homomorfizmy a gf je monomorfizmus, pak f je
monomorfizmus. Ukazte také, Ze g monomorfizmus byt nemusi.
Uvazujme homomorfizmy f : V3 — Vo, g : Vo — V3 takové, Ze f je
monomorfizmus, g je epimorfizmus a gf = 0. Dokazte, ze potom dim V5 >
dim V7 + dim V3.

Necht V je vektorovy prostor dimenze 2n a f endomorfizmus na M. Do-
kazte, ze Ker f = Im f pravé kdyz f2 = 0 a souasné hodnost f je rovna
n

Necht f € End(V,,). Dokazte, ze
dim(Ker f NTm f) = h(f) — h(f?)
Dokazte lemma



4. SOUFADNICE 67

4. Souradnice

Praktické pocitani s linedrnimi zobrazenimi se obvykle usnadni, kdyz si ve
zdrojovém a cilovém vektorovém prostoru zvolime néjakou béazi. V této kapitole
uvidime, Ze takova volba pfifadi linedrnimu zobrazeni jisté maticové zobrazeni,
které sdili s ptivodnim linedrnim zobrazenim vSechny dulezité vlastnosti.

DEFINICE 23. Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad F, N = {vy,...,v,}
jeho béaze a v € V. Soufadnicemi vektoru v vzhledem k bazi N budeme rozumét
sloupcovy vektor (v)x = (21,...,7,)7, kde x; jsou koeficienty linearni kombinace
V=31 T

PozNAMKA 2. Formalné vzato bychom v této kapitole méli bazi chapat nikoli
jako mnozinu, ale jako uspofddanou n-tici vektori. Zménime-li totiz poradi vektora
béaze, zméni se i potradi soufadnic, a aritmeticky vektor napiiklad (1,2, 3) jisté neni
totozny s (2,1,3). V dalsim vykladu budeme psat dal slovo mnozina, ale budeme
implicitné predpokladat, Zze vektory v ni jsou ocislované a pracuje se s nimi ve
standardnim poradi.

TVRZENI 7. Necht V' je vektorovy prostor dimenze n nad F, N = {v1,...,v,}
jeho baze. Zobrazeni
oy :V —F"
v— (V)N

je izomorfizmus vektorovych prostori.

DUKAZ. Soufadnice vektoru (a tedy i zobrazeni sy) jsou dobfe definovany,
protoze
(1) kazdy vektor z V se da vyjadfit jako line4drni kombinace prvka béaze N,
(2) toto vyjadfeni je jednoznatné. Pokud by existovala dvé takova vyjadieni
v =" wv; = Y., y;v;, pak z linedrni nezavislosti N plyne, ze 0 =
> (x; — yi)v; 1ze splnit pouze trividlni linearni kombinaci, ¢ili Vi : 2; = y;.
Zaroven kazda n-tice Cisel (21, ...,x,) je souFadnicemi pravé jednoho vektoru v :=
i, xv; vzhledem k bazi N. Tedy oy je bijekce. Zbyva ukézat, ze o je linearni
zobrazeni. Pokud ale (v)nx = (z1,...,2,)7, (W)n = (Y1,...,yn)T, r,s € F pak
n n n
U+ Ssw=r Z Tiv; + 8 Z Yiv; = Z(m‘i + sy;)vi,
i=1 i=1 i=1
¢ili (rv + sw)y = (rz1 + sy1, - .., Ty + Sy, ). Podle definice sy pak
on(rv+ sw) = (rv+ sw)y = r(v)n + s(w)y = ron(v) + son(w)

|
VETA 16 (O zadani homomorfizmu hodnotami na bazi). Necht V,W jsou vek-
torové prostory nad F, N = {vy,...,v,} je bdze V a wy,...,w, je n-tice vek-

tori z W. Pak existuje pravé jedno linedrni zobrazeni f : V. — W, pro které
Vie{l,...,n}: f(vi) = w;.

DUKAz. Dokazujeme existenci a jednoznacnost. Existenci dokdZzeme tak, Zze
definujeme hodnotu zobrazeni f : V — W na libovolném vektoru v € V' piedpisem

f) = Z TiWi,
i=1

kde (x1,...,2,)7 = (v)y. Pro f uréité plati, Zze Vi : f(v;) = w;. Ovéite sami, Ze
takto definované zobrazeni f je linedrni.
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Naopak linearni zobrazeni g : V. — W, spliwjici Vi : g(v;) = w;, musi nabyvat
na vektoru v = >, z;v; hodnoty

g(v) =g <Z xi”i) = Zl'ig(vi) = inwi»
i=1 i=1 i=1

tedy stejné jako zobrazeni f, proto g = f. O

LEMMA 20. Zobrazeni f z vétyje epimorfizmus, pravé kdyz mnoZzina {w1, ..., w,}
generuje V', monomorfizmus, privé kdyZ je linedrné nezdvisld, a izomorfizmus,
prdvé kdyz je to bdze V'.

DUKAZ. Za cvideni. O

VETA 17 (O invarianci dimenze). Necht V' a W jsou dva vektorové prostory
konecéné dimenze nad F. Pak'V a W jsou izomorfni pravé kdyZ dimV = dim W.

DUKAz. Implikaci = jsme uz dokézali jako vétu K druhé implikaci po-
tfebujeme sestrojit izomorfizmus V a W. Pokud N = {vy,...,v,} je baze V a
M = {wy,...,w,} je baze W, pak podle véty existuje jednozna¢éné urceny
homomorfizmus f : V — W spliujici Vi : f(v;) = w;. Podle lemmatu [20] je f
izomorfizmus. O

Alternativné bychom mohli vétu dokdzat pomoci tvrzeni [7] a lemmatu [I8] Z
nich plyne, ze zobrazeni (o3) ' ooy : V — W je izomorfizmus.

DEFINICE 24 (Matice homomorfizmu). Necht V,W jsou vektorové prostory,
dimV =n,dimW =m, N C V, M C W jejich baze, f : V — W homomorfizmus.
Maticové zobrazeni

fa F" — F™
(v)n = (f(v)m,

které ptifazuje n-tici souradnic vektoru v vzhledem k bazi N m-tici soufadnic jeho
obrazu f(v) vzhledem k bazi M nazyvame maticovym zobrazenim p¥islusnym
linearnimu zobrazeni f vzhledem k bazim N a M. Matici A oznaCujeme
symbolem (f)yn a fikdme ji matice homomorfizmu f vzhledem k bazim N
aM

TVRZENI 8 (Vlastunosti matice homomorfizmmu). Necht V,W, N, M, f jsou jako
v piredchozi definici, N = {v1,...,v,}, M = {w1,...,wy}. Pak
(1) Zobrazeni fa z definice je skutecné maticovyym zobrazenim ve smyslu
definice [18 Jeho matice A= (f)yn md Vj € {1,...,n} svij j-tyj sloupec
roven vektoru (f(vj))a, tedy vektoru souradnic f-obrazu j-tého vektoru
bize N wvzhledem k bdzi M.

(2) VoeV:(f(v))u = (flun(v)n-
(3) Pokud U je vektorovy prostor, P = {uy,...,ur} jeho bize a g : U — V
homomorfizmus, pak

(f9)mp = (f)mn(g)np

(4) Pokud f je izomorfizmus, pak (f~') \,, = (farn)
(5) h(f) = h((f)mn)

DUKAZ.
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(1) Vektor v € V lze zapsat jako v = X7, z;v;, kde (z1,...,2,)" = (v)n.
Oznacme a;; i-tou soutadnici f(v;) vzhledem k M, tedy f(v;) = >0 aijw.
Pak
n n m
(5) f(U)—Zl’Jf(Uj):Zl‘] Zaz]wz
Jj=1 J=1 i=1
(6) =Y (D aius | w

Zavorka v poslednim vyrazu je rovna i-té soufadnici vektoru f(u) vzhle-
dem k M. Podle definice |24 tedy musi byt matice A = (a;;) matici ma-
ticového zobrazeni f4. Sloupce matice A maji piesné tvar pozadovany
tvrzenim.

(2) Pouze trochu jinak piepsané definice (f)nrn-

(3) Necht u € U. Podle definic

(fg) ) = (f(g(w))m = (flmn(g(u)n = (flun(g)np(u)p

Tedy (f)mn(g)vp je matice fg vzhledem k P a M.
(4) Podle predchoziho bodu plati Vv € V, Vw € W

(v)n = ((f_lof)( NN = v (Hun@)n
(w)p = ((fo (W) ar = (Fan(F ) vm(w)m

)

Oba souciny (f~1)y ( YN i ( )MN(f Y xar musi tedy byt rovny jed-
notkové matici, ¢ili (1), = (Flarn) "

(5) Plati

h(f) = dimTm f = dim(f(v1), ... f(v,))
— dim((f(01)ts -, (F@a))ar) = k(D)

kde jsme nejprve pouzili definici hodnosti homomorfizmu, pak lemma
pro pfipad soufadnicového izomorfizmu oj,; a nakonec definici hodnosti
matice a skutec¢nost, ze (f(v;))m je j-ty sloupec matice (f)arn.

|

PRIKLAD 14. Spo¢téme matici linedrniho zobrazeni f : R? — R2, které je
definovano predpisem f(x1,x2,23) = (x1 + 23,21 — 222) vzhledem ke kanonickym
béazim

K; = {(1, 0,0),(0,1,0), (0,0, 1)}
Ky = {(L 0)7 (07 1)}

Snadno vidime, ze

a protoZe

x X
€2 - Z2 ) - )
Y2 Koy Y2

znamena to, ze
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Nyni zvolme jiné baze

N ={(1,-1,0),(1,0,0),(0,0,1)}
M= {(172)7 (173)}

a ur¢eme (f)arn. Dosazenim do pfedpisu pro f dostdvame

1

1

o)) =06)
1

1

f{e))=(1)
0

1

o ))=(o)

Soutadnice téchto tii vektori vzhledem k M jsou podle prvniho bodu tvrzeni
rovny sloupcam (f)arny. VyFeSenim soustavy rovnic

1 11 1 1 1 0(0 2 3
2 3|3 10 0o 11 -1 -2 )’

D= (02 3)

Oznafme mnozinu vSech homomorfizmi z vektorového prostoru V' do vekto-
rového prostoru W symbolem Hom(V, W). Diky prvnim dvéma bodim tvrzeni 6
vime, 7e Hom(V, W) je podmnozina prostoru viech zobrazeni z V do W uzaviena
na soucty a skalarni nasobky, je to tedy vektorovy prostor.

Tvrzeni tika, ze ke kazdému linedrnimu zobrazeni f : V — W, kde dimV =n
a dim W = m, lze pfifadit jeho zobrazeni maticové podle definice tedy prvku
Hom(V, W) matici z M,,,(F). Naopak pro libovolnou matici A € M,,,,(F) lze de-
finovat homomorfizmus, ktery vektor v; z baze N zobrazi na linedrni kombinaci
2211 a;;jw; vektori w; tvoficich bazi M. Podle véty je homomorfizmus urcen
timto pozadavkem jednoznacné. Tato dvé pfifazeni jsou navzajem inverzni, ziskali
jsme tedy bijekci mezi mnoZzinami Hom(V, W) a M,,,(F). Ve skute¢nosti jde o
izomorfizmus vektorovych prostori:

dostavame, ze

VETA 18. Necht V,W jsou vektorové prostory, dimV = n, dim W = m. Pak
Hom(V, W) je izomorfni M, (F) a dim Hom(V, W) = mn.

DUKAZ. Zvolme ve V a W béazi N, resp. M, ozna¢me N = {uqy,...,up}.
Stac¢i dokazat, ze zobrazeni Yy n : Hom(V, W) — M, (F), které homomorfizmu
f prifadi jeho matici (f)an, je linearni. Jsou-li f,g z Hom(V,W) a r,s € F, pak
Sun(rf+sg) = (rf+ sg)un je matice, jejiz j-ty sloupec je

((rf + s9)(uj))ar = (rf(ug) + sg(u;)) s = r(f(u;))ar + (g(ws))ar,

tudiz i cela matice splije (rf+sg)mn = 7(f) mnv +5(9) v n. Podle poznamek pied
vétou je Xasnv bijekce, musi to tedy byt izomorfizmus. ProtoZze dim M,,, (F) = mn,
podle véty [15| také dim Hom(V, W) = mn. d

Vsimnéte si formalni podobnosti mezi zobrazenimi oy : V. — F" a Yy
Hom(V, W) — M,,,,(F), resp. mezi tvrzenim [7| a v&tou V obou piipadech kon-
struujeme izomorfizmus mezi abstraktnim vektorovym prostorem a aritmetickym



4. SOUFADNICE 71

vektorovych prostorem (chapeme-li prostor matic jako zvlastni piipad aritmetic-
kého vektorového prostoru). Diky této analogii muZeme interpretovat matici ho-
momorfizmu (f)yn = Xy (f) jakozto mn-tici soufadnic homomorfizmu f vzhle-
dem k vhodné béazi. Zkuste si rozmyslet, Ze touto bazi je mnozina homomorfizmu
{fijli e {1,...,m},j € {1,...,n}} kde f;; : V — W pfifazuje j-tému prvku baze
N i-ty vektor baze M a ostatnim prvkam N nuly.

Mnozinu vSech endomorfizmi na vektorovém prostoru V, tedy vlastné Hom(V, V),
oznacujeme zkracené End(V'), mnozinu v8ech automorfizmi na V' znacime Aut(V).
Podle véty [18 m4 End(V) dimenzi n?, zatimco Aut(V') neni vektorovy prostor (na-
piiklad chybi nula, protoze nulovy endomorfizmus neni automorfizmem).

4.1. Cviéeni.

(1) Najdéte soufadnice vektoru u = (7,—3,4,12) vzhledem k bazi M =
{(2,3,1,4), (1,-2,2,3),(-3,2,1,—2)} podprostoru (M) C R*.

(2) Uréete matici homomorfizmu f : R? — R*, f((21, 72, 73)) = (21,71, T2, 23)
vzhledem ke kanonickym bézim R? a R* a vzhledem k bazim

M={(21,1),(1,2,1),(1,1,2)}

M = {(17 L0, 0)7 (1’ 0, 170)7 (1’ 0,0, 1)7 (0, 1,0, 1)}

. Urcete jadro a obraz f.

(3) Urcete matici homomorfizmu f : Pa(z,R) — Py(z,R) piifazujicitho po-
lynomu p(x) polynom p'(x) — 2p(zx), kde p'(x) je prvni derivace p(x),
vzhledem k bazim M = {2?+ 22+ 1,222 + 1,22 —z} a N = {2? +2,2% —
3z +1,2% +x + 3}.

(4) Necht v € R3. Uréete matici homomorfizmu f,(x) = v x # daného vekto-
rovym soucinem s v vici kanonickym bazim. Urcete jadro a obraz tohoto
homomorfizmu.

(5) Necht f:R* — R je homomorfizmus uréeny vztahem

f(x1,m2,23,24) = (=1 — 222 + 73,71 + T2 — T4,
To — X3 + T4, T, + 209 — 3,21 + T3 — 2$4)

Najdéte néjakou bazi M jadra zobrazeni f a néjakou bazi IV obrazu zobra-
zeni f. Déle najdéte n&jaky doplnék W podprostoru Ker f v R* a takovou
jeho bazi P, aby matice zuZeného zobrazeni f|W vzhledem k bazim P a
N byla jednotkova matice.

(6) Necht v € R™ a p, : R™ — R" je zobrazeni dané pro libovolny vektor z €
R™ vztahem (p,(7)); = (37—, vjz;)vi- Ovéite, Ze p, je linearni zobrazeni,
najdéte matici zobrazeni p, vzhledem ke kanonickym bézim a urcete jadro,
obraz a hodnost zobrazeni p,. Co musi spliiovat v, aby p, byla projekce?

(7) Necht V je prostor vSech realnych ¢tvercovych matic stupné 2 a definujme
zobrazeni f : V — V vztahem f(X) = BXB™!, kde

- (4 9)

Urcete matici endomorfizmu f vzhledem k bazi

oo ) (oa) (V) (o)}

(8) Dokaite, ze zobrazeni f : P,(z,R) — P,(x,R) pfifazujici polynomu p(z)
polynom p(z — 1) je automorfizmus a najdéte jeho matici vzhledem k bézi
{1,z,...,2"}.
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(9) Necht V, V' jsou vektorové prostory, M = {uy,...,u,} je mnozina ge-

nerujici V', kterd neni bazi. Ukazte, Ze existuji vektory vy, ..., v, takové,
7e neexistuje linearni zobrazeni f : V — V' splaujici Vi € {1,...,n} je
fwi) = v;.

(10) Dokazte lemma

(11) Necht V je vektorovy prostor koneéné dimenze, f : V — V je endomorfi-
zmus, V =V, @ Vo aproi = 1,2 je N; baze V; a plati f(V;) C V;. Ukazte,
Ze matice (f)nn, kde N = Ny U Ns, je blokové diagonalni.

5. Transformace soufadnic

DEFINICE 25. Necht V je vektorovy prostor nad F, N = {vy,...,v,}, N' =
{v{,...,v),} dvé baze v ném. Vektory baze N’ lze vyjadiit jako linedrni kombinace

vektoru baze N:
n

Vie{l,...,n}: v;- = Zrijvi
i=1
Matici R = (rj;) € My, (F) nazyvame matici pFfechodu od baze N k bazi N'.
TVRZENI 9 (Vlastnosti matice pfechodu). Necht V, N, N' R jsou jako v pied-
chozi definici. Pak
(1) Vi € {1,...,n} jei-ty sloupec R vektorem soufadnic vektoru u) vzhledem
k bdzi N
(2) R=(1v)nn
(3) V’U S V : (U)N = R('U)N/
(4) Pokud N" je dalsi bdaze V a S je matice prechodu od N' k N”, pak RS je
matice prechodu od N k N".
(5) Matice prechodu od N’ k N je R~!

DUKAzZ.
(1) Pouze prepis definice.

(2) Podle prvniho bodu tvrzeni je Jj-ty sloupec matice (1y )y tvofen sou-
fadnicemi 1y (v};) = v} vzhledem k bézi N. Podle definice matice ptechodu

tedy (1\/)1\/1\// =R.
(3) Z pfedchoziho bodu a druhého bodu tvrzeni
(4) Z tfetiho bodu tvrzeni 8| dostavame

1v)nvnr = v oly)nnr = ly)nn(ly) v = RS
(5) Ze ¢tvrtého bodu tvrzeni 8| a faktu 13, = 1y

PRIKLAD 15. Spo¢téme matici pfechodu od baze P k bazi M v R?, kde
P = {(Ov 1)) (17 1)}

Podle druhého bodu tvrzeni [9] je to vlastné matice homomorfizmu 1ge vzhledem k
bazim M a P. Podobné jako v druhé ¢asti prikladu [14] tedy zobrazime identitou
vektory baze M a spocitame jejich soufadnice vzhledem k P. Re§ime proto soustavu

rovinic
0 11 1 1 01 2
1 1|12 3 o 1|1 1)’

tedy hledana matice prechodu je
2
1

(Ir2)pm = (

—_ =
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Miuzeme otestovat, Ze tato matice skuteéné spravné transformuje soutadnice, na-
piiklad na vektoru u = (1, 2). Jeho soufadnice vzhledem k bazim P a M jsou

we=(1 ). wr=(s)
(1)) (1)

neboli (1g2)par(u)pr = (u)p.

a skutec¢né plati

PRIKLAD 16. Chceme-li pocitat matici pfechodu od kanonické baze, naptiklad
(1rs)ksn, kde N = {(1,-1,0),(1,0,0), (0,0, 1)}, neni vlastné co upravovat, protoze
soustava rovnic

1 00 1 10
01 0,-1 00
0 01 0 0 1

je uz v redukovaném odstupiiovaném tvaru, takze jeji prava polovina je uz hledana
(1gs)kyn- V opacném sméru mizeme vyuZit paty bod tvrzeni @
1

11 0\ 0 -1 0
(Ips)vk, = | —1 0 0 =1 10
00 1 0 0 1

VETA 19 (O transformaci matice homomorfizmu). Necht VW jsou dva vekto-
rové prostory konecné dimenze nad F, N, N’ bdaze V., M, M’ bize W a f:V — W
homomorfizmus. Pak

(f)M’N’ = (IW)M/M (f)MN (1V)NN’

DUKAZ. PouZijeme teti bod tvrzeni[§na f zapsané jako slozeni lyyofoly. O

Véta se nejéastdji pouziva v piipadé V. = W, M = N, M’ = N’. Matice
A := (f)nn se nazyva matici endomorfizmu f vzhledem k bazi N a A’ :=
(f)n'n je matice endomorfizmu f vzhledem k bazi N'. Pak s vyuZitim (IV)X,}N =
(1) yns = R dostavame

(Hnn = (1V)]7\71N/ (Iny (W) s

nebo v kompaktnéjsim zapise A’ = R™'AR. Operaci, pii niz se matici A piifadi
matice R~! AR, nazyvame konjugovanim matice A matici R. Z patého bodu tvr-
zeni 8 nebo téz z véty [I3| plyne, ze konjugovani zachovava hodnost a podle posledni
véty vlastné odpovida vyjadiovani endomorfizmu v riznych bazich. O maticich A
a B, pro néz existuje regularni matice Q takova, ze B = Q1 AQ), se iika, ze jsou
podobné, zna¢ime A ~ B. Podobné matice maji kromé hodnosti stejné i nékteré
dalsi veli¢iny, jak uvidime v kapitolach o determinantech a vlastnich ¢islech.

PRIKLAD 17. Spoc¢téme jadro zobrazeni gf, kde f je jako v piikladé a
g : R? — R* je linearni zobrazeni pf¥itazujici vektoru (0,1) vektor (1,—1,0,1) a
vektoru (1,1) vektor (—1,1,0, —1). Zobrazeni g je zadano svymi hodnotami na béazi
ve smyslu véty prvky baze P = {(0,1),(1,1)} zobrazuje na zadané vektory v
R%. Z toho se da okamzité uré¢it matice g vzhledem k P a Kj:

1 -1

-1 1

(g)K4P = 0 0
1 -1

Matice slozeného homomorfizmu g f je podle tfetiho bodu tvrzeni [§| rovna

(9f) kN = (@) r.p(f)py = (9)kop(Ir2) Par (f) M,
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kde jsme zvolili baze tak, abychom mohli pouzit matice, které uz jsme spocitali v
predchozich piikladech. Vynasobenim matic

1 -1
-1 1 1 2 0 2 3
0 0 1 1 1 -1 -2
]_ —
dostavame
1 -1 =2
-1 1 2
(gf)K4N: 0 0 0
1 -1 -2

Matice ma hodnost 1 a nulitu tudiz 2. Jadro maticového zobrazeni uréeného matici
(9f)k,n obsahuje vektory soufadnic vektora jadra zobrazeni gf. Jinymi slovy u €
Kergf, pravé kdyz

(U)N € <(17 ]-7 0)7 (2707 1)>

Lepsi by ale bylo mit vysledek zapsin piimo, ne pomoci soutfadnic k bazi N. Podle
vztahu

(gf)K4K3 = (gf)K4N(]-]R3)NK3

k tomu potfebujeme matici pfechodu od N ke K3, kterou jsme ziskali v ptikladu

_1 *} *g 0 -1 0
(9f)Karcs = 1 10|,
0 0 0 0 0 1
1 -1 -2
coZ je
-1 -2 =2
1 2 2
0 0 0
-1 -2 =2

Odtud u € Ker gf, pravé kdyz

u = (U)Ks € <(_27 1, 0)’ (_27 0, 1))

matic na pravé strané rovnosti

(f)rarcs = (Ir2) ko nr (f) v (1rs ) N

jsme dosud nespocitali jen (1r2)x,n, ale ta ma podobné jako (1gs)x,n v piikladu
sloupce rovné vektorim baze M. Potfebujeme tedy urcit soucin

(11)(0 2 3) (1)_18
2 3 1 -1 -2 0 o0 1

ktery ma ocekavanou hodnotu
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5.1. Cviceni.

(1) Urcete matici pfechodu od baze N = {(1,0,1),(2,0,3),(0,1,0)} k bazi
N’ ={(0,1,2),(0,1,1),(1,0,0)} a naopak v R?.

(2) Uréete matici prechodu od baze N = {z? + 2z + 1,22 + 1,22 — 2} k bazi
N’ = {2?+2,22 - 3x+1,2% + 2+ 3} v prostoru viech realnych polynomi
stupné nejvyse 2.

(3) Necht a € R. Najdéte matici pfechodu od baze N = {1,z,22?...,2"} k
bazi N' = {1,x —a, (v —a)?...,(z — a)"} a naopak v P,(z,R).

(4) Homomorfizmus f : R? — R? m4 vzhledem ke kanonickym bazim matici

1 0
1 1
0 2
Urcete jeho matici vzhledem k bazim {(1,1), (2,0)} a {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}.
(5) Homomorfizmus f : R® — R? m4 vzhledem k bazim {(1,1,0), (1,0,1),(0,1,1)}

a {(1,1),(2,0)} matici

1 0 —1
11 1)

Urcete jeho matici vzhledem ke kanonickym bazim a obraz vektoru (z, y, z).
(6) Je dan homomorfizmus f : R* — R* piedpisem Va,b,c,d € R:

1 0 1 0
0 1 1 0
al 4 +b 0 +c 1 +d 1
0 1 0 -1
-1 2 0 0
2 0 1 0
=a 1 +b 0 +c 0 +d 0
0 2 -1 -1

Rozhodnéte, jestli je f automorfizmus a pokud ano, najdéte matici inverz-
niho automorfizimu vzhledem ke kanonickym bazim.
(7) V prostoru M>(R) uvazujme baze

= {(50) (00 ) (3 0) (0
{0 D06

Urcete matici pfechodu od N k N’ a naopak. Necht
je dano piedpisem f(X) = B~1XB, kde

-1 2
o=( )
Urcete (f)NN a (f)N’N/-

(8) Ukaite, ze pokud A ~ B, pak A* ~ B* pro viechna k € N a pokud A je
regularni, pak A* ~ B* pro vSechna k € Z.

)}
)}

: MQ(R) — MQ(R)

e S e A )






KAPITOLA 7

Determinant matice

1. Permutace

Permutace je bijektivni zobrazeni kone¢né mnoziny na sebe. Mnozina muze
byt jakékoliv, ale obvykle se bere prosté {1,...,n}. Mnozinu vSech permutaci této
mnoziny zna¢ime S,,. Slozeni dvou permutaci je permutace, identické zobrazeni je
permutace a inverzni zobrazeni k permutaci je také permutace. Tedy S,, s operaci
skladani tvori grupu, tzv. symetrickou grupu na n prvcich. Misto skladani nékdy
mluvime o soucinu permutaci. Obvykly zapis permutace 7 je pomoci dvou Fadka

1 2 ... n
(1) =(2) ... w(n) )’
a pokud nehrozi nedorozuméni, muazeme psét jenom fadek obrazu (7(1), 7(2),...,7(n)).

Pozor, neplette si tento zapis s podobnym zépisem pro vektory a matice. Je snadné
dokazat indukci, Ze na n prvcich existuje pravé n! permutaci.

PRIKLAD 19. Grupa S3 sestava pravé z Sesti prvka: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3),
(2,3,1), (3,1,2) a (3,2,1). Inverzni prvek k 7 = (2,3,1) je 7! = (3,1,2), protoze
7(1) = 2, takze musi byt 71(2) = 1, atd. Ptiklad slozeni dvou permutaci zapiSeme
pro piehlednost ve dvouradkovém zépise:

(123 123\ (123
ToP=\92 3 1 32 1)1 3 2

Levéa strana je slozeni dvou permutaci, takze nejprve je tieba zobrazit kazdy prvek
permutaci p a poté permutaci 7, napi.

(mop)(1) =m(p(1)) =n(3) =1
DEFINICE 26. Necht 7 € S, a (i,5), i < j je dvojice indexii z {1,...,n} Rek-
neme, ze (7(i),7(j)) tvoFi inverzi v m, paklize m(i) > 7 (j). Pocet vSech takovych

dvojic nazveme I(7), poéet inverzi permutace 7.

Pozor, pojmy tvorit inverzi a pocet inverzi nemaji zddnou souvislost s inverzni
permutaci nebo dokonce inverzni matici, jsou to prosté ty dvojice ¢isel, které se
na druhém fadku zdpisu permutace vyskytuji v opa¢ném poiadi nez na prvnim.
Napfiklad pro permutaci (4,2, 1,3) tvoii inverzi dvojice (4,2), (4,1), (4,3) a (2,1).

LEMMA 21. Necht m,p € S,. Pak ezistuje celé ¢islo k takové, Ze I(m o p) =
I(m) 4+ I(p) + 2k.

DUKAz. Necht ¢ < j, pak nastava pravé jedna z nasledujicich moznosti:

(==): p(i) < p(5),m(p(i)) < 7(p(5))
(=) p(i) < p(5), 7(p(i) > 7(p(5))
(=) p(i) > p(5), 7(p(i)) > 7(p(5))
(++) = p() > p(4), m(p(i)) < w(p(4))
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Ozna¢me pocty dvojic odpovidajici témto variantdm jako I, I, I, a I, .
Varianty (+—) a (++) davaji inverzi permutace p, varianty (—+) a (++) inverzi
permutace 7 a varianty (—+) a (+—) inverzi permutace m o p. Tedy

I(mop) =14 +1;_ =
= (Is + Liq) + (T + Liy) = 204 = I(m) + 1(p) + 2k,
kdek:—l++. I:l

DEFINICE 27. Necht 7 € S,,. Znaménkem permutace budeme rozumét ¢islo
sgn(r) = (—1)1m),

Identicka permutace id neobsahuje zadnou inverzi, tedy jeji znaménko je sgn(id) =
1. Naopak permutace (n,n —1,...,2,1) obsahuje maximalni mozny pocet inverzi,
protoze pievraci pofadi viech (%) dvojic. Z lemmatu plyne, 7e sgn(mop) = sgn(m) sgn(p),
a z téchto dvou vlastnosti dohromady, ze sgn(m~'o7) = 1, tedy sgn(m 1) = sgn(r).

DEFINICE 28 (Homomorfizmus grup). Necht (G, -, eq) je grupa s operaci - a
neutralnim prvkem eg a (H,®,eq) je grupa s operaci ® a neutrdlnim prvkem eg.
Zobrazeni ¢ : G — H, které spliuje

(1) Yg1,92 € G : ¢(91 - 92) = ¢(91) © P(g2)
(2) ¢(eq) =en

se nazyva homomorfizmus grup G a H.

Z kapitoly o vektorovych prostorech vime, ze kazdy vektorovy prostor je grupa
vzhledem k operaci s¢itani. Homomorfizmus f : V' — W vektorovych prostori V a
W spliiuje Yu,v € V

flutwv) = f(u)+ fv)
f(0) =0,

je to tedy i homomorfizmus grup. Zde jsou obé& operace - a ® reprezentoviny s¢ita-
nim na V resp. W a neutralnimi prvky grup jsou nulové vektory.

Oznagime-li Zo grupu tvofenou mnoZinou {1,—1} s operaci nasobeni, je jejim
neutralnim prvkem prvek 1. V symetrické grupé je operaci skladani a neutralnim
prvkem identita. Vidime tedy, Ze zobrazeni sgn : S,, — Zs je homomorfizmus grup.

Podobné jako u vektorovych prostort, i u grup pojem homomorfizmus vyja-
diuje, ze se zobrazeni ,,chovd hezky“ k dané struktuie, v tomto pfipadé struktuie
grupy. Muzeme definovat i analogické pojmy:

DEFINICE 29. Necht ¢ : G — H je homomorfizmus grup. Definujeme jeho
jadro a obraz

Ker¢ ={g € G|é(9) = en}
Im¢p={he H|Fge G:¢(g) =h}

Podobné jako jsou jadro a obraz homomorfizmu vektorovych podprostora pod-
prostory, jsou jadro a obraz homomorfizmu grup podgrupy. Nemiizeme ale definovat
napiiklad nulitu nebo hodnost homomorfizmu grup, protoze pro grupy neexistuje
rozumnad definice dimenze.

DEFINICE 30. Podgrupu Kersgn < S, nazyvame grupou v8ech sudych per-
mutaci nebo také alternujici podgrupou, zna¢ime A,,. Permutace je tedy suda,
pokud je jeji znaménko 1. Permutace se znaménkem —1 jsou liché.

Liché permutace podgrupu netvoii, protoze soucin dvou lichych permutaci je
permutace sudé.
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PRIKLAD 20. Pro grupy muZeme definovat pojem monomorfizmus, epimor-
fizmus, endomorfizmus, automorfizmus, mluvit o izomorfnich grupach. Napiiklad
grupa S je izomorfni grupé vsech symetrii rovnostranného trojihelnika: staci oéis-
lovat vrcholy 1,2,3 a pfifadit kazdé permutaci 7= shodné zobrazeni, které prevadi
vrchol 1 na 7(1), 2 na 7(2) a 3 na 7(3). To je bijekce, kterd spliluje vlastnosti
homomorfizmu, tedy je to izomorfizmus grup. Podobné je izomorfni Sy s mnozinou
v8ech symetrii pravidelného Gtyfsténu. Podgrupa As, resp. A4 se pak v tomto izo-
morfizmu zobrazuje na podgrupu piimych shodnosti. Neni tézké si rozmyslet, ze
ve skutec¢nosti kazda kone¢na grupa G je izomorfni podgrupé v S,,, kde n je pocet
prvki G.

Oznagme Supp 7 nosié permutace, tedy mnozinu vSech indext i € {1,...,n}
takovych, ze (i) # i. Permutace s dvouprvkovym nosi¢em se nazyvaji transpo-
zice, vlastné pouze vyménuji néjaky prvek i s jinym prvkem j. Takovou transpozici
budeme znatit [i, 5], napfiklad (1,4, 3,2) je transpozice [2,4] = [4, 2].

Transpozice [1,2] obsahuje pravé jednu inverzi a je to tedy lichd permutace.
Transpozici [i, j], i < j lze zapsat jako p~1 o [1,2] o p, kde p je libovolna permutace,
pro kterou p(i) =1, p(j) = 2. Pak ale

sgn([i, j]) = sgn(p™ ") sgn([L, 2]) sgn(p) = sgn([1, 2]),
tedy kazd& transpozice je lichd permutace.

Transpozice je specialni piipad cyklu, cozZ je permutace s k-prvkovym nosic¢em
{i1,42,.. .19} takova, Ze m(i;) = i;41 pro vSechna j € {1,...,k — 1} a w(ix) = 41.
Cyklus oznafime [i1, 42, . . ., %], Cislo k se nazyva délkou cyklu. Dva cykly nazveme
nezévislymi, pokud jsou jejich nosic¢e disjunktni.

VETA 20. KaZdou permutaci lze zapsat jako soucin nezavislych cykli. KaZdou
permutaci lze zapsat jako soucin transpozic.

DUKAz. Stadi vzit libovolny prvek i1 1 € Suppm. Jeho obraz oznacime iy 2 1=
m(i1,1), dale i1 3 := m(i1,2) atd. Mnozina je kone¢na, takze pro né&aké k4 € N
musi nastat i1 , 11 = 91,1. Definujme 71 permutaci, jejiz nosi¢ je {i1,1,...,%1,k 1 @
na této mnoziné mé stejné hodnoty jako 7, je to zjevné cyklus délky k;. Zvolme
i2,1 € Supp \ Supp m a opakujme postup, ziskdme takto N cykla «; o délce kj,
které jsou nezavislé a plati m = m 0...0omy.

Cyklus [iq, ...,k je roven napiiklad sou¢inu transpozic [i1, i2][iz, i3] - . . [tk—1ik]
(rozmyslete si podrobné). Pokud tento rozklad pouZijeme pro kazdy cyklus 71, . .., 7y,
dostavame zapis permutace jako soucinu transpozic. |

7 dikazu je ziejmé, Ze rozklad na nezavislé cykly je az na poradi jednoznacny.
Rozklad na transpozice jednoznaény zdaleka neni, uz cyklus lze rozlozit na trans-
pozice mnoha jinymi zpusoby (najdéte né&jaky) a také lze do kteréhokoli mista
rozkladu vlozit soucin typu [¢, j][j,], ¢imZ dostaneme jiny rozklad s jinym poc¢tem
transpozic. Protoze ale vime, Ze transpozice je lich& permutace a Ze sgn je grupovy
homomorfizmus, vidime, Ze znaménko permutace lze také spocitat jako (—1)", kde
N je pocet transpozic v n&jakém (a tedy libovolném) rozkladu na transpozice, nebo
také (—1)°, kde C je pocet cykla sudé délky v rozkladu na nezavislé cykly. To byva
obvykle rychlejsi metoda vypoctu znaménka permutace nez vypisovani seznamu
vSech inverzi.

PRIKLAD 21. Uréeme znaménko permutace = = (7, 3,5, 1, 2,4, 6,8). Vidime, Ze
m(1) =7, 7(7) =6, 71(6) =4 a w(4) = 1, coz dava cyklus [1,7,6,4]. Dale 7(2) = 3,
m(3) =5 a 7(5) = 2, dalsim nezavislym cyklem je [2,3,5]. Tim jsme vycerpali cely
Supp, tedy = = [1,7,6,4][2,3,5] a znaménko je —1, protoze v rozkladu je jeden
cyklus sudé délky.



80

7. DETERMINANT MATICE

VETA 21. Necht n > 1. Grupa A, md "7' proki.

DUKAZ. Zvolme pevnou transpozici, naptiklad [1,2]. Zobrazeni T : S, — S,
definované jako T'(w) = [1, 2] o7 je bijekce na kone¢né mnozinég S,,, p¥i¢emz obrazem
liché permutace je suda a naopak. Pak ale mnozina lichych a sudych permutaci musi
byt stejné velka, tedy sudych permutaci je pravé %’ O

1.1.

(1
(2)

3)

Cviceni.

Je soudin permutaci komutativni?

Dokazte, Ze grupa vSech symetrii Ctyfsténu je izomorfni (tedy existuje
bijektivni grupovy homomorfizmus) grupé Sy. Cemu v tomto izomorfizmu
odpovidé grupa A,7?7

Patnacka je klasicky hlavolam tvaru ¢tvercové miizky 4 x 4, v niz je 15
pohyblivych dlazdic oé¢islovanych 1 az 15. V zakladni pozici je volné pravé
dolni pole a dlazdice 1 az 15 jsou srovnany v poradi odleva doprava a
odshora doli. Hlavolam se stal slavnym v roce 1880, kdy Samuel Lloyd
nabidl odménu 1000 dolaru tomu, kdo se dokaze ze zakladni pozice dostat
do pozice, v niz je volné pole na stejném misté, ale dlazdice 14 a 15 jsou
vyménény. Dokazte, ze tato tiloha nema feseni.

Permutaci
(1 2 3 45 6 7 89
T™\6 329174538
rozloZte na souéin transpozic dvéma zpusoby.
Rozlozte nasledujici permutaci na nezéavislé cykly a urcete znaménko:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
10 8 12 3 13 11 4 5 6 1 14 7 2 9

U permutace z piedchozi tilohy uréete 7%, kde k je pocet dnii od vaseho
narozeni. Dale uréete nejmensi k > 1000 takové, ze 7F = 7~ 1.

Spoctéte soucin (1523)(62)(137)(1234567)(152) v S7. Piste rovnou jako
rozklad na nezavislé cykly.

Reste v Sg ,permutacni rovnici“ AXB = C, kde

1 2 3 4 5 6
A_<2 6 5 4 3 1)
1 2 3 4 5 6
B_<5 4 1 2 3 6)
1 2 3 4 5 6
C<6 5 1 3 2 4)
Urcete znaménko permutace
1 2 3 .. n n+l n+2 n+3
3 6 9 ... 3n 2 5 8
2n 2n+4+1 2n+4+2 ... 3n
3n—1 1 4 ... 3n—2

Staci n — 1 transpozic na vytvoreni libovolné permutace na n prvcich?
Charakterizujte permutace, pro které 7—! = 7.

Nechf 7 je permutace z Sg. Spoctéte 7.

Necht 7 € S,,. Oznaéme E, matici kterd se dostane z jednotkové matice

FE,, permutaci jejich fadka pomoci permutace w. Dokazte, Ze pro kazdou
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matici X € M,,,(F) existuji permutace 7 € S,,, p € S, takové, Ze v

matici
A B
EXE,= ( C D )

je podmatice A regularni a jeji rovnost je rovna hodnosti X. Takovému
zapisu X se iikd blokovy zapis s plnou hodnosti. Tvrzeni fika, Ze u
kazdé matice lze preuspofadat fadky a sloupce tak, aby prvnich h(X)
fadku tvorilo bazi fadkového prostoru a prvnich h(X) sloupci bazi sloup-

cového.
A B
x=(& )

(14) Necht
je blokovy zapis s plnou hodnosti. Dokazte, ze pak D = CA™'B.

(15) Pomoci pfedchoziho cviteni (anebo i bez néj) dokazte, Ze pro matici X
typu m X n hodnosti r existuji matice W typu m xr a Y typur xn
takové, ze X = WY. Matice W a Y maji plnou hodnost, proto se tomu
fika faktorizace s plnou hodnosti.

2. Vypocet determinantu

DEFINICE 31. Necht A € M,,,,(F). Determinantem matice A nazveme ¢islo

det A := Z SEN(T)A17(1)A27(2) - - - A (n)
TES,

Vidime tedy, Ze determinant je soucet n! ¢leni, z nichZz kazdy je sou¢inem n
elementt matice vynasobenym znaménkem permutace. V kazdém takovém soucinu
se vyskytuje pravé jeden element z kazdého fadku a prévé jeden element z kazdého
sloupce. Misto det A budeme také pouzivat oznaceni |A| nebo u konkrétni matice
nahradime zévorky svislicemi.

PRIKLAD 22.
(1) Pokud A je matice 2 x 2, pak
det A=| %1 @2 sgn(12)aq1ase + sgn(21)aizag;
a21 Q22

= G11022 — (12021
(2) Podobnég

a11 ai2 ais
G21 Q22 (23 |= (11022033 + 012023031 + 413021032
az1 asz ass

— 11023432 — A130A22031 — 12021033

(3) Pro obecné n je determinant sou¢tem n! séitanca, kazdy je soucinem n
Cisel a znaménka. Je tedy jasné, ze pro prakticky vypocet se definice de-
terminantu pfili§ nehodi.

(4) Pokud je A € M,,(F) diagonalni, pak

det A =aq1a02...a0n,
protoze kazdy z ostatnich s¢itancu obsahuje alesponi jeden mimodiagonalni
element. Ve skutecnosti obsahuje alesponn jeden element nad diagonélou
a alespon jeden pod diagonalou, takze stejny vysledek plati i pro horni a
dolni trojihelnikové matice.

Oznatme Fadky matice A jako ap,as,...,a,, determinant matice A bude vy-
hodné obcas znacit také jako |aq,. .., an|.
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TVRZENI 10. Necht A € My, (F), o) € F*, r € F.
(1) |A] = |AT]
(2) |a1,. .. T . an| =7|a1, .o Q. ap).
(3) Pokud 1 <i<n, pak

lat,...,a;+a,,...,a,| =
=a1,. ., Qi an| +ar, ... ak ... an
(4) Pokud 1 <i<j<mn, pak
a1, ... Gy G, an] = —a1, .. 05, Gy G

DUKAzZ. Podle definice

|A| = Z Sgn(ﬂ-)alﬂ'(l)a%r@) - Onr(n)

TES,

_ \ -1

= Z bgl’l(p )a1p71(1)a2p71(2) e Qpp=1(n)
PESn

=Y sen(p)a1)1p@)2 - Gpnn
PESn

= Z Sgn(/))a{pu)%Tp(z) . "a’gp(n) = |AT|
PESnH

Nejprve jsme vyuzili toho, ze pokud p bézi pies celou S, pak p~! takeé, pak jsme
preuspofadali ¢initele v soucinu a pouZili sgn(p) = sgn(p=1).
Druhé tvrzeni plyne z

Z sgn(m)air(1) - - - (TCin(i)) -+ - Opg(n) =7 Z Sgn(T)a1r(1) - - - Qin(i) - - - A (n)
TESy TESy
a podobné ziejmé je i tvrzeni tieti.
Zobrazeni, které permutaci m pififazuje permutaci 7’ = 7 o [7, j], je bijekce S,
na S,, takze

|A| = Z sgn(ﬂ/)alﬂ/(l) . am/(i) e ajﬂf(j) e a'nTr/(n)
T ESy

Z sgn(m o [i,7])a1r(1) - - - Qin(j) - - Qjr(i) - - - Onn(n)
TeSy

- Z Sgn(ﬂ)alﬂ.(l) PN ajﬂ(l-) N aiﬂ.(j) ce a,nﬂ.(n)7
TESh

¢imz je dokazano i posledni tvrzeni. O

POzZNAMKY.

(1) Z prvniho tvrzeni plyne, Ze druhé a tfeti tvrzeni plati i pro sloupce.

(2) Determinant matice, ktera obsahuje nulovy fadek (nebo sloupec), je nu-
lovy, staci v druhém tvrzeni polozit r = 0.

(3) Pokud ma A dva stejné fadky (nebo sloupce), je det A = 0, z druhého
nebo ze ¢tvrtého tvrzeni.

(4) Druhé a t¥eti tvrzeni se daji pieformulovat tak, Ze pro kazdé j € {1,...,n}

a libovolnych n — 1 vektort ay,...,a;-1, @j4+1,...,a, z F" je zobrazeni
fF* =T
a; = la, ..., an|

linearni. Pozor, neznamena to, Ze determinant je line4rni zobrazeni z vek-
torového prostoru M,,(F) do F!
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(5) Ze ¢tvrtého tvrzeni plyne, Ze pokud 7 € S,,, pak

ar(1)y s Qr(ny| = sg0(T)]a1, ..., anl,

6) Pokud do i-tého fadku matice pfi¢teme r-nasobek j-tého fadku pro i # 7,
J
pak se determinant nezméni. Plyne to z druhého a tfetiho tvrzeni.

Tato pozorovani umoziuji rychly prakticky vypocet determinanta. f{édkovymi
a sloupcovymi tipravami je mozné prevést matici na horni nebo dolni trojahelnikovy
tvar. Hodnota determinantu se bud neméni (Gprava typu 2), nebo se zméni zna-
ménko (tprava typu 3) nebo se determinant vynasobi ¢islem (tprava typu 1). Staci
tedy provadét Gaussovu eliminaci (s pFipadnym vyuZitim sloupcovych tprav, kdyz
je to vyhodné) a zaznamenéavat si pfipadné zmény hodnoty determinantu vyvolané
zménami pofadi fadki/sloupct a nasobenim fadku/sloupce ¢islem.

VETA 22. Matice A € M,,,(F) je reguldrni, prive kdyz |A| # 0.

DuUkAz. Matice A je regularni pravé kdyz h(A) = n. Pokud matici pfevedeme
Gaussovou eliminaci na horni trojihelnikovou, pak se hodnost zachova a nulovost
& nenulovost determinantu také. Ale determinant horni trojuhelnikové matice je
nenulovy, pravé kdyz jsou nenulové vSechny prvky na diagonéle a pravé tehdy je i
hodnost matice rovna n. O

To je tedy prvni dulezitd véc, na kterou se determinant hodi: jeho nulovost ¢i
nenulovost detekuje regularitu matice. Soucin dvou regularnich matic je regularni
matice a souéin dvou singularnich je singularni, takze nulovost determinantu se
musi zachovavat i pfi soucinech. Ve skutecnosti plati mnohem silnéjsi tvrzeni:

VETA 23. Necht A, B € My, (F). Pak |AB| = |A||B|.

DUKAzZ. V matici AB je i-ty fadek linearni kombinaci fadki matice B s koe-
ficienty z ¢ tého fadku matice A. Z linearity determinantu v kazdém fadku plyne

n n n
|AB| = E au‘lbil,g a2i2bi27~-~72 @ni, bi,

i1=1 ip=1 in=1
n n n
= E E E a1i1a2i2...amn\bil,bi27...,bin|
i1=112=1 in=1

Determinant |b;,, b;,, ..., b; | je nulovy, pokud jsou v ném dva fadky stejné, jinymi
slovy pokud zobrazeni mnoZiny {1,...,n} do sebe, pfifazujici indexu k index iy,
neni permutace. Stadi tedy zachovat jen ty ¢leny, pro které to permutace je:

|AB| = Z A1r(1)027(2) - - - Onr(n) [Dr(1)s On(2)s - - - s Ox(m) |
TESH

= Z A1r(1)A27(2) - - - Anm(n) Sgnﬂ-lbla b2y .., bn|
TESy

1Al B

Zde jsme vyuzili toho, Ze preusporadani fadka permutaci 7 ma za néasledek vynaso-
beni determinantu ¢islem sgn(m) a posledni krok uz je jen definice determinantu. O

Protoze |E| = 1, plyne z této véty, ze [A™'A| = 1 neboli [A7'] = ; a také
ze |[R"'AR| = |A|. To znamen4, ze determinant matice endomorfizmu nezavisi na
volbé baze a mé tedy smysl definovat pro f € V,, veli¢inu det f jako determinant
matice f vzhledem k libovolné bézi.
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2.1. Cvideni.

(1) Spoctéte determinant

x a b 0 c
0y 00 d
0 e z 0 f
g h k u I
00 0 0 w
(2) Vycislete determinant
1 1 2 2 )
5 1 3 -2 1
1 7 —4 3 3
2 0 0 4 =2
1 6 1 -1 2
(3) Spoctéte determinant
21 2 2 3
01 3 4 1
1 2 1 3 3
2 1 0 4 3
11 1 3 2

réete determinant matice (a;;)77", kde a;; =i+ j an je 1,2,3. Urcete

4) Urcete determinant mati )11 kde aj; =i+ je 1,2, 3. Urcet
tento determinant pro obecné n.

réete determinant matice (a;;)17, kde a;; = (— anjel,2 3. Urcete

5) Urcete determinant mati DT kde agj 1)"*7 anje1,2,3. Urcet
tento determinant pro obecné n.

(6) Pomoci determinantu urcete, pro ktera realna isla k mé soustava rovnic

Tt+y+z—w=2
r+y—2z+w=3
rc4+kz—w=4
2r4+y—w=2

pravé jedno feSeni.
(7) Jak se zméni determinant, pokud matici A € M, (F) vynasobime ¢islem
r € F?
(8) Jak se zméni determinant, pokud jeho elementy pievratime viaci stfedu
matice. Zduvodnéte.
(9) Dokazte, ze pokud pro libovolné indexy i1, ..., 4x; j1,- - ., plati a;,j, =0
a k+ 1> n, pak je determinant matice (a;;) roven nule.
(10) Jak se zméni determinant matice, pokud pro vSechna i, j jeji (i, j)-ty ele-
ment vynasobime ¢islem ¢'~7, ¢ € R? Zdivodnéte.
(11) Jak se zméni determinant, pokud od kazdého fadku ode¢teme nasledujici
radek, jen od posledniho fadku odecteme prvni fadek? Zduvodnéte.
(12) Jak se zméni determinant, pokud matici poto¢ime o 90 stupiii okolo
nstfedu“ matice? Zduvodnéte.
(13) Cisla 1,2, ...,9 mohou byt rozmisténa do 3 x 3 matice 9! zpiisoby. Najdéte
souCet determinantt vSech téchto matic.
(14) DokaZte, Ze determinant antisymetrické matice lichého fadu je nula.



(15)

(17)

(18)

(19)

2. VyPOCET DETERMINANTU

Spoctéte determinant

3 2
2 3
2 2
2 2
2 2

Vypoctéte determinant

ap aq
Qo x
apg aj
Qo ai
Reste rovnici
1 1
1 1—-=2

1 1
Vypoctéte determinant

a161 albg
aiby  asby
a1bs  agbs

albn agbn
Spoctéte determinant

aq X
X as
X X

x T

(\}

a2
az

a2

a1b3
azbs
asbs

a3bn

as

X

[\

\}

Qn
Qn
Qn

albn
Gan
a3bn

anby

8

Qn
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Dokazte, ze mnozina realnych ¢tvercovych matic fddu n s nenulovym de-
terminantem tvoii grupu vaci nasobeni (znac¢ime GL(n,R) - general linear

group).

Dokaite, 7e mnozina SL(n,F) := {A € M, (F)|det A = 1} je grupa vzhle-

dem k nasobeni matic.

Urcete determinant matice n X n, kterd vznikne jako levy horni roh Pas-

calova trojuhelniku:

— ==
(oSN N

1 1
3 4
6 10

10 20
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3. Aplikace determinantu

DEFINICE 32. Necht A € M, (F). Necht A;; je podmatice A vznikla vyneché-
nim fadku s indexy z mnoziny I C {1,...,n} a sloupci z mnoziny J C {1,...,n}.
Pokud I a J maji stejny pocet prvki, pak lze spoéitat | Ay |, takovému determinantu
se Fika I.J-ty minor matice A. Pokud I = J, mluvime o hlavnim minoru a pokud
I ={i} aJ = {j}, je to prvni minor, zna¢ime |A;;|. Cislo A;; := (=1)""7|A;;]|
nazyvame ij-tym kofaktorem nebo téz algebraickym doplitkem matice A.

Nasledujici véta nam mimojiné dava rekurzivni formulku, jak spocitat deter-
minant matice pomoci jejich algebraickych dopliki.

VETA 24. Necht A € M, (F), j,k € {1,...,n}. Pak

- . |A| proj=k
ZajiAki = .
p 0 pro j # k

DUKAz. Dokazujme nejprve ptipad j = k = n. V definici determinantu vy-
tkneme z kazdého ¢lenu prvek na n-tém radku. Pak

|Al = Zam Z SEN(T) a1 7(1) - - - An—1,m(n—1)
i=1

TE Sn
m(n)=1

Pokud ¢ = n, pak miZeme 7 chépat jako permutaci mnoziny {1,...,n — 1} a n-ty
s¢itanec v sumé je roven |A,,| = Any. Pro ostatni leny 7 zobrazuje n na jiny index
i # n. Slozenad permutace 7’ := m; om, kde m; := [n,n — 1,...,i + 1,i] zobrazuje
opét n na n a sgn(n’) = (=1)""sgn(n) = (—1)"" sgn(r). Tedy i-ty séitanec lze
prepsat jako

(_1)n+i Z Sgn(ﬂ-/)al,ﬂ'(l) <o Op—1,7(n—1) =

T ESp_1

= ()" Al = A,

protoze prvek a, () je vlastné prvkem a; ( matice A’ = A,; po preislovani

sloupcii zptasobeném vynechanim indexu i z {pi, ...,n}. Tim je tvrzeni dokazano
proj =k =n.

Pokud j = k # n, pak staci pfeuspofadat fadky matice A permutaci 7;, ktera
prevadi j-ty fadek na pozici n a posouva vSechny nasledujici fadky beze zmény
jejich poradi, plati sgnm; = (—1)"77. Oznacime-li takto vzniklou matici A, pak

Al = ()" |A] = (=)™ s (1) | Api| =
=1

= a;i(—1)" |4,
=1

coz jsme chtéli dokazat.

Konetné pokud j # k, pak soucet ", a;iAy; vibec nezavisi na hodnotéach
elementi na k-tém fadku matice A. Je proto stejny i pro matici A’, ktera vznikne
z A tim, Ze do k-tého Fadku napiSeme j-ty fadek a jinak se matice nezméni. Pak
je ale vyraz Y. | a;i/l’ki =>", a;ﬂiA’ki roven determinantu matice A’, ktery je
nulovy, protoZze se jedna o matici majici dva stejné fadky. O
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Véta nam také dava piimé vyjadreni jednotlivych prvka inverzni matice. Definujeme-

li b := |%|Akj, pak je

n 1 n
Z aijbj;c = m ZaijAkj
Jj=1 k=1

rovno jedné pro i = k a rovno 0 pro i # k, ¢ili AB = E, B = A~'. Pro matice 2 x 2
odtud dostavame snadno zapamatovatelnou formulku

a b\ ' 1 d —b
c d Tad—bec\ —¢ a )’

tedy Ze inverzni matice se dostane prohozenim prvkia na hlavni diagonéle, nahra-
zenim prvka na vedlejsi diagonéle prvky opa¢nymi a vydélenim determinantem.

Z vyrazu pro inverzni matici miuzeme také odvodit vztah pro feSeni soustav

rovnic, zndmy jako Cramerovo pravidlo. Pokud A je regularni matice, pak fe-
Senim soustavy rovnic Az = b je x = A~'b. Dosazenim vzorce pro inverzni matici
dostavame, ze

NP |
l’Z:ZAﬂWbJ
j=1

Ozna¢me A ; matici, kterd vznikne z A nahrazenim i-tého sloupce vektorem b, pak

rozvoj podle tohoto sloupce dava |A4; ;| = Z;'L=1 Ajibj, protoze kofaktory matic Ay ;
a A odpovidajici vynechéani i-tého sloupce jsou stejné. Dostavame tedy

VETA 25. Necht A € M,,,,(F) je reguldrni matice a b € F™. Pak hodnota i-té
[Ab,i

slozky (jediného) Feseni x € F™ soustavy rovnic Ax = b je rovna TAT -

Pokud ay,...,a, € R,, pak vyraz |ay,...,a,| spliuje téméF vechny piiro-

zené vlastnosti, které by mél spliiovat objem rovnobéznosténu uréeného vektory a;.
Skutecné: pokud jeden z vektoru r-krat prodlouzime, pak determinant r-nasobné
vzroste, stejné se chova i objem. Pokud k vektoru pfi¢teme linedrni kombinaci
ostatnich vektori, pak se ,vyska“ rovnobéznosténu nezméni, a tedy ani jeho ob-
jem. Stejné tak se nezméni ani determinant. Pokud a; jsou prvky kanonické baze,
je rovnobéznosténem krychlicka o hrané jedna, kterd mé objem také jedna a stej-
nou hodnotu mé i determinant. Pokud jsou a; linedrné zavislé, pak jsou objem i
determinant rovny nule. Jedinou vadou na krase tedy ztstava, ze determinant mize
narozdil od objemu byt i zdporny. Ve skutec¢nosti to ale neni vada, nybrz vlastnost:
znaménko determinantu nam umoziuje definovat, kdy je baze {ay,...,a,} kladng
a kdy zaporné orientovana.

3.1. Cviceni.

(1) Reste pomoci Cramerova pravidla pro ta a € R, pro né# se toto pravidlo

da pouzit:
ar+y+z=1
rt+ay+z=1
r+y+az=1

Jinou metodou pak dofeste pro ostatni hodnoty a.
(2) Urcete pouze element na pozici 12 inverzni matice k

1 2 3
4 6 6
7 8 9
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(3) Vypoctéte determinantovou metodou inverzni matici k

1 1 1
A= 2 3 3
-1 3 -2
(4) Spoctéte determinant
z y 0 0 0
0 =z y 0 0
0 0 = 0 0
0 0 0 Yy
0 0 0 =z
(5) Spoctéte determinant
2 1 0 0 0
1 21 0 0
01 2 0 0
000 ... 21
000 ... 1 2

(6) Reste pomoci Cramerova pravidla
l+a)z+y+z=1
z+(1+a)y+z=a
r+y+(1+a)z=d

(7) Spoctéte tzv. Vandermonduv determinant

ro x% ... T}
1z 22 ... ab
1 2o 2% ... 2%

2 n
1z, =z ... z}

(8) Numerické pfiblizeni n-té derivace: Pro kazdé n € N a kazdou volbu
vesmeés ruznych redlnych ¢&isel ag,aq,...,a, najdéte redlné koeficienty

qo, 41, ---54n; aby

lim Zi:o sz(x + hai)
h—0 h™

= f"(x).

Pomoci L’Hospitalova pravidla pfevedte tuto podminku na soustavu n+1
linearnich rovnic a tu pak feste Cramerovym pravidlem.

(9) Dokazte
2cos« 1 0o ... 0
1 2cosa 1 0 )
0 1 2cosa 0| _ w
sin «

0 0 0 ... 2cosa



(10)

(11)
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Dokazte, ze determinant blokové diagonélni matice
aylr Q12 ... Qg 0 0
any a9 N ast 0 O
A 0 : " : 0 0
det 0 B =|lagy1 ags ... ag O ... O
0 0O ... 0 by ... by
0 0 0 b b

je roven det A det B.

Spoctéte determinant n-tého fadu
75 0 ... 0
2 75 ... 0
D,, = 0o 27 ... 0
0 00 ... 7

Navod: Sestavte rekurentni formuli pro D, a ukazte, Ze jeji TeSeni lze
hledat ve tvaru D,, = ax™ + by™ pro vhodné konstanty a,b,x,y € C.
Dokazte, Ze inverzni matice k regularni antisymetrické matici je antisyme-
tricka.

Urcete obsah rovnobézniku vytyceného vektory (1,2) a (2,1).

Urcete objem rovnobé&Znosténu vytyfeného vektory (1,1,0), (3,5,—2) a
(4,0,7).

Dokazte, ze hodnost matice je rovna velikosti nejvétsiho jejitho nenulového

minoru.
A B
(& n)

Pro matici

kde A je regularni, definujme Z := D — CA™!B, tzv. Schurtiv dopln&k
A v X. Je vidét, ze pokud jde o blokovy zapis s plnou hodnosti, je Z = 0.
Dokazte, Ze det X = det Adet Z. Napovéda: Rozlozte X na soucin blokové
dolni trojihelnikové matice a blokové horni trojihelnikové matice.

Necht
A B
(o p)

kde A, D a X jsou regularni. Dokazte, ze pak je i Z regularni a
Y-1_ AN E+BZ71CA™Y) —A"'BZ7!
—\ —z7lcA! Z~1






KAPITOLA 8

Diagonalizace matic

Uvazujme nésledujici jednoduchy populaéni model. V roce n zije v Kocourkové
K,, obyvatel a v Tramtarii T,, obyvatel. Kazdy rok se 1/10 obyvatel Kocourkova
odstéhuje do Tramtarie a 1/5 obyvatel Tramtéarie do Kocourkova. Jind mista (na-
piiklad Houby nebo Onen Svét) neuvazujeme, takze kdo se nestéhuje, zistava na
misté. Vime, kolik obyvatel mél Kocourkov i Tramtarie za krale Klacka (rok 0) a
chceme védét, kolik jich budou mit, az naprsi a uschne (rok 42).

Situaci v roce n lze popsat stavovym vektorem v, := (K,,T,) a vyvoj v ¢ase

maticovym zobrazenim
_ Kn+1 _ K" —
Un4+1 = ( Tn+1 - T, - Avn
Pak oviem vgy = A%y, takie potifebujeme n&jak efektivné spo¢itat mocninu matice
A. Idealni by bylo, kdyby A byla podobna diagonalni matici, tedy kdyby existovaly
diagonélni matice D a regularni matice U takova, ze A = UDU~!. Pak totiz

sl=gle
=

A2 =yupUu~'UDU~ ... UDU!
42
=UDEDE ... EDU ' =UD*?U~!

Pro diagonalni matici (nejen) druhého fadu plati, Ze jeji mocnina je diagonalni

matice:
a 0\" _ [a» 0
0 b o 0o b

A skute¢né, takové matice existuji! Plati

2 -1 1 0 1 1 1
=G g
1 1 0 5 /3\ -1 2
a prvni a posledni matice jsou opravdu navzijem inverzni. Proto
42 _ 2 -1 142 0 1 1 1
1 1 0 072 )3\ -1 2
122
T3\1 1)

kde jsme zanedbali &slo 0.742 = 3.10~7. Az naprii a uschne, bude rozlozeni obyva-
telstva dano vektorem

(o )=a (0 1) ()=

Jinymi slovy, tfetina celkové populace bude v Tramtarii a zbylé dvé tietiny v Ko-
courkové. Dalo by se na to pfijit i tak, Zze bychom hledali rozlozeni obyvatel, které
je stabilni vaci zadané migraci. Jak ale pfijdeme na matice U a D?

[SSIEEVIIN

(Ko +Tp) >
(Ko +Tp)

91
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1. Vlastni ¢&isla a vlastni vektory

Stabilni rozlozeni z predchoziho piikladu je charakterizovano vlastnosti, Ze jej
dané maticové zobrazeni zobrazuje na ,,jednondsobek* sebe sama:

9 1
(g ))=+(¥)
i 5 t t
Tuto situaci zobecnime na libovolny endomorfizmus a libovolny nasobek:

DEFINICE 33. Necht V je vektorovy prostor konetné dimenze nad C. Cislo
A € C je vlastnim &islem endomorfismu f € End(V), paklize pro né&jaky nenu-
lovy vektor v € V plati f(v) = M. Kazdy vektor, ktery toto splije, se nazyva
vlastnim vektorem f p¥islusnym vlastnimu ¢islu A\. Mnozinu Ker(f — Aly ) nazy-
vame vlastnim podprostorem f s vlastnim ¢islem \. Pokud je f = f4 maticové
zobrazeni, pak mluvime o vlastnich ¢islech, vektorech a podprostorech matice.

Vsechny vektory tvaru (2t,t), t € C jsou tedy vlastnimi vektory matice A
s vlastnim &slem 1. Kdybychom dopiedu védéli, ze 1 je vlastnim ¢islem A, mohli
bychom je hledat jako feseni tilohy Av— Ev = 0, tedy jako prvky nulového prostoru

matice
_1 1
|4
),
10 5

kterd je zjevné singularni. Prostor N(A — E) je pravé vlastnim podprostorem
Ker(fa — 1¢2) maticového zobrazeni fa.
Stejné tak je singularni matice

7 9 _ 7 1
a-fp=(hdh 1)
5

10 10 10
a libovolny prvek jejtho nulového prostoru spliuje Av = 1—701), je tedy vlastnim
vektorem s vlastnim ¢islem 1—70, prvkem vlastniho podprostoru Ker(fs — 1—701([;2).

PRIKLAD 23.
(1) Zobrazeni f : P"(z,C) — P"(z,C) definované jako derivace polynomu
[f(D)](x) := p'(z) ma jediné vlastni ¢islo 0, pfislusny vlastni podprostor
je tvofen konstantnimi polynomy.

(2) Pro diagonalni matici D = diag(ds,...,d,) jsou vlastnimi ¢isly matice
D jeji diagonalni prvky di,...,d, a pfislusné vlastni vektory jsou prvky
kanonické baze eq,...,e, € C". Matice horni nebo dolni trojihelnikova

se stejnou diagonalou mé stejna vlastni ¢isla, ale jiné vlastni vektory.

(3) Pokud Az = A\r a A je regularni, pak A~'z = A\~ 'z, ¢ili inverzni matice
mé stejné vlastni vektory, ale pfevracend vlastni ¢isla.

(4) Pokud A = Q7 'BQ, pak Ar = Az znamend BQr = \Qz, tedy ) je
vlastnim ¢islem B s vlastnim vektorem @Qx. Podobné matice maji tedy
stejné vlastni ¢isla.

Zvolime-li bazi M C V, pak f(v) = Av znamena (f)arar(v)mr = A(v)ar. Tedy
vlastni ¢islo endomorfizmu je vlastnim ¢islem i jeho matice vzhledem ke kterékoli
bézi. VSechny tyto matice jsou navzijem podobné, coz je alternativni zpusob, jak
se divat na posledni bod piechoziho piikladu.

Jak urc¢it vlastni ¢isla matice? Podle definice vime, Ze to musi byt takova A € C,
aby N(A—\FE) neobsahoval pouze nulovy vektor. To je ale ekvivalentni pozadavku,
aby A — \E byla singularni matice, ¢ili (v nasem piikladé) aby

% — 7.7

10 =X A4 —=0

1
5
5 - 107 10

4
5
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Kofeny tohoto polynomu jsou ¢isla 1 a 1—70. Vlastni vektory uz jsme pro né nalezli
diive, zaddné dalsi vlastni ¢isla ani vektory tedy uz matice A mit nemize.

DEFINICE 34. Necht A je ¢tvercova matice. Jejim charakteristickym poly-
nomem nazyvame polynom p4(\) := det(A — AE). Necht V' je vektorovy prostor
konecné dimenze nad C, f € EndV. Charakteristickym polynomem endo-
morfizmu f rozumime charakteristicky polynom jeho matice vzhledem k néjaké
bazi M C V, zna¢ime py(A). Mnozinu vSech kofend p; nazyvime spektrum en-
domorfismu f, zna¢ime o(f), podobné definujeme spektrum matice o(A).

Charakteristicky polynom endomorfizmu nezévisi na volbé baze M. Pokud B =
QAQ™" je matice f vzhledem k jiné bazi, pak

det(B — AE) = det(QAQ™! — 2 QQ ™)
= det Qdet(A — A\E)det Q' = det(A — \E)

Protoze
det(A — AE) = det((A — AE)T) = det(AT — AE),
maji matice A a AT stejny charakteristicky polynom a tedy i vlastni ¢isla. Vlastni
podprostory N(A — AE) a N(AT — AE) jsou ale obecné riizné.
Charakteristicky polynom matice lze rozepsat
det(A — AE) = [ (@ — A) + ...

=1

= (=" + Z ai (=",

kde ¢leny oznacené trojteckou nemohou obsahovat A ve vy3$si mocniné nez n — 2.
Piispévky k (n —1). mocniné tedy pochazi jen z prvniho ¢lenu a davaji dohromady
Tr A(—A\)"~1. Absolutni ¢len polynomu je roven jeho hodnoté v nule p4(0) = det A.
Celkové tedy

n—2

PaAN) = (=N + TrA(=N)"""+ ) " Ai(—A)' + det A

i=1
Popsat ¢isla A; je trochu komplikovangjsi, ale ne o moc: jsou to soucty vsech hlav-
nich minora matice A stupné n — ¢. Pomoci Viétovych vztaht mezi koeficienty
polynomu a jeho koreny se daji koeficienty p4 vyjadfit v terminech vlastnich ¢i-
sel. Pokud o(A) = {\1,..., A}, kde kazdé vlastni ¢islo bereme tolikrat, kolik je
jeho nésobnost jakozto kofenu pa, pak dostdvame napiiklad det A = [[;, \; a
TrA=>"", \;. Tyto vztahy se daji pouzit jako alternativni definice determinantu
a stopy endomorfizmu a dokonce jako zaklady pro definici determinantu a stopy
vhodné tfidy endomorfizmt na prostorech nekone¢né dimenze. My se zde, pokud
nebude feceno jinak, omezime na kone¢nédimenzionalni pripad.

VETA 26 (Cayleyova-Hamiltonova). Pokud dosadime matici A do jejiho cha-
rakteristického polynomu, dostaneme nulovou matici, ¢ili pa(A) = 0.

DUKAZ. Z véty o rozvoji determinantu podle fadku méme

n

> (air = M) (1) (A = AE) () k) = pa(N)dy;
k=1

Kazdy prvni minor (A — AE) ;) (x) je polynom stupné nejvyse n — 1, ozna¢me jeho
koeficienty takto:

(—7MA = AE)Gra = (Bodki + (BUiiA + oo + (Buo1)eA" !
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Ziskali jsme n matic B; spliwjicich vztahy

ABO = poE
AB, —By=mFE

ABp_1—B,_9 = pnflE
—Bp_1 = anv

kde p; jsou koeficienty pa(A) = Y7, p;A". Nyni staéf vynasobit i-tou rovnici matici
A~ a viechny seéist, dostaneme 0 = p4(A). O

Po7zNAMKA 3. Pro¢ nefunguje dikaz ps(A) = det(A — AE) = 07 Dosadit
matici B do polynomu p4()\) lze, stejné jako spocitat det(A — BE). Ale pa(B) je
matice, kdezto det(A — BE) &islo, ¢ili to nemuZe byt totéz.

Cayleyova-Hamiltonova véta muze byt uziteéné tehdy, kdyZ chceme spocitat
mocninu matice, aniz bychom znali vlastni ¢isla a vektory. Dava nam rekurentni
formuli pro vypocet libovolné mocniny n X n matice pomoci pfedchozich n moc-
nin. PouZiti této formule bude jisté efektivnéjsi nez pocitani mocniny matice z
definice maticového nasobeni. Zaroven pro celo¢iselnou matici vystacime s celo-
¢iselnymi operacemi, zatimco pifi vypoctu vlastnich ¢isel bychom museli obecné
pouzivat numerické metody pro hledani kofent polynomu a vysledek by tedy byl
pouze piiblizny.

PRIKLAD 24.
(1) Matice

(05)(00)

maji ob& charakteristicky polynom A2, jedinym vlastnim &islem je nula.
Maji ale riznou hodnost, tedy nemohou byt podobné. Podobné matice
tedy maji stejné charakteristické polynomy, ale opa¢na implikace neplati.
Vlastnim vektorem prvni matice je kterykoli vektor v C?, zatimco vlastni
vektor druhé matice je e; = (1,0) (a jeho nasobky).

(2) Matice

0 1 0
A=10 0 0
0 0 0

méa charakteristicky polynom —\3 a podle Cayleovy-Hamiltonovy véty
plati A% = 0, coz je hned vidét i z matice samotné. Plati dokonce A% = 0,
tedy matice nuluje i polynom m()\) = A2. Polynom m 4(\) mé nejmensi
mozny stupeh mezi v8emi polynomy, které davaji nulu po dosazeni A,
takovy polynom se nazyvd miniméalni polynom matice A. Vidime, Ze
charakteristicky polynom obecné neni minimélnim polynomem matice.
Jaké jsou vlastni vektory A?
(3) Charakteristicky polynom matice

(50

(“A\)? +TrA(=\) +det A= X2 —6A+8=(A—2)(\—4)

je
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Pro vlastni &slo A\; = 2 tedy hledame vektory z € C? spliiujici (A—2E)x =
0, ¢ili feSeni homogenni soustavy rovnic s matici

3 1
o4

Vlastni podprostor piislusny 2 je tedy (vq), kde v; = (1, —3). Podobné
vlastni podprostor p¥islusny Ay = 4 je linedrni obal vy = (1, —1). Vidime,
7e mnozina M = {v1, v} je baze C?. Pokud budeme chapat A jako matici
homomorfismu f4 vzhledem ke kanonickym bazim, pak

(fa)vnr = (Dmr (fa) k(1)
(5 (S5 )
(i)

V bézi z vlastnich vektori méa tedy matice diagonalni tvar, coz odpo-
vida tomu, Ze tyto vektory homomorfismus f4 jenom vynasobi piislus-
nym vlastnim ¢islem. Ovéfte sami, Ze stejnym zplisobem je mozné ziskat
i rozklad UDU ! z tivodniho piikladu.

Rotace o thel « # k7 ve dvojrozmérném prostoru na prvni pohled vlastni
vektory mit nemuze, protoze zadny smér se pii otofeni nezobrazi na svij
nésobek. UvaZzujme pro jednoduchost rotaci o 7, kteréd je ddna matici

cosg sing . 0 1
—sinfy cost /) \ -1 0

Charakteristicky polynom A? 4+ 1 m4 kofeny =i, pfisluiné vlastni vektory
jsou (1,+4) a diagonalizace vypada

(0 ) e) ()= 3)

Vidime tedy, ze vlastni ¢isla a vektory existuji diky tomu, Ze jsme se
rozhodli celou tlohu fesit v komplexnim prostoru.

Cviéeni.

Sestavte charakteristicky polynom matice

3 2 3
2 -1 4
3 1 3

Najdéte vlastni ¢isla matice

10 0 0
1100
0 011
0 0 2 3

Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

(553)

Dokazte, ze matice je regularni, pravé kdyz vSechna jeji vlastni ¢isla jsou
nenulova.

Najdéte néjakou matici 2 x 2, kterd neni horni ani dolni trojahelnikova a
maé vlastni ¢isla 5 a 6.
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(6) Urcete koeficient u A% v charakteristickém polynomu matice

11 0 0
01 -1 0
1 0 1 -2
2 1 0 0

(7) Oveite Cayley-Hamiltonovu vétu pro matici

a b
c d
piimym dosazenim do charakteristického polynomu.
(8) Spottéte vlastni &isla a vlastni vektory zobrazeni f : P?(z,C) — P?(x,C)
daného vztahem
fla+bx+ cx?) = (5a + 6b+ 2¢) — (b + 8c)x + (a — 2¢)z?

(9) (2) Dokazte, ze pokud A je matice takova, Ze kazdy jeji fadek ma soucet
¢, pak je ¢ kofenem jejiho charakteristického polynomu. DokaZte totéz pro

sloupce.
(10) Spocitejte charakteristicky polynom matice
0 1 0 . 0
0 0 1 . 0
0 e 0 0 1
—Po —P1r —P2 ... “Pn-1
(11) Vypoctéte pomoci Hamilton-Cayleovy véty (bez urceni vlastnich ¢isel)
12 1 \”%
1 0 1
1 2 -1

(12) Spoctéte vlastni ¢isla a vektory zobrazeni F' : Mas(C) — Ma2(C) defino-
vaného pfedpisem

a b\ 2c a+c
F(c d>_<b—20 d )
(13) Oznacme koeficienty charakteristického polynomu vyjadienim ya(\) =
A"+ D1 A" 4. .+ D,,. Dokazte, 7e Tr(A™) = > A, kde \; jsou vlastni

¢isla A, a pomoci tohoto tvrzeni tvrzeni a Vietovych vztahu pro D; dokazte
rekurentni formuli

MDy, + Dy 1 Tr(A) + Dy oTr(A?) 4+ ...+ Tr(A™) =0

pro 1 < m < n. Vyuzijte toho k napsani charakteristického polynomu ve
stupni 3 a 4 pouze pomoci stop mocnin A.

(14) DokaZte, Ze pro libovolnou matici A a libovolny polynom p(x) plati o(p(A)) =
p(c(A)) (Véta o obrazu spektra). Dokazte odtud, Ze p(A) je regularni,
pravé kdyz zadné vlastni ¢islo A neni kofenem p(z).

2. Diagonalizovatelnost matice

Jak jsme vidéli v prvnim z piedchozi série piikladi, dvé matice se stejnym
charakteristickym polynomem a tedy i stejnymi vlastnimi ¢isly véetné nasobnosti
nemusi byt nutné podobné. Jinymi slovy, ne u kazdé matice lze sestavit z vlast-
nich vektord bazi a pomoci ni matici diagonalizovat. RozliSujeme proto dva druhy
nésobnosti vlastniho ¢isla:
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DEFINICE 35. Necht V' je vektorovy prostor konecné dimenze nad C, f €
End(V). Algebraickou nasobnosti vlastniho ¢&isla A endomorfizmu f rozumime
jeho néasobnost jakoZzto kofenu charakteristického polynomu py. Geometrickou
nasobnosti A\ oznacujeme ¢islo dim Ker(f — Aly ).

=(33)

ma jediné vlastni ¢islo 0. Jeho algebraicka nasobnost je tedy 2. Matice A — 0F =
A m4 ale nulitu 1, geometrickd nésobnost vlastniho &isla 0 je tedy 1. Vsechny
vlastni vektory jsou nasobky (1,0), nelze z nich tedy sestavit bazi C? a tedy ani
diagonalizovat A.

PRIKLAD 25. Matice

VETA 27 (Kritérium diagonalizovatelnosti endomorfizmu). Necht f € End(V).
Pokud se pro kazdé vlastni ¢islo rovnaji jeho algebraickd a geometrickd ndasobnost,
pak existuje bdze V' sestdvajici z vlastnich vektoru f. V této bdzi md matice f
diagondlni tvar s vlastnimi ¢isly na diagondle.

DUKAzZ. Pro kazdy prvek o(f) = {A1,..., A}, kde \; jsou vzadjemné rtzna
vlastni ¢isla s algebraickymi ndsobnostmi my, . .., mg, oznaéme V; := Ker(f—X\;1v).
Uvazujme libovolnou g-tici nenulovych vektort vi,...,vq, pficemz v; € V;. Uka-
zeme, 7ze jsou linedrné nezavislé. Pokud by nebyly, mohli bychom z nich vybrat
linearné nezavislou vlastni podmnozinu {v;,, ..., v;, }, kterd ma stejny linearni obal
jako {v1,...,vg}. Pro j ¢ {i1,..., i} lze v; vyjadiit jako linearni kombinaci ostat-
nich v; = Zg:l vpv;,. Pak ale

k k &
XY vpvn, = Ny = flu) = vpfi,) =D vphi, i,
p=1 p=1 p=1

Tedy 22:1 Vp(Ai, —Aj)vi, = 0. Protoze jsme vlastni ¢isla brali vzajemné rizné a v,
také nemohou byt viechny nula, dostdvame spor s linearni nezavislosti {v;,, ..., v;, }.

Lineéarni nezavislost libovolné g-tice v1,...,vq, v; € V; znamend, Ze zidny pod-
prostor V; neni ve spojeni \/, 2 Vi vSech ostatnich. Proto prostory V; tvoii direktni
souCet, jeho dimenze n’ := dim @}_, V; je rovna sou¢tu dimenzi jednotlivych V;,
tedy souctu geometrickych nésobnosti v8ech vlastnich ¢isel. Pokud se rovnaji al-
gebraické a geometrické nasobnosti vSech vlastnich &sel, pak n’ je rovno stupni
charakteristického polynomu, ¢ili dim V. Pak ale V = @?:1 V; a bazi V lze zkon-
struovat jako M := [J{_, M;, kde M; je libovolna béze V;.

Tvar matice f v bazi M plyne z definice matice homomorfismu. O

POZNAMKY.

(1) Specilnim p¥ipadem je tzv. prosté spektrum, kdy maji vSechna vlastni
¢isla algebraickou nasobnost 1. Z dikazu véty plyne, Ze kdyz ke kazdému
vlastnimu ¢&islu zvolime libovolny vlastni vektor, bude tato mnoZzina li-
nearné nezavisla. Protoze je vlastnich ¢isel n, musi to byt baze. Z toho
je vidét, ze v takovém piipadé jsou vSechny geometrické nasobnosti také
jedna.

(2) Opacné implikace, tedy Ze pokud se alespoii u jednoho vlastniho ¢isla
algebraickd a geometrickd nasobnost nerovnaji, pak neni matice diagona-
lizovatelna, plati také. Dukaz je ale podstatné naro¢néjsi, plyne z existence
a jednoznac¢nosti tzv. Jordanova tvaru matice.
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Cvideni.

Najdéte matici pfechodu od baze vlastnich vektort do kanonické baze pro

matici
2 2
-1 5

Ovéite, Ze baze vlastnich vektoru nésledujici matice je ortogonalni (vzhle-
dem ke standarnimu skalarnimu souéinu):

(27)

Diagonalizujte matici

Necht

=(ar)e=(1)

Najdéte matici U takovou, ze UAU ! = B.
Diagonalizujte matici

4 -3 1
A= 2 -1 1
0 0 2
Diagonalizujte matici
01 2
A= 2 3 0
0 4 5
Diagonalizujte matici
7T 12 6
10 =19 10
12 —24 13

Dokazte, ze matice

1 ¢
4= (o 1)
neni diagonalizovatelna pro zadné nenulové c.

Rekurentni posloupnost an42 = an41 + 264, a1 = az = 1 lze formulovat
jako zobrazeni f : R? — R? dané vztahem

f . an, N An+1 _ An+1
Apt1 An+2 an+1 + an

Diagonalizujte matici tohoto zobrazeni a vypoctéte jeji n-tou mocninu.
Odvodte odtud vztah pro n-ty ¢len posloupnosti.

V prostoru redlnych polynomu stupné nejvySe 2 najdéte bézi, v niz je
matice zobrazeni T, které readlnému polynomu f(z) pfifazuje polynom
(Tf)(z) = £(0) + f(1)(z + 2?), diagonélni.

Urcete limitu

m

1 7 -9 -—15
lim — | 3 7 3
3 -9 -11
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(12) Spocitejte pravdépodobnost vitézstvi ve hie hrané na hracim planu se
Ctyfmi policky 1,2,3,4. Na zacatku je figurka na poli 2, dosdhnout pole 4
je prohra, dosdhnout pole 1 je vitézstvi. V kazdém tahu si hodime kost-
kou a na 1,2 posuneme figurku o jedno pole doleva, na 3,4,5,6 o jedno
pole doprava. Pouzijte pfi tom vlastni ¢isla a limitni pfechod, pripadny
alternativni vypocet jen jako kontrolu.

(13) Oznaéme O(n) := {A € M(n x n)|[ATA = E} a SO(n) := O(n) N
{A|det A = 1}. Ukazte, Ze pro libovolna matice A € SO(3) zachovava
n&jaky vektor v € R® a v roviné na néj kolmé piisobi jako rotace o tihel
L(TrA-1).

(14) Na kruznici se pohybuji bez t¥eni dvé télesa, prvni ma hmotnost m a veli-
kost rychlosti ug, druhé ma hmotnost M a velikost rychlosti vy. Rychlosti
nejsou stejné a zaroven stejné orientované, tedy casem dojde ke srazce.
Povazujme vSechny srazky za dokonale pruzné a ozna¢me u;,v; velikosti
rychlosti obou téles po i-té srazce. Sestavte soustavu diferen¢nich rovnic,
jiz se tato posloupnost dvojic velikosti rychlosti fidi a vyfeste ji.

(15) Dokazte, Ze realna matice lichého fadu ma alespon jedno realné vlastni
¢islo.

3. Soucasna diagonalizovatelnost

Ve fyzice, zejména v kvantové mechanice, se Casto fesi uloha, kterak diagonali-
zovat vice matic zarovei totoZnou transformaci:

DEFINICE 36. Rekneme, 7e mnozina matic A C M,,(C) je soucasn& diago-
nalizovatelna, pokud existuje regularni matice Q € M, (C) takova, Zze VA € A je
Q'AQ diagonélni matice.

Pokud A,B € Aa Dy :=Q 'AQ a D := Q' BQ jsou diagonélni, pak

AB=QDsQ'QDpQ ' = QDADpQ ™" =
=QDpD,Q ' =BA
tedy AB nutné komutuji. Ukazeme, Ze je to i postacujici podminka:
VETA 28 (O diagonalizaci mnoziny matic). Necht A C M,,(F) je mnoZina

diagonalizovatelnyjch matic. Pak A je soucéasné diagonalizovatelnd, prdvé kdyz kazdé
dvé matice v ni komutuji.

DUKAz. Zbyvajici implikaci dokadZeme indukci podle n. Matice 1 x 1 komutuji
vSechny a vSechny jsou automaticky diagonélni, takZe neni co dokazovat. Uvazujme
A mnozinu komutujicich diagonalizovatelnych matic typu n xn, n > 1, které nejsou
vechny skalarni (tj. nejsou nasobkem jednotkové matice). Vyberme A € A, ktera
neni skalarni, takze existuje regularni matice R takové, ze D := R™'AR je diago-
nalni. Pro kazdou matici B € A plati, ze C := R™'BR komutuje s D. Matici D
muzeme psit v blokové diagonalnim tvaru

A1E‘n1 0 e 0
0 AFEn, 0
0 e 0 \nE,,
kde \; jsou navzajem ruznéa. Je snadno vidét, Ze C' musi byt také blokové diagonalni
cCi 0 ... 0
0 O 0

C: . . . )
0 ... 0 Cn
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kde C; € M,,,,(F). Podle indukéniho pfedpokladu existuji regularni matice S; €
M,n, (F) takové, Ze pro viechny takto ziskané matice C' a

St 0 ... 0
0 S 0
S =
o ... 0 S,
je STICS diagonalni matice. Pak pro viechna A € A a Q := RS je Q7 1AQ
diagonalni matice. O

Vétu muzeme formulovat i tak, Ze pokud mnozina matic komutuje, pak lze najit
spole¢nou béazi z vlastnich vektort. Je-li spektrum prosté, staci spocitat vlastni
vektory jedné matice a ty budou vlastnimi vektory i pro ostatni.
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KAPITOLA 9

Ortogonalita

1. Multilinearni zobrazeni
DEFINICE 37. Necht V, W jsou dva vektorové prostory nad F, k& € N. Pokud
pro zobrazeni
T:Vx..xV-osW
—_———
k
plati, ze Vu,v,v1,...,vp € V, VA, p € F

T(vl,...,vi_l,)\u+uv,vi+1,...,vk) =
=AT(v1y .oty ) + pL (01,00 0,000 0g),

nazyvime ho multilinearnim nebo specifi¢téji k-linearnim zobrazenim. Pokud
W =T, mluvime o multilinearni forme.

PozNAMKA 4. Nékdy se pfipousti, aby argumenty multilinedrniho zobrazeni
patfily do raznych vektorovych prostora Vi, ..., Vi, principidlni rozdil v tom neni.
Pocet argumenti (nejen linearniho) zobrazeni se nazyva arita.

PRIKLAD 26.
(1) 1-linearni zobrazeni je obyc¢ejné linearni zobrazeni, tedy prvek Hom(V, W).
(2) 1-linearni formé se ¥ika prosté linearni forma. Pokud V = F", pak je
kazda linearni forma zadand matici 1 x n, tedy fadkovym vektorem &£7 €
T
Z1

fla)y=e=(& ... &)
Zn
Matice ¢7 je vlastné matici f € Hom(F",F) vzhledem ke kanonickym
bazim. Proto takto vypad& i soufadnicové vyjadieni libovolné linedrni

formy na vektorovém prostoru kone¢né dimenze.
(3) Piikladem 2-linedrni neboli bilinearni formy je

g:F"xF" —>TF
n
(z,y) —» 2" Ay = Z QijTiY;j
i,j=1

Za chvili uvidime, Ze v kone¢né dimenzi a v soufadnicich vypadaji vSechny
bilinearni formy takto.

DEFINICE 38. Necht V je vektorovy prostor kone¢né dimenze, M = (e, ..., e,)
jeho baze, T je k-linearni forma na ném. Soufadnicemi (T);; formy T vzhledem
k bazi M rozumime sadu n” é&isel

(Til,‘..,ik = T(eil,...,eik)\il,...,ik S {177n})

103
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PRIKLAD 27. Vektor £7', resp. matice A z pfedchoziho piikladu jsou souiadni-
cemi linedrni formy f, resp. bilinearni formy g vzhledem ke kanonické bazi. Soufad-
nice bilinearni formy oznacujeme jako matici bilinearni formy vzhledem k bézi
M.

DEFINICE 39. Bilinedrni forma g na V' se nazyva symetrickou, paklize Vu,v €
V plati g(u,v) = g(v,u), a antisymetrickou, pokud g(u,v) = —g(v, u).

Snadno se ovéii, ze bilinearni forma je (anti-)symetrickd pravé kdyz je jeji ma-
tice vzhledem k libovolné bazi (anti-)symetricka.

TVRZENI 11. Necht'V je vektorovy prostor konecné dimenze, M = (e1,...,e,),
M’ = (e},...,el) jeho dvé bize. R = (1y ) matice piechodu od M k M.

r n

(1) Pokud f je linedrni forma na V se souiradnicemi (f)ar = &7, (f)ar = €7,

pak plati
é—/T _ é—TR
(2) Pokud g je bilinedrni forma na V se soufadnicemi (9)m = G, (9)y; = G,
pak plati
G'=R"GR

DUKAz. Staci dosadit definujici vlastnost matice pfechodu ¢ = 371" | 7i;e; do
definice soufadnic:

§ =16~ (e ) = S s = 3o
=1 =1 i=1

n
gévq = g(e;,e;) = Z TipTiqg(€i,e5) =
i,j=1

n n
_ D gy T . ...
= TipTjq9ij = Tpi9ijTjq

4,j=1 4,j=1
U

DEFINICE 40. Nechf V' je vektorovy prostor kone¢né dimenze, M jeho baze, g
symetricka bilinearni forma na ném. Pokud je matice bilinearni formy ¢ vzhledem
k bazi M diagonélni, nazyvame bazi M polarni bazi symetrické bilinedrni formy
g.

LEMMA 22. Necht g je nenulovd symetrickd bilinedirni forma na vektorovém
prostoru V. Pak existuje v € V', pro ktery g(v,v) # 0.

DuUKkAz. Predpokladejme, Ze pro viechny vektory v € V plati g(v,v) = 0, ale
7e existuji vektory u, w € V takové, 7e g(u,w) # 0. Pak ale

0=g(u+wut+w)=g(u,u)+g(u,w) + g(w,u) + g(w,w) =
=0+ 29(u,w) +0,
COZ je Spor. O

VETA 29. Necht V' je vektorovy prostor koneéné dimenze a g je symetrickd
bilinedrni forma na ném. Pak md poldrni bdzi.

DUKAZ. Budeme postupovat indukci podle dimenze V. Pro dim V' = 1 neni co
dokazovat, predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny prostory dimenze mensi
nez n a ze V méa dimenzi n. Pro ¢ = 0 neni co dokazovat. Pro g # 0 vyberme
vektor w; tak, aby g(ui,u;) # 0 a doplhme jej na bazi M = {u;}}. Oznacme
matici g vzhledem k M pismenem G. Chceme najit R takové, aby G’ = RTGR
byla diagonalni.
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Volme nejprve matici pfechodu ve specidlnim tvaru a pi§me blokové

- (10 g1 AT 1 7
Gl'_RlGRl_(r E)( h G 0 E

_ g11 TT911~+ hT
rg11 —+ h G/ ’

kde G’ := G+rh” +hrT + g1 1777 je symetrickd matice. Protoze g1 = g(uy,u1) # 0,
mizeme volbou r = —g%h zajistit, ze G’ bude blokové diagonalni. Podle induké¢niho

predpokladu existuje matice R, ze RTG'R je diagonalni. Pak ale

10 1
(o )mom (o &)

je hledana diagonalni G’. O

o

PRIKLAD 28. Diagonalizujme symetrickou bilineédrni formu

9(x,y) = 191 + 22192 + 22201 + T2y

Vzhledem ke kanonické bézi mé forma matici

o-(11)

Chceme najit matici S takovou, ze SG'S7 je diagonalni (S = R” z diikazu). Element
g11 je nenulovy, mizeme tedy jako v dikazu volit

=(% 1)

To je vlastné matice fadkové upravy, ktera do druhého fadku matice G pficte (—2)-
nasobek prvniho fadku. Nasobeni matici ST zprava je pak odpovidajici sloupcova,
tprava, ktera do druhého sloupce matice SG pfi¢te (—2)-nasobek prvniho sloupce.
Mluvime proto o metodé diagonalizace symetrickymi dpravami. Vysledna ma-

tice je
T 1 0 1 2 1 -2\ (1 0
sast= (5 V) (2 1) (0 7)=(0 %)

V8imnéte si, ze sloupcova ¢ast tpravy uz jenom vynulovala prvek na porzici 12 a
prvek na pozici 22 zlistal zachovan. Pokud by G byla matice typu n x n, pak by S
zahrnovala v8echny fadkové tpravy nulujici prvni sloupec pod pivotem a nésledné
aplikace ST zprava by na n—1xn—1 blok G neméla vliv, pouze by dopsala nuly do
prvniho fadku. Podobné jako v Gaussové eliminaci by se pak algoritmus aplikoval
na blok G.

Komplikace miZe nastat, kdyz g11 = 0, jako u symetrické bilinearni formy, jejiz
matice je

G:

— = O
OO =
OO =

Hledame matici S takovou, aby SGST byla diagonalni (S = R v diikazu). Pak je
nejsnazsi provést symetrickou upravu, kterd G pievede na matici, v niz uz je pivot
nenulovy. Zde napiiklad pfi¢teni druhého fadku do prvniho a nésledné pfi¢teni
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druhého sloupce do prvniho vede na matici

2 1 1 2 0 0
100 ]|~(0 -3 -1 |~
B S
100 0 —3 —3
2 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0

kterou jsme pak uz normalné diagonalizovali. Posledni symetrickd dprava je néso-
beni druhého fadku a sloupce dvojkou. Vsimnéte si, ze takova tprava zachovava
znaménko prvku na diagonéle. Je to indikace dilezitého vysledku, ktery dokizeme
pozdéji: pro viechny polarni baze symetrické bilinearni formy g je pocet vektora z
baze, pro néz je g(v,v) kladné vidy stejny, totéz plati pro pocet zapornych nebo
nulovych hodnot.

Obvykle chceme znat i bazi, v niz je matice formy diagonélni, tedy matici S,
jejiz fadky jsou soufadnicemi nové baze vzhledem ke staré. Pouziva se podobny
trik jako pii vypoc¢tu inverzni matice, tedy rozsifeni matice formy o pravou stranu,
ktera je za zacatku jednotkovou matici a do niz se zaznamendavaji pouze fadkové
tipravy (jinak bychom skondili s matici SST). Pro prvni formu z tohoto piikladu
vypada takovy vypocet

1 211 0 1 0 1 0
2 110 1 0 -3|-2 1
Hledana baze je tedy {(1,0),(—2,1)}.

Nezaménujte proces diagonalizace symetrickymi upravami s diagonalizaci po-
moci vlastnich ¢isel: tam jde o hledani diagonalni matice mezi maticemi tvaru
R AR, nikoli RT AR. Prvni vzorec je transformaci matice linedrniho zobrazen,
druhy matice bilinearni formy.

1.1. Cviceni.
(1) Pro A ¢tvercovou matici ozna¢me jeji fadky aq,...,a,. DokaZte, Ze zob-

razeni

det :F" x...xF* = TF
—_———

(a1,az2,...,a,) — det(A)

je n-linearni forma.
(2) Dokaite, ze zobrazeni

V=F"z— 21
V =P"(x,F),p— p(2)

VzC”((O,l),R),fH/O (@)

jsou linearni formy.
(3) Rozhodnéte, ktera z nasledujicich zobrazeni jsou linedrni formy:
(a) f:R?2 = C, f(a,b) =a+ bi
(b) f:R?2 =R, f(a,b) = VaZ + b2
(c) f:R? =R, f(a,b) =1+ 2a+3b
(d) Fp : C*(M,R) — R, kde C*°(M,R) je vektorovy prostor vSech
realnych hladkych funkei na mnozing M, F,(f) = f(z), kde = € M.
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(4) Dokaite, 7e kazda netrividlni linedrni forma na vektorovém prostoru di-
menze n mé jadro o dimenzi n — 1.

(5) Necht W = ((1,1,2,1),(3,1,2,1)) < R*. Popiste viechny linearni formy,
které vymizi na celém W.

(6) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R? (f)p = (1,2) soufadnice line-
arni formy vzhledem k M. Najdéte jeji soufadnice vzhledem k M’ :=
{(3,1), (3.2)}.

(7) Necht M ={(1,3),(1,2)} je baze R?,

1 2

4 3
matice bilinedrni formy vzhledem k M. Najdéte jeji matici vzhledem k
bazi M’ :={(2,3),(3,5)}.

(8) Necht g je symetrickd bilinearni forma na R?, jejiz matice vzhledem ke
kanonické bazi je

— =
W DN =
—_ o =

Najdéte néjakou jeji polarni bazi a matici g vzhledem k této bézi.
(9) Necht g je symetrickd bilinearni forma na R?, jejiz matice vzhledem ke
kanonické bazi je

1 -1 1
-1 1 2
1 2 1

Najdéte néjakou jeji polarni bazi a matici g vzhledem k této bézi.
(10) Necht g je bilinearni forma na R?® zadana predpisem

g(x,y) = z1y3 + T2y2 + T3y

Najdéte né&jakou jeji polarni bazi a matici g vzhledem k této bazi.

(11) Necht g je bilinearni forma na P?(R) definovana vztahem g(p, q) = fol p(x)q(z)dz.
Ovéite, ze je symetrickd a najdéte néjakou jeji polarni bazi a matici g
vzhledem k této bazi.

2. Skalarni soudin

DEFINICE 41. Necht V' je vektorovy prostor nad F, pficemZ F je R nebo C.
Zobrazeni g : V x V — F, které spliuje Vu,v,w € V, VA € F

(1) g(u, U) = g(v, u)

(2) g(u+v,w) = g(u,w) + g(v, w)

(3) 9(Au,v) = Ag(u,v)

(4) g(u,u) =0

(5) g(u,u) =0 u=0
nazyvame skalarni souéin na V. Dvojice (V, g) se oznacuje jako prostor se ska-
larnim souéinem nebo unitarni prostor.

POzZNAMKY.

(1) Z prvniho a druhého axiomu plyne g(u,v + w) = g(u,v) + g(u,w), tedy
aditivita i v druhém argumentu.

(2) Z prvniho a tfetiho plyne g(u, \v) = Ag(u,v). V pifpadé F = R tedy
prvni t¥i axiomy fikaji, Ze skalarni soucin je symetricka bilinearni forma.
Matice skalarniho soucinu vzhledem k dané bézi je pak pfirozené matice
této bilinearni formy.
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(3) V piipadé¢ F = C je g v druhém argumentu antilinearni a oznacuje
se jako seskvilinearni forma. Zavedeme-li matici seskvilinearni formy
stejnym zpusobem jako pro formu bilineadrni, zjistime, Ze prvni axiom
znamené, ze pro skalarni soucin je tato matice hermitovska. Mluvime proto
o hermitovské seskvilinearni formé.

(4) Posledni dva axiomy dohromady znamenaji, Ze g je pozitivné definitni.
Podrobnéji se timto pojmem budeme zabyvat v kapitole o kvadratickych
forméch. Pokud je matice symetrické bilinearni formy diagonalni, je tato
forma pozitivné definitni pravé kdyz jsou v8echny diagonélni elementy
kladné. Pomoci symetrickych tdprav tedy umime poznat, jestli je jakakoli
bilinearni forma na reilném prostoru koneéné dimenze skaldrni soucin.
Upravit piedpis pro transformaci soufadnic a zavést analogii symetric-
kych tprav pro hermitovské seskvilinedrni formy neni tézké, nechavame
to ¢tenaif za cviceni.

(5) Na R™, resp. C™ mame k dispozici skalarni sou¢in

n
(‘T,y) = legl = I’TEQ,
i=1

tzv. standardni skalarni soudin.

DEFINICE 42. Necht (V,g) je unitarni prostor. Pokud dva vektory w,v € V
spliiuji g(u,v) = 0, fikdme, Ze jsou kolmé, neboli ortogonalni, znac¢ime u L v.
Mnozina vSech vektori kolmych na vektor u se nazyva ortogonalni doplnék vek-
toru v a znaéi u. Obdobné definujeme ortogonalni doplnék mnoziny M C V jako

Mt ={uecVVweM:ulv}
TVRZENI 12. Ortogondlni doplnék libovolné mnoZiny je podprostor ve V.

DUKAZ. Za cvideni. O

DEFINICE 43. Necht V je vektorovy prostor. Zobrazeni

111V = R
v = o],

které spliuje Vu,v € V, VA € F

(1) v =0 v=0
(2) [[Avll = [Alflv]l
(3) llu+vll < lfufl + o

se nazyva norma na vektorovém prostoru V.

Norma je funkce, kterd ma mérit délku vektoru. Proto je pfirozené pozadovat, Ze
je nezdpornd, prifazuje nulu jen nulovému vektoru a pii vynasobeni vektoru ¢islem A
se nasobi jeho absolutni hodnotou. Posledni axiom se oznacuje jako trojahelnikova
nerovnost pro normu.
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PRIKLAD 29. Nejcastéji uzivané normy na F™ jsou

[vlloc := _max o
i€{1,...,n}

n
ol = 3" o
i=1
n
2 il
i=1

[[o]]2 :

nazyvané maximova, manhattanski a eukleidovska norma.

DEFINICE 44. Necht M je mnozina. Funkci p : M x M — R nazyvame metrikou
na M, paklize spliuje pro vSechny body x,y, z € M nésledujici axiomy:
(1) plz,y) = 0ap(z,y) =0 pravé kdyz z = y
(2) p(x,y) = p(y, )
(3) p(z,y) + oy, 2) = p(x, 2)
Dvojici (M, p) pak nazyvame metricky prostor.

Prvni axiom fiké, ze vzdalenost je vidy nezdpornd a zadné dva rizné body
nemohou mit nulovou vzdélenost. Druhy axiom vyjadiuje symetrii pojmu vzdale-
nosti a tfetimu se fika trojuhelnikova nerovnost pro metriku. Zduraziujeme,
7e metricky prostor nemusi byt prostorem vektorovym, neptedpokladame, Ze jsou
na ném definované néjaké operace nebo, pokud jsou, ze se k nim metrika chova
yhezky*.

VETA 30. Necht V je vektorovy prostor, || - || norma na ném, u,v € V. Pak
funkce
p(u,v) = [lu— vl
je metrika na V.

DUKAz. Nezapornost je ziejma. Prvni axiom plyne z prvniho axiomu pro normu.
Symetrie metriky je disledek druhého axiomu normy a trojihelnikova nerovnost pro
metriku vyplyva z trojihelnikové nerovnosti pro normu. O

Norma tedy definuje na vektorovém prostoru strukturu prostoru metrického.
To se hodi kdykoli chceme na vektorovém prostoru pouzit prostfedky matematické
analyzy, tj. pfedevsim definovat konvergenci posloupnosti, fad a funkei mezi vekto-
rovymi prostory.

2.1. Cvideni.

(1) Rozhodnéte, které z nasledujicich matic jsou matice skalarniho souéinu na

RZ%:
1 1 1 1 1 1 1 2
2 1)\ 1 1 )°\V1 2 )\ 2 1

(2) Necht A € M,,(R) je regularni matice. Dokaizte, ze bilinearni forma g(z,y) =
2T AT Ay je skalarnf souin na R™.

(3) Necht A € M, (C) je regularni matice. Dokate, 7e seskvilinearni forma
g(z,y) = 2T AT A7y je skalarni soucin na C", kde At = ar je matice
hermitovsky sdruzena k A.

(4) Oveite, ze seskvilinearni forma na M,,, (C) definovana predpisem

(A, B) = Tr(ATB)

je skalarni soucin.
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Ovéite, 7e bilinearni forma na P(z,C) definovana predpisem

mmzﬁpwmam

je skalarni souéin.
Prizpusobte metodu symetrickych tdprav pro hermitovské seskvilinearni
formy na komplexnim prostoru. Najdéte pomoci ni polarni bazi a diago-
nélni tvar hermitovské seskvilinearni formy na C?2, jejiz matice vzhledem
ke kanonické bazi je
0 —i
(7 3)

Dokazte, ze pokud W < V je podprostor unitarniho prostoru, pak W+ je
jeho doplnék ve smyslu definice

Najdéte v R* se standardnim skaldrnim soucdinem ortogonalni doplnk
prostoru ((1,1,2,3),(3,1,1,0))

Najdéte v R® se standardnim skalarnim soucinem ortogonalni doplnék
prostoru ((2,0,1,0,1),(1,-1,1,0,1),(1,1,0,0,1)).

Na R3 uvazujme skalarni souéin, jehoz matice vzhledem ke kanonické bazi
je

2 0 1

01 0

1 0 1

Ovéite, Ze je to skutecné skalarni soucin a najdéte ortogonalni doplnék k
mnoziné {(1,1,1),(1,2,3),(2,0,—2)} vzhledem k tomuto skalarnimu sou-
¢inu.

Na C3 uvazujme skalarni souéin, jehoz matice vzhledem ke kanonické bazi
je

2 0 1+

0 3 -1

1—-7 -1 3
Ovéite, Ze je to skutecné skalarni soucin a najdéte ortogonalni doplnék k
vektoru (1 +4,4,2 — ¢) vzhledem k tomuto skalarnimu souéinu.
V prostoru P?(z,R) se skaldrnim sou¢inem

1
mmzﬂp@mmm

najdéte {22 — 1,2z + 1}+.
V prostoru Mz(R) uvazujme bilinearni formu

(A,B) = Tr(A”TB)

Dokazte, ze je to skalarni sou¢in a najdéte ortogonélni doplnék matice

(55)

vzhledem k tomuto skalarnimu soucinu.

Uvazujme R™ R™ se standardnim skaldrnim soufinem, A € M,,,(R).
Dokazte, 7e ¢tyfi fundamentalni prostory matice jsou svazany rovnostmi
N(A) = (R(A))*+, N(AT) = (S(A4))*. Odvodte z toho, ze N(A)DR(A) =
R™ a N(AT) @ S(A) =R™.

Necht V je prostor se skalarnim soucinem, dimV = n, W < V. Dokaizte,
7e dimW =n — dim W+.

Necht V je kone¢nédimenzionalni prostor se skalarnim soucinem, W jeho
podprostor. Dokazte, ze (W=+)+ = W.
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3. Indukovana norma
DEFINICE 45. Necht (V] g) je unitarni prostor. Pak funkce definovana

[vllg :== Vg(v,v)

se nazyva norma indukovana skalarnim souéinem g.

Pokud nebude fe¢eno jinak, budeme na unitarnim prostoru uvazovat vzdy in-
dukovanou normu. Skalarni souin budeme znagit pouze zavorkou (u,v) := g(u,v)
a jeho indukovanou normu || - ||. Jesté jsme ale neovérili, Ze indukovand norma je
skute¢né norma. Nezdpornost normy a prvni dva axiomy plynou jednoduse z axi-
omu skaldrniho soucinu. Tteti axiom normy, tzv. trojihelnikovi nerovnost, je tfeba
dokézat. K tomu budeme potiebovat tii dalsi dulezita tvrzeni:

VETA 31 (Pythagorova véta). Necht (V,(,)) je wunitdrni prostor, u,v € V,
u L v. Pak

lu+]* = [lul® + o]
DUKAz. Z definic indukované normy a kolmosti dostdvame
(u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) = (u,u) + (v,v)
(]

LEMMA 23 (Ortogonélni projekce). Necht' v # 0 je vektor v unitérnim prostoru
(V,g). Definujme zobrazeni

P,V =V
(u,v)
[[0]?
a
P, V=V

()
Bk

Uu—u

Pak plati
(1) P,, P,. jsou linedrni zobrazeni.
(2) P,+P,. =1y
(3) Ker P, = Im P, = vt,
(4) Ker P,. =Im P, = (v)
(5) PU o PU = Pv, PUL o P/UL = R,L

DUKAzZ. Prvni bod plyne z axiomi skalarniho sou€inu, druhy je zFejmy. Zjevné
u € vt pravé kdyz P,(u) = 0, takie Ker P, = v*. Pro kazdé v € V je P,(u)
nasobek v a P,(Av) = Av, takze Im P, = (v). Z linearity P, mame Yu € V
(u,v) > _ (wv) (v,0)

v
]| [l [lv]>

Vlastnosti P, se dokdzou analogicky. O

(aumwza( o= Pou)

Druhy bod tvrzeni nam dava uZitecny ortogonalni rozklad v = P,(u) + P,1 (u)
libovolného vektoru na slozku podél vektoru v a na slozku kolmou na v.

VETA 32 (Schwarzova nerovnost). Necht (V, (,)) je unitdrni prostor, u,v € V.
Pak

[(w, 0) ] < [Jullf|v]]
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DUKAZ. Pro v = 0 tvrzeni plati, pfedpokladejme tedy v # 0. Z Pythagorovy
véty a vlastnosti ortogonalni projekce méame

lull* = 1P ()[|* + || Por (w)]* =

2 2
u, v U, v
= et + s ol = e
Nasobenim ¢&slem ||v]|? dostavame Schwarzovu nerovnost. O

VETA 33 (Trojuhelnikova nerovnost). Necht (V,(,)) je unitdrni prostor, u,v €
V. Pak

lw+ ol < Jlull + [lv]
DUKAZ.
lu+ol* = [Jull® + (u,v) + (v,u) + [|v]®
= [[ull* + 2 Re(u,v) + [|v|*
< [ull® + 2{(u, v)| + [lo]|?
< lull® + 2lfull o]l + [|v]|?
= (llull + [lo]))?

Ve ¢tvrtém kroku jsme vyuzili Schwarzovu nerovnost. O

VETA 34 (Rovnobé&znikové pravidlo). Necht (V,(,)) je unitdrni prostor, | - ||
norma indukovand skaldrnim soucinem. Pak

lu+oll? + lu— vl = 2[u]* + 2[|v]|?
DUKAZ. Dosazenim. O

Pomoci rovnobéznikového pravidla se d& ovérit, ze norma neni indukované ska-
larnim soucinem. Zkuste si to pro maximovou a manhattanskou normu. V piipadé,
7e norma indukovana skalarnim soucinem je, lze tento skalarni soucin z normy zre-
konstruovat:

VETA 35 (Polarizaéni identita). Necht (V,(,)) je unitdrni prostor, || - || norma
indukovand skaldrnim soucinem. Pak
13
(u7 U) = Z §1k||u + ika27

kde i je komplexni jednotka. Pokud je V redlnyj vektorovy prostor, pak plati i

1
(w,v) =7 (lu+ol” = flu—]?)

1
3 (w0l = Jlull* = fo]?)

1
5 (Il + o l” = flu = o]?)

DUKAz. Dosazenim. Posledni dvé vyjadfeni redlné polarizacni identity také
plynou z prvniho pomoci rovnobéznikového pravidla. U

DEFINICE 46. Necht (V,(,)) je redlny unitarni prostor, || - || norma indukované
skalarnim sou¢inem. Uhlem dvou nenulovych vektori w,v rozumime 6 € (0, 7),
pro ktery
(u,v)

cosf) = — 2
[Jwllfl]]
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Diky Schwarzové nerovnosti je prava strana v absolutni hodnoté mensi nebo
rovna nez 1 a dhel je tedy dobie definovan. Dosazenim definice thlu do posledni
verze polariza¢ni identity dostavame cosinovou vétu

lu =l = [lull* + [[0]* = 2[lull o] cos &

3.1. Cviéeni.

(1) Najdéte vSechny razné thly a délky vyskytujici se mezi hranami, sténo-
vymi thlopfickami a télesovymi thlopfickami krychle v R3. Reste analo-
gickou ulohu v R%.

(2) Urcete délku thlopficky n-rozmérné jednotkové krychle, jeji uhel s libo-
volnou hranou a délku primétu hrany do sméru dhlopticky. Dokazte, ze
ortogonalni pruméty vrcholta déli thlopficku na n stejnych ¢asti.

(3) Dokaite, ze pokud x € C™ se standardnim skalarnim soudinem, |z| =1
pak matice ortogonalni projekce (P.)x vzhledem ke kanonické bazi je
rovna zZ!. Ovéite, Ze je to hermitovska matice.

(4) DokaZte, ze maximovéa a manhattanski norma jsou normy, ale Ze nespliuji
rovnobéznikové pravidlo.

(5) Dokaizte rovnobéznikové pravidlo.

(6) Dokazte polarizacni identitu.

(7) Necht (V,g) je unitarni prostor kone¢né dimenze, f linearni forma na V.
Dokaite, 7e existuje vektor u € V' takovy, 7e Vv € V plati f(v) = (u,v).

(8) Necht v € R™ se standardnim skalarnim sou¢inem, K kanonické baze. Ur-
Cete matici (P,)xx a (P,1)k K, nejprve obecné a potom pro v = (1,1, 1).
Urcete hodnosti téchto matic.

4. Ortonormalni baze

DEFINICE 47. Necht (V, (,)) je unitarni prostor. Mnozina M C V', ktera neob-
sahuje nulovy vektor a spliuje

Vui,ujeMmi;Auj : uiJ_uj
se nazyva ortogonalni mnozina. Pokud navic plati
Yu; € M 0wl =1,

mluvime o ortonormalni mnoZing. Pokud M generuje V', pak mluvime o orto-
gonalni, resp. ortonormalni bazi.

Ortonormalita se déa ekvivalentné vyjadiit predpisem
Oproi#j

(uiyuj) =0;; = { Y

lproi=7j

Symbol §;; oznacujeme Kroneckerovo delta. Pii vypoctech se chova jako jednotkové
matice, napf.

n
> " airdi; = ai
k=1

odpovida maticovému vztahu AE = A.

Kazda ortogonalni mnozina je linearné nezéavisla. Pokud totiz F' je kone¢na pod-
mnozina M a Zuie rTiu; = 0, staci spocitat skalarni soucin levé strany s vektorem
u; € F a dostavame r;||u;||* = 0, ¢ili 7; = 0.
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LEMMA 24. Necht (V,(,)) je unitdrni prostor a F = {uq,...,u,} koneénd
ortonormdlni mnoZina v ném, W = (F). Pro kazdyj vektor u € V' definujme

n

Py (u) := Z(u, i) U
i=1
Plati
(1) w e W privé kdyz Pw(u) = u
(2) Yu e Vi |Pw ()| < |lull, pFicemz rovnost nastdvd prive kdyz w € W
(3) Yo € W : |lu — Pw(u)|] < ||u— ||, pFicemZ rovnost nastdvd privé kdyz
v = Py (u).

Dukaz. Pokud Py (u) = u, pak je zjevné u linearni kombinaci vektorta z F,

tedy patii do W. Naopak pokud u = Z;-L:l ryu; € W, pak
n n n
Py (u) =D > (rjug ui)us = ) ri(ug,ui)u
i=1 j=1 2,j=1
n n
= Z 705U = Znuz =u
i,5=1 =1
Pro dikaz druhého tvrzeni spoc¢téme
n
(u — Pw(u), u;) = (u,u,) Z u, wi) (g, uy)
=1

n
uuj E (u, u;) 0i5 =0
i=1

Tedy u — Py (u) je kolmé na vSechny vektory z F, tedy i na celé W a tedy i na
Py (u). Podle Pythagorovy véty [31| potom

[ul® = 1Py ()| + llu = P (u)[[* > || Pw ()|,

pfi¢emZ rovnost nastava pravé kdyz Py (u) = u, coZ je podle predchoziho tvrzeni
praveé kdyz u € W.

Podobné vektor Py (u) — v € W je kolmy na u — Py (u), takZze Pythagorova
véta Fika

lu—vl* = [lu = Pw (u)|* + [|Pw () = vl* = [lu — Pw(u)]]?,

s rovnosti pravé v p¥ipadé v = Py (u). O

Lemma fika, ze Py (u) je pravé ten vektor z W, ktery je vektoru u nejblize,
¢ili jeho ortogonalni projekce. Piestoze definice Py (u) odkazuje na konkrétni
ortonormélni bazi, diky jednoznacnosti dokdzané v tfetim bodu lemmatu vime, 7e

na volbé této béze nezalezi.
Nejjednodussi situace nastava, pokud W je celé V:

VETA 36 (Parsevalova rovnost). Necht (V,(,)) je unitdrni prostor konecné di-
menze, M = {u1,...,u,} jeho ortonormdlni bize, u € V. Pak

n
E uul i

1=1



4. ORTONORMALNI BAZE 115

Pokud w="Y""_| mju;, v="> 1, y;u;, pak
n

lal® = laal?

i—1
n

v) = E iYi
=1

DUKAz. Tvar koeficientt x; = (u,u;) plyne z lemmatu [24] a z jednoznacnosti
vyjadieni vektoru vici bazi. Pak
n n
lull® = (i) (s ) (i ) = Y (s i)
i,j=1 i=1
Posledni rovnost se dostane z predchozi pomoci polariza¢nich identit [35] pro normu
Il - || a standardni normu na F". O

Prvni ¢ast véty tiké, Ze soufadnice vektoru vzhledem k ortonormaélni bézi lze
vypocitat jako skaldrni souciny s vektory baze. Tyto soufadnice se vzhledem k
souvislosti s nekone¢nédimenzionalnim piipadem oznacuji jako Fourierovy koefi-
cienty vektoru u. Z druhé ¢asti véty plyne, Ze matice skalarniho sou¢inu vzhledem
k libovolné ortonormalni bézi je jednotkova matice.

VETA 37 (Gramova-Schmidtova ortogonalizace). Necht (V, (,)) je unitdrni pro-
stor a M = {uy,...,u,} jeho bdze. Pak existuje ortonormdlng baze M' = {u}, ... ul,}
prostoru V takovd, Ze Vk € {1,...,n}: (u1,...,up) = (uf, ..., up).

DUKAZ. Budeme postupovat indukci podle n. Pokud n = 1, pak definujme
vy = ug, Ul = Hv E tvrzeni véty plati. Nechf nyni n > 1 a predpokladejme plat-
nost tvrzeni pro viechny prostory dimenze mensi nebo rovné n. Takovym prostorem
jei W :=(uq,...,u,), takze podle indukéniho predpokladu v ném méme ortonor-
malni bazi {u},...,ul}, pro kterou Vk € {1,...,n}: (u1,...,ux) = (u},...,u}).
Definujme nyni

n
Unt1 = Unt1 — Pw (tUng1) = tngr — > (g1, u))u;
i=1
Pro kazdé j € {1,...,n} plati
n

(Vng1, ) = (ung1,uf) = > (ungr, ) (uf,uf) =0,
i=1

takze v,41 € W+, Po tpravé definice Up41 vidime, Ze up11 € (Upt1) VIV, tedy vy11
nemiZe byt nulovy vektor, jinak by {u1,...,u,+1} nebyla linearné nezévisla. Proto

, .. . o . ’ _ Up41 . .~ ’ _
mé smysl jej normalizovat pfedpisem wu;, | := T Je pak zjevné, zZe [|u;, || = 1,
uy, 1 je kolmy na v8echny vektory u}, ..., u;, a (uf,...,u, 1) = (u1,..., Unpy1). Tim
je véta dokazéana. O

7 véty plyne, ze v kazdém unitarnim prostoru koneéné dimenze existuje or-
tonormalni baze. Diikaz véty napovidé, jak ji hledat. Za¢neme s libovolnou bazi

M = {u,...,u,} bazi V, a definujeme vy := uy. Vektor
Vo = Uy — 7(U2’U;)’U1,
v

je kolmy na vy, protoze jsme od us odecetli pravé ortogonalni projekci us na vy.

Dale definujme

(u3, v1) (u3, v2)
2 V1~ 2

[[o ]l [[vz]|

V3 i=—= Uz — V2,



116 9. ORTOGONALITA

ktery je kolmy na vy i na v, protoze ode¢teny vyraz je pravé ortogonalni projekce
uz na rovinu (v, v2), kterd je diky pfedchozi konstrukei totozna s rovinou (uq,usg)
Pokracovanim tohoto postupu ziskdme ortogondlni bazi a vydélenim kazdého vek-
toru jeho normou bazi ortonormalni. Odlozit normalizaci az na konec je vyhodné&jsi
zejména kvili prehlednéjsimu vypoctu, vyhneme se odmocnindm.

PRIKLAD 30. Naleznéme ortonormalni bézi podprostoru
<(]-, 27 27 _1), (]—7 ]-a _57 3)7 (3a 2, 87 _7)>

v R* se standardnim skalarnim sou¢inem. Ozna¢me vektory po fadé ui,us,us a
vezméme vy := uy. Plati [|v1||? =10 a (u2,v1) =1+2— 10 — 3 = —10. Tedy

('LLQ,’UI) _10
— gy — —(1,1,-5,3) — —(1,2,2,—1
e T A
—(2,3,-3,2)
Vidime, 7e skutetné vo L v1. Spocteme ||va]|? = 26, (u3,v1) = 30 a (us3,vs) = —26,
takze
30 —26
= 2,8,-7)— —(1,2,2,-1) — —(2,3,—-3,2
U3 (37 787 7) 10(7 ) &y ) 26(737 37 )
= (2771371772)3

coz je opét vektor kolmy na vy i vi, ||vs]|? = 10. Nakonec vydélime kazdy vektor
jeho normou a ziskdviame ortonormélni bézi

1 1 1
{m(l,zz ~1), \/—275(273, ~3,2), \/T70(2’ ~1,-1, —2)}

VETA 38 (QR rozklad matice). Necht A € My,,,(C) je matice s linedrné nezd-
vislymi sloupci. Pak existuje prive jedna dvojice matic Q € M, (C), R € My, (C),
kterd splriuje podminky

(1) A=QR

(2) Sloupce Q tvofi ortonormdlni mnoZinu vzhledem ke standardnimu skaldr-
nimu soucinu na C™

(3) R je horni trojuhelnikovd s kladnymi éisly na diagondle.

DUKAz. Oznaéme sloupce matice A postupné ug, ..., u, a vektory, které z nich
vzniknou Gram-Schmidtovou ortogonalizaci, postupné uj, ..., u!,. Podle lemmatu
plati pro k-ty sloupec matice A

k
up, = Z(uk7u’i)u;,
i=1
protoze uy € (uf,...,u}). Oznacime-li ) matici, jejiz sloupce jsou postupné uj az
ul,, da se posledni rovnost piepsat jako
(ug,u}) Euz,u% .. Eun, uilg
0 U2, Uy) ... (Un,Us
A=Q
0 e 0 (up,ul,)

Ozna¢me posledni matici jako R. V oznaceni z dukazu véty [37] je

k—1
(uka u;g) = (Uk + Z(’UJ}wU;)U;, u;c) =
=1

Uk

wbw»<wme)nmn>o
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kde jsme v druhém kroku vyuzili ortogonalitu baze {u}}. Tedy diagonélni prvky R
jsou skutecné kladné.
Jednoznacnost nebudeme dokazovat, ponechéavame ji jako (netrivialni) cviceni.

4.1.

(1)

(2)

|
Cviceni.
Necht V je unitarni prostor kone¢né dimenze, W jeho podprostor genero-
vany ortonormdlni bazi M a N je baze V vznikla sjednocenim béze M a
né&jaké (ne nutné ortonormalni) baze prostoru W+. Ovéite, Ze zobrazeni

Py : V — V je line4rni a najdéte jeho matici vzhledem k bazi N.
V C? uvazujme mnozinu

122 22 1 20 i 2
3’3'3)7\ 33 3)'\3'3 3

Ovéite, ze je to ortonormalni béze, najdéte Fourierovy koeficienty vek-
toru (1 — 4,4,2) vzhledem k této béazi a ovéite, Ze jsou skuteéné rovny
soutfadnicim.
Bud (R3,g) prostor se skalarnim souc¢inem danym piedpisem g(u,v) =
T1y1 + Tay2 + 223Y3 + T3y2 + x2y3. Najdéte ortogonalni bazi {uy, us, us}
prostoru (Vs, g), ktera obsahuje vektor u; = (1,2,0). Najdéte piislusnou
ortonorméalni bazi.
Na stejném prostoru se stejnym skaldrnim soucinem najdéte ortonormalni
bazi podprostoru (u,v), u = (5,1,—1), v = (0,1,—1) a rozsifte ji na
ortonormdlni bazi celého R?
V R* se standardnim skalarnim sou¢inem naleznéte ortonormalni bazi
podprostoru ((1,—1,2,4),(1,-2,2,3),(2,-2,5,7)) obsahujici kladny néa-
sobek vektoru (1,0,2,5). Najdéte ortogonalni doplnék tohoto podpro-
storu.
V R* se standardnim skaldrnim souc¢inem najdéte ortonormalni bazi pro-
storu

{(17 17 17 ]-)7 (27 _37 07 _3)}L
a dopliite ji na ortonorméalni bazi celeho R*
V C? se standardnim skalarnim sou¢inem najdéte ortonormalni bézi, ktera,
obsahuje ortonormalni bazi prostoru

<(1727Z - 1)7 (1 + Z'a 07 2i — 1)>
Necht Necht (V,(,)) je unitarni prostor W jeho podprostor konecéné di-
menze, M = {uq,...,u,} jeho baze. Dokazte, 7e

Py=P,, +P,+...+P,,
pravé kdyz M je ortogonélni baze.
Klasickd Gram-Schmidtova metoda spoc¢iva v k + 1-nim kroku v odecteni
projekce na prostor W = (uj,. .., u},), kde {u;} je ortonormalni baze:

V1 = U1 — Pw (ug41),

a poté normalizace uj_; = Vgi1/[|vgs1]]. Pokud kvili zaokrouhlovacim
chybam nebudou vektory u) zcela kolmé, bude se tato chyba §ifit i na
vektor uj_, . Proto se v piibliznych vypoctech pouziva tzv. modifikovana
Gram-Schmidtova metoda, v niz je k-ty krok

Vk+1 = Uk4+1 — Pu;cL ce PuéLPu/lL (uk+1),
~ 4 2 . P v 12 .
opét nésledovan normalizact uj ;= vkt1/|vi41]]- Kazdé projekce P, .

zobrazuje do uf bez ohledu na to, jaké zaokrouhlovaci chyby obsahoval
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(10)

(12)

(13)

(14)

(15)
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vektor, ktery jsme do ni dosadili. DokaZte, Ze v pfesné aritmetice davaji
oba vzorce stejny vysledek.

Oznaéme P™ prostor vSech redlnych polynomii stupné nejvyse n na inter-
valu (—1,1). Dokaizte, Ze zobrazeni

() :P"x P" > R
pxq— /_lp(l")Q(ﬂC)dl’

je skalarni soucin na P". Ortogonalizaci baze {1, x,z?} najdéte ortonor-
malni bazi prostoru P? s timto skalarnim soucinem.
Pro v8echna n € Zsr zavedme polynomy

(1) 1= oo (P = 1))

Dokazte, ze mnozina { Py, P, ... P, } tvofi ortogonalni bazi prostoru vsech
polynomu stupné nejvyse n. Dokazte, Ze jsou to az na nasobek pravé ty
polynomy, které ziskate ortogonalizaci baze {1, z,...,a"}.

Metoda nejmensich ¢tvercl je specidlnim piipadem pocitani projekce na
podprostor. Méme n € N a y1,...,y, € R namé&ené hodnoty n&jaké
veli¢iny v bodech z1,...,z, € R. Chceme tuto zavislost y na x co nej-
lépe aproximovat linedrni funkci, tedy najit takova ¢isla a,b € R, aby
Z?:l(yi*axi*b)z bylo co nejmensi. Interpretujeme protoy = (y1,...,yn)
jako prvek vektorového prostoru R” se standardnim skaldrnim soucinem.
Mnozina v8ech vektora z R™, které se dostanou jako (axi+b,...,ax, +b)
pro n&jaka a,b € R je vlastné podprostor W := ((1,...,1),(z1,...,2,)) Vv
tomto prostoru. Pak projekce Py (y) je hledany vektor, protoZe podminka
minimality souctu ¢tvercii je vlastné podminka nejmensi vzdalenosti v eu-
klidovské normé. Tato projekce je vektor W, ktery je urcéeny konkrétnimi
hodnotami a a b v zavislosti na z;,y;. Najdéte vztahy vyjadiujici tuto
zévislost.

Necht V,, je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem a M = {uq,...,u,}
jeho baze. Dokazte, 7e pak existuje M* = {vy,...,v,}, tzv. baze dudlni
k M, splhujici podminky (u;,v;) je rovno 1 pro ¢ = j a 0 jindy. Jaka
je dualni baze k ortogondlni bazi? A k ortonormalni? Jak souvisi matice
piechodu od baze M k M’ s matici pfechodu od M'* k M*?

Proved'te QR-faktorizaci matice

1 2
0 1
1 -1
1 2

Provedte QR-faktorizaci matice
1 2 0
1 0 1
0 1 1

5. Unitarni a ortogonalni matice

VETA 39. Necht V' je unitarni prostor, M, N jeho dvé ortonormdlni bdze, U

matice prechodu od M k N. Pak UTU =UUT = E.

DUkAz. Pokud M = {vy,...,v,}, N = {wy,...,w,}, pak dle definice matice
piechodu U = {1y }an plati w; = D01 ujv;. Z podminek ortonormality béazi pak
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dostavame

n n
Oj = (W, wj) = g Wk, E u;v; | =
=1 i—1

n n n
_ _ _ T _ T
= E wiklij (v, v;) = E Ukluij(sli—g Uy Ui
=1

il=1 il=1

Protoze E = (d;;) je realna matice, plyne odsud UTU = E. Protoze U je ¢tvercova
a inverzni matice je uréena jednoznacné, platii UUT = E. |

DUSLEDEK 6. Necht'V je unitdrni prostor, M, N jeho dvé ortonormdlni baze,
U matice pirechodu od M k N. Pak U™ je matice pFechodu od N k M.

DUKAZ.
Ay )vm = Av)yy=U""=U"

]

DEFINICE 48. Ctvercova komplexni matice U, kter4 splije UtU = UUt = E,
se nazyva unitarni. Ctvercova realna matice U, ktera spliuje UTU = UUT = E,
se nazyva ortogonalni.

LEMMA 25. Necht' U je c¢tvercovd matice. Pak jsou ndsledujici podminky ekvi-
valentni:
(1) U je unitdrni.
(2) Sloupce U tvori ortonormdlni bizi vzhledem ke standardnimu skaldrnimu
soucinu na C"
(3) Radky U tvoii ortonormdini bizi vzhledem ke standardnimu skaldrnimu
souciny na C"

DUKAZ. Podminku UtU = E lze pieformulovat jako uﬁTuj = 0;5, kde u; je
Jj-ty sloupec U. Leva strana je ale rovna (u;,u;), takze UTU = E je ekvivalentni or-

tonormalité sloupcii. Podobné se ukéze, ze UUT = E je ekvivalentni ortonormalité
radki. O

Pokud je f endomorfizmus unitarniho prostoru V a M, M’ ortonormalni baze
a oznacime

A:(f)MM A/:(f)M’M’ U:(]-V)MM’,
dostavame z véty ﬂ_@l transformad¢ni vzorec
A =UTAU

V reilném piipadé, pokud A je navic symetrickd matice, dostavame A’ = UT AU,
coz je totozny predpis jako kdyby A byla matice symetrické bilinearni formy, viz
tvrzeni Souvislost symetrickych bilinedrnich forem s endomorfizmy majicimi
symetrickou matici vytézime v néasledujici kapitole.

PRIKLAD 31. Zajimavym piikladem unitarni n x n matice je

1 1 1 1
1 w w? e wnl
F= L 1 w? wt o w2l
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kde w = e je n-td odmocnina jednicky. Skutecné, skaldrni soucin p-tého a g-tého
sloupce je roven

n—1 n—1
1 1
(fpqu) = — E whkrghe = Z § k=)
n n
k=0 k=0

Pokud p = ¢, pak je vysledek roven jedné, pokud p # ¢, ozna¢me v := wP~? dalsi
n-tou odmocninu jednicky. Pak

0=1-v"=1-v)1+v+r2+...0""

ProtoZe |p — q| < n, mame v # 1 a tudiz Zz;é vk =0, éli (fy, fy) = 0.

Matice F' se oznacuje jako matice diskrétni Fourierovy transformace. Tu
miizeme chapat jako zménu baze v C". Pokud x = (zo,...,7,_1)T jsou soufadnice
vektoru x vzhledem ke kanonické bazi, pak veli¢iny

2mipg

n—1
. 1 _
Ty i = —= E xT;e n
q [
n

tvori vektor
t=Fre=F"'2=(lcn)uk(2)k,

ktery je vektorem soutradnic vektoru x vzhledem k béazi M tvorené sloupci matice
F = (1¢gn) gk m- Odtud je také ziejmé, ze inverzni Fourierova transformace je x = F'z,
éli

2mipg

n—1
1 .
Ty = —= E xTre n
q %
n
\fpzo

Protoze jak x, tak & jsou soufadnice stejného vektoru vzhledem k ortonormalni
bézi, plyne z Parsevalovy rovnosti 77

n—1 n—1
> el = lal’
k=0 k=0

PozNAMKA 5. Pokud je A ¢tvercova regularni matice a A = QR jeji QR roz-
klad, je Q unitarni a Q% samoziejmé také. Pak vzorec Q™A = R muZeme chéapat
jako prevod matice A na horni trojuhelnikovy tvar, ovSem pouze pomoci unitdr-
nich fadkovych transformaci. Elementarni fadkové apravy ze standardni Gaussovy
eliminace unitarni nejsou, ale existuji standardni typy elementérnich unitarnich
transformaci, které maji podobny efekt, jmenovité tzv. Givensovy rotace nebo Hou-
seholderovy reflexe. Ty maji navic oproti Gram-Schmidtové metodé QR-rozkladu
lepsi numerické vlastnosti.

5.1. Cvideni.

(1) DokaZte, Ze mnoZina vSech unitarnich n X n matic je grupa vzhledem k
maticovému nasobeni.

(2) DokaZte, Ze mnoZina v8ech ortogonalnich n x n matic je grupa vzhledem
k maticovému nasobeni.

(3) Dokazte, ze pokud X je vlastni ¢islo unitarni matice, pak || = 1.

(4) Dokazte, 7ze pokud A je redlné vlastni ¢islo ortogonalni matice, pak A je
1 nebo —1. Uvedte piiklad realné ortogonalni matice, jejiz vlastni ¢isla
nejsou realna.

(5) Dokazte jednozna¢nost @) R-faktorizace. Navod: Za¢néte piipadem, kdy A
(a tedy 1 @) je ¢tvercova matice. Pokud QR = QR, pak QTQ = RR™.
Jaka mohou byt vlastni ¢isla levé strany a jaka pravé?
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(6) Oznatme F,, € M, (C) matici diskrétni Fourierovy transformace na vek-
torech z C". Napiste matice F» a Fy. Najdéte matici U, pro kterou plati

1000
(0 0010
F4U<0 FQ) 0100

000

Tento vzorec je zdkladem tzv. rychlé Fourierovy transformace, kterd umoz-
fwje spocitat transformaci vektoru z (xg,x1,x2,z3) jako linearni kombi-
naci transformaci vektori (zg,z2) a (21,x3). Pokuste se jej zobecnit na
vyjadieni Fs, pomoci F},.

(7) Necht U je unitarni matice. Dokazte, ze E + %U je regularni.






KAPITOLA 10

Operatory na unitarnich prostorech

1. Adjungovany operator

Pokud nebude feceno jinak, budou vSechny vektorové prostory v této kapitole
kone¢nédimenzionalni unitarni prostory. Pod pojmem operator budeme rozumét
linearni zobrazeni

AV W

mezi dvéma vektorovymi prostory. Operétor je tedy jen jiné oznaceni pro homomor-
fizmus vektorovych prostori. Uziva se standardné ve funkcionalni analyze, ktera je
vlastné rozsifenim linearni algebry do prostort nekonec¢né dimenze, a diky tomu i
ve fyzice. Operatory budeme znacit tu¢nymi (blackboard bold) pismeny a pro obraz
vektoru v € V' zavedeme zjednoduSené znageni Av misto A(v).

DEFINICE 49. Necht A : V — W je operédtor. Operator A* : W — V nazveme
adjungovany operator k A (nékdy téZ sdruZeny operator), paklize Vv € V,w €
w

(Av,w) = (v, A*w)

Vsimnéte si, ze A* zobrazuje v opatném sméru nez A a tudiz i v definici je na
levé strané skalarni soucin na W a na pravé skaldrni soucin na V.

LEMMA 26. Necht V,W, X jsou t¥i vektorové prostory, N = {v;}} C V, M =
{w;}7* C W jsou ortonormdlni bize, AB : V — W, D : W — X jsou operdtory.
Pak Vo, 8 € C plati

(aA + BB)* = aA* + BB*

(1)

(2) (DA)* A*D*

(3) (A")* =

(4) KerA = (ImA*) ,Ker A* = (ImA)*+
(5) h(A) = h(A")

(6) Ker A = Ker A*A, h(A) = h(A*A)
(7) (A")vm = (A)LN

DUKAZ. Prvni tfi tvrzeni plynou okamzité z definice. Pro vektor v € V plati
Av =0, pravé kdyz Vw € W je (Av,w) = 0, tedy pravé kdyz v L A*w. Analogicky
se dokdze i druh& pulka ¢tvrtého tvrzeni. Paté tvrzeni odtud plyne aplikaci véty o
dimenzi jadra a obrazu:

h(A) =n — dimKer A = n — dim(Im A*)* =
= dimImA* = h(A¥)
V Sestém tvrzeni je ziejmé, ze Ker A < Ker A*A. Pokud ale A*Av = 0, pak
0 = (v, A*Av) = (Av, Av) = || Av]?,
tedy Av musi byt 0. Druhé ¢ast opét plyne z véty o dimenzi jadra a obrazu.

123
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Pro dukaz posledniho tvrzeni oznatme A := (A)yn, A* := (A*)nar. Podle
definice matice homomorfizmu plati

n
AUJ' = E aijwi
=1

m
Awy = g aj,v;
i=1

Z ortonormality bazi M a N pak plyne
n
(Avj, wy) = <Z aijwi,wk> = Qkj
i=1
n
(v, A"wy) = (vj,z:afkvi> = ajy,
i=1

Tedy matice A a A* jsou hermitovsky sdruzené. O

PozNAMKA 6. Paty bod, sedmy bod a druh& ¢ast Sestého bodu davaji smysl
pouze pokud prostory V a W maji kone¢nou dimenzi.

Je uZiteéné lemma aplikovat na ptipad vektorového prostoru R”, resp. C" se
standardnim skalarnim soucinem. VSechny operdtory maji tvar maticového zobra-
zeni x — Az. Kanonickd béaze je ortonormalni, takZe sedmy bod lemmatu ¥#iké, Ze
adjungované zobrazeni mé transponovanou, resp. hermitovsky sdruzenou matici.
Paty bod je pak alternativnim diikazem rovnosti h(A) = h(AT) a navdavkem i
h(A) = h(A"). Ctvrty bod pro A redlnou matici ¥ké, ze N(A) je ortogonalnim
doplitkem R(A) a N(AT) = S(A)+. Z druhého bodu plyne zndméa vlastnost trans-
ponovani a hermitovského sdruzeni (AB)T = BT AT a (AB)t = BT At.

PRIKLAD 32. Uvazujme operator A : C* — C™ definovany pfedpisem Ax =
Az, kde A € M,,,(C). Pfedpokladejme, 7e v C™ i C™ méame standardni skalarni
soutin. Pak je matice A* rovna AT. Necht b €¢ C™, pak soustava rovnic Az = b
ma feSeni pravé kdyz b € Im A = S(A), jingmi slovy, pokud b je linedrni kombinaci
sloupci matice A. Pokud FeSeni neexistuje, muzeme hledat alespoii jeho nejlepsi
aproximaci, ur¢enou pozadavkem, aby ||Az — b|| bylo miniméalni. To nastane pravé
tehdy, kdyz

Az = Ps(A)b,
kde Pg4) je ortogonalni projekce do sloupcového prostoru matice A. Oznacme
ai,...,ay, sloupce matice A. Pro libovolny sloupec a; pak plati

m
0=(b— Ax,a) = Z (ak);(b— Ax);
i=1
Posledni vyraz je vlastng k-t4 slozka sloupcového vektoru A*(b — Az). Hledané x
tedy spliiuje soustavu rovnic AT Az = Atbh, tzv. normalni soustavu piisluinou
soustavé Az = b.

Pokud je A prosty operator, je podle Sestého bodu lemmatu A*A také prosty.
Protoze je to endomorfizmus prostoru kone¢né dimenze, musi to byt nutné izo-
morfizmus, tedy AT A je reguldrni n x n matice. Potom je feSeni soustavy moZné
ziskat aplikaci inverzni matice x = (AT A) =t ATb. Toto feSeni je nejlepsi aproximaci
(neexistujiciho) FeSeni soustavy rovnic Az = b ve smyslu nejmensich ¢tverct, tedy
minimalizujici eukleidovskou vzdalenost ||Az — b]|.

Odtud muzeme vyjadfit projekci na S(A) jako

Ps(ayb = Az = A(ATA)"1A*D
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Pozoruhodné na tom je, Ze jsme ziskali matici A(A+TA)~1A* ortogonélni projekce
na podprostor S(A), aniz bychom potiebovali ortogonélni bazi tohoto podprostoru.
Pokud tedy budeme mit linearné nezéavislou mnozinu vektorai N = {aq,...,a,}
generujici podprostor W v C™, pak stadi sestavit m X n matici A, jejiz mnoZzina
sloupcti je pravé N, a potom A(ATA)~'AT je matice projekce Py vzhledem ke
kanonické bazi. Regularni hermitovska n x n matice AT A spliuje

(AT A)yy = af aj = (ai,a5) =: Gy

Matice
(a1,a1) (a1,a2) ... (a1,a,)
oo (ag,a1) (ag,a2) ... (ag2,a,)
(amya1) (amyas) . (an,an)

se nazyva Gramova matice mnoziny vektora N. V piipadé redlného skalarniho
soudinu plati G = AT A.

PRIKLAD 33. VySe uvedenou metodu lze pouzit napiiklad na fitovani dat line-
arnim obalem mnoziny funkci. Nejjednodussim piikladem je linearni regrese, kdy
fitujeme funkcemi tvaru ax + b. Uvazujme data ve tvaru dvojic (z;,1;) € R? pro
i € {1,...,k}. Pak minimalizace vyrazu

k
Z laz; + b — y3)?
i=1

odpovida aproximaci feSeni soustavy rovnic

7 1 Y1
) 1 a Y2
e )T |
T 1 Yk

Hledana dvojice (a,b) se najde jako FeSeni p¥islusné normalni soustavy

I 1
1 Toa ... Tp T2 1 a\
I R o b )~
Tk 1

Y1

1 ome . Y2
L1 R

Yk
22:1 mf Z?:l i < a ) _ 2%1 TiYi
Zi:l i k b 21:1 Yi

Explicitni tvar feSeni je mozné ziskat napiiklad pouZitim Cramerova pravidla.

¢ili

1.1. Cvideni.

(1) Necht V je unitarni prostor a A : V' — V samosdruZeny operator. DokaZte,
7e A =0, pravé kdyz Yv € V : (Av,v) = 0.
(2) Najdéte aproximativni feSeni soustavy rovnic

10 1
0 1 (xl): 1
11 T2 0
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(3) Prolozte body (—2,4), (—1,3), (0, 1), (2,0) pfimkou az+b metodou nejmen-
§ich ¢tvercu.

(4) Metodou nejmensich ¢tvercu prolozte body (—2,1), (—1,1), (0,2), (1,3),
(2,4) linearni a kvadratickou funkci. Porovnejte soucet ¢tverct odchylek
v obou ptipadech.

(5) Prolozte body (—2,4), (—1,2), (0,1), (2,1), (3,1) parabolou.

(6) Prolozte body (1,1,3), (0,3,6), (2,1,5), (0,0,0) rovinou metodou nejmen-
§ich ¢tvercu.

(7) Najdéte projekci na sloupcovy podprostor matice

11
2 -1 |,
—2 4

a to jednak Gramovou-Schmidtovou metodou, jednak pomoci adjungova-
ného zobrazeni.

(8) Najdéte ortogonalni projekce na podprostory Ker A, Im A, Ker A*, Im A*,
kde A : C2 = C? je operator Az = Az definovany matici

1 1 1
A= 1 3 2
2 4 3
(9) Necht N = {v1,...,vr} je linearné nezavisla mnozina v R™. Ukazte, Ze

odmocnina z determinantu Gramovy matice mnoziny N udava objem k-
rozmérného rovnobéznosténu uréeného vektory z V.

(10) Definice Gramovy matice davéa smysl, i pokud vektory ay,...,a, nepatii
do aritmetického vektorového prostoru, ale né&jakého obecného unitar-
niho prostoru (V,(,)). Dokazte, Ze je Gramova matice mnoziny N =
{ai,...,a,} regularni, pravé kdyz je N linearné nezévisla.

2. Ortogonalni diagonalizace

Uvazujme hermitovskou matici A € M, (C) a standardni skalarni sou¢in na C™.
Pokud plati Az = Az, pak

ANz, 2) = (Az,2) = (z, Az) = A\(z, 2),

tedy = je nulovy vektor nebo A je redlné ¢islo. Vlastni ¢isla hermitovskych matic
jsou tedy nutné realna. Pokud dale Ay = uy, pak

Mz, y) = (Az,y) = (2, Ay) = p(z,y) = p(z,y),

tedy x je kolmé na y nebo A = pu. Vlastni vektory hermitovskych matic s riznymi
vlastnimi ¢isly jsou tedy kolmé. Pokud bychom tyto vlastni vektory normalizovali
a nalezli jich dost na to, aby vytvofily bazi M C C", byla by matice pifechodu
U 7 kanonické baze do M unitarni. Vime uz z kapitoly [8] Ze v bazi z vlastnich
vektorit mé& matice endomorfizmu diagondalni tvar D, takZe z Gvahy za lemmatem
25 dostavame

A=UDUT,

Gili unitarni diagonalizaci matice A. Pokud je A realna a symetricka, pak jsou jeji
vlastni ¢isla také redlnad a tedy i vlastni vektory a matice U. Pak mluvime o dia-
gonalizaci ortogondlni. V tomto oddile tedy dokaZeme, Ze tento proces je skutec¢né
mozny, a to v obecn&j§im piipadé tzv. normalniho operatoru.

VETA 40 (Zakladni véta algebry). Kazdy nekonstantni polynom p(z) = 31" a;z"
s komplexnimi koeficienty md alesponi jeden komplexni koTen.
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DUKAz. Nebudeme dokazovat. P&kny obrazkovy ,,dtkaz* je zde http://sophiz.
dtp.fmph.uniba.sk/"“severa/la/zva.swf O

DUSLEDEK 7. Kazdd komplexni matice md alespoti jedno komplexni vlastni
cislo.

DUKAz. Vlastni ¢islo je kofenem charakteristického polynomu. (]

VETA 41 (Schurova reprezentace operatoru). Necht' V' je komplexni vektorovy
prostor koneéné dimenze. Pro kaZdy operdtor A : V — V ezistuje ortonormdlni
bdze, vzhledem k niZ je jeho matice horni trojuhelnikovd.

DUKAz. Budeme postupovat indukci podle dimenze V. Pfipad dimV = 1 je
trividlni. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny operdtory na prostorech
dimenze n — 1. Necht V' ma dimenzi n a A ma diky vété [0 vlastni vektor u s
vlastnim ¢islem ), lze predpokladat ||u| = 1. Ozna¢me W = (u)* a zvolme n&jakou
ortonormalni bazi M ve W. Pak vzhledem k bazi {u} U M m4 matice operatoru A

blokovy tvar
Az
0 B )’

kde B je matice (n—1)x (n—1) az € C"~!. Matice B definuje operator B : W — W
a podle indukéniho pfedpokladu existuje ve W ortonormalni baze M’, vzhledem k
niz je matice

B := B)aav = (w) st B) s (lw ) sy = UTBU
operatoru B horni trojihelnikova. Matice operatoru A vzhledem k {u} U M’ pak je

.- (10 Az 10

o Ut 0 B 0 U
(A zU (A 22U

~\o0 utBU )\ 0 B )’

coz je horni trojuhelnikova matice. Baze {u} U M’ je hledanou ortonormalni bazi
ve V. O

DEFINICE 50. Operator N : V — V se nazyva
e normalni, paklize N*N = NN*
e samosdruZeny, paklize N* = N
e unitarni, paklize N*N = NN* = 1y,
Matici N € M, (C), ktera spliiuje N*N = NNV, nazveme norméalni matice.

7 lemmatu 26| vyplyva, Ze vici ortonormalni bazi m& normalni, samosdruzeny,
resp. unitarni operator normalni, hermitovskou, resp. unitarni matici. Z definice
je také ziejmé, 7e kazdy unitdrni operator/matice i kazdy samosdruzeny opera-
tor/matice je nutné normalni.

VETA 42. Necht'V je komplexni vektorovy prostor, N : V. — V normdlni ope-
rator. Potom existuje ortonormadalni baze V' sloZend z vlastnich vektori N.

DUKAZ. Vzhledem k v&t&8 o Schurové reprezentaci operdtoru staci ukazat, Ze
kazda normalni horni trojihelnikova matice je diagonalni. Pro matice 1 x 1 je to
jasné, predpokladejme, Ze to plati pro vSechny matice aZ do stupné (n—1) x (n—1).
Zapi8me horni trojuhelnikovou n x n matici N a jeji hermitovské sdruzeni blokové

jako
()= (h )
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kde A e C, z € M7 ,-1(C) a M € M,,_1 ,,—1(C) Podminka normality matice N se
prepiSe jako rovnost matic

A0 Aoz [ AP Az
xt M*t 0 M ) \ Dzt ata+ MM

Az A0 (AP +aztz aM*
0 M zt Mt ) Mz™ MM™*

Porovnanim levého horniho rohu vidime, %e 0 = 7z = 71171 |z14]?, tedy z = 0.
Pak ale MTM = MM™, tedy M je norméalni horni trojahelnikovd matice, ta je
podle indukéniho predpokladu diagonalni, tedy IV je diagonalni. O

VETA 43 (Spektralni rozklad normalniho operatoru). Necht A : V. — V je
normdlni operdtor, Py : V. — V operdtor ortogondlni projekce na vlastni podprostor
prislusny vlastnimu ¢&islu A. Pak lze operdtor zapsat jako spektralni rozklad

A= APy,
A€o (A)

DuUkAz. Necht {u;}} je ortonormalni baze, vzhledem k niz ma A diagonalni
matici. Vektor u; je vlastnim vektorem A s vlastnim ¢islem A € o(A), takze Pyu; =
u; a Pyu; = 0, pokud p # A. Pravé i leva strana rovnosti tedy maji na u; hodnotu
Au;, rovnaji se proto na bazi a tudiz i jako operatory. O

V praxi potfebujeme vétu 2] pfedevsim pro samosdruzené operatory. Nasledu-
jici véta i jeji dukaz jsou jen reformulaci pozorovani, které jsme ucinili na zac¢atku
pro hermitovskou matici:

VETA 44. Vlastni ¢isla samosdruZeného operdtoru jsou redlnd.
DUKAZ. Pokud Av = Av a A = A*, pak
Mol = (w,v) = (Av,v) =
= (v, A*) = (v,Av) = (v, \v) = Av|)?
Protoze v # 0, musi byt A = \. O

Samosdruzené operiatory tedy muzeme diagonalizovat, a na diagonile budou
stat realné Cisla. Pravé tato vlastnost je diivodem, pro¢ jsou pozorovatelné veli¢iny
v kvantové teorii reprezentovany pravé samosdruzenymi operatory.

PRIKLAD 34. Provedme unitarni diagonalizaci matice

0 2 2
2 0 2
2 2 0

Vlastni ¢isla jsou 4 a —2, druhé z nich je dvojnasobné. Ptislugné vlastni podprostory
jsou ((1,1,1)) a {((1,-1,0),(0,1,—1)), vidime, Ze jsou skute¢né navzajem kolmeé.
Ve druhém z nich pomoci Gramovy-Schmidtovy metody najdeme ortogonélni bazi
{(1,-1,0),(1,1,—2)}. V predpisu pro diagonalizaci A = UDU™ je matice U pie-
chodu od kanonické béze do béze z vlastnich vektord unitérni, jeji sloupce tedy
tvoii normalizované vlastni vektory. V tomto pfipadé, kdy bylo mozné vzit vSechny
vlastni vektory realné, je UT = U7, tedy U je ortogonalni matice. Celkové mame
A zapséano jako soucin

1 1 1 1 1 1
BV 4.0 0 BOVE
S S 0 -2 0 S HE
M G 0 0 9 MR S
w0 % - % &
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TVRZENI 13. Necht' V je vektorovy prostor dimenze n, M = {v;}} C V orto-
normdlnt baze, U : V — V je operdtor. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:

(1) U je unitdrni operdtor.
(2) VeV [Uo| = o]
(3) Yo,w eV, (Uv,Uw) = (v, w)
(4) U := (U)pn je unitdrni matice.
(5) {Uvz}l je ortonormdlni bdze V.
(6) U je normdlni operdtor, jehoZ vlastni &isla lezi na jednotkové kruznici.
DUKAZ. Pokud U*U = 1y, pak Vv € V
[v]|* = (U*Uv,v) = (Uv, Uv) = ||Uv]f?,
tedy z 1) plyne 2). Bod 3) plyne z 2) pomoci polariza¢ni identity. Pokud
(Uv, Uw) = (U*Uv, w) = (v, w),

pro libovolny vektor w, pak musi byt U*Uv = v a obdobné se ukize UU*v = wv,
¢imz z 3) plyne 1). Ekvivalence 1) a 4) plyne z posledniho bodu lemmatu Bod
5) plyne z 3). Naopak, pokud prepokladame 5), pak jsou diky Parsevalové rovnosti
sloupce matice U ortonormalni, &ili plati 4).

Z 2) plyne, 7e pokud Uv = Av, pak |[A\| = 1, tedy 6). Naopak, pokud plati 6),
pak existuje ortonormalni baze M’, vzhledem k niz ma U diagonalni matici D, ktera
je zaroveil unitarni. Oznaéime-li V matici piechodu od M k M’ , pak U = VDV T,
Tedy U je sou¢inem unitarnich matic a je proto také unitarni, ¢im jsme dokézali
4). O

2.1. Cviceni.

(1) Ukazte, ze matice

(5 7)

je normalni, ackoli neni hermitovska ani unitarni. Najdéte jeji spektrum
a ortonormalni bazi z vlastnich vektort.
(2) Provedte ortogonélni diagonalizaci matice

(2 1)

(3) Provedte ortogonélni diagonalizaci matice
3 2
2 3
(4) Proved’te unitarni diagonalizaci matice
0 —1
1 0
(5) Provedte unitarni diagonalizaci matice
cosa —sina
sina  cosa
(6) Provedte ortogonélni diagonalizaci matice

cosa  sina
sina —cosa

Co znamena toto zobrazeni geometricky?
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(7) Provedte ortogonalni diagonalizaci matice

1 11
1 11
1 11

(8) Ukazte, ze operator ortogonélni projekce Py : V' — V na podprostor W
ve V je samosdruzeny.

(9) Dokaite, Ze operator N : V' — V je normaélni, pravé kdyz Vv € V plati
INv|| = |IN*v|. Odvodte z toho, 7e Pokud N je normalni operéator a v
jeho vlastni vektor s vlastnim ¢islem A, pak je v vlastnim vektorem N* s
vlastnim ¢islem .

(10) S pomoci predchoziho cviceni dokazte, Ze ve vété plati ve skutecnosti
ekvivalence.

(11) Ukazte, Ze sloZeni dvou samosdruZenych operatorti nemusi byt samosdru-
zeny operator.

3. Polarni rozklad operatoru

Komplexni ¢islo z = z; + 42y € C lze zapsat jako €'?|z|, kde €'® lezi na jednot-
kové kruznici a | z| je nezdporné realné ¢islo. Cisla (r, ¢) jsou polarnimi soufadnicemi
vektoru (21, 22). Pokud chapeme z, ¢/ a |z| jako 1 x 1 matice, jde o rozklad kom-
plexni matice na sou¢in matice unitarni a hermitovské pozitivné semidefinitni. V
tomto oddile nalezneme zobecnéni této vlastnosti, tzv. polarni rozklad.

DEFINICE 51. Samosdruzeny operdtor A : V' — V nazyviame pozitivné defi-
nitni, resp. pozitivné semidefinitni, paklize pro kazdy nenulovy v € V je

(Av,v) > 0, resp. (Av,v) > 0,

znadime A > 0, resp. A > 0. Analogicky definujeme pojem negativné (semi)definitniho
operatoru. Viechny ostatni operatory nazyvame indefinitni. Signaturou samo-
sdruzeného operatoru oznacujeme trojici ¢isel (p,q,n), kde p je pocet kladnych
vlastnich ¢isel A véetné nasobnosti, ¢ pocet zapornych vlastnich ¢isel a n nasobnost

nuly jakozto vlastniho ¢isla.

PozZNAMKA 7. VSechny tyto pojmy budeme pouzivat i v souvislosti se syme-
trickymi a hermitovskymi maticemi. Zavedeme je také pro symetrické bilinearni a
hermitovské seskvilinedrni formy. Souvislost je zfejméa: pokud g je hermitovské se-
skvilinearni forma, pak je jeji matice hermitovské a odpovida tedy samosdruZzenému
operatoru A piredpisem

g(u,v) = Zaijuiﬁj = (Au,v),
,J

kde w;,v; jsou soufadnice u,v vzhledem k né&jaké ortonormdlni bazi M a a;; je
zaroven matice formy ¢ i operdtoru A vzhledem k této bazi.

7 véty o diagonalizaci samosdruzeného operatoru je ziejma souvislost mezi
definovanymi pojmy a vlastnimi ¢isly operatoru. Signatura mé tvar
(p,0,0) pro pozitivng definitni operator
(p,0,n) pro pozitivné semidefinitni operator
(0,4, 0) pro negativné definitni operator
(0, g,n) pro negativné semidefinitni operator
(p, q,0) pro regularni indefinitni operator
(p,q,n) pro singularni indefinitni operator,

pficemz vechny vyznacené hodnoty p, ¢, n se rozumi nenulové.
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VETA 45. Necht A > 0 je pozitivné semidefinitni operdtor. Pak existuje prdvé
jeden pozitivné semidefinitni operdtor /A, ktery spliuje (vA)? = A.

DuUkAz. Operator A ma vzhledem k ortonormalni bazi M diagonélni matici
D = diag(\1,...,A,) s nezapornymi elementy, lze predpokladat A; > ... > A,.
Definujme /A jako operator, ktery ma vzhledem k M matici diag(v A1, -5 V).
Je ziejmé, ze v/A ma pozadované vlastnosti.

Ukazme jes§té jednoznacnost. Pokud B je pozitivné semidefinitni operator spl-
fiujici B2 = A, pak lze najit bazi M’, vzhledem k niz ma B matici diag(p1, - - ., ftn) S
nezdpornymi elementy, opét pfedpokladejme puq > ... > pu,. Pak ale méa A vzhledem
k této bazi matici diag(u?,...,u2), tedy vlastni podprostory B a A, a tedy i VA,
se shoduji a pro viechna i € {1,...,n} plati u? = ;. Tedy B = v/A. |

DEFINICE 52. Necht A : V' — W je operitor. Modulem operatoru A rozumime
pozitivné semidefinitni operator |A| := VA*A:V — V.
Definice je korektni, nebof A*A = (A*A)* a (v,A*Av) = ||Av||? je vidy neza-
porné ¢islo. Plati
Al = (|Alv, [Alv) = (v, |A[v) = (v, A*Av) = || Av]f?
a tedy i Ker A = Ker |A| a dimIm A = dim Im |A|.
VETA 46 (Polarni rozklad operatoru). Necht A : V. — V je operdtor. Pak

existuje unitdrni operdtor U : V. — V takovy, Ze A = U|A|. Je-li A izomorfizmus,
pak je U urcen jednoznacné.

DUKAZ. Zkonstruujeme operator U nejprve na Im |A|. Necht |[Alv = w, defi-
nujeme Uw = Aw. To je korektni definice, protoZe pro jiny vektor v’ € V spliiujici
[Alv) = w je v —v" € Ker|A| = Ker A, a tedy Av' = Av = Uw. Je ziejme, ze U je
linearni zobrazeni na Im |A|. Plati

[Uw|® = UJAJ]* = [|Av]* = [[|Afv]]* = [Jw]?

Zbyva predepsat operator U na (Im |A|)*. Prostory Im |A| a Im A maji stejnou
dimenzi, stejné tak jejich ortogonélni doplitky. Zvolme {u;} C (Im|A))*, {v;} C
(Im A)* ortonormélni baze a definujme Vi, Uu; = v;. Tim je definovan na celém V
unitarni operator, ktery zjevné spliiuje A = UJA].

Pokud je A izomorfizmus, je i |A| izomorfizmus a U = A|A|~! je uréen jedno-
znacné. ]

3.1. Cviceni.

(1) Najdste symetrické 2 x 2 matice A, B takové, aby pro rizné hodnoty para-
metru ¢t byla matice A+¢B vSech moZnych typt (pozitivng (semi)definitni,
negativné semi(definitni) indefinitni).

(2) Ukazte, 7e pokud A >0a B > 0, pak A+ B > 0.

(3) Ukazte, ze 1y > 0. Dale ukazte, ze pro kazdy samosdruzeny operator
AV =V a dostatetné malé € je 1y, + €A > 0.

(4) Dokaizte, 7e | det A| = det [A|.

(5) Provedte polarni rozklad matice

(52)

(6) Provedte polarni rozklad redlné matice

(00)
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(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(14)

10. OPERATORY NA UNITARNICH PROSTORECH

Proved'te polarni rozklad matice

(5 2)

Proved’te polarni rozklad matice

1 -1 0
-1 1 0
1 -1 0

Dokazte, ze pro kazdy operator A : V' — V existuje také polarni rozklad
ve tvaru A = |AT|U, kde U je unitarni.
Dokazte, 7e kazdou ¢tvercovou matici lze zapsat jako A = PXQT, kde P,
@ jsou unitarni matice a X je diagonélni pozitivné semidefinitni matice.
Navod: Na diagonéle X jsou vlastni ¢isla matice |A|. Pokuste se zobecnit
tvrzeni na situaci, kdy A je obdélnikova matice. Zapis A = PXQ™ se ozna-
Cuje jako singularni rozklad matice (singular value decomposition).
Necht A : V — V je operator. Jeho operatorovou normou rozumime
¢islo
[All := max{[|Av[[[v € V, [lv]| < 1}

Dokazte, Ze je to skutetné norma na vektorovém prostoru End(V), Ze
neni indukovana Zadnym skaldrnim soucinem, a Ze je rovna nejvétSimu
vlastnimu ¢islu operatoru |A|. Pokud A je regularni, ¢emu se pak rovna
JA=1)?
Necht A € M,,,(C) je matice. Matice At € M,,,,,(C), ktera spliiuje

o ATAAT = Af

o AATA=A

e ATA je hermitovska matice

e AAT je hermitovska matice
se nazyvi Moore-Penroseova pseudoinverze matice A. Jak vypada
pseudoinverze blokové matice

X 0
=(00)
kde X je regularni? Jak vypadé pseudoinverze matice zapsané v singular-

nim rozkladu A = PXQ?
Jak vypadé pseudoinverze blokové matice

0 X
(00

kde X je regularni ¢tvercova matice? A jak, kdyz je X obecnd, tieba i
obdélnikova matice?

Dokazte, ze pro matici A s linedrné nezévislymi sloupci plati AT = (AT A)~"1A*.

Pokuste se najit a dokazat obdobny vzorec pro matici s linearné nezavis-
lymi radky.
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Kvadratické formy

V této kapitole budeme piedpokladat, ze v8echny vektorové prostory jsou redlné
a kone¢nédimenzionalni.

1. Kvadratické formy

DEFINICE 53. Necht g : V x V — R je symetrickd bilinedrni forma. Kva-
dratickd forma piislusnd g je zobrazeni (), : V' — R definované predpisem
Q4(v) = g(v,v). Signaturou , resp. matici kvadratické formy rozumime sig-
naturu, resp. matici p¥islu§né formy bilinedrni. Nulovou mnoZinou kvadratické
formy @, rozumime vsechny vektory v € V, pro néz Q4(v) = 0. Polarni bazi
rozumime bézi prostoru V, vzhledem k niz ma matice kvadratické formy diagonalni
tvar.

Poznamky:

(1) Ze znalosti kvadratické formy muZeme zrekonstruovat piislusnou symet-
rickou bilinearni formu polariza¢ni identitou

9(0,0) = 5 Q0+ w) = Qy(0) — Qy(w)

Tedy symetrické bilinearni a kvadratické formy jsou ve vzajemné jedno-
znacné korespondenci.
(2) Spolu se signaturou mame pro kvadratické formy definovany i pojmy in-
definitni a pozitivné/negativné (semi)definitni.
(3) Pokud je g skalarni soucin, pak Qg (v) = ||vH§
Uz vime, 7e kazda kvadratické forma mé polarni bazi, 1ze ji nalézt symetrickymi
upravami jeji matice. Metoda ortogonalni diagonalizace ndm umoZziuje dokonce
nalézt polarni bazi, ktera je ortonormalni:

VETA 47. Necht Q je kvadratickd forma na prostoru V se skaldrnim soucinem.
Pak existuje poldrni bize Q, kterd je zdrovern ortonormdalni.

DUKAZ. Necht Q = Qg, M = {u;}] je ortonormalni baze a G je matice g
vzhledem k M. Matice G je symetricka a tedy existuje ortogonalni matice R takové,
7e RTGR je diagonélni. Matice R je matici piechodu od ortonormalni baze M k
jiné ortonormalni bazi M’ = {u}}} a RTGR je matice @ vzhledem k M’. Tedy M’
je hledana baze. O

Ortogonalni diagonalizace kvadratickych forem tedy vyuziva ortogonalitu
vlastnich vektora symetrickych matic. Vznikla polarni baze sestava z vlastnich vek-
tort a vzhledem k této bazi ma matice formy na diagonéle vlastni ¢isla. Signaturu
kvadratické formy pak ur¢ime piimo z definice. Vypocet vlastnich ¢isel je ale z po-
¢etniho hlediska velmi naro¢né tloha, kterou vétsinou umime vytesit jen priblizné.
Proto mé smysl umét i jiné metody (neortogonélni) diagonalizace a presvédcit se,
Ze se pomoci nich da signatura spocitat také. K tomu nadm poslouzi nasledujici
geometricka charakterizace signatury:
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LEMMA 27. Necht D je diagondlni matice se signaturou (p,q,n), p+q+n =m.
Pak p je mazimdlni dimenze podprostoru v R™, na némz je D pozitivné definitni a
q je maximdlni dimenze podprostoru v R™, na némz je D negativné definitni.

DUKAz. Oznaéme D = diag(\1,...,A\m), Q(x) = 27 Dz a predpoklddejme,
ze prvnich p ¢isel \; je kladnych, dalsich ¢ zapornych a poslednich n jsou nuly.
Linearni obal prvnich p vektort kanonické béze oznacme W. Je ziejmé, ze @ je
na W pozitivné definitni. Necht W’ je jiny podprostor, na némz je Q pozitivné
definitni. Definujme linearni zobrazeni f : W/ — W predpisem

fl(z1,... zm)) = (x1,...,2p,0...,0)
Pokud z € Ker f, pak 1 = ... =z, =0, a tedy

Q)= > Xal<0

i=p+1

Protoze @ je na W' pozitivné definitnf a x € W/, musi byt z = 0. Tedy Ker f = 0.
Pak je ale f monomorfismus a

dim W’ = dimIm f + dimKer f = dimIm f < dim W =p
Druhé tvrzeni plyne z prvniho pro matici —D. O

Signaturu kvadratické formy lze tedy ekvivalentné definovat pomoci maximéal-
nich dimenzi podprostori, na nichz je forma pozitivné, resp. negativné definitni.
Tyto dimenze se daji spocitat z kazdého jejiho diagonalniho vyjadieni. Proto k
uréeni signatury nemusime pocitat vlastni ¢isla, staéi pouzit neortogonalni diago-
nalizaci a spocitat kolik je na diagonéle kladnych a zapornych &isel.

Tteti metodou, jak diagonalizovat kvadratickou formu, je uziti Gramovy-Schmid-
tovy ortogonalizace, misto skalarntho soucinu ale vezmeme reguldrni symetrickou
bilinearni formu g na V, kterou chceme diagonalizovat. Dva vektory u,v € V jsou
na sebe kolmé vzhledem ke g, pokud g(u,v) = 0, analogicky se definuje i norma
Il - |lg, ortogonalni doplnék a ortogonalni baze vzhledem ke g. Drobnou komplikaci
je, 7e existuji nenulové vektory u € V, pro néz g(u, u) = 0, tedy vektory kolmé samy
na sebe ¢i jinak feceno s nulovou normou. Mohou existovat také vektory se zapor-
nou normou, ani ty nebude mozné vzhledem k g normalizovat, pojem ortonormalni
baze vzhledem ke g tedy zavidét nebudeme.

Necht A je matice n x n. Pro k € {1,...,n} ozname Ay jeji k x k podmatici
vzniklou vySkrtnutim poslednich n — k fadki a sloupcu.

VETA 48 (Jacobi-Sylvesterova). Necht g je requldrni symetrickd bilinedrni forma
na V, M = {u;}} je bize V a A je matice g vzhledem k této bizi. Predpoklidejme,
ZeVk € {1,...,n}, det Ay # 0. Definujme navic det Ag = 1. Pak existuje ve V bdze
M = {v}}, v = Z§:1 TikUj, ortogondini vzhledem ke g, kde

det Ak,1
det Ak '

Tedy signatura g je (p,q,0), kde q je pocet znaménkovijch zmén v posloupnosti

det Ag,det Aq,...,det A,

g(vg,v) =

DUKAZ. Pro k = 1 zvolme v; = iul, tedy g(vi,v1) = i Predpokladejme,
7e jsme zkonstruovali vektory vy az vy_1, tedy i matici Ry—1 = (ri;;4,5 < k —1).
To je horni trojuhelnikova matice s nenulovou diagonélou, je tedy regularni, proto
je to matice piechodu od {u;}¥~1 k {v;}¥~! v prostoru (uy,...,ux_1). Hleddme
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vektor vy tak, aby byl kolmy na vy, ...,v;x_1, tedy ekvivalentné na wuq, ..., ux_1. To
dava k — 1 podminek na ¢isla rig az rig:
k k
0= glui, y_rjwuy) = > ayrj
j=1 j=1

Pfidejme k tomu normaliza¢ni podminku g(ug,vr) = 1 a mame soustavu rovnic s
rozsifenou matici

a1l a2 ayg | 0
a1 @22

0
a1 Qa2 ... Qgk 1

Protoze det Ay # 0, feSeni existuje a je jednoznac¢né. Z Cramerova pravidla pak

dostavame
det Ak, 1

g(vkavk) = g(rjkuj’vk) =Tkk = W

1.1. Cviceni.

(1) Urcete, pro ktera A je kvadraticka forma
fo(u) = 23 — 2 x129 + 22103 + 25 + 4wo23 + 502

pozitivné definitni.
(2) Diagonalizujte nésledujici kvadratickou formu na R* pomoci symetrickych
uprav a uved'te matici pFfechodu od béaze kanonické do baze polarni.

922 + 5y? 4 522 + 8t2 4 8yz — Ayt + 4zt

(3) Provedte ortogonalni diagonalizaci kvadratické formy 722 — 12xy — 2y2 na
R2.
(4) Na R3 pomoci Jacobi-Sylvestrovy véty uréete signaturu kvadratické formy

Q(z) = 2?2 — 222 + 22 + 22120 + 42123 + 22073
(5) Urcete signaturu kvadratické formy na R*:
Q(z) = 22 4 2z 20 + 42125 + 231224 + T3+
+ dxoxws + droxs + x% + 2x37T4 + xi
(6) Na R* diagonalizujte kvadratickou formu
Q(z) = 2z129 — 4324

pomoci symetrickych tprav.
(7) Diagonalizujte kvadratickou formu, jejiz matice vzhledem ke kanonické

bézi je
—2 2 —4
2 -5 -2 |,
—4 -2 =2

a to ortogondlné i symetrickymi tpravami.

(8) Necht ¢ je netrividlni linearni forma na R™. Urcete signaturu kvadratické
formy dané vztahem fo(u) = ¢(u)?.

(9) Popiste viechny vektory v nulové mnoziné kvadratické formy na R? dané
vztahem

flz) = :17% — 2179
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(10) Popiste vSechny vektory v nulové mno#iné kvadratické formy na R* s
matici vzhledem ke kanonické bazi

-1 0 0 O
0 0 0 O
0 010
0 0 0 O

2. Afinni prostor

Kazdy vektorovy prostor obsahuje privilegovany prvek - nulovy vektor. V§echny
podprostory tento prvek obsahuji a vSechna linedrni zobrazeni ho zachovavaji. Tim
paddem ale mnohé piirozené geometrické pojmy jako napiiklad rovnobéznost nebo
posunuti nemaji v jazyce vektorovych prostort pfirozené vyjadieni. V tomto oddile
nastinime zpusob, jak tento nedostatek formélné piekonat.

DEFINICE 54. Necht V je vektorovy prostor a W jeho podprostor. Mnozina
A C V, ktera spliiuje
Vo€ AVveW :a+veA

se nazyvé afinni podprostor vektorového prostoru V se zaméfenim W. Mnozinu
A zapisujeme také jako a + W.

PRIKLAD 35. Pokud V = R2, v = (v1,v2) € R2, W = (v) a x = (21,22) € R?,
pak mnozina

p={(z1,22) + t(v1,v2)|t € R} =2 + (v)

je afinni pfimka, prochazejici bodem (1, z2). Vektorovym podprostorem bude pravé
kdyz (z1,22) € W.

PRIKLAD 36. Mnozina FeSeni soustavy rovnic Az = b je xp + N(A), kde xp
je partikularni ¥eSeni a N(A) je mnozina feSeni homogenni soustavy rovnic. Je to
tedy afinni prostor se zaméfenim N (A).

PRIKLAD 37. Mnozina
Ay ={z e F" e = (1,21,...,2,)}
je afinni podprostor F**! se zaméfenim
Vi i={z € " o = (0,24,...,2,)}
DEFINICE 55. Afinni podprostor
Ay ={reF" e = (1,21,...,2,)}
v F**! budeme nazyvat aritmetickym afinnim prostorem.

Jak body A,, tak body jeho zaméfeni V,, jsou vyjadieny jako n-tice Cisel.
Abychom mezi nimi snéze rozliSovali, oznacime

a=lai,ag,...,a,) = (1,a1,...,a,)
v = (v1,09,...,0) := (0,v1,...,0,)
a mluvit kratce o bodech a vektorech afinniho prostoru. Rozdil dvou bodu
a—b=1lay,...,ap] — [b1,...,by]
=(1,a1,...,an) — (1,b1,...,by)
=(0,a1 —by,...,an —by)

je prvek z V,,, tedy v nasi usporné terminologii vektor afinniho prostoru A,,.



2. AFINNI PROSTOR 137

Jsou-li a,b dva body A,, pak piimku, kterd je spojuje, lze zapsat ruznymi
zpusoby:
p={a+s(b—a)|lseF}
={ra+sbr+s=1,rs €F}
={ra+sbjr,s e F} N A,
Prvni zpusob je standardni parametricky tvar, zdkladem druhého je afinni linearni
kombinace ra + sb,r + s = 1 bodu a, b, tieti pak vyjadiuje pfimku jako prinik
dvojrozmérného podprostoru v F**+! a afinniho prostoru A,,. Analogicky je mozné
popsat libovolny afinni podprostor v A,,. Specialné prinik podprostoru W < Frtl
popsaného homogenni rovnici
W= {(zo, 21, ..., Tn)|aoxo + 121 + ... + apz, = 0}
(tedy jadra linearni formy) s afinnim prostorem
A ={(x0,21,...,25)|To =1}
je mnozina bodu
{[z1, ..., zn]|a0 + a121 + ... anxy, = 0},
neboli afinni nadrovina.
DEFINICE 56. Vzdalenost bodi a,b € A, definujeme jako ||[b—al|, kde |- || je

norma indukované standardnim skalarnim sou¢inem na F"t!. Prostor A,, s takto
definovanou metrikou oznac¢ujeme jako E,, euklidovsky prostor dimenze n.

LEMMA 28. Necht A € M,,+1(F) je matice. Maticové zobrazeni fa zachovivd
mnoziny A, a V,, prdvé kdyzZ md A blokovy tvar

(+5)

kde B € M, (F), r € F™. Ddle, zobrazeni fa zachovivd vzddlenost libovolngch dvou
bodi v E,,, pravé kdyZ B je unitdrni matice.

b sT
r B )’
b sT 1\ [ b+ sTx
r B z /] \ r+ Bz
Pokud mé pravé strana pro viechna x € F” patiit do A,,, musi byt b =1 a s7 = 0.

(13 (2)- (&)

takZe zobrazeni zachovava i V,,. Zobrazeni navic zachovava vzdalenosti v A, prave
kdyz zachovava normy vektori z V,,, coz podle posledni rovnosti nastane praveé kdyz
B je unitarni matice. (]

DUKAz. Méa-li A blokovy tvar

pak

DEFINICE 57. Maticové zobrazeni zachovavajici A, nazyvame afinnim zob-
razenim. Afinni bazi afinniho prostoru A, rozumime dvojici (a, M), kde a € A,,,
M je baze V,. Rekneme, Ze afinni baze je ortogonalni/ortonormalni, paklize je or-
togonalni/ortonormalni baze M.
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UvaZujme dvé afinni baze (a, M), (o', M') v A,,, kde M = {v;}} a M’ = {v}}}.
Libovolny bod b € A, lze zapsat jako (jednozna¢nou) linedrni kombinaci prvka
jedné i druhé afinni baze:

n n
_ iy — o )
b—a—i—g J;Jv]—a—l—g x;;
j=1 i=1

Pokud U je matice pfechodu od M k M’ a r je vektor souradnic vektoru a’ — a
vzhledem k M, pak

n n n
_ Vi ! oy
E zjv; = (a' —a) + E z E UjiUj
i=1 i=1  j=1
n n n
= E :TJU]—'_E E :Uﬂxi Uy
j=1 j=1 \i=1

7 jednoznacnosti soutadnic vektoru vzhledem k béazi M plyne
n
IIZj = T’j —+ ZUJ'Z'ZQ,
i=1

coz se da zapsat i maticové ve formé

1y (10 1
z ) \r U x'
Pokud M a M’ jsou ortonormélni béze, je U unitdrni matice.

3. Kvadriky
Kvadrika je mnoZina bodu = € A,, zadané rovnici f(x) = 0, kde
flx)=2aTAz + 2072 4 ¢

Zde A je ngjaka symetrickd matice, b € R™, ¢ € R. Podobné jako v pi¥ipadé pod-
prostoru afinniho prostoru, i kvadriku muzeme zapsat jako prunik nulové mnoziny
kvadratické formy

Qena™) = (o) (5 0 ) (%)

s mnozinou A,,. Kvadriku nazveme regularni, pokud je matice @ regularni. K uréeni
typu kvadriky budeme hledat afinni bazi, v niz bude mit matice této kvadratické
formy jednodusdi tvar. Urdité existuje matice U takova, ze UT AU =: D je diago-
nélni. Pak

1 T c T 1 0 _
0 UT b A r U )
e+ bTr+rTo+rTAr (BT +rT AU
= UT (b + Ar) UT AU

je matice @ vzhledem k nejaké jiné afinni bazi. Nejjednodussi situace nastane, pokud
jsou matice A i
c bT
(%)

regularni. Volba r = —A~1b vede k diagonalizaci matice kvadratické formy:

c—=bTA" 0
0 D )’
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piicem# ¢’ := ¢ —bT A=1b neni 0 a D = diag(\y,...,\,) je regularni. Oznacime-li
soutadnice bodu vzhledem k nové afinni bazi jako x'7, je rovnice kvadriky v téchto

soufadnicich
n
/ 2 __
¢+ g Aixis =0
i=1

. Bod, ktery ma v ¢arkované bazi soufadnice 7 = 0, budeme povazovat za st¥ed
kvadriky. V ptvodni bazi jsou jeho soufadnice

1 1 0 1
x r U ' )’

tedy x =7+ Uz’ = —A~'b.

TVRZENT 14. Necht

TAr + 2672 +¢=0

je reguldrni kvadrika a matice A je taktéz requldrni se signaturou (p, q,0). Oznacme

¢ =c—b"A'b. Pak

e Jellic >0aq=0nebo d <0 ap=0, je kvadrika prizdnou mnoZinou.

o Je-licd >0 ap=0neboc <0 aq=0, je kvadrika elipsoidem.
e V ostatnich pripadech je kvadrika hyperboloid.

Diikaz tvrzeni je ihned vidét z diagonélniho tvaru. Pokud je matice U ortogo-
nalni, jsou ¢isla Aq1,..., A, na diagonale D vlastnimi ¢isly matice A. Potom se da
rovnice kvadriky zapsat ve tvaru

n
Ai 2
> =1
i=1
ktery budeme oznafovat jako kanomicky tvar rovnice elipsoidu/hyperboloidu.
Cisla )C\—'
Pokud je f regularni kvadrika, ale matice A je singularni, pfedpokladejme, Ze

nuly jdou na diagonale D jako posledni. Pak je ale vidét, ze jich nemize byt vic
nez jedna, jinak by byly posledni dva fadky matice

c+blr+rfo+rTAr (07 +rTAU
UT(b+ Ar) D

oznacujeme jako poloosy elipsoidu/hyperboloidu.

linedrné zavislé a f by nebyla regularni kvadrika. Musi proto byt h(4) = n — 1.
Piedpokladejme, Ze U je ortogonalni matice a oznatme b = UTh, v’ = UTr, D =
diag(Ai, ..., An_1), O = (), ..., 0 ), 7" = (r},...,r ). Matice formy Q mé v
tomto oznaceni tvar
c+ b/TT/ + T/Tb 4 T‘/TDT/ b/T + T'TD
( b + Dr' D )
Kdyz oddélime v blokové struktuie posledni fadek a sloupec, muzeme matici zapsat
jako
c+ 0T +#Tb+ #TDi + 20,7, VT +7TD b,
v + D D 0
v, 0 0

PoloZzme nyni
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matice se tim zjednodusi na
b

/
n

0
0
Y

n

0
D 0
0 0
a rovnice kvadriky v ¢arkovanych soutradnicich je

n—1

Z N2 426 2, =0

i=1
Jedna se o paraboloid, jehoz typ je urcen signaturou matice D. Smérem osy pa-
raboloidu je vektor, ktery lze v ¢arkovanych souradnicich vyjadrit jako (0,...,0,1)
a tedy jako vlastni vektor matice D s vlastnim ¢islem 0. V pivodnich soufadnicich
ho tedy muZeme hledat jako vlastni vektor matice A s vlastnim ¢islem 0 (je urcen
aZ na nasobek, protoze h(A) =n —1).

Rozbor singularnich kvadrik nechdvame na ¢tenafi.

3.1. Cviceni.

(1) Urcete typ kuZelosetek pouze pocitdnim signatur a determinanti:
(a) 622 — 12y 4 142y — 262 + 10y +8 =0
(b) 922 +4y? —6ay+ 120 —4y +3=0
(c) 42% +2y* + 62y +2x+2y+3 =0
U elips a hyperbol urcete jejich stied, u parabol smér osy.

(2) Uréete kuzelosecku (kvadriku) v R? s rovnici

322 + 2zy + 3y — 102 — 14y + 7 =0,

napiste jeji rovnici v kanonickém tvaru a vyjadieni novych soufadnic po-
moci starych.
(3) Uréete kuZelosecku v R? s rovnici

z? — 6xy + 9y? + 14 — 2y — 27 = 0,

napiste jeji rovnici v kanonickém tvaru a vyjadieni novych soufadnic po-
moci starych.
(4) Oveite, ze kuzelosecka

2+ 4y Aoy +4r +2y +3=0

v R? je parabola, napiste jeji kanonickou rovnici a urcete jeji smér osy a
soutadnice vrcholu.
(5) Uréete nasledujici kvadriku v R?

5% — 16xy — 1622 — Ty* — 32yz — 72° 4+ 62 + 66y + 122 + 27 =0,

jeji typ, rovnici v kanonickém tvaru, piipadné stied.
(6) Uréete nasledujici kvadriku v R?

522 — day + 8xz + 8y + dyz + 522 — 862 — 88y + 32z + 161 = 0,

jeji typ, rovnici v kanonickém tvaru, pifipadné stied.
(7) Uréete nasledujici kvadriku v R?

—2? fdrz +y? +4dyz — 14+ 6y — 142+ 14 = 0,

jeji typ, rovnici v kanonickém tvaru, piipadné stied.



KAPITOLA 12

Jordanuv tvar endomorfizmu

1. Jordanova burka

Ve vété [27] jsme se dozvédéli, Ze ne viechny matice jsou diagonalizovatelné. Pro-
totypem nediagonalizovatelné matice je Jordanova butika stupné k s vlastnim
Cislem )\

A1 0 O 0 0
0O X1 0 0 0
0 0 X 1 0 0
Sk = : - 0 0 € M, ((C)
0 0 0 O 1 0
000 0 ... X1
0O 0 0 0 ... 0 X
Jediné vlastni &islo této matice je A, vlastni vektory jsou nasobky (1,0,...,0)7,

nelze z nich tedy sestavit bazi C*.

Hlavnim smyslem diagonalizace matice je vypocet jejich mocnin (a dalsich
funkci, jak uvidime). Pokud A = UDU~!, pak A" = UD"U~!, a spoéist moc-
niny diagonalni matice D je jednoduché. Mocniny Jordanovy buiitky ndm pomize
ur¢it nésledujici lemma:

LEMMA 29 (Binomicka véta). Necht A, B € My(F), AB = BA. Pak
n n o
(A—FB)” — ( .)An—]BJ

DUKAz. Indukci s vyuzitim relaci pro kombina¢ni ¢isla a komutovani matic
A,B. Detaily za cviceni. a

Binomickou vétu aplikujeme na rozklad Jy p = AE + Jo 1, Cili
()\E + JO,k)n = Z (?) )\n_j(JO,k:)j
3=0

Protoze (Jo)’ je matice s pasem jednitek paralelné s hlavni diagonalou zacinajicim
na pozici 1,5 + 1, je vysledek roven

/\n n}\nfl (Z))\n72 (g)/\nfk? (k7_12))\n7k+2 -T—Ll )\nfk%»l

0N N (I (Iaeke

0 0 N nAn1 : :
PP

0 0 0 0 nA"! (5)An—2

0 0 0 0 A™ nAP 1

0 0 0 0 0 AT

kde pro jednodussi zapis uzivame konvenci (?) =0 pro j > n.
Hlavnim vysledkem této kapitoly je

141
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VETA 49 (Jordanuv tvar matice). Necht A € M,(C), A\i,..., Ay, jeji vlastni

¢isla o algebraickijch ndsobnostech qi, ..., qmn- Pak existuje requldrni matice U ta-
kovd, ze A =UJU™1, kde matice J4 md blokové diagondini tvar
Kyiq 0 e 0
0 Kng - 0
0 0 Kx.gm
kde kazdy diagondlni blok Ky , € M,(C) md blokové diagondini tvar
JA,kl 0 e 0
0 ks - 0
0 . 0 JA,kT

kde k1 > ... > k.. Matice Ja je témito vlastnostmi urcena jednoznacné.

Postup bude nésledujici. Pro zadany endomorfizmus f na prostoru V' dimenze
n budeme hledat béazi, vzhledem k niz je jeho matice tvaru Jy, tzv. Jordanovu
bazi. Nejprve se omezime na piipad, kdy ma f jediné vlastni ¢islo A a ukédZeme,
Ze mé ve vhodné bazi matici K (A, n). Poté ukizeme, Ze V lze zapsat jako direktni
soucet podprostorii
V= V.

Aea(f)
pficemz dim V), je rovna algebraické nasobnosti vlastniho ¢isla A\ a f ma na V)
jediné vlastni ¢islo .
V dalsim budeme vzdy pfedpokladat, ze V je vektorovy prostor koneéné di-
menze nad C.

DEFINICE 58. Necht f € End(V), A € o(f), oznac¢me fy := f — Aly. Zobec-
nénym vlastnim podprostorem piisluSnym A nazyvame mnozinu

Vi = U Ker f*
meN
Definice zobecnéného vlastniho prostoru se da napsat také jako
Ww={veV|3meN: f{*(v) =0}
V nésledujicim lemmatu ukaZeme, Ze existuje k € N takové, ze V) = Ker f¥.

LEMMA 30. Necht F € End(V). Pak 3k € N, Ze Vi € N je Ker F¥ = Ker F**!,
Im F¥ =Im F**. Pro toto k plati rozklad

V = Ker F¥ @ Im F*,
ktery je invariantni vici F, presnéji veceno F(Ker F¥) C Ker F*, F(Im F¥) =
Im F*,

DUKAz. Pokud F7(v) = 0, pak jisté F/T1(v) = 0, tedy Ker F/ < Ker FV+1, V
posloupnosti

OgKengKerF2 <... §Keer gKeer+1 <...

nemohou byt vSechny inkluze ostré, protoze se jedné o podprostory v prostoru V,
ktery méa kone¢nou dimenzi. Pokud % je nejmensi takové, ze Ker F* = Ker FF+1,
a v € Ker FF*! pro ngjaké [ > 1, pak F'=!(v) € Ker F**! = Ker F*, tedy
Fk+1=1(y) = 0. Opakovanym pouzitim této tvahy plyne, ze v € Ker F¥, ¢imz
je dokazano prvni tvrzeni.
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Pokud v = F/*l(w), pak také v = FI(F(w)), ¢li Im F7/ > Im F/*1. Véta o
dimenzi jadra a obrazu pro F* fika, ze

dim Ker F* + dimIm F* = dim V,

a odtud plyne, ze dimIm F* = dim Im F**1, a tedy nutné Im F* = Im F*+!, Tim
je dokézano i druhé tvrzeni.

Pro tieti tvrzeni sta¢i dokazat, ze kazdy vektor v € Ker F* N Im F* uz musi
byt nulovy. Takovy vektor lze ale psat jako v = FF(w), kde F?(w) = 0, &ili
w € Ker F?* = Ker F*. Tedy v = F*(w) = 0.

Pokud v € F(Ker F¥), pak pro w € Ker F¥ takové, ze F(w) = v plati 0 =
FF1(w) = F*(v), tedy v € Ker F*. Posledni tvrzeni je nejjednodussi: plati

F(Im F*) = Im F**! = Im F*,
0

Aplikujeme-li lemma na F' = fy, kde A je vlastni ¢islo f, dostavame, ze Ker f)’f
je pravé zobecnény vlastni podprostor V). Obycejny vlastni podprostor je Ker f),
coz je né&jaky (obecné netrividlni) podprostor Ker f¥. Pozd&ji ukazeme, ze doplnek
Im f} prostoru Vi ve V je pravé direktnim souétem vsech ostatnich zobecnénych
vlastnich podprostori. Nejprve se ale omezime na piipad, kdy V) je rovno celému
V.

1.1. Cviceni.

(1) Najdéte vlastni podprostory a zobecnéné vlastni podprostory matice Jo

a Jg -
(2) Formulujte a dokaZte binomickou vétu pro komutujici endomorfizmy f, g €
End(V).
(3) Najdéte zobecnéné vlastni prostory matice
1100
01 00
0 0 2 1
0 0 0 2

(4) Sestavte blokové diagondlni 6 x 6 matici J s Jordanovymi buiitkami na
diagonéle tak, aby dimenze N(J*) byly postupné pro ¢ = 1,2,3 rovny
3,5,6.

2. Nilpotentni endomorfismus

DEFINICE 59. Endomorfizmus F' € End(V) se nazyva nilpotentni, pokud
existuje k € N takové, ze F* = 0. Nejmensi takové k se nazyva stupeii nilpotence
endomorfizimu F'. Podobné nilpotentni matice je takové, jejiz néjaka mocnina je
nulova matice.

LemMMA 31. Endomorfismus F vektorového prostoru V' je nilpotentni, prdvée
kdyz jeho jediné vlastni ¢islo je nula.

DUKAz. Pokud ma F' nenulové vlastni ¢islo A a prislugny vlastni vektor je v,
pak F7(v) = Mv, takze F7 # 0 pro viechna j € N.

Predpokladejme naopak, ze jediné vlastni ¢islo F' je 0. Podle lemmatu [30] exis-
tuje k € N, ze Im F* = Im F**! a pokud ozna¢ime W := Im F*, je F na W
izomorfizmus. Pokud W # 0, ma F na W vlastni ¢islo, které ale nemuze byt nu-
lové, pokud je F izomorfizmus. Musi tedy byt W = 0, pak oviem F* = 0. O
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Lemma opét aplikujeme na fy, které ma stejné vlastni vektory jako f, ale
vlastni ¢isla posunutd o A. Tedy f) je nilpotentni, pravé kdyz jedinym vlastnim
¢islem f je A. Pro lepsi Citelnost oznacme fy jiz osvédéenym symbolem F. Mame
tedy fetézec podprostori

0<KerF<KerF?<...<KerFF!<KerFF=V,
Pro libovolné v € V existuje fetizek vektora
’USF(U) E)Fz(v) 5.

Protoze stupen nilpotence F' je k, obsahuje kazdy fetizek nejvySe k nenulovych
vektorta. Posledni nenulovy prvek kazdého fetizku zobrazuje F' na nulovy vektor,
je to tedy prvek Ker F' = Ker f), jinymi slovy vlastni vektor f s vlastnim ¢islem
A. Ostatni vektory v fetizku se nazyvaji pfidruZené vlastni vektory. Definujme
stupenn pfidruZeného vlastniho vektoru v jako nejmensi ¢islo j takové, Ze
Fi(v) =0.

LEMMA 32. Necht Ry, ..., R, jsou retizky vektori spojenich nilpotentnim en-
domorfizmem F a vy, ..., v, vlastni vektory F v jednotlivijch Tetizcich. Pak mnoZina
Ry U...U R, vsech vektori ve vsech Tetizcich je linedrné nezdavisld, prive kdyz je
linedrné nezdvisld mnoZina vlastnich vektori {vy, ..., v, }.

DUKAz. Pokud je Ry U...UR, linedrné nezavisla, pak musi byt nutné linearné

nezavisla i jeji podmnozina {vy, ..., v, }. Necht naopak existuji vektory wy, ..., w, z
R1U...UR, takové, Ze Ele r,w; = 0, kde vSechna r; jsou nenulova ¢isla. Necht K
je maximalni stupenr vektoru z M := {ws,...,w,}, vyberme podmnozinu N C M

tvorenou viemi vektory stupné K. Pak
P
0= FK_l (Z ’I"Z'U)i> = Z ’I'Z'FK_l(’LUi)
=1 w; EN
Protoze vektory FE=1(w;) jsou v Ker F, tvoii podmnozinu {vy,...,v,}, kterd je
linearné zavisla. (]
Pokud by existoval jediny tretizek
M = {F*1(v), F*=2(v), ..., F(v), v},

ktery by jiz tvoril bézi V, pak podle definice matice homomorfizmu

0 1 0o ... 0

0 O 1 ... 0
(F)mm = | oo = Jog

0 0 0 1

0 0 0 O

a tedy

(flum = (F + Ay v = Jog + AE = Jxi
Kdyz dokazeme, 7Ze existuje baze, ktera je sjednocenim mnoziny tetizka, bude mit
vzhledem k této bazi f matici tvaru

J)\,kl 0 0
0 Iy oo 0

K)\;n = . . . 3
0 0 I

kde k; jsou délky retizkii.
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LEMMA 33. Necht F € End(V) je nilpotentni endomorfizmus stupné k. Pak
existufi Tetizky Ry, ..., R, takové, Ze R U...U R, je bdze V.

DukAz. Nejprve zkonstruujme béazi Ker F' nasledujicim postupem:
(1) Zvolime libovolnou bazi M; = {v1,...,v,, } prostoru Ker N Im F¥~1,
(2) Protoze Im F*~! < Im F*~2, doplnime ji mnozinou vektoria My = {v,, 11, .
na béazi M; U M, prostoru Ker F' N Im F*~2.
(3) Takto dopliwujeme aZ k bazi My U. ..U My_; prostoru Ker F N Im F.

(4) Doplnime mnozinou vektort My = {vy,_,+1,-- -, Ur, } na bazi celého Ker F.

Pro kazdy vektor v € M;, i < k existuje w € V takovy, ze v = FF¥~(w). Oznaéme
prori—1 <j <y
R; = {F*=Y(w),..., F(w),w}

a R; ={v;} prori_1 < j <r. M = R U...UR, je sjednoceni fetizki, jejichz
vektory stupné 1 (tj. vlastni vektory F') tvori bazi Ker F'. Podle lemmatu je tedy
M linearné nezavisla. Zbyva dokazat, Ze generuje V.

Predpokladejme, Ze existuje vektor w ¢ (M) a vyberme mezi vemi takovymi
ten, jehoz stupeii 1 < K < k bude minimalni. Pak FX~1(w) € Ker FNIm FX-1 a
tedy existuji ¢isla ay,...,ar,_, ., Pro néz

Thk—K+1

FE=Yw) = Z a;v;
j=1

Ke kazdému vektoru v;, 1 < j < rp_g 1 existuje v piisluSném fetizku w; takové,
ze FX=1(w;) = v;. Pak ale

Tk—K+1 Th—K+1

FEL - Z ajw; | = FEH(w) - Z a;v; =0,
j=1 Jj=1

Thk—K+1

nagli jsme tedy vektor w — > """ ajw; stupné K — 1, ktery také nelezi v (M),
coZ je spor s volbou w. O

Tim jsme dokézali vétu [49] pro piipad nilpotentniho endomorfizmu, resp. pro
pfipad endomorfizmu s jedinym vlastnim ¢islem. Jednozna¢nost posloupnosti ve-
likosti Jordanovych bunék je zfejma, jakmile si uvédomime, Ze se tyto velikosti
daji vyjadrit pomoci dimenzi urc¢itych podprostora svazanych s endomorfizmem F.
Pocet Jordanovych bunék velikosti j je roven poctu fetizku délky j a ten je zase
roven

dimKer F N Im F/~' — dim Ker F' N Im FJ

PRIKLAD 38. Matice

31 0 -1
0 2 0 1
A= 0 0 3 0
1 0 0 4

m4 charakteristicky polynom (X — 3)?4, takZe jedinym vlastnim ¢islem matice

0 1 0 -1
0 -1 0 1
A-3E= 0 0 0 0
1 00 1

je nula a tedy je to matice nilpotentni. Vidime, 7e h(A—3E) = 2, tedy geometricka
nésobnost vlastniho ¢isla 3 je

dimKer(A —3E)=4— h(A—-3E) =2

ey Upy }
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Spocteme mocniny A — 3E:

-1 -1 0 0 000 0
a2 | 1 100 a3 _ | 0000
A=8E7 =1 g 000 |"W 3 =100 0 0
1 100 000 0

Stupen nilpotence A—3F je 3 a to bude také délka nejdelsiho fetizku. Potfebujeme
uZ jen jeden vektor, abychom méli ¢tyfi do baze, takze zbyvajici fetizek musi mit
délku 1. Jordanuv tvar matice A je proto

3100
0310
Jai=1 o 0 3 ¢
000 3

Nyni najdeme Jordanovu bazi. Hornim vektorem dlouhého fetizku muze byt libo-
volny vektor mimo Ker(A — 3E)2, napiiklad v = (1,0,0,0)7. Jeho obrazy pomoci
(A—3E) a (A—3E)? jsou

(A-3E)v = (A —=3E)% =

_ o O O
— O = =

Vektor (A — 3E)?v uz je v Ker(A — 3E), které ma dimenzi 2. Libovolny vektor z
Ker(A —3E), ktery neni nasobkem (—1,—1,0,1)%, miZeme vzit jako zbyvajici feti-
zek délky 1, napiiklad (0,0,1,0)”. Homomorfismus f4 mé pak matici J4 vzhledem
k bazi

-1 0 1 0

1 0 0 0

M= 0 ’ 0 ’ 0 ’ 1

1 1 0 0

a plati
A= (fa)kx = Vv (fa) v (D) =

-1 0 1 0 3 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 O 0 3 1 0 0 -1 0 1
0 0 0 1 0 0 3 0 1 1 0 O
1 1 0 O 0 0 0 3 0 01 0

Vsimnéte si, Ze vypocet (A — 3E)3 uz nebyl nutny: jakmile jsme zjistili , 7e
h((A —3E)?) =1, bylo jasné, ze v dals§im kroku musi hodnost klesnout na nulu. V
tu chvili uz bylo také jasné, ze fetizky budou délek 3 a 1, protoZe jsme z dim Ker(A—
3E) védéli, ze budou dva a kdyby mély oba délku 2, pak by stupeii nilpotence A—3F
musel byt také 2. Jordanova béaze, jak vidno, nenf jednoznac¢né urcena, vzdy mame
urc¢itou volnost pti volbé vektori, které jsou vrcholy fetizka.

PRIKLAD 39. Uvazujme vektorovy prostor V = P"(z,C) a na ném zobrazeni
f= %. Je ziejmé, Ze je to nilpotentni zobrazeni stupné n+1 a ze baze V je tvorena
jedinym fetizkem:

n—2 n—1

z2 T x z”

Vzhledem k této bazi ma tedy zobrazeni matici Jo 1.
Pro V. = P> 1(2,C) a f = % je stupeii nilpotence k a Ker f = (1, ).
Ocekavame tedy dva fetizky. Oba zacinaji ve V' \ Ker f* a za jejich za¢atky mizeme
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zvolit n&jaké nasobky x2¢~1 a 22¢~2. Dostavame tedy

2 4 2k—4 2k—2
01+ 5« F ...« (gk_4)! — (gk—Q)!
:133 z5 $2k—3 IQk—l
Oz S . 2R3 < (2R

a matice f méa vzhledem k této bazi (sefazené po fadcich) blokové diagonalni tvar

Jos O
0  Jox

Stejné zobrazeni na V = P?!(x,C) méa stejnou dimenzi jidra, takze znovu
dva Fetizky. Stupei nilpotence je o jedna vétsi, (x2*) je doplnék Ker f* ve V, jeho
obrazy vytvéreji fetizek kon¢ici (2k)!. Druhy vektor fetizku f(x?%) = 2kx?*=2 lezi
v Ker f#\ Ker f¥=1, rozdil dimenzi je ale 2. Sta¢i doplnit vektor 22*~! a

<x2k727x2k71> o Ker fkfl — Ker fk
Druhy fetizek vznikly zobrazenim (n&jakého nasobku) x2*~1 uz spolu s (také pro
pfehlednost preskalovanym) prvnim déava bazi V:

4 :E2k_4

I2 x
Oele—eje...e(%_@!

ZEQk_2 fl?2k
k=2l © (2&)

<

T IS IZIC—S I2k71
Oz T Fr ...« @ 1

2k—1)!
Jok+1 O
0 Jo.k
2.1. Cvideni.
1

(1) Napiste vSechny mozné Jordanovy tvary nilpotentni matice 5x5.

(2) Necht V = P15(z,C), f € End(V) je definovéno jako tieti derivace
f(p(x)) = p"(z). Najdéte Jordanovu bazi a Jordaniv tvar matice en-
domorfismu f.

(3) Existuje na C? nilpotentni zobrazeni stupné 3?

4) Necht N je nilpotentni matice a M = QNQ~'. Co lze ¥ici o nilpotenci,

J
pfipadné stupni nilpotence matice M?

(5) Necht f je nilpotentni zobrazeni stupné 4. Jaky je vztah mezi Ker f a
Im f3?

(6) Dokazte, ze pokud A, B jsou dvé komutujici nilpotentni matice, pak je
nilpotentni i jejich soucet a soucin.

7) Jsou v8echny nilpotentni matice singularni? Jsou v8echny singularni ma-

g g
tice nilpotentni? Najdéte dikaz nebo protipiiklad.

(8) Necht Jy je Jordanova buiika stupné k s vlastnim ¢islem 0. Najdéte matici
J(’f_l a urcete jeji Jordaniv tvar a Jordanovu bézi.

(9) Najdéte Jordaniv tvar nilpotentni matice

a Jordanova matice je

1 -1 0 0
1 -1 0 0
3 0 3 =3
4 -1 3 -3
(10) Najdéte Jordanuv tvar matice
2 6 —15
1 1 -5

1 2 -6
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(11) Najdéte Jordaniv tvar matice

1 -3 3
-2 —6 13
-1 -4 8

(12) Najdéte Jordaniv tvar matice n X n

1 1 1 1
0 1 1 1
0 01 1
0 ... 0 01
(13) Najdéte Jordaniv tvar matice n X n
1 -1 0o ... 0
0 1 -1 0
: . 0
0o ... 0 1 -1
0 ... 0 O 1

(14) NechtV = M,,(C), S € V, fs € End(V) je definovano piedpisem fg(A) :=
SA— AS. Dokazte, ze pokud je S nilpotentni matice, pak fg je nilpotentni
endomorfizmus. Plati opa¢na implikace?

(15) Necht p je polynom. Dokazte, ze

" (k—1)
p(0) p(0) 5P . p&_?%;P
0 p(0) pO) ... ((—)P
-3
pllor)=| 0 0 pO) ... TP
0 0 0 p(0)

(16) Necht A je nilpotentni matice, ozna¢me ¢islem k maximalni délku Fetizku
v Jordanové béazi. Pomoci predchozi ulohy dokazte, ze dva libovolné po-
lynomy p a ¢ spliwji p(A) = q(A) pravé tehdy, kdyz p»(0) = ¢?(0) pro
v8echna ¢ € {0,...,k —1}.

(17) Dokazte, 7e pokud je N nilpotentni matice, pak £ — N je regularni, a
uréete (£ — N)~ 1.

3. Jordanuv tvar

Obratme nyni pozornost k obecnému p¥ipadu, kdy homomorfismus f miZze mit
vice raznych vlastnich ¢isel.

LEMMA 34. Necht f € End(V). PakV =@ ¢, (s Va-
DUKAZ. Necht A, jsou dvé rizna vlastni ¢isla f. Pak
INEf=Alv = fu+(p—Aly
Oznafme P, Q) nejmensi ¢isla, pro néz je

Va =Ker f{,V, = Ker f2
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Existence P a @ je zarutena lemmatem [30] Protoze f, a (u— A)1y jsou komutujic
endomorfizmy, plati pro né analogie lemmatu tj. binomické véty:

"o/p
K= ( )(u — NP
p=0 p
Ukézeme nejprve, ze V) NV, = 0. Uvazujme vektor w € Vy = Ker f{. Pak z
ptedchozi rovnice plyne, Ze pii oznafeni ¢isla ¢, = —(A — p) 7P (1;), pro néz

P
w= Zcpffj(w) elmf,
p=1

Pokud toto vyjadieni w znovu dosadime do pravé strany, obdrzime w jako linedrni
kombinaci vektort fﬁ(w) pro p > 2. Opakovinim tohoto postupu zjistime, ze w €
Im fﬁg =: W. Z lemmatu vime, ze V, N W = 0, tudiz je-li w € V), musi byt
w = 0. Vedlejsim produktem naSich uvah je, ze pokud je w ve V), pak jei v Im fl?,
coz jak vime, je doplnék V), z lemmatu

Tvrzeni véty nyni dokdzeme indukci podle poc¢tu riznych vlastnich ¢isel. Pripad
jediného vlastniho ¢isla pokryva lemma Piedpokladejme tedy, Ze pro vSechny
endomorfizmy s méné nez m vlastnimi ¢isly véta plati a f méa pravé m vlastnich
¢isel. Z lemmatu [30| vime, ze f,(W) = W a tedy i f(W) C W. Oznalme ztzeny
endomorfizmus symbolem [’ := f|y . Kazdé vlastni islo f/ je zaroveh i vlastnim
Cislem f, zéroven vime, ze pokud A je vlastni ¢islo f razné od u, pak Vy\ € W, je
tedy i vlastnim ¢islem f’. Jinymi slovy, vlastni ¢isla f zauZzeného na W jsou prave
vSechna vlastni ¢isla f rizna od p. Pro kazdé takové vlastni ¢islo A # u je navic
dle zavéru predchoziho odstavce V) C W.

7 indukéniho predpokladu tedy

W= W
Aco(f”)
Protoze V=V, & W a o(f) = o(f") U{u}, plyne odtud tvrzeni véty. O

Dokazali jsme tedy nasledujici vétu, ktera je alternativni formulaci vety A9

VETA 50 (Jordantv tvar endomorfizmu). Necht f € End(V'). Pak ezistuje bdze
V', vzhledem k niZ md matice f blokové diagondlni tvar s bloky tvaru Jordanovijch
bunek prislusnijch vlastnim cislim f. Tyto bloky jsou urdeny aZ na poiadi jedno-
ZNnacne.

Neékolik diisledk:

DUSLEDEK 8. Algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla je rovna dimenzi zobecné-
ného vlastniho podprostoru a je vZdy vétsi nebo rovna nasobnosti geometrickeé.

DUSLEDEK 9. Duvé matice jsou podobné, privé kdyz maji stejng Jordaniv tvar.

DUSLEDEK 10 (Jordanuv rozklad). KaZdou ctvercovou matici A lze jedno-
znacné zapsat jako soucet Ap + An, kde Ap je diagonalizovatelnd, Ay nilpotentni
a Ap komutuje s Ay .

PRIKLAD 40. Necht V = P?(x,y,C) = (1,2,22,y,9%,vy) a f = %—i—ya%. Plati
f(1)=0 fly) =y
flz)=1 f?) =2y°
f(z?) =2z flzy) =y +ay

Plati dokonce, Zze Ap i
An lze zapsat jako po-
lynomy v matici A.
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Matice f vzhledem k bazi K = {1,x,2% y,y?, vy}

010000

002000

000000 _(BO)_A
000101 0 C
000020

000001

je horni trojuhelnikova, vlastni ¢isla jsou tedy rovna diagonalnim elementtm, o(f) =
{0,0,0,1,1,2} (s ndsobnostmi). Proto V = V&V & Vs, kde dim Vg = 3, dim V; = 2,
dimV, = 1.

Zobecnény vlastni podprostor V5 mé dimenzi 1, je tedy pfimo vlastnim pod-
prostorem, generovanym vektorem y2. Prostor V) nalezneme jako Ker(f — 01y)*
pro nejmensi k takové, ze dim Ker f¥ = dim Ker f**!. To nastava pro k = 3, pak

totiz
3 0 0
A= ( 0o c3 )

kde C® je regularni matice. V soufadnicich je Ker A3 = (eq,eq,€3), tedy Vo =
Ker f2 = (1, z, 2%). Zatdtkem Fetizku mize byt libovolny vektor z Vj \ Ker £2, tedy
napiiklad z2, jeho obrazy jsou postupné 2z a 2. Tyto t¥i vektory tvoii bazi Vj,
takze dalsi retizky uz ve Vj nejsou. To je vidét i z toho, ze dim Ker f = 1.

Zbyva najit fetizkovou bazi ve V1. Vidime, Ze Ker(f —1.1y) = (y), takZe méme
jen jeden tetizek délky 2, ktery konéi vektorem y. Vypocitame

(B—E)* 0 0 0

2 0 00 0
(4-1E)" = 0 01 0 |’

0 00 0

kde 3 x 3 blok (B — E)? je regularni, takze Ker(A — E)? = (e4,eq). Za zacatek
fetizku lze proto zvolit naptiklad xy € Ker(f — 1y)? \ Ker(f — 1y/), jeho obrazem
je (f—1v)(zy) =y +ay —zy=y.

Celkové tedy mame bazi M = {2,2x, 22, y, zy,y*}, kde prvni tii vektory tvori
bazi Vj, dalsi dva Vi a posledni V5. Vzhledem k M m4 matice f tvar

01000 0
001000

J%’3JO 8 o000 00
0(1)’2J “looo110
2,1 000010
00000 2

3.1. Cvicéeni.

(1) Necht A, B jsou dvé nilpotentni matice typu n x n. Ukazte, Ze pron = 2,3
muzete rozhodnout o tom, zda jsou A a B podobné, pouze na zakladé jejich
hodnosti, ale pro n = 4 uz ne. Ukazte, Zze pro n = 4 vam sta¢i navic znat
hodnost jejich druhych mocnin.

(2) Dokazte, ze matice

SEEIES )

jsou podobné a najdéte matici U takovou, ze UAU ' = B.
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Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bazi pro matici

4 -5 2
5 -7 3
6 -9 4
Najdéte Jordanav tvar a Jordanovu bazi pro matici
0 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 -1 0
1 0 0 0
Najdéte Jordaniv tvar a Jordanovu bazi pro matici
7 1 2 2
1 4 -1 -1
-2 1 5 —1
1 1 2 8
Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bazi pro matici
-1 5 -3 =2
0 4 -3 -2
0 3 -2 -2

0 2 -2 -1

Najdéte Jordaniv tvar a Jordanovu bazi pro matici

2 -1 0 1
1 2 -2 -1
0o 3 -2 =2
1 0 -1 0

Najdéte Jordaniv tvar a Jordanovu bazi pro matici

-1 1 -1 0

0o -2 1 2

0o -1 0 2

0o -2 2 1

Najdéte Jordanav tvar a Jordanovu bazi pro matici

1 -3 0 3

-2 —6 0 13

0 -3 1 3

-1 -4 0 8

Urcete Jordanovy tvary matic

0 a 0o ... O
0 O a 0
0 0 0 a
a O 0 0
a
1 2 n
0 1 n—1

151
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(11)

(12)

(15)

(16)

(17)

(18)

12. JORDANUV TVAR ENDOMORFIZMU

Zjistéte, zda jsou podobné matice

1 2 3 1 00
A= 01 2 |,B=|1 1 0
0 0 1 01 1
a pokud ano, najdéte matici C spliujici CAC~!' = B.
Zjistéte, zda jsou podobné matice
1 00 1 0 1
A= 0 10 ),B=|010
-1 0 1 0 0 1
a pokud ano, najdéte matici C spliaujici CAC~! = B.

Na prostoru P?(R) najdéte Jordanovu bazi endomorfismu F', ktery poly-
nomu p(z) pfifazuje polynom p'(z) — 2%p” ().

Na prostoru (1, x,y) polynomi ve dvou proménnych stupné nejvyse jedna
uvazujme endomorfizmus F' definovany na polynomu p(z,y) predpisem

F(p(z,y)) = y%p(%y) +(1 - y)a%p(w,y)

Najdéte jeho Jordanovu bézi a Jordanovu matici.

Na prostoru (1,y,z, 2% xy,y?) polynomi ve dvou proménnych stupné
nejvyse dva uvazujme endomorfizmus F' definovany na polynomu p(z,y)
predpisem

F(p(o.9)) = v5-pl) + -plz0)

Ovéite, ze tento endomorfizmus je nilpotentni, najdéte jeho Jordanovu
béazi a Jordanovu matici.

Na prostoru (1, z,y, 2%, vy, y?) uvazujme endomorfizmus F definovany na
polynomu p(z,y) predpisem

F(p(z,y)) =plz + 1,y)

Najdéte jeho Jordanovu bézi a Jordanovu matici.
Na prostoru (1,z,y, 2%, vy, y?) uvazujme endomorfizmus F definovany na
polynomu p(z,y) predpisem

F(p(z,y)) = xa%p(x, y) + %p(ﬂc, y) — 2p(z,y + 1)

Najdéte jeho Jordanovu bézi a Jordanovu matici.
Dokazte, ze pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati, Ze A je podobna
AT,

4. Exponenciala matice

OzNACENI 1. Standardné znacime maticové elementy matice A symbolem a;;.
V nékterych ptipadech, napiiklad u inverzni matice A~!, by oznaceni elementii
(napf. ai_jl) bylo zavadgjici. Proto budeme znacit ij-ty element matice A v pfipadé
potieby také (A);;. Naopak (a;;) bude oznacovat matici, jejiz elementy jsou a;;.

Pomoci Jordanova tvaru umime spocitat libovolnou mocninu libovolné kom-
plexni matice a tedy i dosadit matici do polynomu. Je mozné matici dosadit i do
mocninné fady?

DEFINICE 60. Je-li (Bg)g2, posloupnost matic z M,,,(C), pak matici B €
M (C) nazveme limitou lim,_,., B, posloupnosti, pokud Vi € {1,...,m}, Vj €
{1, N 7n} plati hmqﬁoo(Bq)” = (B)”
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Soucet nekonecné fady matic je pak definovan jako limita jejich ¢astecnych
souc¢tu. Definici limity muzeme preformulovat i pomoci zavedeni normy na mnoziné
matic vztahem ||B|| := max, ; |(B);;|. Plati

LEMMA 35. Necht (By);2, je posloupnost matic z My, (C). Pak B € M,,,,(C)
je jeji limita, pravé kdyz lim,_, || By — BJ| = 0.

DUKAZ. Jednoduché cviceni. O

DEFINICE 61. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A definujme jeji exponencialu
1
_ A4
exp A = Z 4 A
q=0

LEMMA 36. Pro libovolnou ctvercovou matici je exp A absolutné konvergentni
rada.

DuUkaz. Necht A € M,,(C). Pro vSechna ¢ € N plati nerovnost ||A?|| <
nd=1||A||?, ktera se snadno dokaze indukci. Pro ¢ = 1 je tvrzeni trividlni. Pied-
pokla dejme, Ze plati pro néjaké ¢ € N. Pak

A7 = A A] = max] 3 (ADik (A
k

< ay. ,
> r%?xzk: [(AT)ik|[(A)kj]
< Al max | (A7)
= nl|A[[[| A7) < n?llA|TH,
kde jsme v poslednim kroku pouzili indukéni predpoklad.

Pak ale pro libovolné Q € N
Q Q Q

1 1 nd .
> al(Aq)ij\ <> a|\A‘1|| <y E”A”q — enllal

q=0 %’ q=0 %’ q=0

VETA 51. Necht A, B,Q € M,,,(C), Q reguldrni. Pak
(1) Pokud AB = BA, pak exp(A + B) =exp Aexp B
(2) exp A je regquldrni a (exp A)~! = exp(—A)
(3) exp(Q71AQ) = Q' exp(4)Q
(4) detexp A =expTrA
DUKAZ. exp A a exp B jsou dvé absolutné konvergentni fady, jejich soucin
exp Aexp B je tedy roven fadé

oo oo

Z%(A)qz ZZ Aqu q_
q=0 r=0 p=0q= O
o) P oo
=z;2(§)w > oy
p=0 q=0

v posledni rovnosti jsme vyuzili lemma Tim dostavame prvni tvrzeni. Druhé
plyne z prvniho, protoze A a — A komutuji a exp 0 = F na zakladé pfimého dosazeni.
Teti je disledkem vlastnosti QAIQ ! = (QAQ1)? a véty o algebfe limit.
Posledni tvrzeni dokdZzeme pomoci véty o Jordanové tvaru. Pokud A = QJ,Q 1,
kde Ja je Jordanuv tvar A, pak plati detexp A = detexp Jy ze t¥etitho bodu a
vlastnosti determinantu a exp Tr A = exp Tr J4 z vlastnosti stopy. Z tvaru mocnin



154 12. JORDANUV TVAR ENDOMORFIZMU

Jordanovych bunék vidime, Ze exp J4 je horni trojuhelnikova matice, ktera ma na
diagonéle ¢isla e i € {1,...,n}, kde \; jsou vlastni ¢isla A, kazdé tolikrat, kolik
je jeho algebraick4 nasobnost (viz téZ niZe explicitni tvar exponencialy Jordanovy
buiiky). Pak ale

n
detexp J4 = H et = eXimihi = TrJa
i=1
O

Jordantv tvar umoziuje explicitné spocitat exponencialu libovolné matice. Pro
jednoduchost se vénujme piipadu A = QJQ ™!, kde J je Jordanova buiika stupné
n s vlastnim ¢islem A. Pak J = AE 4+ N je rozklad na soucet dvou komutujicich
matic, takze diky prvnimu bodu pfedchozi

expA=Qexp(J)Q ' = Qexp(AE + N)Q ™"
= Qexp(AE)exp NQ ™! = Qe* exp NQ !

Lowoo G
0 1 1! . (n712)!
=Qe | : Q™!
0o ... 0 1 4
0 ... 0 0 1
Pokud t € C, lehkym zobecnénim tohoto postupu plyne
2 n—1
Lot 5 @112)!
0 1 t .. gy
exp(tA) = Qe . —_— . Q1
0o ... 0 1 t
0 ... 0 0 1

coz, jak za chvili uvidime, je vysledek kli¢ovy pro feSeni soustav linearnich diferen-
cidlnich rovnic.

4.1. Cviéeni.

(1) Urcete

1 —2 1\%
1 -2 1
1 -1 0

(2) Najdéte n&jakou 2 x 2 matici A, ktera spliuje

2 (6 2
#=(37)

(3) Urcete pro libovolné celé n matici
o1 \"
-1 3
oxc 0 t
PL—t o

pro libovolné ¢ € R bez pouziti Jordanova tvaru, pouze z definice expo-
nencialy.

(4) Spoctéte
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(5) Urcete

-2 1 2
exp| —1 0 2
-2 0 3
(6) Urcete
4 2 -5
exp| 6 4 -9
5 3 -7

(7) Dokaite, 7e pro hermitovskou matici H je matice exp(iH) unitarni. Pou-
7ijte definici exponencialy.
(8) Necht p je polynom a J Jordanova buiika stupné k s vlastnim &islem 0.

Dokazte, ze
" (k—1)
p(0) p'(0) pz(lo) p((k—%g?)
k—2
0 p(0) pO) ... (k—§>
p= 0 0 p0 .. L
0 0 0 p(0)

(9) Necht A je nilpotentni matice, ozna¢me ¢islem k& maximalni délku fetizku
v Jordanové bézi. Pomoci pfedchozi tlohy dokazte, ze dva libovolné po-
lynomy p a ¢ spliwji p(A) = q(A) pravé tehdy, kdyz p(?(0) = ¢?(0) pro
vechna ¢ € {0,...,k —1}.

(10) Dalsimi funkcemi, které je mozné definovat fadou na maticich podobné
jako exponencialu, jsou goniometrické a hyperbolometrické funkce. Spoéi-

tejte matici
. m—1 1
Sl WS R S |

4 —15 6
(11) Spocitejteln| 1 —4 2
1 -5 3

5. Diferencialni rovnice

PRIKLAD 41. Hledame dvé funkce z1, x5 : R — C spliiujici rovnice

dl‘l

— () = —a1(t) — 22(2)
dl‘g

o (6) = —day (1) — za(t)

s pocatetni podminkou z1(0) = 2, 22(0) = 1. Zadani miZeme kompaktné piepsat
jako

. -1 -1 -

&= Az, kde A = ( 4 1 ),x(0)2(271)
Takova tiloha se nazyva homogenni soustavou linearnich diferencialnich rovnic prv-
niho Fadu s konstantnimi koeficienty. Ukazeme, Ze jeji obecné FeSeni ma tvar z =
exp(tA) - c.

DEFINICE 62. Derivaci maticové funkce @ : R — M,,,,(F) v bodé ¢ € R rozu-

mime
iy QEEN =00y dQ()

h—0 h
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Je ziejmé, 7e derivaci maticové funkce Q(t) je matice (Q(t))i;, jejiz elementy
jsou derivacemi maticovych elementi (Q(t));;.

LEMMA 37. Necht P,Q : R — M,,,,(F),A € M,,(F),B € Mpn(F),R: R —
Mo (F), f: R —=F a funkce P,Q, R, f maji derivaci v bodé t. Pak

(1) L(P(t)+Q(t) = 2D 4 490

(2) L(Q(t)A) = %”A

(3) L(BQ(t)) = Bd?li”

(4) L(QWR(E) = “DR(1) +Q(t ) o)
(5) L(f(HQ(t)) = d@@@( t)+ f(1) 290
(6) Pokud m =n a Q(t) je reguldrm’ pak

d -1y _
cem™ =™

(7) Pro A étvercovou plati

1O 1y

% exp(tA) = Aexp(tA)

DUKAZ. Prvnich pé&t tvrzeni plyne okamzité z vlastnosti derivace Ciselnych
funkci a definic maticového s¢itdni a nasobeni. Pro Sesté staci zderivovat vztah

QMR = E: ; ;
%(Q(t))Q(tTl + Q(t)%(Q(t)fl) =0

Odtud jiz apravou plyne tvrzeni.
Pro kazdé € > 0 plati

> a||( A9,
|(exp(tA));| < Z w < entt+ollAll
q'
q=0

kde jsme vyuzili stejnou nerovnost jako v zavéru ditkazu lemmatu ¢iselné fada
exp(tA);; je tedy v okoli t € R stejnomérné omezend absolutné konvergentni fadou.
Podle véty z matematické analyzy (viz tfeba Rudin: Zaklady matematické analyzy,
véta 7.10) lze pak Fadu derivovat ¢len po ¢lenu:

@ exp(ta))y = &5 T - 52 06— (sexpia))y,

| —1)!
dt = ¢ = (¢g—1)!
¢imz dostavame posledni tvrzeni. O

PozNAMKA 8. Posledni tvrzeni se da také dokazat cisté algebraicky pfechodem
k Jordanovu tvaru exp(tA) = Uexp(tJ)U ! = Uexp(tD)exp(tN)U 1, kde matice
exp(tD) a exp(tN) explicitné zname.

VETA 52. Necht A € M,,,(C), x : R — C", ¢ € C". Pak jedingm feSenim
soustavy rovnic
x(t) = Az(t),z(0) = ¢
je x(t) = exp(tA)c
DUKAz. Plati, ze 2(0) = exp(0)c = Ec=ca
z(t) = Aexp(tA)c = Ax(t)
Pokud by y(t) bylo jiné feseni stejné tlohy, pak plati

%(exp(—m)y(t)) = exp(—tA)y(t) + (—A) exp(—tA)y(t)
= exp(—tA) [Ay(t) — Ay(t)] =0,
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tedy exp(—tA)y(t) = d je konstatni vektor. Protoze y(0) = ¢, plati d = c. Tedy
y(t) = exp(tA)c = z(t). O

PRIKLAD 42. Matice A z avodu tohoto oddilu je diagonalizovatelna, plati

(% 0)=1(=2)(0s)(2 1)

Regeni soustavy rovnic je pak
zi(t) y 1 1 1 et 0 2 -1 2
(26 )=3(=22) (5 )5 7))

1 [ 3et +5e73

4 < —6e + 10e~% )
Budeme-li interpretovat vektorovou funkci (z1(¢), z2(t)) jako pohyb bodu v roving,
pak v soufadnicich vzhledem k Jordanové bazi méa feSeni tvar 2 (t) = cje, x4 (t) =
che™3!. Bod (s, 0) na vodorovné ose se tedy z po¢atecniho stavu vzdaluje s rostoucim
¢asem do nekonecna, bod (0, s) na svislé ose konverguje k nule. Body mimo osy se
pohybuji po drahéch trochu pfipominajicich hyperboly smérem k bodim (+o0,0).
Tyto dréhy jsou v kazdém bodé x € R? tecné k vektoru Va(z) := Az a nazyvame
je integralnimi kiivkami vektorového pole V4 : R? — R2,

Kazda 2 x 2 realnad matice se dvéma riznymi vlastnimi ¢éisly je diagonalizo-

vatelna a jeji vlastni ¢isla jsou bud obé realna, nebo jsou komplexné sdruzena. V

druhém piipadé oznaéme \ = k + iw a vytknéme spoleény faktor e**:

tA

et = (5 s )e =

1tw
otk e 0 “1
=€ Q ( 0 efitw ) Q

Unitarni matici uprostfed je mozné unitarni transformaci pfevést na matici rotace
a obé matice pfechodu sloucit do jedné:

oy () (e ey (e -
_ pyth ( cos(tw)  sin(tw) )Pl.

—sin(tw) cos(tw)

Je vidét, ze P musi byt redlnd matice. Integralni kiivka v soutfadnicich vzhledem k
bézi ze sloupctt P méa parametrické vyjadieni

_ tk cos(tw) sin(tw) 1
Ye(t) = ¢ < —sin(tw) cos(tw) )
Pro k = 0 je to kruZnice, pro k < 0 spirdla smé&fujici k (0,0), pro k > 0 spirala

sméfujici k nekonecénu.
Jak vypadaji integralni kiivky v ostatnich piipadech?

VETA 53. Necht A € M,,,,(C), b: R — C™. Pak vsechna FeSeni soustavy rovnic
x(t) = Ax(t) + b(¢)
jsou z(t) = exp(tA)c(t), kde ¢ : R — C™ je funkce spliiujici ¢(t) = exp(—tA)b(t).

Dukaz. Pokud z(t), Z(t) jsou dvé FeSeni nehomogenni soustavy &(t) = Az(t)+
b(t), pak jejich rozdil z(t) — Z(t) je FeSenim homogenni soustavy i(t) = Axz(t).
Staci tedy najit partikularni feSeni nehomogenni soustavy. Pokud ho budeme hledat
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ve tvaru zp(t) = exp(tA)c(t), pak dosazenim do rovnice dostavame pravé &(t) =
exp(—tA)b(t). Obecné FeSeni nehomogenni soustavy je
z(t) = exp(tA)c(t) + exp(tA)d = exp(tA)(c(t) + d),
a protoze %(c(t) + d) = ¢(t), maji vSechna FeSeni poZadovany tvar. O

PRIKLAD 43. Zajimavé specialni situace nastava, kdyz A mé vlastni vektor v
s vlastnim &islem )\ a prava strana je ve tvaru b(t) = e#'v. Pak

é(t) = exp(—tA)b(t) = e=Nity,

Gili
1
me(ﬂi)\)t eXp(tA)’U =

1

pt
’u_)\e v

y(t) = exp(tA)c(t) =

Pokud A i p jsou ryze imaginarni, popisuje vysledek periodicky pohyb s dhlovou

frekvenci p a amplitudou tmérnou #%)\ Cim jsou si A a p blize, tim vice roste

[P

amplituda. Dostavame tedy jednoduchy model rezonance p¥i pusobeni vnéjsi sily s
frekvenci blizkou frekvenci vlastnich kmitta systému.

5.1. Cviceni.

(1) Reste soustavu diferencidlnich rovnic § = Ay + f, kde A je definovano v
piedchozim piikladé a f(t) = (e2!,tsint,cost)T.

(2) Reste soustavu diferencialnich rovnic § = Cy + f, kde C je definovano v
piedptedchozim piikladé a f(t) = (e?!,tsint,cost)?.

(3) Obycejnou diferencialni rovnici druhého ¥adu

Y (t) + ay' (t) + by(t) = 0

pieved’te substituci z(t) := 3'(¢) na soustavu dvou rovnic prvniho fadu.
Rovnici vyfeste pro piipad a = 2, b = 1. Zobecnéte na piipad jedné
diferencialni rovnice n-tého radu, napiste matici vzniklé soustavy rovnic
a jeji charakteristicky polynom.

(4) Reste soustavu diferencialnich rovnic

y1="Ty1 — 42
Yo =4y1 — y2
s obecnou po¢. podminkou.
(5) Vyfeste soustavu diferencialnich rovnic

) =—x1+ a3
xh =z — 3
xh = Ta + T3
s pocatecni podminkou x1(0) =1, 22(0) = 0, z3(0) = —1.
(6) Vyfeste soustavu diferencialnich rovnic
) = a1 + 3
xh = xg + 3
xh = 23

s obecnou po¢. podminkou.
(7) Reste soustavu diferencialnich rovnic

Y1 =2y1 — 5y2
Yy =y1 — 2y2
s pocatetni podminkou y;(0) = 1, 32(0) = —1. Refeni zapiSte bez uziti

komplexnich ¢isel.



(8)

(10)

5. DIFERENCIALNI ROVNICE 159

Reste soustavu diferencidlnich rovnic

y1 = 5y1 — 3y2 + ¢’
Yo = 3Y1 — Y2

s obecnou po¢. podminkou.

Reste soustavu diferencilnich rovnic

Yy = —2y1 +4y2 +2
yh=—1y1+2ys + 1

s po¢. podminkou y;(0) =1, y2(0) = 2.

A je komplexni matice n X n a x1(t),...,z,(t) je n vektora v C™ za-
vislych na ¢ € R, které fesi soustavu rovnic z’(t) = Axz(t). Zjist&te, jakou
diferencialni rovnici spliiuje funkce W (t) = det(z1(¢),...,z,(t)) a dokazte
pomoci toho, Ze vektory jsou linedrné nezavislé pro vSechna t, pravé kdyz
jsou linedrné nezavislé pro néjakeé t.

Necht f : N — C™ je posloupnost vektoru, definujme operator prvni di-
ference takto: (Af);(¢) := f;(¢ + 1) — f;(4) a nasobeni matici A klasicky
takto: (Af);(?) = > a;r fx(i). Ukazte, ze soustava diferenc¢nich rovnic prv-
niho fadu Af = Af ma fefeni f(i) = (A+ E)'f(0). Ukazte, Ze rekurentni
relaci tvaru g(i + m) + ZZ:Ol brg(i + k) =0,kde g : N — C lze prevést
na soustavu m diferen¢nich rovnic prvntho fadu.






KAPITOLA 13

Tenzory

1. Dualni prostor

UvaZujme vektorovy prostor V dimenze n a M = {ey, ..., e,} jeho bazi. Vektor
v € V mé soufadnice (v!,...,v") vzhledem k této bazi a budeme ho zapisovat jako

n
v = E v'e; =: v'e;
i=1

Zavadime zde nékolik novych konvenci: indexy u soufadnic piSeme nahoie, indexy u
bazovych vektora dole, vynechdvime znaménko sumy pfes stejny index vyskytujici
se jednou nahofe a jednou dole. Pokud M’ = {e],..., el } je jind baze a A je matice
piechodu od M k M’, pak

6; = Zez(A)w = A_Z]@Z
i=1

Prvni vyjadfeni pochézi z definice matice prechodu, druhé opét rozgifuje nasi
konvenci: fadkovy index matice prechodu piSeme nahofe a sloupcovy dole, sumu
pies ¢ vynechavame. Tteti bod tvrzeni[J] nejprve bez sumacni konvence a poté s ni,
nabyva tvaru

nebo téz

U/j _ (A—l)jvi

DEFINICE 63. Necht V je vektorovy prostor nad F. Vektorovy prostor V* :=
Hom(V,F) v8ech linearnich forem na V se nazyva dualni prostor k V.

Pokud dimV = n, pak podle véty [I§ dim V* = n, baze V a V* maji proto
stejny pocet prvki. Je dokonce mozné je zvolit v uréitém smyslu synchronizované:

DEFINICE 64. Baze

M={e,...,en} CV
M*={e, ..., e"} CV*

nazyvame vzajemné dualni, pokud plati

- . lproi=j

161
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V definici jsme dale rozsifili indexovou konvenci na prvky baze v dudlnim pro-
storu: piSeme je s indexy nahote. Plati totiz pro libovolny v € V/

n n
e'(v) = ¢ Zvjej :Zvjei(ej)
j=1 j=1

n
_ J St — ot
—E v?or =,
j=1

¢ili i-ty prvek dudlni baze M™ pfifadi vektoru z V' jeho i-tou soufadnici vzhledem
k M. Pro lepsi pochopeni jsme ve vyrazech zachovali sumy, se sumag¢ni konvenci by
stejné odvozeni bylo zapséno
e'(v) = ei(vjej) = vjei(ej) = vjéé =’

Od nynéjska uz budeme vzdy uzivat sumacni konvenci.

Prvky V* jsou linearni formy, nékdy se uziva také pojmu linearni funkcionaly
nebo kovektory. Pokud o € V* je kovektor, pak ¢isla

a; = ale;) proie{l,...,n}
jsou jeho hodnoty na bazi a diky vété [L6] jej jednoznacné zadavaji. Pro libovolny
vektor v € V
a(v) = a(v'e;) =v'ale;) =v'a;

LEMMA 38. Necht M = {ey,...,e,} je bize V, a € V*. Pak ¢&isla (ay, ..., a,) =

(aler),...,ale,)) jsou rovny souFadnicim kovektoru o vzhledem k M*.

DUKAz. Plati
a(v) = av’' = e’ (v) = (') (v)
pro libovolny vektor v € V. Tedy zobrazeni « a a;e? z Hom(V, F) jsou si rovna. [
Pokud V = F", ozna¢me K jeho kanonickou béazi a
K*:={e...,&"}
bézi k ni dualni. Zobrazeni ¢’ tedy pfifazuje vektoru x € F™ jeho i-tou slozku.
PRIKLAD 44. Necht V =R? M = {(3,2), (4,3)} = {e1, e2}. Prvky dudlni baze

M* = {e!,e?} lze zapsat jako e! = ac! + be?, €2 = ce! + de?, kde a,b, c,d jsou
néjaka ¢isla. Podminky na duélni bazi fikaji, ze

et(er) = ag'(e)) + be(ey) =3a+2b=1
et(eq) = ac'(e) + be’(e2) = 4a+3b=0
e*(e1) = ce'(e1) +de*(ey) =3¢ +2d =0
e?(eq) = ce'(ea) + de(ez) = 4c+3d =1

To je vlastné maticova rovnice

a b\ (3 4\ (10
c d 2 3 ) \o0o 1)
¢ili tiloha na inverzni matici. Jejim vypo¢tem dostavame dualni bazi {3e! —4¢2, —2e1 4
3e%}.
LEMMA 39. Necht M* = {el,... e"}, M"* = {e't,... e}, jsou baze V* dudlni
k bdzim M a M’, A je matice piechodu od M k M', a € V*. Pak
et = (A_l);ej

I AT
o = Ajay
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DUKAZ. Pokud v € V, pak v* = (A™")507. Protoze v/ = € (v), v = € (v),
plyne odtud

¢'(v) = ((A7)5e’) (v)

neboli rovnost zobrazeni e’* = (A~")jel. Podobné

o = afe}) = Alofe;) = Ala,

Doposud odvozené transformacni vztahy muzeme shrnout do tabulky:

Transformace maticové tenzorové
prvky baze V e = pev(A)pr el = Abey,
prvky baze V* " =3, (A7) peb € = (A71)reb.
souf. vektoru  (v)%, = ()T, (AHT V" = (A"H)b
souf. kovektoru ()t = ()T, A al. = Aba,

Vidime z ni, Ze typ transformace objektu je urfen polohou indexu. Objekty
s indexem dole se transformuji pomoci matice A, tzv. kovariantné&. Objekty s
indexem nahofe se transformuji pomoci A~1, tzv. kontravariantné.

DEFINICE 65. Necht V, W jsou dva vektorové prostory, ¢ : V. — W je homo-
morfismus. Pak zobrazeni ¢* : W* — V* definované vztahem

¢"(a) =aod
nazyvame dualni homomorfismus k homomorfismu ¢.

LEMMA 40. Necht ¢ : V. — W je homomorfizmus, M C V., N C W jsou bdze,
B = (¢)nar je matice homomorfizmu. Pak (¢*)ar-n+ = BT. Homomorfizmy ¢ a
o* maji tedy stejnou hodnost.

DUkAz. Ozna¢me M = {e;} a N = {f,}. Matice B je definovana pfedpisem

n

¢(61) = Z(B)(u a = B;‘lfa

a=1

Jak vidno, indexova konvence pro matice homomorfizmu je stejna jako pro matice
prechodu. Z definice dualniho homomorfizmu plyne

(6" (f))(es) = f7(&led)) = BYf(fa) = Bi'6, = B},
Na druhou stranu
(Bie*)(ei) = Blof = B],
tedy kovektory ¢*(f7) a Béek maji stejné hodnoty na bazi M a tudiz jsou si rovny.
Po prepisu do tradiéni formy

¢* () = Ble* = Xn:(BT)kjek

k=1

je vidét, ze skuteénd (¢*)pn- = BT. |
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1.1. Cvideni.

(1) Necht M = {(1,1),(1,—1)} je baze R? najdéte soufadnice a := el + 2¢2
vzhledem k M.

(2) Najdéte bazi M C R?, k niZ je béze {3c! — &2, —8¢! + 3¢?} duélni.

(3) V prostoru R? se standardnim skalarnim sou¢inem uvazujme vektory u; =
(4,1), uz = (3,1) a definujme kovektory e‘(v) := (u;,v) pro i = 1,2.
Najdéte béazi duélni k {e!, e?}.

(4) Kovektory «, 8,7 maji vzhledem k bazim M a M’ vyjadieni

OZ:€1+62+€3:6/1+6/2
ﬁ:€1—63:€/2—|—6/3

,Yzelze/l+613

Urcete matici piechodu od M k M’.
(5) Necht ¢ : R? — R3 je homomorfismus zadany svou matici vzhledem ke
kanonickym bazim:

—_ O =

0
2
1

Najdéte matici ¢* vzhledem k duélnim bazim k {(1,0,1), (0,1,0), (1,0,0)}
a {(1,2),(1,3)}.

(6) Necht M = {(1,1),(2,3)}, N = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)}, ¢ : R> — R3
je homomorfizmus, jehoZ matice vzhledem k bazim M a N je

1 -2
-2 4
-1 2

Urcete matici ¢* vzhledem ke kanonickym béazim.

(7) Necht ¢ : R? — R? je endomorfismus definovany vztahy ¢((3,2)) = (1,1),
¢((4,3)) = (1,-1). Urcete matici dudlniho endomorfizmu vzhledem ke
kanonické bazi a bazi {21 — &2, 3! — £2}.

(8) Na prostoru P?(R) uvazujme linearni formy e : p(z) — p®(0), i €
{0,1,2}. Dokazte, Ze {e°,e!,e?} je baze a najdéte béazi k ni duélni.

(9) Naprostoru (P"(x,R))* najdéte matici pfechodu od baze {p(0),p'(0),...,p™ (0)}
k bazi {p(1), (1), ..,p" (1)}.

(10) Necht V je vektorovy prostor vSech redlnych polynomu stupné nejvyse
n, a uvazujme navzajem ruznd ¢isla cg,...,c, € R. Ovéite, Ze mnozina
zobrazeni M = {Fy,...,F,}, kde F; : V — R je definovdno Fi(p) =
p(c;i), tvori bazi V*. Ovéfte, Zze mnozina {po,...p,} tzv. Lagrangeovych
polynomu

tvoii duélni bazi k M.

(11) Necht V, W jsou vektorové prostory kone¢né dimenze. Dokazte, Ze zobra-
zeni F': Hom(V,W) — Hom(W™*,V*), které homomorfizmu ¢ piifazuje
jeho duélni homomorfizmus F(¢) := ¢*, je izomorfizmus vektorovych pro-
stort Hom(V, W) a Hom(W*, V*).

(12) Dokazte, ze pokud maji dvé linearni formy na prostoru kone¢né dimenze
stejné jadro, pak jsou jedna nasobkem druhé.
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2. Tenzorovy soudin

DEFINICE 66. Necht XY jsou mnoziny a f : X = F, g: Y — F dvé funkce na
téchto mnozinach. Jejich tenzorovym souéinem rozumime funkci

f®g: X xY —=F
H(,y) = f()g(y)

Tenzorovy soudin neni komutativni (f(z)g(y) # f(y)g(z), dokonce to ani ne-
musi byt definovano, pokud X # Y, ale je asociativni:

(fog)@h)(z,y,2) = f(x)g(y)h(z) = (f @ (9@ h))(z,y,2)
Ma tedy smysl pséat prosté f ® g ® h. Plati také

((rifi +rafo) ® g)(x,y) = rifi(x)g(y) +rafa(x)g(y) =
=r1(fi ® g)(@,y) + r2(f2 ® 9)(z,y)

a podobné v druhé slozce, je tedy bilinedrni, nebo pfi rozsifeni na vice nez dva
Cinitele multilinearni.
Tenzorovy sou¢in dvou linedrnich forem ¢ : V — F a ¢ : V. — F je bilinearni
forma ¢ ® 1, ktera spliiuje
(¢ @ ¢)(v,w) = p(v)¢h(w)
Jsou-li ¢ = €?, ¥ = e/ prvky baze M*, pak
(e' @ el)(v,w) = viw?
Je-li A € M,,(F) matice, pak
(aije’ @ e’)(v,w) = a;jv'w’
je bilinearni forma, jejiz matice vzhledem k bazi M je A. Poprvé vidime vyraz, kde
jsou dvé dvojice indexii, pTes které se s¢ita. Narozdil od matice pfechodu, u niz nas
konvence ,,donutila® psat faddkovy index jako horni a sloupcovy jako dolni, u matice
bilinearni formy musime pséat oba indexy dole.
Tenzorovy soucin k linearnich forem je k-linedrni forma (viz zacatek kapitoly

E[). Mnozinu v8ech k-linearnich forem na vektorovém prostoru V' ozna¢me symbolem
T (V). Pak tenzorovy soucin definuje také zobrazeni

@ : Tp(V) x Ty(V) = Tpiqe(V)
LEMMA 41. Necht M ={eq,...,e,} je bize V. Oznaéme
e ti=et®... @ € T, (V)
—_———
q
MnoZina
(M) = {e®®0a,...,be {1,...,n}}
tvoii bazi prostoru Ty(V) a YT € Ty(V') plati
T= Ta...beamba
kde
Ta...b = T(ea7 o 7eb)

jsouw soufadnice T wvzhledem k (M*)?. Pokud M' = {e},...,e.} a A je matice
prechodu od M k M’', pak

e/a...b _ (A—l)a o (A—l)ber..s

T S

T, ,=Al. AT, s
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DUkAz. Podle definice tenzorového soudinu

b

ea...b(

Uy.w) =0t w
Pak ale

T(v,...,w) =T %, ..., we) =
=T 0. . w’ = Ty e (v,...,w)

Vztah plati pro libovolnou g¢-tici vektord v,...,w, takze T = T, pe®*. Odtud
zéroven plyne, ze (M*)? generuje T,(V'). Pokud by existovala ¢isla S, 5, pro néz
Sa..pe® b =0, pak po dosazeni vektort e, ..., e, do levé strany plyne
(Sa. b ")(er, ... es) = Sa 0% ... 00 =8, =0,
¢ili v8echny koeficienty musi byt nulové a (M*)? je také linearné nezévisla.
Multilinearita tenzorového soucinu dava

b=, @b =

=A% ®... @A e = (A2, (A Hbers

T

a posledni tvrzeni plyne z

(i...b = T(e;a ceey 6;7) =
=T(ALe,...,Ajes) = Al ... AT, s
O

Tvrzeni mimojiné ika, Ze soufadnice g-linearni formy vzhledem k béazi (M*)?
jsou totozné se souifadnicemi multilinearni formy vzhledem k bazi M zavedenymi
na za¢étku kapitoly [9] Protoze volba M ur€uje M*, potazmo (M*)?, ma tato zjed-
nodusend terminologie smysl.

Pokud T, 1 & Sii..¢ jsou souradnice T € T,(V) a S € T, (V) vaci M, pak

(T'® S)ab...t = Tav...kSui..t

jsou soutfadnice T'® S € T),14(V) vudi stejné bazi, jak je lehce vidét z lemmatu.

PRIKLAD 45. Pokud « je kovektor, pak se jeho soufadnice transformuji podle
vztahu
al, = Al a,.
V maticovém zapise to mizeme piepsat na
T T
(a)rr = (a) A,
kde («)%, je rddkovy vektor soufadnic o viiéi M. Srovnejme tento vztah s transfor-
maci soufadnic vektori
(v)ar = A(v)pr nebo téz (v)h, = (v)i,(A™HT
Matici (A~1)7 se k4 matice kontragredientni k A.
Pokud g je bilinearni forma, pak se jeji soutadnice transformuji podle vztahu
Gab = AGApgrs-
V maticovém zapise to mizeme piepsat jako
G' = ATGA,
kde interpretujeme soufadnice G = (gq) jako matici bilinearni formy vzhledem k
M.

Pro trilinearni formu 7" mizeme interpretovat soufadnice T, bud jako nxnxn
krychli¢ku ¢isel, nebo jako fadkovy vektor matic

(Tives Tobes - - - s Tave) = ((T1)1e), (T2)ve)s - -+ (T )be))
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Transformadni vztah
/ t
= Al AJ AT, st

abe

se pak da prepsat jako
(11,....T,) =

= <zn: aﬂATTiA, zn: aigATTiA, ey zn: amATﬂA>
i=1 i=1

i=1
Samoziejmé nas nic nenuti vzit jako ,maticové“ indexy zrovna ty dva posledni a
jako ,,vektorovy“ ten prvni. Zavedeni matic 7; je jenom pocetni a notac¢ni pomiucka,
coZ je zduraznéno i tim, Ze jsme v poslednim vztahu nepouzili sumaé¢ni konvenci a

2.1. Cviceni.
(1) Je zobrazeni
@ Tp(V) X Ty(V) = Tpyq(V)
prosté? Je na?
(2) Najdéte soufadnice trilinedrni formy (e'®@s%®e!) vzhledem k bazi {(1,1), (1,2)}.
(3) Necht M ={(1,3),(1,2)} je baze R?,

e =(( 1 5)-(o 1))

jsou soufadnice trilinedrni formy vzhledem k M. Najdéte jeji soutadnice
vzhledem k M’ := {(2,3),(3,5)} ve stejném formatu.

3. Kovariantni a kontravariantni tenzory

VETA 54 (Dual duélu). Necht'V je vektorovy prostor koneéné dimenze nad F.
Pak existuje izomorfismus V' a (V*)*, ktery nezdvisi na volbé bize ve V.

DUKAz. Necht v € V. Definujme homomorfismus f, : V* — R, jehoZ hodnota
fu(@) pro libovolnou linearni formu je rovna ¢islu a(v). Plati, Ze f;, je line4rni forma
na V*, protoze Vo, 8 € V*, Vr,s € F plati

fo(ra+sB8) = (ra+ s8)(v) = ra(v) + sf(v) = rfy(a) + sfy(B).
Méame tedy zobrazeni
OV — (V"
Tv e fy
Toto zobrazeni je homomorfismus, protoze Yv,w € V, Vr,s € F, Va € V* plati
(B0 + 51)(@) = frossul@) = a(rv + sw)

— ra(v) + sa(w) = rf,(a) + sfu(a)

= r[@(v)](@) + 5[ (w)](e)
Zobrazeni ®(rv + sw) a r®(v) + s®(w) se rovnaji pro vechna a € V*, jsou tedy

totozna.
Dale ovérime, ze @ je prosté. Podle definic

Ker® ={v e V|®(v) =0} ={veV|Vae V", f,(a) =0}
={veV|Vae V" alv) =0}
Pro kazdy nenulovy vektor v ale existuje linearni forma «, pro kterou a(v) # 0.
Sta¢i napiiklad zvolit doplnék W prostoru (v) ve V' a definovat a(u + rv) = r pro

libovolné w € W a r € F (ovéite sami, Ze takto definované « je linearni forma).
Tedy Ker ® musi byt nulovy podprostor.
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Protoze dimV = dim V* = dim(V*)*, musi byt (diky vété o dimenzi jadra a
obrazu @) izomorfismus. Byl definovan bez vybéru béaze, ¢imz je tvrzeni dokazano.
O

Zobrazeni ® se nazyva kanonickym izomorfismem V a (V*)*. Umoziuje
ztotoznit prvky V (vektory) a (V*)* (,ko-kovektory“), v jistém smyslu vyhlasit
rovnopravnost vektoru a kovektoru: kovektor je zobrazeni na vektorech, vektor je
zobrazeni na kovektorech. Tuto rovnopravnost muzeme zduraznit i zavedenim zob-
razeni

():VxV"=>TF
(v, @) = (v, @) := a(v) = [2(v)]() = v(a),
kterému se obvykle ¥ikd parovani vektori a kovektori. Pfirozenad baze (M*)* ve
(V*)* je ztotoznéna piimo s bazi M = {e1,...,e,} a definici dudlni baze muzeme
pak zapsat pomoci parovani jako
(e, e') = 6;

V soufadnicich se pak parovani vektoru v a kovektoru a vyjadii vztahem

(v,a) = (V'e;, aje’) = viajle;, el) = viozjég = vy

Neplette si parovani (zobrazeni V x V* — F) se skalarnim sou¢inem (zobrazeni
VxV—=F)!
Poznamky:

(1) Prostory V a V* jsou samoziejmé také izomorfni, protoZze maji stejnou
dimenzi. Jednim z moznych izomorfismi mize byt zvolit ve V bazi M a
vektoru v € V pfiradit kovektor o € V*, jehoZ soufadnice («) s jsou rovny
(v)p. Pro razné baze M C V dostaneme ale rizné izomorfismy a vzhle-
dem k tomu, 7e obecné neni zadna baze lepsi nez jina, zadny kanonicky
izomorfismus mezi V' a V* neexistuje.

(2) V nekonetné dimenzi neni obecné zobrazeni ® na, mame tedy jen kano-
nické vnofeni V do (V*)*.

Chéapeme-li vektory jako linearni formy na kovektorech, muzeme definovat pro-
stor T4(V') v8ech g¢-linearnich forem na kovektorech, tzv. multivektori. Zcela ana-
logicky jako v lemmatu [41] dostavame

LEMMA 42. Necht M = {e1,...,e,} je bdze V. Oznacme
Cab =€ ®...Q0¢ € TYV)
N———

q
MnoZina
M= {eq pla,...,be{l,...,n}}
tvori bazi prostoru TU(V) a VT € TY(V) plati
T =T%"e, 4,
kde
T40 =T(e?, ..., eb

jsou soufadnice T vzhledem k M?. Pokud M' = {€},...,el,} a A je matice prechodu
od M k M', pak

€. =Aq - Ajer._s

T/a...b —_ ((A)—l)a o ((A)—l)bTr...s

T S
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PRIKLAD 46. Soufadnice bivektoru g = g%e, ® e, € V @ V se transformuji

podle predpisu
g7 = (AT (A"
Definujeme-li matici bivektoru jako (G);; := ¢, pak se da transformaéni vztah
zapsat jako
G/ — A—IG(Afl)T

Soufadnice trivektoru 7' = T%¢e, ® e, ® e lze chapat jako n x n x n krychlicku,
nebo jako fadek matic (Ty,...,T,), kde (T;);, := T%*. Pak je (T},...,T) rovno
(i (A AT T (AT, Y (AT AT (AT

Multilinearni formy oznacujeme také jako kovariantni tenzory a multivektory

jako kontravariatni tenzory. Nejobecnéjsi typ tenzoru je kombinaci téchto dvou
typt:

)

DEFINICE 67. Necht V' je vektorovy prostor. Symbolem TP (V) oznacime mno-
zinu vSech zobrazeni

T: VX ... xV*xXVx...xV =R,

p q

ktera jsou linearni v kazdém argumentu. Mluvime o mnoziné p-krat kontravari-
antnich a ¢g-krat kovariantnich tenzort na V nebo téz o tenzorech typu (p, q).
Cislo p + ¢ se oznatuje jako stupeii tenzoru. Soufadnicemi tenzoru T’ € TP (V)
vzhledem k bazi M C V rozumime

a...b .__ a b
T2 =T(e...,e° er, ... €5)
O dolnich indexech hovoiime jako o indexech kovariantnich a horni se nazyvaji

indexy kontravariantnimi.

Na smiSenych tenzorech mame definovan tenzorovy soucin

®:TP(V) x TF (V) = THF(V)

a soufadnice vzhledem k M jsou ve skutec¢nosti soufadnicemi vzhledem k bazi MP x
(M*)? v TP(V):
T=T"%,®.. 00 ®.. Qe =T"bte*
V) =Ve..eVeV'®...e V",
P q

které vyjadiuje, ze libovolny tenzor typu (p, q) lze zkonstruovat jako linearni kom-
binaci tenzorového soucinu p vektort a g kovektort.

PRIKLAD 47. Prostor T} (V) = V ® V* je piirozené ztotoznén s prostorem
End(V) v8ech endomorfismi na V. Prvek v ® o, kde v € V a a € V*, definuje
linearni zobrazeni f,z : V — V predpisem

foga () = (u, ayv = a(u)v.
Odpovida to vlastné ¢astecnému dosazeni do druhého argumentu zobrazeni
vRa:VxV*=TF

Bézi {e; @ /]i,j € {1,...,n}} v T{(V) v tomto ztotoznéni odpovida standardni
baze na End(V) z textu za vétou nebot

(e; ® ej)(ek) = eiéi,

tedy matice endomorfismu e; ® e/ vzhledem k bazi M = {e1,...,e,} M4 na pozici
ij jednicku a vsude jinde nuly. Endomorfismus T := T/e; ® e/ ma na bazi hodnoty

T(ex) = (T;ei ®el)(ep) = Tfeiéi =Tje;,
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jeho matice vzhledem k M je proto T}, kde horni index chépeme jako radkovy
a dolni index sloupcovy. VSimnéte si, ze to je stejnd konvence jako pro matice
prechodu. To neni piekvapivé, vzhledem k tomu, Zze matice prechodu se da definovat
jako speciélni piipad matice endomorfismu. Odtud je také jasné vidét, ze piifazeni
TH(V) a End(V) je opravdu izomorfismus. Kroneckerovo delta d; je pak matice
identického endomorfismu, kterd je vuci kterékoli bazi stejnd, rovna jednotkové
matici:
(1v)(ex) = drei = ex

VETA 55. Necht' V' je vektorovy prostor, M = {ey,...,en}, M = {e},... e}

dve baze v ném, T € TP(V). Pak
Toi = (AT (ATH]AL . AT

a
Ditkaz spo¢ivd jen v dosazeni vztahti e, = Abe, a " = (A71)7e’ do definice
soufadnic.
PRIKLAD 48. SmiSeny tenzor f typu (1,1) se transformuje pfedpisem ff =
(A~1)LAbfg. Pro matici F' s elementy (F)a = fg z toho dostavame
F'=A"'FA
tedy vlastné standardni vztah pro zménu matice endomorfismu pii zméné baze.
Soufadnice smi8eného tenzoru T = T,zj e Re;® e¥ typu (2,1) mizeme zapsat
napiiklad jako n-tici matic s elementy (T;);, := T},’. Pak

n
T, =) (A ")ai(AT'T;A)
i=1
Pro tenzor typu (1, 2) se souradnicemi zapsanymi maticemi (T}) ;5 := Tfk mame

n
T, = Z(AT)ai(A_lTiA)
i=1
3.1. Cviceni.
(1) Necht V. =R2, u = (1,2), v = (1,-1), T : V* x V* = R je zobrazeni
definované
T (¢, ) = ¢p(u)(v) — 26(v)(u)
Ovéite, ze se jedna o tenzor, najdéte jeho soufadnice vzhledem ke ka-
nonické bazi a vzhledem k bazi {(—2,1),(1,1)} a ovéfte rovnost pomoci

transformac¢niho vztahu.
(2) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R?,

(.= 1 o) (o 1)

soufadnice tenzoru T' € T?(R?) vzhledem k M, definované predpisem
(T:) i := T,’ . Najd&te jeho souradnice vzhledem k M’ := {(2,3),(3,5)}.
(3) Necht M ={(1,3),(1,2)} je baze R?

i@ =(¢ o )(o 7o)

soufadnice tenzoru T € TJ(R?) vzhledem k M, definované predpisem
(T3) jk == Tj’k Najdéte jeho soufadnice vzhledem k M’ := {(2,3),(3,5)}.
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4. Zdvihani a spousténi indexu

Pokud do k-tého kovektorového argumentu tenzoru
T:V*x .. xV*xXVx...xV—=R,

p q

z TP (V) dosadime pevny kovektor «, vzniklé zobrazeni

T:=T(,..., a,...,)
je linedrni ve vSech zbylych argumentech oznacenych teckami, je to tedy tenzor

typu (p — 1,¢). Specialné ¢aste¢nym dosazenim vektoru v € V' do bilinearni formy
g dostavame linearni formu

g(v): V—oF
u g(u,v)

TVRZENI 15. Necht g je requldrni bilinedrni forma na V. Pak zobrazeni

by V= V™
v g(v)
je izomorfizmus prostori V a V*.

DUKAzZ. Vzhledem tomu, ze V' a V* maji stejnou dimenzi, staci ukéazat, ze b,
je prosté. Necht g(-,v) je nulovy kovektor, pak pro vSechna u € V je g(u,v) = 0.
Vyjadiime g vzhledem k bazi M = {ey,...,e,} a dosadime za u = e;, pak

g(u,v) = g(e;,v'e;) =vig;; =0
Protoze (g;;) je regularni matice, musi viechna v? nulova a tedy i v = 0. O

Nejcasté&ji se s timto izomorfizmem setkavame, kdyz V' je redlny vektorovy pro-
stor a g = ggpe® ® e’ skalarni soufin na ném, pouziva se také termin metricky
tenzor. V soufadnicich mame

byv = (byv)ie’ = (gije’ @ €?)(-,v) = gijvle’,
tedy kovektor byv mé soufadnice (byv); = g;;v7. Proto se zobrazeni b, nazyvé
spu§téni indexu a oznacuje odpovidajicim hudebnim symbolem.

Definujme bivektor ¢! := g%, ® €, jehoz soufadnice splituji g*¢g., = 0%,
¢ili matice skalarniho souéinu ¢ a bivektoru ¢—! jsou navzajem inverzni. Dosazenim
transformac¢nich vztaht pro bilinearni formy a bivektory snadno odvodime, Ze tato
definice nezévisi na volb& baze. Vuéi ortonormalni bazi {e,} je i g?° jednotkova

matice a tedy g~! je pozitivné definitni symetricka bilinearni forma na V*, tzv.
dualni metricky tenzor. Zobrazeni

By V=V
a— g ' (a),
které v soufadnicich nabyvé tvaru
fga = (ﬁga)iei = (97e; ® ej)(-a) = gijajei’
tj. (fya)" = g¥ v, nazyvame zdvizeni indexu. Protoze
(tghgv)" = g g0 = Gj0* =,

je t4 inverzni izomorfizmus k b,,.

MuzZete se divit, pro¢ se viibec zaobirame situaci, kdy (gqs) neni jednotkova ma-
tice, kdyZ ortonormalni bazi lze zavést pro kazdy skalarni soucin. Existuji tfi oblasti,

kviali nimz je dulezité naucit se pocitat s obecnym metrickym tenzorem. Jsou to
k¥ivocaré systémy soufadnic, kde se metricky tenzor méni v prostoru (je to vlastné
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tenzorové pole), specidlni teorie relativity, kde neni pozitivng definitni (mluvime
o pseudometrickém tenzoru), a analytickd mechanika, ktera se popisuje pomoci
pojmu symplektické geometrie, v niz je ,,skalarni souéin“ antisymetricky. Nase for-
mulace se da snadno adaptovat i na tyto t¥i odlisné situace.

Obvykle se misto (byv); pife pouze v; a misto (#,a)° pouze o, odtud nazev
spousténi a zdvihani indexu. Je dulezité mit na paméti, ze obecné se napiiklad
¢islo v3 merovnd ¢islu v3, ale &islu gz;v'. Rovnost nastane pouze tehdy, kdyz je (gas)
jednotkova matice, tedy v’ jsou soufadnice vici ortonormalni bazi.

Zdvihat a spoustét indexy je mozné i u tenzoru vySsiho stupné. Necht T €
T3(V). Pak tenzor T'(by-,-,-) € TZ(V) ma souradnice

T,% = T(bgeq, e, e%) = T(gai€’, €, €) = gai T
Pieme T, % misto T¢, protoze existuji jesté dalsi dva tenzory
T(byrs ), T n07) € TEV)
se soufadnicemi
b b
T ac7 T ca7
které od sebe potfebujeme umét odlisit.
V definici [A9] jsme zavedli adjungovany operator neboli adjungovany homomor-

fizmus. V mirné modifikovaném znaéceni, kde rozlisujeme skalarni sou¢iny na obou
prostorech pismeny g a h, plati, ze ke kazdému homomorfismu

¢:(V,g) = (W,h)
existuje homomorfismus
o'+ (W,h) — (V. g)
definovany Vv € V,w € W piedpisem
9(v, 9" (w)) = h(¢(v), w)
Adjungovany homomorfizmus mé tuzky vztah k homomorfizmu duédlnimu z definice

0]

VETA 56. Necht ¢ : (V,g) — (W, h) je homomorfismus prostori se skaldrnim
soucinem. Pak

¢t =ty 00" oby
DUKAzZ. Podle definic Vv € V, Yw € W plati

9(v, §4[¢" brw)]) = (v, 0" brw)) = (¢(v), brw) = h(¢(v), w)
Podle definice ¢! je tedy

9(v, 86" brw)]) = g(v, ¢ (w))
pro kazdy vektor v, musi tedy platit ¢'(w) = #,0¢* oby,(w) pro kazdy vektor w. O

Pokud pracujeme se soufadnicemi vzhledem k ortonormélni bazi, jsou matice
zobrazeni b, a f, jednotkové a matice homomorfismi ¢ a ¢* jsou obé rovny trans-
ponované matici k matici homomorfismu ¢. Tvrzeni lemmatu [40| a posledni tvrzeni
lemmatu [26] jsou tedy vzajemné konzistentni. Jinymi slovy, dudlni a adjungované
zobrazeni je totéz, pokud identifikujeme prostor V a jeho dual V* pomoci zdvi-
hani/spousténi indexu skalarnim soutinem.

4.1. Cviéeni.

(1) DokaZte, Ze zdvihani a spousténi indexu jsou izometrie prostora (V,g) a
(V*,g7h).



5. SYMETRIE TENZORU A KONTRAKCE 173

5. Symetrie tenzoru a kontrakce

DEFINICE 68. Necht T € T,?. Pak definujeme Gplnou symetrizaci, resp. apl-
nou antisymetrizaci tenzoru 7' pfedpisem Vvi,...,v, € V

1
[rs(D))(v1,...,vq) == P Z T(Vp(1)s -+ Vp(q)), TESP.
" pES,

1
a Z Sgn(p)T(Up(1)> SRR Up(q))
PES,

[Ta(D)](v1,...,0q) ¢

Snadno se ovéfi, ze

TAOTA =TA
TS OTsg =TS

maomg =mgomy =0

Obg zobrazeni jsou tedy projekce na dva podprostory, podprostor S, (V) = S9(V*)
tplné symetrickych kovariantnich tenzora a podprostor Ay,(V) = AY(V*) uplng
antisymetrickych tenzord, v jejichz pruniku je pouze nulovy tenzor.

Pro g = 2 definice fika, Ze

1

[ms(T)]ab = §(Tab + Toa) = T(ap)
1

[WA(T)]ab = i(Tab - Tba) = T[ab]

Zde jsme zavedli tradi¢ni zavorkovou notaci pro symetrizaci a antisymetrizaci in-
dexti. Zjevné plati T(qp) = T(va) & Tiar) = —Tjpa), tedy matice (T(,4p)) je symetricka a
matice (T}qy)) antisymetricka. Vlastnost Tup = T{ap) +71jap) zZnamend, ze kazdy tenzor
typu (0,2) je mozné (jednoznacné) rozlozit na jeho symetrickou a antisymetrickou
Cast

T="Tupe@e’ = Tiapye” @ e + Tiape® ® e
1 1
= Tan)5 (" ® e’ + e’ @ e) + Tiuy (e ® e’ — e ®e)
_ T(ab)e(ab) + jv[ab]e[ab]

Linearné nezavislych tenzoru el®! je pravé tolik, kolik je dvouprvkovych mnozin
Cisel z {1,...,n}, tedy (72’) Pocet tenzorii e(®) se zase rovna poctu dvouprvko-
vych kombinaci s opakovanim z {1,...,n}, tedy ("'QH) Soucet obou &isel je n?, coz
je rovno dimenzi T3 (V'), jak jsme mohli predpoklddat na zékladé véty o dimenzi
spojeni a pruniku.

(Anti)symetrizaci index muZeme zavést i pro tenzory vysSich stupiui:

1
Ta..v) = ] Z T(p(eas---,ep))

pPES,
1
T[a...b} = ) Z Sgn(p)T(p(ea, vey eb))v
& PESq
kde p(eq, - .., ep) znamena preusporadani posloupnosti vektori eg, . . ., e, permutaci

p. (Anti)symetrizaci prvki baze {e®*} v T2(V) dostévéme prvky e(*?) a el
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které tvoii bazi v S9(V*) a A1(V*). Je vidét, 7e
-1
dim S(V*) = (” g )

q
n
dim AT(V*) = ( )

q
Pro ¢ > n tedy uz Zadné netrivialni Gplné antisymetrické tenzory nejsou, zatimco
prostor tuplné symetrickych tenzord je nenulovy pro viechna q. Pro ¢ > 2 stéle plati,
7e S9(V*)N A?(V*) =0, ale narozdil od pfipadu ¢ = 2 je

dim SY(V*) + dim AY(V*) < dim T (V),
tedy existuji tenzory, z nichz po odecteni Uplné symetrické a Gplné antisymetrické
Gésti jesté néco zbyde.
(Anti)symetrizaci muzeme uplné stejné zavést i pro kontravariantni tenzory,

piipadné pro tenzory smiSené. U smiSenych méa ale smysl provadét ji pfes indexy
stejného typu.

DEFINICE 69. Necht V' je vektorovy prostor, {e,} je baze V, p > 0, ¢ > 0,
ie{l,...,p},j€{1,...,q}. Zobrazeni
Cij 1 TP(V) = TP (V)
T—T(..,e% ..., €eq...)
v J
se nazyva kontrakce (nebo téz ztZeni) pfes i-ty kovariantni a j-ty kontravariantni
index.

Definice samoziejmé predpoklada, Ze pies index a se s¢ita. Na volbé baze {e,}
nezalezi, protoze

T(e e, ...)=T(Ale,, (A~1)%°, ...) =

= 68T (e, e,...) = T(ey, €, ...)

Soufadnice tenzoru C;;(T') jsou zjevné T ;% .
Parovani kovektoru w a vektoru v lze zapsat pomoci tenzorového soucinu a
kontrakce:

Cr1(w®v) = (W v)(eq, ) = wie'(eq)v e (e®)
= wivjééég-’ = wivj(S; = w;e' (vie;) = (w,v)
Analogicky lze vy¢isleni libovolného tenzoru T typu (p, ¢) na libovolnych argumen-

tech psat jako

T(w,...,w)=(Co...cO0)(TRV®...Q0w),
|
ptq

kde C' jsou kontrakce podle odpovidajicich dvojic indexd.
Pomoci zdvihu a spusténi indexu je pak mozné definovat kontrakci pfes libo-
volné dva indexy: tenzor
ClgT = CuT(bg-, ‘y )

ma soufadnice

Ta ac _ gaiTiac _ ngaiC _ Taac.
Pokud je T uplné symetricky, pak se vSechny jeho kontrakce rovnaji,

Ta ac _ gaiTiac _ gaiTCia —Tc a apod.

a
Je-li T uplné antisymetricky, jsou vSechny jeho kontrakce nulové, nebot diky syme-
trii g4, mame

Ta ac _ gaiTiac — gai(*Taic) — *ngaic — 7Tz ic
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Cviéeni.
Necht ¢ = ¢! + 2¢2 € (R?)*. Definujme tenzor typu (2,1)
T(u,v,9) = (6@ ¥)(v,u)

Najdéte jeho soufadnice vzhledem ke kanonické bézi.
Necht a = (1,—1) € R? Definujme tenzor typu (1,2)

T(u, ¢, ¢) = p(u)p(a) — 2¢(a)¥(u)
Najdéte jeho souradnice vzhledem ke kanonické bazi. Najdéte soufadnice
C11T vzhledem ke kanonické bazi.
Necht a = (1,2) € R? se standardnim skaldrnim sou¢inem. Definujme
tenzor typu (2,1)

T(u,v, ) = (a,u)ip(v)

Najdéte jeho soufadnice vzhledem ke kanonické bazi. Pomoci zdvihu/spusténi
indexu pievedte T na kovariantni tenzor a spo¢téte souradnice jeho uplné
antisymetrizace vzhledem ke kanonické bézi.

Necht T je tenzor typu (2,2) definovany predpisem

T(u,v, 0, 9) = d(u)p(v)
Uréete soufadnice tenzoru T'(+, -, &!, ) vzhledem ke kanonické bazi a k bézi
Uvazujme V = R? se standardnim skalarnim sou¢inem, w = (3,1), T :
V*xV xV — R je tenzor definovany

T(¢,u,v) = $(w)(u,v)

Najdéte jeho soufadnice vzhledem k bazi {(1,0), (1,1)} a vyjadfete je jako
dvojici matic.

(3) Necht a = (a',a?) € R? a T je tenzor typu (1,2) na R? definovany
pro ¢, € (R?)* u € R? vztahem

T(p; 9, u) = ¢p(a)(u) — ¢(a)d(u)

(a) Ukazte, ze T je antisymetricky v prvnich dvou argumentech.

(b) Najdéte soutfadnice T' vaci kanonické bazi a zapiste je jako dvojici
matic.

(¢) Napiste transformadni vztah pro zménu soufadnic tenzoru T p¥i pie-
chodu do né&jaké baze M'.

(d) Pomoci tohoto transforma¢niho vztahu najdste souradnice tenzoru
T vudi bazi {(2,1),(3,1)}.

Necht V je vektorovy prostor dimenze n. Uplné antisymetricky tenzor

z AP(V*) se nazyva p-forma. Vnéj$im soudinem rozumime zobrazeni,

které p-formé « a g-formé § ptifazuje p + g-formu

alAf:= L ;—'q)!q!ﬂA(a ® B)

Dokazte, ze se jedna o bilinedrni, asociativni zobrazeni, pro které plati
gradovana komutativita

aAB=(-1)PT1B8 A

Ukazte dale, ze plati

1 a
o= —|aambe N...Ne
p!
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Vektorovy prostor A(V*) := @, _, A?(V*) spolu s operaci vn&jitho sou-
¢inu se nazyva vnéjsi algebra. Je to zakladni algebraicky objekt pro
teorii vicerozmérné integrace.

Necht v € V, a € APV*. Vnitfnim soudinem v a « rozumime (p — 1)-
formu charakterizovanou predpisem

iv(@)(uy...,v) :=alv,u,...,w)

Dokazte, ze se jedna o bilinearni zobrazeni, které spliiuje
() iviv + iwio =0

(b) (iva)a...b = vlaia...b

(c) iv(aAB) = (iya) AB+ (—1)Pa Aiy(B)

(d) Pokud w € V*, ey := w A a € APTIV* pak

EvEw tEuEL =0
GpEw + Ewly = (U, W) 1p (v

Necht V je vektorovy prostor dimenze n a w € A™(V*), tzv. top-forma.
Dokazte, ze v bazi {e;} se da w zapsat jako

w=X"A...Ae,

kde A je né&jaké ¢islo, a ze velic¢ina A, kterd zastupuje vSechny soufadnice
w, se pii zméné baze transformuje podle predpisu

N = det(A)N,
kde A je matice prechodu.
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